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TEOREMA TITIK TETAP REICH PADA RUANG METRIK 
 

ABSTRAK 
 

 Dalam skripsi ini dibahas pemetaan Reich dan teorema titik 
tetap pada pemetaan Reich. Pemetaan :f X X→ dengan ( , )X d
ruang metrik disebut pemetaan Reich jika untuk setiap ,x y X∈ dan 

1a b c+ + <  berlaku:           
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )d f x f y ad x f x bd y f y cd x y≤ + + , dengan 

, , 0a b c ≥ . Selain itu ditunjukkan pula hubungan pemetaan Reich 
dengan pemetaan kontraksi. 
 
Kata kunci : pemetaan Reich, pemetaan kontraksi, teorema titik 
tetap, ruang metrik. 
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REICH FIXED POINT THEOREM IN METRIC SPACE 
 

ABSTRACT 
 

This final project discusses Reich mapping and fixed point 
theorem on Reich mapping. A mapping :f X X→ on metric space 

( , )X d  is called Reich mapping if every ,x y X∈  and 1a b c+ + <
satisfied ( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )d f x f y ad x f x bd y f y cd x y≤ + + , 

with , , 0a b c ≥ . It is also shown the relation between Reich mapping 
and contractive mapping. 

 
Key words: Reich mapping, contractive mapping, fixed point 

theorem, metric space. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang 

Perkembangan teorema titik tetap memberikan pengaruh besar 
terhadap perkembangan analisis matematika dan memberikan solusi 
yang dapat digunakan pada berbagai macam bidang. Titik tetap 
seringkali digunakan untuk menyelesaikan permasalahan-
permasalahan pada persamaan integral, diferensial, optimasi, serta 
pada disiplin ilmu lainnya.  

Pada tahun 1922, Stefan Banach, membuktikan suatu  teorema 
yang menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap pada pemetaan 
kontraksi. Teorema tersebut dinamakan Teorema Titik Tetap Banach 
atau Prinsip Kontraksi Banach. Teorema ini menyediakan suatu  metode 
untuk menyelesaikan berbagai macam masalah dalam ilmu matematika 
dan teknik. Beberapa ahli kemudian memperluas, memperumum, dan 
menyempurnakan teorema titik tetap tersebut dalam berbagai cara, 
seperti Kannan, Chu-diaz, Reich, dan lainnya (Ahmed, 2003).  

Secara umum, teorema-teorema yang dibahas tersebut 
diaplikasikan pada ruang metrik. Meskipun sama penggunaannya 
yaitu pada ruang metrik, kontraksi yang digunakan dalam setiap 
teorema-teorema tersebut berbeda (Zafar dan Ali, 2009). 

Teorema titik tetap pada ruang metrik yang sering dibahas 
adalah teorema titik tetap Banach dan Kannan. Oleh karena itu, 
dalam skripsi ini akan diperkenalkan serta dijelaskan tentang 
pemetaan Reich dan teorema titik tetap dari pemetaan Reich pada 
ruang metrik serta hubungan antara pemetaan Reich dengan 
pemetaan kontraksi. 

 
1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan 
yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Bagaimanakah definisi pemetaan Reich? 
2. Bagaimanakah hubungan antara pemetaan Reich dengan 

pemetaan kontraksi? 
3. Apakah pemetaan Reich menjamin adanya titik tetap? 
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1.3 Tujuan  
Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Memperkenalkan dan menjelaskan pemetaan Reich. 
2. Mengetahui hubungan pemetaan Reich dengan pemetaan 

kontraksi. 
3. Menyelidiki eksistensi titik tetap pada pemetaan Reich. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 
 
2.1 Ruang Metrik 
 
Definisi 2.1 (Ruang Metrik) 
Diberikan himpunan X ≠ ∅ , dan himpunan� bilangan riil. Suatu 
metrik pada himpunan X adalah suatu fungsi :d X X× → � yang 
memenuhi aksioma-aksioma berikut. 
1. ( , ) 0d x y ≥ , untuk setiap ,x y X∈   (nonnegatif) 

2. ( , ) 0d x y =  jika dan hanya jika x y=   (identitas) 

3. ( , ) ( , )d x y d y x= , untuk setiap ,x y X∈  (simetris) 

4. ( , ) ( , ) ( , )d x z d x y d y z≤ + , untuk setiap , ,x y z X∈  
(ketaksamaan segitiga). 

Suatu ruang metrik( , )X d adalah pasangan himpunanX dengan 

metrik d pada X (Bartle dan Sherbert, 2000). 

 
Definisi 2.2 (Barisan Titik) 
Diberikan ruang metrik ( , )X d dan bilangan asli � . Barisan titik-
titik di dalam ruang metrik ( , )X d adalah suatu fungsi :f X→� . 

Untuk setiap n ∈ � , maka  

( ) nf n x X= ∈ . 

Untuk menyatakan barisan f digunakan lambang nx . Jika A suatu 

himpunan bagian X, dan nx A∈ , n∀ ∈� , maka nx dinamakan 

barisan di dalam A  (Soemantri, 1988). 
 
Definisi 2.3 (Barisan Konvergen) 

Misalkan ( , )X d  merupakan ruang  metrik. Suatu barisan nx
 

di ( , )X d dikatakan konvergen ke suatu titik  x X∈  (disimbolkan  

nx x→ ) jika 

( , ) 0nd x x → , ketika n → ∞  
(Iyer, 1977).  
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Definisi 2.4 (Barisan Cauchy) 
Barisan nx  di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy   

jika untuk setiap 0>ε
 
terdapat bilangan ( )N N ε=  sedemikian 

sehingga  

( , )m nd x x ε<  

untuk setiap  m,n ≥ N (Kreyszig, 1978). 
 
Contoh 2.1 

Barisan bilangan real 
n

xn

1= , n N∈  dengan metrik ( ) yxyxd −=,  

merupakan barisan Cauchy. 
 
Bukti: 

Ambil 0>ε , dipilih bilangan asli ( )N N ε=  sehingga
2

N
ε

< . 

Untuk setiap ,m n N≥ berlaku 
1 1

2n N

ε≤ <  dan 
1 1

2m N

ε≤ < , 

sehingga  
1 1

n mx x
n m

− = −
 

 

1 1

n m
 = + − 
   

1 1

n m
≤ +

 

               

1 1

2 2

n m
ε ε

= +

< +  

  ε= . 

Terbukti bahwa nx  barisan Cauchy (Bartle ddan Sherbert, 2000).     
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Teorema 2.1  
Di dalam sebarang ruang metrik (X,d), setiap barisan yang konvergen 
merupakan barisan Cauchy. 
 
Bukti:  
Diberikan barisan nx  di X dengan  xxn

n
=

∞→
lim , maka untuk  

sebarang ε > 0 yang diberikan terdapat N ∈ N sedemikian sehingga 
untuk setiap n ≥ N  berlaku   

2
),(

ε<xxd n .                                          (2.3) 

Demikian juga untuk setiap m ≥ N berlaku  

2
),(

ε<xxd m .                                        (2.4) 

Dari ketaksamaan (2.3) dan (2.4) dan sifat ketaksamaan segitiga 
maka untuk setiap m,n ≥ N  berlaku 

εεε =+<+≤
22

),(),(),( nmnm xxdxxdxxd . 

Terbukti nx  merupakan barisan Cauchy (Soemantri,1988).    

 
Definisi 2.5 (Ruang Metrik Lengkap) 
Suatu ruang metrik  dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan 
Cauchy di dalam ruang metrik tersebut konvergen (Soemantri, 1988). 
 
2.2  Pemetaan pada Ruang Metrik 
 
Definisi 2.6 (Pemetaan Kontinu) 
Misal ( , )X X d= dan ( , )Y Y d= merupakan ruang metrik. 

:f X Y→ dikatakan kontinu pada suatu titik 0x X∈ jika untuk 

setiap 0ε > terdapat 0δ >  sedemikian sehingga  

0( ( ), ( ))d f x f x ε<  

untuk setiap x yang memenuhi 

0( , )d x x δ< . 

f dikatakan kontinu diX jika f kontinu di setiap titik pada 
X (Kreyszig, 1978). 
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Definisi 2.7 (Kontraksi) 
Misalkan( , )X d merupakan sebuah ruang metrik. Suatu pemetaan 

:f X X→ disebut kontraksi jika terdapat suatu konstanta k , 

0 1k≤ < , sehingga untuk setiap ,x y X∈  

( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤  
(Han, 2003). 
 
Lemma 2.1 (Kekontinuan Pemetaan Kontraksi) 
Suatu kontraksi f pada ruang metrik( , )X d merupakan sebuah 
pemetaan yang kontinu (Kreyszig, 1978). 
 
Bukti: 

Ambil sebarang 0x X∈ . Untuk 0ε > pilih 0
k

εδ = > , sehingga 

0( , )d x x δ< . Karenaf merupakan pemetaan kontraksi, maka 

0 0( ( ), ( )) ( , )d f x f x kd x x≤  

untuk setiap 0,x x X∈ dan dengan nilai 0( , )d x x δ< maka 

0 0( ( ), ( )) ( , )d f x f x kd x x≤
 

                           

k

k
k

δ
ε

≤

=  

 ε= . 

Jadi untuk setiap 0ε >  terdapat 0
k

εδ = > sehingga 

0( ( ), ( ))d f x f x ε< .  

Menurut definisi 2.6 makaf adalah pemetaan yang kontinu. 
 
Definisi 2.8 (Komposisi Fungsi) 
Misalkan , ,X Y Z  adalah ruang metrik. Jika :f X Y→  dan  

:g Y Z→ , maka fungsi komposisi g fo  adalah fungsi  dari X ke 

Z  yang didefinisikan  
( )( ) ( ( ))g f x g f x=o , 

untuk setiapx X∈ (Bartle dan Sherbert, 2000). 
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Komposisi 2( )( ) ( ( )) ( )f f x f f x f x= =o  dan untuk komposisi se- 

banyak n suku, maka( ... ) ( ) ( )n

n

f f f f x f x=o o o
1442443

.  

 
Contoh 2.2 
Misalkan diberikan fungsi f dan g yang didefinisikan sebagai 
berikut 

( ) 4f x x= −  dan ( )g x x= , 

untuk setiap x ∈ � . Maka fungsi komposisi ( )g fo adalah 

( )( ) ( ( ))g f x g f x=o  

     

( 4)

4

4

g x

x

x

= −

= −

= −

 

sedangkan fungsi komposisi ( )f go adalah 
( )( ) ( ( ))f g x f g x=o  

     ( )f x=  

     4x= −  . 

Pada kasus ini ( )g fo ≠ ( )f go .  
 
2.3 Titik Tetap Pada Ruang Metrik 
 
Definisi 2.9 (Titik Tetap) 

Diberikan ruang metrik (X,d). Misalkan f adalah pemetaan pada X,  
:f X X→ . 

Solusi *x x=  dari persamaan ( )f x x= disebut titik tetap (Takashi 
dan Hiroyuki, 2010).  
 
Contoh 2.3 
Pandang :f →� �  yang diberikan oleh 

( ) 1
3 ,

4
f x x x= + ∀ ∈� . 
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Penyelesaian untuk mendapatkan titik tetap dari pemetaan di atas 
adalah sebagai berikut 

( )f x x=  
1

3
4

x x+ =  

12 4x x+ =  
3x       12=  
x        4= . 

Jadi, * 4x x= =  adalah titik tetap fungsi ( ) 1
3

4
f x x= + .                         
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BAB III 

PEMBAHASAN 
 

Pada bab ini dibahas hubungan pemetaan Reich dengan 
pemetaan kontraksi (subbab 3.1) dan eksistensi titik tetap pada 
pemetaan Reich (subbab 3.2).  

 
3.1 Pemetaan Reich 

 
Teorema 3.1 
Misalkan ( , )X d adalah ruang metrik. Jika pemetaan f kontraksi 
pada X , maka 

( ( ), ( )) ( , )n n nd f x f y k d x y≤              (3.1) 

untuk setiap ,x y X∈ dan n∈� , di mana 0 1k≤ < . 
 
Bukti: 
Diketahui f pemetaan kontraksi pada X , maka untuk setiap  

,x y X∈  berlaku 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤  

dengan 0 1k≤ < .  

Jadi,  1 1( ( ), ( )) ( ( ( )), ( ( )))n n n nd f x f y d f f x f f y− −=  

       

1 1

2 2

2 2 2

3 3 3

1 ( 1) ( 1)

1

1

( ( ), ( ))

( ( ( ), ( )))

( ( ), ( ))

( ( ), ( ))

( ( ), ( ))

( ( ), ( ))

( , )

n n

n n

n n

n n

n n n n n

n

n

kd f x f y

k kd f x f y

k d f x f y

k d f x f y

k d f x f y

k d f x y

k kd x y

− −

− −

− −

− −

− − − − −

−

−

≤
≤
=

≤

≤
=

≤

M
 

( , )nk d x y= .� 
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Definisi 3.1 
Misalkan ( , )X d ruang metrik dan misalkan:f X X→ . Pemetaan 

f disebut pemetaan Reich jika memenuhi 

( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )d f x f y ad x f x bd y f y cd x y≤ + +      (3.2) 

untuk setiap ,x y X∈ , dan 1a b c+ + < , dengan , , 0a b c ≥ . 
 
Contoh 3.1 
Diberikan ruang metrik ( , )X d dan ( , )d x y x y= − . Didefinisikan 

fungsi f sebagai berikut  

2
( ) 1

5

x
f x = −  

untuk setiap x X∈ , maka f  merupakan pemetaan Reich. 
 
Bukti: 

( ( ), ( )) ( ) ( )d f x f y f x f y= −  

           
2 2

1 1
5 5

x y
   = − − −   
   

 

           
2 2

5 5
x y= −  

           
2

5
x y= −  

           
1 1

5 5
x y x y= − + −  

           ( )1 1

5 5
x y x y≤ − + + −  

           ( )1 1

5 5
x y x y= − + +                (3.3) 

2 2
( , ( )) ( , ( )) 1 1

5 5
d x f x d y f y x x y y

   + = − − + − −   
   

 

  
3 3

1 1
5 5

x y= + + +  
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3 3
( , ( )) ( , ( ))

5 5
d x f x d y f y x y+ ≥ +  

  ( )3

5
x y= + . 

Jadi  

( ) 5
[ ( , ( )) ( , ( ))]

3
x y d x f x d y f y+ ≤ + . (3.4) 

Kemudian substitusikan persamaan (3.4) ke persamaan (3.3),  
1 1 5

( ( ), ( )) [ ( , ( )) ( , ( ))]
5 5 3

d f x f y x y d x f x d y f y≤ − + +  

1 1 1
( , ( )) ( , ( ))

3 3 5
d x f x d y f y x y= + + −  

1 1 1
( , ( )) ( , ( )) ( , )

3 3 5
d x f x d y f y d x y= + + .      (3.5)  

Jika 
1

3
a = , 

1

3
b = , dan 

1

5
c = , maka 

13
1

15
a b c+ + = < dan 

persamaan(3.5) dapat ditulis sebagai 
( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )d f x f y ad x f x bd y f y cd x y≤ + + .  

Terbukti bahwa f  merupakan pemetaan Reich.  
 
Teorema 3.2  
Diberikan ruang metrik ( , )X d dengan :f X X→ . f  adalah 

pemetaan kontraksi ( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤ dengan 
1

0
2

k≤ <  

maka f merupakan pemetaan Reich, dengan a b c= = . 
 
Bukti: 
Misalkan f  pemetaan kontraksi pada ruang metrik ( , )X d  maka 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤  

untuk setiap ,x y X∈  dengan 0 1k≤ <  . Akan dibuktikan bahwa 

pemetaan kontraksi f merupakan pemetaan Reich dengan 

a b c= = . 
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( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤  

      ( , ) ( , )
2 2

k k
d x y d x y= +  

     

[ ]( , ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ) ( , )
2 2

k k
d x f x d f x f y d f y y d x y≤ + + +

 

[ ]( , ( )) ( ( ), ( )) ( , ( )) ( , )
2 2

k k
d x f x d f x f y d y f y d x y= + + +

 

[ ]1 ( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )
2 2 2

k k k
d f x f y d x f x d y f y d x y

 − ≤ + + 
 

 

( ) [ ]2( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , )
1 2

k
d f x f y d x f x d y f y d x y

k
≤ + +

−
               

( ) ( )
2 2( ( ), ( )) ( , ( )) ( , ( ))

1 12 2

k k
d f x f y d x f x d y f y

k k
≤ + +

− −
 

   ( )
2 ( , )

1 2

k
d x y

k−
.             (3.6) 

Dari persamaan (3.5) diketahui bahwa 2
1 2

k
a b c

k
= = =

−
. Agar f  

juga merupakan pemetaan Reich, maka 
3 2 1

1 2

k
a b c

k
+ + = <

−
. 

 

Karena nilai 1k < dan selalu positif, maka 1 0
2

k− >  

3
1

2 2

k k< −  
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4
1

2

k <  

       
2

4
k < .              (3.7) 

Dari ketaksamaan (3.7) diperoleh bahwa 
1

2
k < . Karena k  selalu 

positif, terbukti untuk nilai 
1

0
2

k≤ < , f merupakan pemetaan 

Reich. Namun teorema ini belum tentu berlaku sebaliknya.  
 
Contoh 3.2 
Diberikan ruang metrik ([0,1], )d dan ( , )d x y x y= − . 

Didefinisikan fungsif sebagai berikut  

,0 1
5( )
1

, 1
6

x
x

f x

x

 ≤ <= 
 =


 

untuk setiap [0,1]x ∈ .  

• 0 1x≤ <  dan 0 1y≤ <  

( ( ), ( )) ( ) ( )d f x f y f x f y= −  

    

5 5

1

5
1 1

10 10

x y

x y

x y x y

= −

= −

= − + −

  

   
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
10 10

x y x f x f x f y f y y= − + − + − + −  

   
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
10 10

x y x f x f x f y f y y≤ − +  − + − + −    
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1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )

10 10
f x f y x y x f x f y y

 − − ≤  − + − + −    
 

 

1
10( ) ( ) ( ) ( )
11 10

f x f y x y x f x f y y− ≤  − + − + −  −
 

1
( ) ( ) ( ) ( )

9
f x f y x y x f x f y y− ≤  − + − + −    

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

9 9 9
f x f y x y x f x y f y− ≤ − + − + − .           (3.8) 

Terbukti f  merupakan pemetaan Reich dengan 
1

9
a b c= = =  

untuk 0 1x≤ <  dan 0 1y≤ < . 
 
• 1x =  dan 1y =  
Substitusi nilaix dany ke dalam ketaksamaan (3.8) untuk 

menunjukkan bahwaf merupakan pemetaan Reich, 

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

9 9 9
f x f y x y x f x y f y− ≤ − + − + −  

1 1 1
(1) (1) 1 1 1 (1) 1 (1)

9 9 9
f f f f− ≤ − + − + −  

        
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
6 6 9 9 6 9 6

− ≤ − + − + −  

              
1 5 5

0 0
9 6 6

 ≤ + + 
 

 

               

1 10
0

9 6
10

0
54

≤

<
 

Terbukti bahwaf merupakan pemetaan Reich pada1x =  dan 1y = . 
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• 0 1x≤ <  dan 1y =  
Substitusi nilaix dany ke dalam ketaksamaan (3.8) untuk 

menunjukkan bahwaf merupakan pemetaan Reich. 

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

9 9 9
f x f y x y x f x y f y− ≤ − + − + −  

          
1 1 1 1 1

1 1
5 6 9 9 5 9 6

x x
x x− ≤ − + − + −  

          
1 1 4 5

1
5 6 9 5 6

x x
x

 − ≤ − + + 
 

 

     
30 1 24 22554 45

270 270

x xx  − + + − <  
 

, 

karena ruas kanan dan ruas kiri sama-sama bernilai positif dan 
penjumlah pada ruas kanan lebih besar daripada ruas kiri, maka 
terbukti bahwa ruas kanan lebih besar daripada ruas kiri sehingga 
memenuhi kondisi Reich. 
 
• 1x = dan 0 1y≤ <  
Substitusi nilaix dany ke dalam ketaksamaan (3.8) untuk 

menunjukkan bahwaf merupakan pemetaan Reich. 

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

9 9 9
f x f y x y x f x y f y− ≤ − + − + −  

          
1 1 1 1 1

1 1
6 5 9 9 6 9 5

y y
y y− ≤ − + − + −  

          
1 1 5 4

1
6 5 9 6 5

y y
y

 − ≤ − + + 
 

 

     
30 1 225 2445 54

270 270

y yy  − + + − <  
 

. 

Terbukti memenuhi pemetaan Reich sebab ruas kanan dan ruas kiri 
sama-sama bernilai positif dan ruas kanan akan selalu memiliki nilai 
yang lebih besar daripada ruas kiri. 

Jadi terbukti bahwaf merupakan pemetaan Reich pada [ ]0,1=� . 
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Akan tetapi pemetaan Reich tersebut bukan merupakan kontraksi, 
sebabf tidak kontinu pada titik 1x = . 
   
Teorema 3.3  
Diberikan ruang metrik ( , )X d dengan :f X X→ . f  adalah 

pemetaan kontraksi dengan
1

0
2

nk≤ < , maka nf  merupakan 

pemetaan Reich dengan a b c= =  dan 2n ≥ , n∈� . 
Bukti: 
Misalkan f pemetaan kontraksi pada ruang metrik ( , )X d , maka 
berlaku 

( ( ), ( )) ( , )d f x f y kd x y≤    

untuk setiap ,x y X∈ , dengan 0 1k≤ < .  
Dengan menggunakan Teorema 3.1 dan Teorema 3.2 , diperoleh   

( ( ), ( )) ( , )n n nd f x f y k d x y≤  

      
( , ) ( , )

2 2

n nk k
d x y d x y= +  

     
( , ) ( , ( )) ( ( ), ( ))

2 2

n n
n n nk k

d x y d x f x d f x f y≤ + + +  

      ( ( ), )nd f y y   

     
( , ) ( , ( )) ( ( ), ( ))

2

n
n n nk

d x y d x f x d f x f y≤ + + +  

      ( ( ), )nd f y y   

1 ( ( ), ( )) ( , ) ( , ( ))
2 2

n n
n n nk k

d f x f y d x y d x f x
 

− ≤ + +  
   

( , ( ))nd y f y   

( )
2( ( ), ( )) ( , ) ( , ( ))

1 2

n

n n n

n

k
d f x f y d x y d x f x

k
≤ + +

−
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( , ( ))nd y f y 

( ) ( )
2 2( ( ), ( )) ( , ) ( , ( ))

1 12 2

n n

n n n

n n

k k
d f x f y d x y d x f x

k k
≤ + +

− −
 .

          ( )
2 ( , ( ))

1 2

n

n

n

k
d x f x

k−
            (3.9) 

Dari persamaan  (3.9) diketahui bahwa 2

1 2

n

n

k
a b c

k
= = =

−
. Agar 

nf  juga merupakan pemetaan Reich, maka 
3 2 1

1 2

n

n

k
a b c

k
+ + = <

−
.  

Karena nilai 1nk < dan selalu positif, maka 1 0
2

nk− >  

3
1

2 2

n nk k< −  

4
1

2

nk <  

         
1

2
nk <     

    
1

2
nk < .              (3.10) 

Dari ketaksamaan (3.10) diperoleh bahwa 
1

2
nk < , Karena k  selalu 

positif, terbukti untuk nilai 
1

0
2

nk≤ < , nf merupakan pemetaan 

Reich untuk 2n ≥ . 
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3.2 Teorema Titik Tetap Reich 
Teorema 3.4 
Diberikan ( , )X d ruang metrik lengkap dan :f X X→ adalah 

pemetaan Reich pada X , maka f memiliki tepat satu titik tetap. 
 
Bukti: 
Ambil 0x X∈ . Selanjutnya dibentuk barisannx sebagai berikut 

0 1 0 2 1 1, ( ), ( ), , ( )n nx x f x x f x x f x+= = =K .      (3.11) 

Akan ditunjukkan bahwa nx adalah barisan Cauchy. 

1 2 0 1( , ) ( ( ), ( ))d x x d f x f x=  

  
0 0 1 1 0 1

0 1 1 2 0 1

( , ( )) ( , ( )) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

ad x f x bd x f x cd x x

ad x x bd x x cd x x

≤ + +
= + +

 

1 2 0 1( , ) ( , )
1

a c
d x x d x x

b

+≤
−

 

 

2 3 1 2( , ) ( ( ), ( ))d x x d f x f x=  

  
1 1 2 2 1 2

1 2 2 3 1 2

( , ( )) ( , ( )) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

ad x f x bd x f x cd x x

ad x x bd x x cd x x

≤ + +
≤ + +

 

2 3 1 2( , ) ( , )
1

a c
d x x d x x

b

+≤
−

 

  
0 1

2
0 1

( , )
1 1

( ) ( , )
1

a c a c
d x x

b b
a c

d x x
b

+ +≤
− −
+≤
−

 

 

3 4 2 3( , ) ( ( ), ( ))d x x d f x f x=  

  
2 2 3 3 2 3

2 3 3 4 2 3

( , ( )) ( , ( )) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

ad x f x bd x f x cd x x

ad x x bd x x cd x x

≤ + +
≤ + +

 

3 4 2 3( , ) ( , )
1

a c
d x x d x x

b

+≤
−
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2
0 1

3
0 1

( ) ( , )
1 1

( ) ( , )
1

a c a c
d x x

b b
a c

d x x
b

+ +≤
− −
+≤
−

 

dan seterusnya, hingga diperoleh 

1 0 1( , ) ( ) ( , )
1

n
n n

a c
d x x d x x

b+
+≤
−

.                      (3.12) 

Misalkan 
1

a c
q

b

+ =
−

, maka ketaksamaan (3.12) menjadi  

1 0 1( , ) ( , )n
n nd x x q d x x+ ≤ .            (3.13) 

Jika 1a b c+ + < , maka 
( ) 1 ( )a b c b b+ + + − < + −  

               1a c b+ < −  

   
1

1 1

a c b

b b

+ −<
− −

 

      1
1

a c

b

+ <
−

. 

Karena 
1

a c
q

b

+ =
−

 dan , , 0a b c ≥ maka 0 1q≤ < . 

Ambil 0ε > dan pilih ,m n ∈ � . Untuk m n> , maka 

1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n m n n n n m md x x d x x d x x d x x+ + + −≤ + + +K
1 1

0 1 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , )n n mq d x x q d x x q d x x+ −≤ + + +K
1 1

0 1( ) ( , )n n mq q q d x x+ −≤ + + +K
1 1

0 1(1 ) ( , )n m nq q q d x x− −≤ + + +K  
1

0 1
0

( , )
m n

n i

i

q q d x x
− −

=
= ∑ .             (3.14) 

Berikut ini akan ditentukan jumlah dari deret geometri
1

0

m n
i

i

q
− −

=
∑ . 

Perhatikan persamaan berikut 
2 1 2 1(1 )(1 ... ) (1 ... )m n m nq q q q q q q− − − −− + + + + = + + + +  
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2( ... )m nq q q −− + + +  
2 1(1 )(1 ... ) 1m n m nq q q q q− − −− + + + + = − , 

sehingga 
1

2 1

0

1
(1 ... )

(1 )

m nm n
i m n

i

q
q q q q

q

−− −
− −

=

−= + + + + =
−∑ .            (3.15) 

Dengan mensubstitusikan (3.15) ke (3.14), diperoleh 

0 1

1
( , ) ( , )

1

m n
n

n m

q
d x x q d x x

q

−−≤
−

, m n> . 

 Misalkan m n t− = , maka 

0 1

1
( , ) ( , )

1

t
n

n m

q
d x x q d x x

q

−≤
−

. 

Karena lim 0n

n
q

→∞
= , maka lim ( , ) 0n m

n
d x x

→∞
= . 

Dengan demikian terbukti bahwa nx adalah barisan Cauchy. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pemetaan Reichf memiliki titik 
tetap. 

Telah diketahui bahwa nx merupakan barisan Cauchy dan oleh 

karena (X,d) ruang metrik lengkap sehingga lim n
n

x z
→∞

= , di mana 

z X∈ . 
Akan  dibuktikan bahwa ( )f z z= , dengan cara membuktikan 

lim ( ) ( )n
n

f x f z
→∞

= . 

Misalkan nx x=  dan y z= , maka: 

1( , ( )) ( ( ), ( ))n nd x f z d f x f z+ =  

( , ( )) ( , ( )) ( , )n n nad x f x bd z f z cd x z≤ + +  

( , ( )) ( , ( )) ( ( ), ( ))n n n nad x f x bd z f x bd f x f z≤ + +  

   ( , )ncd x z+  

1 1 1( , ) ( , ) ( , ( ))n n n nad x x bd z x bd x f z+ + +≤ + +  

   ( , )ncd x z+ .               (3.16) 

Telah diketahui pada (3.13) bahwa 

1 0 1( , ) ( , )n
n nd x x q d x x+ ≤ , 
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 dan disubstitusikan ke (3.13) menjadi 

1 0 1 1 1( , ( )) ( , ) ( , ) ( , ( ))n
n n nd x f z aq d x x bd z x bd x f z+ + +≤ + +  

( , )ncd x z+  

1 0 1 1(1 ) ( , ( )) ( , ) ( , ) ( , )n
n n nb d x f z aq d x x bd z x cd x z+ +− ≤ + +  

1 0 1 1

1
( , ( )) [ ( , ) ( , ) ( , )]

(1 )
n

n n nd x f z aq d x x bd z x cd x z
b+ +≤ + +

−
. 

                 (3.17) 
Diketahui bahwa lim n

n
x z

→∞
= , maka untuk setiap 0ε > , 

1( , )nd x z ε+ <  dan ( , )nd x z ε< .  Oleh karena itu  

1lim ( , ) 0n
n

d x z+→∞
= ,               (3.18) 

dan 
lim ( , ) 0n
n

d x z
→∞

= .            (3.19) 

Ketaksamaan (3.17) menjadi  

1 0 1

1
( , ( )) [ ( , )]

(1 )
n

nd x f z aq d x x
b+ ≤

−
.           (3.20) 

Karena 1q <  dan lim 0n

n
q

→∞
= , maka ketaksamaan (3.20) menjadi 

1( , ( )) 0nd x f z+ = .             (3.21) 

Dari persamaan (3.11), persamaan (3.21) dapat pula ditulis menjadi 
( ( ), ( )) 0nd f x f z = ,   (3.22) 

dengan kata lain, lim ( ) ( )n
n

f x f z
→∞

= . Sedangkan persamaan (3.18) 

dapat ditulis menjadi  
( ( ), ) 0nd f x z =    (3.23)  

yang berarti juga bahwa lim ( )n
n

f x z
→∞

= . Sehingga terbukti 

bahwa ( )f z z= . Jadi, z X∈ merupakan titik tetap dari pemetaan 

Reich f . 
Selanjutnya akan dibuktikan ketunggalan titik tetap pada pemetaan 
Reich. Misalkan x  dan y  adalah titik tetap pemetaan f , dengan 
x y≠ .  andaikan 

( )x f x=  dan ( )y f y= . 
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Maka  
( , ) ( ( ), ( ))d x y d f x f y=  

( , ( )) ( , ( )) ( , )ad x f x bd y f y cd x y≤ + +  

( , )cd x y=  

( , ) ( , )d x y cd x y≤  

( , ) ( , ) 0d x y cd x y− ≤  

(1 ) ( , ) 0c d x y− ≤ . 

Karena ( , ) 0d x y ≥ maka 

     (1 ) 0c− ≥  

                 1c ≥ .  
Kontradiksi dengan syarat pemetaan Reich 1a b c+ + < , maka 
pengandaian salah. Agar memenuhi syarat tersebut, maka  x y= . 
Jadi terbukti bahwa pemetaan Reich memiliki titik tetap yang 
tunggal. 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Dari pembahasan dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 

1. Jika f pemetaan kontraksi dengan 
1

0
2

k≤ < , makaf  

merupakan pemetaan Reich dengan a b c= = . 

2. Jika f  pemetaan kontraksi dengan 
1

0
2

nk≤ < , maka nf  

merupakan pemetaan Reich dengan a b c= = , untuk 2n ≥ , 
n∈�  . 
 

3. Pemetaan Reich pada ruang metrik yang lengkap memiliki titik 
tetap yang tunggal. 

 
 
 
4.2 Saran 

Pada skripsi ini hanya dibahas eksistensi dan ketunggalan titik 
tetap pemetaan Reich pada ruang metrik. Untuk penelitian  
selanjutnya, diharapkan dapat dibahas eksistensi titik tetap untuk 
fungsi komposisi ke n dari suatu pemetaan Reich. 
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