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ABSTRAK

Suatu ring R disebut ring semiprima jika x R = 0 maka x =0
untuk setiap x € R. Beberapa pembahasan yang terkait dengan ring
semiprima adalah derivation dan generalized derivation. Pada
skripsi ini dibahas tentang orthogonal generalized derivation pada
ring semiprima melalui pembahasan definisi maupun pembuktian
teorema yang terkait. Dari studi pustaka yang telah dilakukan,
diketahui bahwa Jika D dan G adalah orthogonal generalized
derivation pada R, maka D dan G adalah generalized derivation
dengan D dan G adalah suatu pemetaan aditif dari ring semiprima ke
dirinya sendiri. Jika D Gadalah generalized derivation pada R, maka
terdapat ideal U dan V' sedemikian sehingga UNV =0dan U @V
disebut essential ideal atas R.

Kata Kunci: pemetaan aditif, ring semiprima, ideal, essential ideal,
derivation, generalized derivation, orthogonal generalized
derivation.



ABSTRACT

Aring R is called semiprime ring if x R = 0 then x = 0 for all
x € R. There are some results about derivation and generalized
derivation of semiprime ring. In this work, we present some results
of definition and theorem about orthogonal generalized derivation of
a semiprime ring. D and G are additive mapping. If D and G are
orthogonal generalized derivation, then D and G are generalized
derivation. If D Gis generalized derivation of semiprime ring, then
there exist ideal U and V of R suchthat UnV =0 and U@V is
essential ideal of R.

Key Words: additive mapping, semiprime ring, ideal, essential
ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized
derivation.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi
aksioma tertentu. Salah satu struktur aljabar adalah ring. Ring adalah
himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan
dan perkalian. Ring R yang memenuhi kondisi, jika x R = 0 maka
x = 0 untuk setiap x € R disebut ring semiprima.

Sejalan dengan perkembangan ilmu pengetahuan, muncul
pembahasan baru tentang ring semiprima, di antaranya derivation
dan generalized derivation. Derivation adalah pemetaan aditif
d:R - R yang memenuhi d(x ) =d(x)y + x «(y) untuk setiap
X,y € R dengan R adalah ring semiprima. Sedangkan generalized
derivation merupakan generalisasi dari konsep derivation yang
dibangun oleh derivation dan left multiplier.

Pada tahun 2004, Nurcan Argac, Atsushi Nakajima dan Emine
Albas dalam jurnal berjudul “On Orthogonal Generalized
Derivations of Semiprime Rings” menjelaskan bahwa ortogonalitas
dapat dihubungkan dengan generalized derivation.

Definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation
menarik untuk dipelajari. Oleh karena itu, penulis bermaksud
memaparkan dalam skripsi ini tentang definisi orthogonal
generalized derivation pada ring semiprima beserta lema dan
teorema yang mendukung.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dibahas
dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi dan sifat-sifat orthogonal
generalized derivation pada ring semiprima.

1.3 Tujuan

Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi dan
sifat- sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.






BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius) (Bhattacharya, 1990)
Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua
pasangan terurut (x,y) dengan x € A dan y € B disebut Hasil Kali
Cartesius dari A dan B. Selanjutnya, dinyatakan dengan

AXxXB ={(x,y)|x € A,y € B}.

Definisi 2.1.2 (Relasi) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong dan R adalah
himpunan bagian (subset) dari A X B. Maka R disebut relasi dari A
ke B.

Definisi 2.1.3 (Pemetaan) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Suatu relasi f dari
A ke B (dinotasikan f: A — B) disebut pemetaan dari A ke B jika
untuk setiap x € A berlaku jika (x,y;) € f dan (x,y,) € f maka
vy, =y, dengan y;,y, € B. A disebut domain dan B disebut
kodomain.

Definisi 2.1.4 (Operasi Biner) (Whitelaw, 1995)
Misalkan A adalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner *
pada A adalah pemetaan dari S X S ke S atau dinotasikan sebagai
berikut.
x5 XS§S—>S
(a,b) — = (a,b) = a * b.

2.2 Pemetaan Aditif

Definisi 2.2.1 (Pemetaan Aditif) (Bartle,dkk., 1992)

Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan
f:A— B disebut pemetaan aditif, jika untuk setiap x,y € A
memenuhi

f+y=f®+fO)



Contoh 2.2.2
Diberikan himpunan matriks ordo 2x2 sebagai berikut.

R:{E CI] fb,c €z},

Pemetaan D: R — R yang didefinisikan oleh

a [0 patp
2 (Io CED o [o 0 (]
untuk setiap a, b, ¢, p € Z merupakan pemetaan aditif.

Bukti. Diambil A,B € R dengan ay,by,cy,a,,b,, c; €7Z Sebagai

berikut.
_[ax by _[az b2
A_[O Cl]danB—[O C]
dengan ,
a 0 +
=2 (5 )=l "5 ]
a, b 0
@ =2 (¢ )=l P57

Akan ditunjukkan D merupakan pemetaan aditif. Berdasarkan
Definisi 2.2.1 diperoleh

DA+ B)=D (Ial b1]+[a2 sz

0 0 ¢
- D (Ia1+a2 b1+b2D
0 ¢+ Cy
=[0 P(a1+az)+P(C1+Cz)]
0 0
dan
0 + 0 +
D(A)+D(B)=[O pq0p€]+[0 pciopﬁ]
:[0 pq+pq+p@+p§]
0 0
=[0 p(a1+a2)+p(cl+c2)]
0 0

untuk setiap aq,cq,a,,c, € Z. Karena untuk setiap A,B €R
diperoleh

D (A + B)=D(A) + D (B),
sehingga D merupakan pemetaan aditif. ]



2.3 Grup

Definisi 2.3.1 (Grup) (Fraleigh, 1997)
Suatu grup (G,*) adalah himpunan G yang bersifat tertutup terhadap
operasi biner * dan memenuhi kondisi berikut.
1. Assosiatif yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku
ax(bxc)=(ax*xb)=*c.
2. Terdapat elemen identitas yaitu terdapat e € G untuk setiap a € G
sedemikian sehingga berlaku
axe=e*xa=a.
3. Memiliki elemen invers yaitu untuk setiap a € G terdapat a’' € G
sedemikian sehingga
axa'=a xa=e.

Contoh 2.3.2
(Z,+) merupakan grup karena Z pada operasi penjumlahan bersifat
assosiatif, memiliki elemen identitas dan elemen invers.

Definisi 2.3.3 (Grup Abel) (Fraleigh, 1997)
Suatu grup (G,*) disebut grup Abel jika (G,*) bersifat komutatif.

2.4 Ring

Definisi 2.4.1 (Ring) (Ehrlich, 1991)

Ring R adalah himpunan dengan dua operasi biner penjumlahan (+)
dan perkalian (-) yang memenuhi aksioma berikut.

1. (R, +) adalah grup Abel.

2. (R,") bersifat tertutup dan assosiatif.

3. Berlaku hukum distributif.

Contoh 2.4.2
(Z,+,), (Q,+,), dan (R, +,") merupakan ring.

Definisi 2.4.3 (Torsion Free) (Vukman, 2007)
Ring R disebut 2-torsion free, jika 2x = 0 maka x = 0 untuk setiap
X € R.

Contoh 2.4.4
Diberikan himpunan matriks segitigas atas yang didefinisikan oleh

R={E CI] fb,c €z},



Berdasarkan sifat- sifat operasi pada matrik, himpunan R terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring. Himpunan R
merupakan suatu 2-torsion free ring karena jika diambil A € R dan
A # 0 dengan

b

C1]

A
2A=2[ 1 ] [2a1 2b1]
2¢cq

untuk setiap a4, by, c; € Z. Jadl R merupakan 2-torsion free ring. m

maka

2.5 ldeal

Definisi 2.5.1 (Ideal) (Whitelaw, 1995)

Diberikan suatu himpunan tidak kosong U dan U adalah himpunan
bagian dari ring R. U disebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi:

1. a—b e Uuntuksetiapa,b € U.

2. ar€U(r ae U) untuk setiapa € U danr € R.

Jika U ideal kanan dan ideal kiri atas R (a r € U dan r a€ U) maka
U disebut two-sided ideal.

Contoh 2.5.2
Diberikan ring R sebagai berikut.

X
R={ly 7| xrzea}
Suatu himpunan tidak kosong U yang didefinisikan oleh

u={lo ol ¥ve}
merupakan ideal atas R.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5.1, akan dibuktikan U adalah ideal
atas R. Misalkan x4, x,,y;,y, € Z dan A, B € U dengan

a=[3 len=[g %]
Maka
R (T R R e B



Ambil x;,y;,a,b,c € Zdan A € U,X € R dengan

A= [ ]danX [0 ZZ]
Maka
X b b
ax=[ %8 [ e e
dan
xa=[g 7% B1=[ lev
Jadi, U merupakan ideal atas R. ]

Definisi 2.5.3 (Annihilator) (Argac, 2004)
Misalkan U adalah ideal atas R. Annihilator dari U didefinisikan oleh
Ann (U) ={x €R|x u=0,Yu e U}.

Contoh 2.5.4
Diberikan suatu ring R dan ideal U atas R sebagai berikut.

X
R= {7 Y] kyeea) omu=( 3] kyea)
Akan ditentukan annihilator dari U. Dlambll X € R dengan
=[5 ¢
untuk setiap a, b, ¢ € Z. Berdasarkan Deflnisi 2.5.3,
ax a

0=XU=[0 c]O 0:=[0 0l
Dengan a = 0, maka
x=[p Jemxu=[g 15 gl=[ ol

Jadi, Ann (U) = {[8 ?] Vb,cez)

Definisi 2.5.5
Suatu ring R dapat didefinisikan sebagai external direct sum, yaitu
jumlah dari ring R4, R,, ..., R,, dan dinyatakan dengan

R=R, @ ..DR,.

Definisi 2.5.6
Misalkan R adalah ring dan Uy, U,,...,U, adalah ideal atas R
sedemikian sehingga

() R=3L U

(ll) U;n Z;li 1U] = {0} untuki=1,..,n



Maka R disebut internal direct sum dari ideal U; dan R dinyatakan
denganR =U; @ ...D U,.

2.6 Ring Semiprima

Definisi 2.6.1 (Ring semiprima) (Argac, 2004)
Suatu ring R disebut ring semiprima jika x R = 0 maka x = 0 untuk
setiap x € R.

Contoh 2.6.2
Ring R yang didefinisikan oleh

e=(F Jpneed

merupakan ring semiprima karena jika diambil a4, b1, c; # 0 dengan

_[a1r by
a=[% Cl]eR
maka
a; b 1 by
ARA:[O C1]B Cliﬁ) C1]
_[ana agb+bic] 1y by
= [ e S el
_[aia @ aqa h + (a1b + bic)cy
{ [ 0 €1C ¢ ]
* 0
Berdasarkan Definisi 2.6.1, kontraposisi terpenuhi. Jadi, R
merupakan ring semiprima. [
Lema 2.6.3

Misalkan R adalah ring semiprima dengan 2-torsion free. Jika untuk
setiap x,a,b € Rmemenuhia x +b x =0,makaa x = b x =0,
untuk setiap x, a, b € R.

Bukti. Diketahui untuk setiap x, a, b € R berlaku
ax+bxe=0.
Jika pada masing- masing ruas ditambahkan dengan (- b x )1 maka
diperoleh
ax=-bxa



Berdasarkan Definisi 2.6.1, dihasilkan

axbya=raxbyaxh (2.1)
Jika pada persamaan (2.1) masing- masing ruas ditambahkan dengan
a x b y g maka dihasilkan

2axbya=b
Karena R adalah ring semiprima dengan 2-torsion free, sehingga
axbya=h
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
ax=0.
Jadi, diperoleh
bx =0.
Terbukti, a x = b x = 0 untuk setiap x,a,b € R. ]

Lema2.6.4
Misalkan R adalah ring semiprima. Jika untuk setiapa,b,x € R,
a x =0makaa b= b a= 0.

Bukti. Jika diambil x € R maka berlaku
(abx(ah=albxyp=0,
(b ax(bd=b(ax=0.

Berdasarkan Definisi 2.6.1 maka a b= b a= 0, untuk setiap x € R.m

Definisi 2.6.5 (Essential ideal) (Argac N, 2004)
Diberikan ring semiprima R dan ideal U atas R. Essential ideal atas
R didefinisikan oleh U @ Ann (U) dengan U n Ann (U) = 0.

Contoh 2.6.6
Diberikan ring semiprima R dan ideal U atas R yang didefinisikan

oleh
_ 0 _([x 07!
R—{E b] f,b € Z} dan U—{[O y] ic,yEZ}
Diketahui annihilator dari U adalah
0 0

Ann(U)= [0 ol
Karena U n Ann (U) = 0, sehingga terdapat U @& Ann (U) yang
merupakan essential ideal.



2.7 Ring prima

Definisi 2.7.1 (Ring prima) (Argac, 2004)
Suatu ring R disebut ring prima jikax R =0 maka x =0 atau
y = 0 untuk setiap x,y € R.

Contoh 2.7.2
Ring R yang didefinisikan oleh
_([a 07
R‘{o b] a,b € R|
merupakan ring prima.

Bukti. Diambil a;,b, € Z dan M € R, dengan
a, 0
M=1% b
Berdasarkan Definisi 2.7.1 akan dibuktikan M adalah ring prima.
Pembuktian dilakukan melalui kontraposisi. Diambil c¢,d,e, f € Z
dan A4, B € R dengan
c 0

e 0
A:[O d]danB:[O f]'
Maka diperoleh

c 01as 01e O
ame=¢ ol m]Of]
_ [caqe 0
B [ 0 dblf]
0 0
o o
untuk setiap a4, by, ¢, d, e, f € Z. Kontraposisi terpenuhi, sehingga R
merupakan ring prima. ]

2.8 Multiplier

Definisi 2.8.1 (Left Multiplier) (Lahcen, 2010)
Misalkan R adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan
aditif H: R — R. Jika untuk setiap x,y € R memenubhi

H(x ) = H(x)y
maka H disebut left multiplier.

10



Definisi 2.8.2 (Right Multiplier) (Lahcen, 2010)
Misalkan R adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan
aditif H: R — R. Jika untuk setiap x,y € R memenubhi

H(x y = x Ky)
maka H disebut right multiplier.

Contoh 2.8.3
Diberikan ring semiprima R sebagai berikut.

{ a 0 O | }
R=40 a O € R;.
0 0 al r
Ambil A € R dengan

D 0 0

A=]|0 p O],peR

0 0 pl
Suatu pemetaan H: R — R yang didefinisikan oleh

H(x)=Ax

memenuhi

H(x y) = H(x)y dan H(x)y = x K(y)
untuk setiap x,y € R.

11






BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas beberapa definisi, lema, dan teorema
tentang Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima.

3.1 Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.1.1 (Bresar, 1988)
Misalkan R adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif
d: R — R. Jika untuk setiap x, y € R berlaku
d(x ) =d@y+x (y)
maka d disebut derivation.

Contoh 3.1.2
Diberikan ring semiprima R yang didefinisikan oleh

R={E j#ﬁmeZ}
dan pemetaan aditif d dan g didefinisikan sebagai berikut.
0 - L
a(; D=l "% s (5 D=l o1
dengan p dan r adalah elemen tidak nol dari Z. Maka d dan g

merupakan derivation.

R={g j#ﬁxez}

Diambil a4, by, ¢y, a5, b,,c, € Z dan A, B € R sebagai berikut.
_[ar b _[az b2
A-[O Cl]danB—[O C]

Bukti. Diketahui

dengan
=g o=l "*o" 1
d(B) = d (I‘gz ’Zﬂ) 1 [8 pa=p g
sw=g (5 o)<l 70"
s@=0 (G 2=l ¢

13



Akan ditunjukkan
d(A B =d(A)B + A dB).
Untuk ruas kiri diperoleh

was=a (3 g gl

(Ialaz a,b, + b1c2]>
=d
0 €1C3
_ [0 p qa; —p ch]
0 0
untuk setiap a4, ¢4, a,, ¢, p € Z. Untuk ruas kanan diperoleh

d(A)B + A dB)

_[8 pq pq [8 ] [ 1]B Pﬂiapé]

_[0 (@ q p q)Cz] [0 a(pg—p @)]
0 0
@a-precta(pae—p 6)]
0
P Gc; —p §C; + 4P @ — 41p @]
0
—D §C2 + a41p Cﬁ]
0
— amp G —p QCz]
L0 0
untuk setiap a4, ¢4, a,, ¢z, p € Z. Selanjutnya, akan ditunjukkan
9(AB =g(A)B+A ¢B).
Untuk ruas kiri diperoleh

san=o (s ol ol

_ a1a; a3b; + bicy
4 (I 0 €12 ])
_ [0 —(a;b, + blcz)r]
0 0
untuk setiap a4, b1, b3, ¢, v € Z. Untuk ruas kanan diperoleh
g(A)B + A dB)
_ [0 —bycy n [0 a,(—byr)
0 0 0 0
_ [0 —b,c; + al(—bzr)]

o

oo oo oo oo

0 0
N [0 —(ai1by + blcz)r]
0 0
14



untuk setiap a4, by, by, ¢, v € Z. Berdasarkan Definisi 3.1.1, d dan g
merupakan derivation. |

Contoh 3.1.3
Diberikan Ring R yang beranggotakan fungsi sebagai berikut.
R={f:R->R|f €C®}
Suatu pemetaan aditif d didefinisikan oleh
d:R— R
frd(f)=f'
Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivation. Ambil f,g € R.
Berdasarkan definisi pemetaan d di atas diperoleh

df 9=0( 0
=fg+fg
=d(f)g+f dg)
Terbukti bahwa d merupakan derivation. [

3.2 Jordan Derivation pada Ring Semiprima

Definisi 3.2.1 (Bresar, 1988)
Misalkan R adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif
d:R — R.Jika untuk setiap x € R memenuhi
d(x?) = d(x)x + x «(x),
maka d disebut Jordan derivation.

Contoh 3.2.2
Diberikan ring semiprima R sebagai berikut.

w=(E Jhoces)

Suatu pemetaan aditif d didefinisikan oleh

a [0 pa-p
d qo cID_ 0 0 ‘]
dengan a, b, c,p elemen tidak nol dari Z. Maka d adalah Jordan

derivation.

Bukti. Diambil a,,b,,c; € Z dan A € R.

_ | by
A‘[o c]

15



dengan

0 0 0
Akan dibuktikan
d(Ad=d(A)A+ A dA).
Untuk ruas kiri diperoleh

aus=da (5 2 2

—d (Ialal a;by + blcl])
€162
[0 p qa1 p qcl]

untuk setiap a4, ¢;, p € Z. Untuk ruas kanan diperoleh
d(A)A +A dA)

o pa- pq][(l) ] [ ﬂ pqapq]

@®a-pec] [0 ax(pa—p¢)
N\ ¢
Pa-prea+alpqg-p q)]

0
PGgc,—pectapq—a1p g

0
—pgctapq

0
— aipq—p €C1]
- 0 - - =

untuk setiap a4, ¢;,p € Z. Berdasarkan Definisi 3.2.1, d merupakan
Jordan derivation. [ |

o

OO OO OO oo © O

S

3.3 Generalized Derivation pada Ring Semiprima

Definisi 3.3.1 (Daif, dkk., 2007)
Misalkan R adalah ring semiprima. Diberikan pemetaan aditif
D:R — R. Jika terdapat derivation d: R — R sedemikian sehingga
untuk setiap x, y € R memenuhi

Dx) =DXx)y + x «y)
maka D disebut generalized derivation.

16



Contoh 3.3.2
Diberikan ring semiprima R yang didefinisikan oleh

(F Jhbcea)

Misalkan p,q dan r elemen tidak nol dari Z dan pemetaan aditif
D, G,d, dan g didefinisikan sebagai berikut.

oo =l "7 D=[o 7571
65 D-lo % e (5 D=5 7

dengan d dan g adalah derivation. Maka D dan G adalah generalized
derivation.

Bukti. Diambil a4, by, ¢y, a,, by, c, € Z dan A, B € R.
_[aa by _|az2 bz]
A—[O Cl]danB—[O 2]

d
T e [y - P
d(B) = d ([‘82 ZD = [8 P =P
G(A) = G ([‘81 2]) L [8 q nglr]

- a b\ _[0 —b,r
9@ =5 (¢ Z)=[6 o1
Akan dibuktikan
D(A B =D(A)B + A dB)
Untuk ruas kiri, diperoleh

pan=o (3 2] )

D (Ialaz a by + b1c2]>
€162
P pq%+pqg]

untuk setiap a4, ¢4, a,, ¢, p € Z.

17



Untuk ruas kanan, diperoleh
D(A)B + A dB)

S35 35 365 3Sc o0 ©

pq+pq F ] [ bq p@—pﬂ
0 ¢ 0
»aq +p Q)Cz] n [0 a(pg-—p 6)]
0 0 0
(pq+p@%+aﬂp@—p@]
0
pq@+pqq+%p@—mpﬂ
0
p6Q+wpﬂ
0
pqw+p5%]
0

untuk setiap a4, ¢4, a,, ¢, p € Z. Selanjutnya, akan dibuktikan

G(A B =G(A)B+A4 dB).

Untuk ruas kiri, diperoleh

san=: (G 2l cl)

(Ialaz a, by + b1c2]>

G

0 €1Cy

[0 q gc; — (a1b; + b1C2)7‘]
0

untuk setiap a4, by, ¢1, by, ¢, € Z. Untuk ruas kanan, diperoleh
G(A)B+ A dB)

[0

SO oo oo oo

S

untuk setiap

q6-— b17” [‘ bz] ~ [a1 b1] B —b,r
0 ¢ 0 0
(q blr)cz] 0 a1(—b27”)]
0 0
(q ¢ —byr)cy + a4 (_bzr)]
0
q §¢c; —bir ¢ — a1b27']
0
q §c; — (agby + b1cz)7"]
0

aq, by, c1,b,,c, € 7. Berdasarkan Definisi  3.3.1,

terbukti D dan G merupakan generalized derivation.
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Definisi 3.3.3 (Vukman, 2007)
Suatu pemetaan aditif D:R — R disebut generalized Jordan
derivation jika untuk setiap x,y € R berlaku
D(x?) =D (x)x + x «(x)
dengan d: R — R adalah derivation.

Contoh 3.3.4

Contoh 3.3.2 merupakan generalized Jordan derivation karena
berdasarkan Definisi 3.3.1 dan Definisi 3.3.3, hal ini dapat
dibuktikan dengan diasumsikan y = x untuk setiap x dan y elemen
dari ring semiprima.

Teorema 3.3.5
Misalkan R ring semiprima dengan 2-torsion free. Diberikan
pemetaan aditif D:R — R dan d:R — R . Jika d adalah derivation
dan untuk setiap x, y € R berlaku

D(x y x=D(x)y x+x dy ¥,
maka D merupakan generalized Jordan derivation.

Bukti. Diberikan
D(xyXx=DX)y x+x dy ¥ (31)
untuk setiap x,y € R. Jika dilakukan substitusi x = x + z ke
persamaan (3.1) dan dilakukan linierisasi, maka diperoleh
Dixy+zyx=Dx)yztxdy3+D@y+zdyd (3.2)
Jika dilakukan substitusi z = x? ke persamaan (3.2) maka dihasilkan
D(x w2+ x%y » = D(x)yx? + x dyx?) + D(x?)y : + x%d(y ?
(3.3)
Substitusi y = x y+ y xke persamaan (3.1), diperoleh
D(x(x y+y 3x) = D0)((x y+y Ix) +x d(x y+y Dx)
=D(x)x y + D(x)yx? + x dx y X+ x dyx?)
(3.4)
Berdasarkan perbandingan persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh
persamaan baru, yaitu:
D(x)yx? + x dyx?®) + D(x®)y x+ x%d(y %
=D(x)x y + D(xX)yx? + x dx y X+ x dyx?) (3.5)
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Misalkan
A(x) = D(x?) — D(x)x — x dx),
sehingga untuk setiap x,y € R, persamaan (3.5) dapat diubah dalam
bentuk:
0 =D(x)yx? +x dyx?) + D(x®)y x+ x?d(y %

- (D)x y + D(x)yx* +x dx y ¥+ x dyx?))
=04+0+D(x)y x+x2diyd—Dx)xy=xdxyX
=Dy x+x*d(y d — D(x)x y = x dx)y x—x x €y 3
=Dy x+0— D(X)xy > x dx)y x
=D(x?)y x— D(x)x y = x dx)y x
=(D(x?) —D(x)x —x dx))y x
=Ax)y x (3.6)

Selanjutnya untuk setiap x,y € R, akan ditunjukkan
A(x) = 0. 3.7)
Jika dilakukan subtitusi y = x y @) ke persamaan (3.6), maka untuk
X € R diperoleh
0=Ax)x y &)x
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
0=A(x)x (3.8)
Pada persamaan (3.6), jika x dikalikan dari sisi Kiri dan A(x) dari sisi
kanan, maka untuk setiap x, y € R dihasilkan
0 =x Ax)y x é)
=x Ax) (3.9
karena R adalah ring semiprima. Melalui linierisasi persamaan (3.8),
diperoleh
Ay + B, y)x + A)x + B(x,y)y =0 (3.10)
untuk setiap x,y € R dengan
Bx,y) =D(xy+y 3 —D(x)y —D(¥)x —x dy) —y «(x).
Untuk setiap x,y € R, jika dilakukan substitusi x = —x ke
persamaan (3.10) maka diperoleh
0 =A(=x)y + B(=x,y)(=x) + AQ)(=x) + B(—=x,¥)y
=A(—x)y + (D(=x y+y 9 — D(—x)y — d(y)(—x)
— (=0)d(y) —y D—x) )(—=x) + A(¥)(—x)
+(D(=x y+y H = D(=x)y — d(¥)(=x)
— (—x)d(y) —y D—x))y
=A@y + B, y)x —A(y)x — B(x, )y (3.11)
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Jika persamaan (3.10) dan (3.11) dijumlahkan, maka untuk setiap
x,y € R dihasilkan
0 =AMy + B, y)x +A)x + B, y)y + A(x)y + B(x,y)x
—A()’)x - ﬁ(x')’)y
= 2(A(x)y + B(x,¥)x)

Karena R adalah 2-torsion free, sehingga

0=A)y+ B(x,y)x (3.12)
untuk setiap x,y € R. Pada persamaan (3.12), jika sisi kanan
dikalikan dengan A(x) maka diperoleh

A(x)y Ax) =0
untuk setiap x, y € R. Karena R adalah ring semiprima, sehingga
A(x)=0

untuk setiap x € R. Jadi, D adalah generalized jordan derivation. m

Corolary 3.3.6
Misalkan R adalah ring semiprima dengan 2-torsion free. Diberikan
pemetaan aditif D: R - R dand: R — R. Jika untuk setiap x,y € R
memenuhi

D(x y x=Dx)y x+x «(y 2)
dengan d adalah derivation maka D merupakan generalized
derivation.

Bukti. Diketahui untuk setiap x,y € R,
DxyX=Dx)y xt+txdy ».

Misalkan a; = D — d, maka
a(x yXx

=D(xyx—dxyx

=DX)y xtxdy y —dx)y x—x dy ¥

= D(x)y x+x(d()x +y dx)) — d(x)y x— x(d(y)x + y dx))
D)y x+tx dy)x +xy €x) —d(x)y x—x dy)x —x y ¢)
(D(x) — d(x))y x

= a(x)y x
Dengan kata lain, a; adalah left multiplier dari R. Dari permisalan di
atas, berarti D = d + a;, dengan d derivation dan a; adalah left
multiplier dari R yang menunjukkan bahwa D adalah generalized
derivation. ]
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3.4 Orthogonal Derivation pada Ring Semiprima

Muhammad Ashraf mengutip definisi orthogonal derivation
sebagai berikut.

Definisi 3.4.1
Dua derivation d dan g disebut ortogonal jika memenuhi

d(x)R dy) =0 = g(y)R dx)
untuk setiap x,y € R.

Contoh 3.4.2
Misalkan R adalah ring semiprima yang didefinisikan oleh

~{} Jhbee)
Diberikan pemetaan aditif d dan g sebagai berikut.
0 —
a5 D=6 %"
9 qg CID 7] [0 0 7]

dengan p, r elemen tidak nol dari Z dan d, g adalah derivation. Akan
ditunjukkan d dan g orthogonal derivation. Ambil 4, B € R dan

ay,by,¢1,05,by,¢c5 EZ yaitub ;
_ |41 b _ |42 D3
A_[O C1]danB—[0 Cz]

d(A)=d(I%1 ’Zﬂ)=8 Pa=p ]

_ a, byl\_ [0 —b,r
9(B) =g (IO 62])_[0 0 |
Berdasarkan Definisi 3.4.1,

dengan

d(A)RAB)=8 pq pﬁ' g ﬁg —bZT
:[0 (pq pq)c]B —bzr
o o
0 0
dan
gBRa =[0 R E QP PacPe]
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A [0 (—bzr)c] B pq—p q]
0 0 0
- [0
0
Jadi, d dan g adalah orthogonal derivation. [ ]

3.5 Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.5.1 (Argac, 2004)
Dua generalized derivation D dan G pada ring semiprima R disebut
ortogonal jika
D(x)R Qy) = 0= G(y)R Ox)
untuk setiapx,y € R.

Contoh 3.5.2
Misalkan R adalah ring semiprima yang diberikan oleh

—(F Jhbeen)
Diberikan dua derivation
0 — —b
dqg ﬂ):o paopi'gqg cﬁ)z[g 01'
dan dua generalized derivation

N ) E R T ) el T

Akan ditunjukkan D dan G ortogonal. Diberikan A B € R dengan
a,, by, ¢y, a,, by, c, € Z sebagai berikut.

_lay by _[az by
a={5 cl]da”B‘[o 3
a; b 0 +

b =n (5 )= 75"

GB) =G ([%2 2]) _[0 ae abzr]

Berdasarkan Definisi 3.5.1, diperoleh
D(A)R GB) = [0 p q;rp J g j B q g—bzr]

dengan

0 0
={§ éz]ﬂq;pq)c]g QQEbzr]
“lo o
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dan
G(B)RlIA)z[O q‘i_bzr | E]B PCH'P&‘

:[0 (Q§_()b2T)C] B pqu q]

- [0 0]
0 0
Jadi, D dan G adalah orthogonal generalized derivation. ]

oo

Lema 3.5.3

Misalkan R adalah ring semiprima dengan 2- torsion free. Jika D dan

G orthogonal generalized derivation pada R, maka D dan

G memenuhi kondisi berikut.

(i) D(x)G(y) =G(x)D(y), sedemikian sehingga untuk setiap

X,y € R berlaku

D(x)G(y) + G(x)D(y) = 0.

(if) d dan g ortogonal, dan untuk setiap x, y € R berlaku
d(x)G(y) = G(y)d(x) = 0.

(iii) g dan D ortogonal, dan untuk setiap x, y € R berlaku
g(x)D(y) = D(y)g(x) =0

(iv) d dan g adalah orthogonal derivation.

(vVy dG=Gd=0dang D=D g=0

(vi) D G= G D= 0.

Bukti.
(i) Misalkan untuk setiap x,y,z € R,
D(x)z @y) =0dan G(x)z Oy) =0
adalah orthogonal generalized derivation. Berdasarkan Lema
2.6.4, untuk setiap x, y € R, diperoleh
D(x)G(y) = 0dan G(x)D(y) = 0.
Jadi, untuk setiap x, y € R dihasilkan
D(x)G(y) + G(x)D(y) =0 (3.13)

(it) Diketahui

D(x)G(y) =0dan D(x)z Gy) =0
untuk setiap x,y,z € R.
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Pada persamaan D(x)G(y) =0, jika dilakukan substitusi
x = r xuntuk setiap x,r € R, maka diperoleh
0=D(r9G()
= (D(r)x +r d:x))G(y)
=D(r)x Qy) +r dx)G(y)
=1 dx)G(y)
=dx)Gy)r dx)G(y)
=dx)G(y) (3.14)
Berdasarkan persamaan (3.14), untuk setiap x,y,r €R
diperoleh
0=dxnG()
= (d(x)r +x ((r))G(y)
=d)r Qy) +x dr)G(y)
= d()r Qy)
Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap x, y, € R dihasilkan
0=G(y)r dx)
=G(y)d(x) (3.15)
Jadi, d dan G ortogonal dan d(x)G(y) = G(y)d(x) = 0 untuk
setiap x,y € R.

(iiii) Diketahui

G(x)D(y) =0dan G(x)z Oy) =0
untuk setiap x,y,z € R. Dengan G(x)D(y) = 0 diperoleh

0=G( AD(y)
= (G(r)x +7r gx))D(y)
=G(r)x Oy) +r dx)D(y)
=r dx)D(y) (3.16)
=g()D(y) (3.17)

untuk setiap untuk setiap x, y,r € R. Dengan persamaan (3.17),
untuk setiap r, x, y € R diperoleh
0 =g DD(y)
= (g()r +x dr)D(y)
= g()r Oy) +x gr)D(y)
= g()r oy).
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(iv)

(v)

26

Berdasarkan Lema 2.6.4, dihasilkan
0=D()r dx)
=D(y)g(x) (3.18)
Jadi, g(x)D(y) = D(y)g(x)= 0 untuk setiap x,y € R.

Jika dilakukan substitusi x = x zdan y = y wke persamaan
D(x)G(y) = 0 maka diperoleh
D(x 2G(y w = 0.

Dari persamaan (3.19), diperoleh persamaan sebagai berikut.
0=D(x2G(yw

= (D@)z +x d2)) COIw +y dw))

=D(x)z Ay)w +D(x)z y v) + x dz)G(y) + x dz)y dw)

=x dz)y dw) (3.20)

untuk setiap x, w,y,z € R. Jadi, d dan g ortogonal.

(a) Akan dibuktikan d G= G d= 0.
Berdasarkan (ii), untuk setiap x, y € R diketahui
d(x)G(y) =0dan G(y)d(x) =0
Misalkan
G(d(x)z C{y)) =0 (3.21)
untuk setiap x,y,z € R. Berdasarkan pembuktian di point (i),
diketahui

d(x)z Qy) = 0,
untuk setiap x,y € R. Dengan persamaan (3.21), untuk setiap
X,y,Z € R diperoleh

0= G(d(x)z ({y))

=G(d()z Q) +d(x)g(z Qy))

=G(d®)z Q) + d(x)g(2)G() + d(x)z {G())

= G(d(x))z dy) (3.22)
Jika dilakukan substitusi y = d(x) ke persamaan (3.22),
dihasilkan

0= G(d(x))z ({d(x))
Karena R adalah ring semiprima, sehingga diperoleh
0=G(d(x)) (3.23)
Jadi, G d= 0.



Misalkan
0= d(G(x)z c(y))
Maka

0= d(G(x))Z dy) + G(x)d(z dy))
= d(G(x)z dy) + G(x)d(2)d(y) + G(x)z (d(¥))
=d(G(x))z dy) (3.24)
untuk setiap x,y,z € R. Jika dilakukan substitusi y = G(x) ke
persamaan (3.24), diperoleh

d(G(x))Z ((G(x)) =0
untuk setiap x,z € R dan karena R adalah ring semiprima,
sehingga
d(G(x)) =0 (3.25)
Jadi, d G= 0. Terbukti bahwa G d= d G= 0.

(b) Diberikan
g(D(x)z dy)) = 0.
Untuk setiap x, y,z € R, diperoleh
0=g(D())z gy) + D(x)g(z 4¥))

= g Dx)z gy) + D(x)g(z)g) + D(X)z g())

= g(D())z ¢y) (3.26)
Jika dilakukan substitusi y = D(x) ke persamaan (3.26),
dihasilkan

g(D(x))z g(D(x)) =0
dan karena R adalah ring semiprima, sehingga
Jika diketahui
p(g(0)z Oy)) = 0.

untuk setiap x,y, z € R, maka diperoleh
0 =D(g(x)z DY) + g(x)d(z O))
= D(g(®))z Iy) + g(x) (d@DG) +z {D()))
= D(9(0)z Oy) + g(x)d(2)D(y) + g(x)z dD(¥))
= D(9(0)z Oy) + g(x)D(y)d(z) + g(x)z dD(¥))
= D(g9(x))z Dy) (3.28)
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(vi)

Jika dilakukan substitusi y = g(x) ke persamaan (3.28),
dihasilkan

D(g(x))z Hg(x)) =0
dan karena R adalah ring semiprima, sehingga
D(g(x)) =0 (3.29)
Jadi, g D= D g= 0.

Misalkan
G(D(x)z Qy)) =0,
maka diperoleh

0=G6(D(x)z Qy) + D(x)g(z AY))
= G(D(x))z @y) + D(x)g(2)G(y) + D(x)g(G ()
= G(D(x))z Qy) (3.30)
untuk setiap x,y,z € R. Jika dilakukan substitusi y = D(x) ke
persamaan (3.30) maka diperoleh

G(D(x))z AD(x)) = 0.
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
G(D(x)) =0 (3.31)
Untuk setiap x, y,z € R, diberikan

D(G(x)z Hy)) =0,
sehingga diperoleh

0= D(G(x))z Oy) + G(x)d(z lIy))
=D(6(x)z Oy) + G(x)d(z)D(y) + G(x)z d (¥)
= D(G(x))z Dy) (3.32)
untuk setiap x,y,z € R. Jika dilakukan substitusi y = G(x) ke
persamaan (3.32), diperoleh

0= D(G(x))z I(G(x))
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
0=D(6(x)) (3.33)
Terbukti bahwa G D= D G= 0. ]

Lema 3.5.4

Diberikan ring semiprima R dan ideal U atas R. Misalkan V adalah
annihilator dari U. Jika D adalah generalized derivation pada R
sedemikian sehingga D(R),d(R) c U, maka D(V) = d(V) = 0.
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Bukti. Diketahui V =Ann (U), sehingga x U=0 untuk x e€V.
Diasumsikan d(U) c U dan diberikan suatu generalized derivation
sebagai berikut.

0=D()y+xdy) =D(x)y
untuk setiap y € U,x € V dan D(x) € U n V. Karena R adalah ring
semiprima, sehingga D = 0. Terbukti, D(V) = d(V) = 0. [ |

Teorema 3.5.5
Jika D dan G generalized derivation pada R, maka kondisi berikut
ekivalen.
() D dan G ortogonal.
(i) Untuk setiap x,y € R, berlaku:
(@ D()G(y)+G(x)D(y) =0
(b) dx)G() +gx)D(y) = 0.
(iii) D(x)G(y) = d(x)G(y) = 0, untuk setiap x,y € R.
(iv) D(x)G(y) = 0, untuk setiapx,y € Rdand G=d g= 0.
(v) D G adalah generalized derivation dan D(x)G(y) = 0, untuk
setiap x,y € R.
(vi) Terdapat ideal U dan V atas R sedemikian sehingga:
@ UNV =0danU @ V adalah essential ideal dari R
(b) D(R),d(R)cUdanG(R),g(R)cV
() D(V)=dV)=0danG(U) = g(U) = 0.

Bukti. (i) = (ii)
(a) Diketahui untuk setiap x,y,z € R berlaku
D(x)z @y) =0danG(x)z Oy) =0
Berdasarkan Lema 2.6.4 diperoleh
D(x)G(y) =0dan G(x)D(y) =0
Jadi, untuk setiap x, y € R berlaku
D(x)G(y) + G(x)D(y) = 0.
(b) Pada Lema 3.5.3 diketahui
d(x)G(y) = 0dan g(x)D(y) = 0
untuk setiap x, y € R. Jadi, untuk setiap x,y € R berlaku
d(x)G(y) + g(x)D(y) = 0.
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(ii) = (i) Diketahui
D(x)G(y) +G(x)D(y) =0

d(x)G(y) + gx)D(y) = 0.
Jika dilakukan substitusi x z= x ke persamaan pada (ii),(a) diperoleh
D(x)z Qy) + G(x)z Oy) =0
Berdasarkan Lema 2.6.4, maka dihasilkan
D(x)z Qy) = 0dan G(x)z Oy) =0
untuk setiap x,y € R. Berdasarkan Definisi 3.5.1, maka D dan G
ortogonal.

dan

(i) = (iii) Berdasarkan pembuktian (i) = (ii) diketahui
D(x)G(y) =0dan D(x)z Gy) =0
untuk setiap x,y,z € R. Maka untuk setiap r, x, y € R berlaku
0=D(r9G(y)
— (D(r)x +r c(x))G(y)
= D(r)x Ay) + 1 dx)G(y)
=7 dx)G(y)
=d(x)G(y)
Jadi, D(x)G(y) = d(x)G(y) = 0 untuk setiap x,y € R.

(i) = (iv) Pada pembuktian (i) =(ii) telah diketahui bahwa untuk
setiap x,y € R berlaku

D(x)G(y) = 0.
Pada pembuktian Lema 3.5.3 point (ii) diberikan
G(x)z dy) = 0.

Misalkan d(G(x)z dy)) =0dan G(x)z dy) = 0. Maka untuk
setiap x,y,z € R diperoleh
0 = d(G(x))Z dy) + G(x)d(z dy))
= d(G(x))z dy) + G(x)d(2)d(y) + G(x)z {d(y))
= d(G(x))z dy)
untuk setiap x,y,z € R, jika dilakukan substitusi y = G(x) ke
persamaan terakhir maka diperoleh

0= d(G(x))Z ((G(x))
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Karena R adalah ring semiprima, sehingga
d(G(x)) =0

untuk setiap x € R. Misalkan untuk setiap x, y,z € R berlaku
d(g()z dy)) =0

Maka

0=d(g()z dy) + g()d(z dy)) = d(g(x))z dy)
untuk setiap x,y,z € R. Jika dilakukan substitusi y = g(x),
diperoleh
0=d(g(0)z dg(x))
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
d(g(x)) =0
Jadi,d G=d g=0
(ii1) =(i) Diketahui untuk setiap x,y € R berlaku
D(x)G(y) =0
Jika dilakukan substitusi x = x zdiperoleh
0=D(x2G(y)
= (D(x)z +x ((Z))G(y)
=D(x)z Qy) + x dz)G(y)
= D(x)z Qy)

untuk setiap x, y, z € R. Jadi, D dan G ortogonal.

(iv)=(i) Diketahui d dan g ortogonal dan berlaku
0=d(G(x )
=d(G()y +x )
= d(G(x)y) +d(x d))
= d(6()y + 6()dY) +d(x)g() +x dg(»))
= G()dR)
untuk setiap x, y € R. Jika dilakukan substitusi x = x zke persamaan
terakhir diperoleh
0=20G(x 2d(y)
= G6(x)z dy) +x dz)d(y)
=G6(x)z dy)

untuk setiap x, y, z € R.
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(v)=(i) Diketahui D G adalah generalized derivation dan untuk
setiap x,y € R berlaku

D(x)G(y) =0
dengan d gadalah derivation. Untuk setiap x, y € R diperoleh
DAxy)=DCGx)y+xdg) (3.34)
dan
D @x

=D(G()y +x dy))
=D(G()y + G(x)d(y) + D(x)g(y) +x dg(»)) (3.35)
Dengan membandingkan persamaan (3.34) dan (3.35), maka
diperoleh
D Gx)y +x d @)
= D(G())y + G(x)d(y) + D(x)g(y) +x dg(»)).
Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh
G()d) +D(x)g() =0 (3.36)
Sebelumnya telah diketahui bahwa
D(x)G(y) =0
untuk setiap x, y € R. Jika dilakukan substitusi y = y zdiperoleh
0=D(x)G( 2
=D(x)(G()z +y 42))
=D(x)G(y)z + D(x)y 2)
=D(x)y 4dz) (3.37)
Karena R adalah ring semiprima, sehingga
D(x)g(z) =0
untuk setiap y, z € R. Terbukti.

(i)=>(vi) Misalkan U adalah ideal atas R.Diberikan Ann(U) = V.
Berdasarkan Lema 3.5.3 dan Lema 3.5.4, untuk setiap x,y € R
diketahui

D(x)G(y) = G(x)D(y) =0,

d(x)G(y) = g(x)D(y) =0,

d(x)g) = g(»d(x) =0,

D(R),d(R) c U, danG(R),g(R) c V.
sehingga diperoleh
DWV)=dWV)=0danGU) = g(U) = 0.

Karena UNV =0 sehingga terdapat U@V yang merupakan
essential ideal. ]
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(vi)=(i) Jelas. Berdasarkan Definisi 2.5.6, Lema 3.5.3, Lema 3.5.4
dan pembuktian (i)=(vi).

Teorema 3.5.6

Misalkan D dan G generalized derivation pada R. Maka kondisi
berikut ekivalen.

(i) D Ggeneralized derivation

(if) G Dgeneralized derivation

(iti) D dan g ortogonal, dan G dan d ortogonal

Bukti. (i)=(ii) Diasumsikan D Gadalah generalized derivation. Pada
pembuktian Teorema 3.5.5 (v)= (i), untuk setiap x,y €R
diketahui
G(x)d(y) +D(x)g(y) =0 (3.36)
Substitusi y = z dengan z € R, ke persamaan (3.36) diperoleh
0 =0G6x)dly2+Dx)g(y 2
G)(d(z +y dz) + D(x)(g(z +y d2))
G)d()z + G(x)y dz) + D(x)g(y)z + D(x)y d2)
G)d(y)z +D(x)g(y)z + G(x)y dz) + D(x)y 2)
(GAW) + D(x)g()z + G(x)y dz) + D(x)y dz)
=Gy dz) + D(x)y 42)
untuk setiapx,y,z € R. Diketahui D G generalized derivation,
sehingga d g adalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.5 dan
Lema 3.5.3 diketahui d dan g ortogonal, maka diperoleh

0= G(x)g(2)y dz) + D(x)g(2)y 42)
= D(x)g9(2)y 42)
= D(x)g(2)
untuk setiap x, y, z € R. Karena
D(x)g(z) =0,

sehingga
D(x)y dz) = 0dan G(x)y dz) = 0.

(iii)=(i) Diketahui D dan g ortogonal, maka
D(x)y dz) =0 (3.38)
untuk setiap x,y,z € R. Substitusi x = r x ke persamaan (3.38)
diperoleh
0=D(r Dy dz)
= D)x + 7 dx))y 42)
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=D(Mxy @) +r dx)y 4z)
=r dx)y 42)

untuk setiap x, 7, y, z € R. Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh

d(x)y 4z) =0
dengan x,y,z € R. Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui dg
adalah derivation. Dari persamaan (3.38) diperoleh

0 = D(x)(g(2)R Ox))g(2)
=D(x)g(2)
untuk setiap x, y, z € R. Diketahui G dan d ortogonal, sehingga
G(x)y dz) =0dan G(x)d(z) =0
untuk setiapx,y,z € R. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan
pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa
D Gx 2 = D(G(x))z +xd @)

yang menunjukkan D Gadalah generalized derivation.

(ii)=(iii) Diketahui G dan d ortogonal, sehingga

Gx)y dz) =0 (3.39)
untuk setiapx,y,z € R. Substitusi x = r x ke persamaan (3.39)
diperoleh

0=0G(r 9y dz)
=(G(M)x+1 dx))y dz)
=G(rx y @) +r dx)y dz)
=71 gx)y dz)
untuk setiap x, y, z € R. Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh
g(x)y dz) =0

untuk setiap x,y,z € R. Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui
dg adalah derivation. Dari persamaan (3.39) diperoleh
G(x)(d(z)R C(x))d(z) =0dan G(x)d(z) =0
untuk setiap x, z € R. Diketahui D dan g ortogonal, sehingga
0 =D(x)y gz) = D(x)g(2)
untuk setiapx,y,z € R. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan
pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa
GOx2=G(D(x))z+x g )

yang menunjukkan bahwa G Dgeneralized derivation. |
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Corollary 3.5.7

Misalkan D dan G generalized derivations pada R. Jika D G
generalized derivation maka terdapat ideal U dan V atas R
sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut.

(i) UnV =0danU @ V essential ideal atas R.

(i) dR)cU,dV)=0,9g(R)cV,G(R) cV,g(U)=GWU)=0.

Bukti. Misalkan U adalah ideal atas R.Diberikan V = Ann(U).
Berdasarkan Lema 3.5.4 dan Teorema 3.5.6 diketahui bahwa D dan
g, G dan d, d dan g ortogonal. Karena d(R) cU dan
g(R) ,G(R) cV, sehingga berdasarkan Lema 3.5.3 diperoleh
g(U) = G(U) = 0. Selanjutnya, jika U x= 0 maka U dx) = 0. Jadi,
d(x) = 0 yang menunjukkan d(V) = 0. [ |

Corollary 3.5.8
Misalkan D adalah generalized derivation pada R. Jika D?
generalized derivation, maka d = 0.

Bukti. Diketahui D? generalized derivation, d? adalah derivation.
Berdasarkan Teorema 3.5.6, d dan d ortogonal, sehingga
d(x)y dx) = 0 untuk setiap x,y € R. Karena R adalah ring
semiprima, sehingga diperoleh d(R) = 0. [ ]

Corollary 3.5.9
Jika untuk setiap x,y € R, D(x)D(y) = 0 maka D = d = 0, dengan
D adalah generalized derivation pada R.

Bukti. Diberikan untuk setiap x,y € R

0=D(x)D(y 2
=D(x)(D()z +y d2))
=D(x)D(y)z + D(x)y dz)
=D(x)y dz) (3.40)
Berdasarkan Lema 2.6.4 dapat diketahui (3.41)
d(z)D(x) =0 '

untuk setiap x,y € R.
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Substitusi x = x zke persamaan (3.41) diperoleh
0=d(z)D(x 2
= d(z)(D(x)Z +x c(z))
=d(z)D(x)z + d(z)x dz)
= d(2)x dz)
untuk setiap x,y € R. Jadi, diperoleh d = 0 karena R adalah ring
semiprima. Selanjutnya, diketahui
D(x)D(y) =0 (3.43)
untuk setiap x,y € R. Substitusi x = x y ke persamaan (3.43)
diperoleh

0=D(x»D(y)
= (D)y +x dy))D(¥)
=D(x)y Oy) +x dy)D(y)
= D(x)y Dy)
untuk setiap x,y € R. Karena R adalah ring semiprima, sehingga
D = 0. [ |
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini dapat ditarik beberapa kesimpulan,

yaitu:

1. Jika D dan G adalah orthogonal generalized derivation pada R,
maka D dan G adalah generalized derivation.

2. Jika D Gadalah generalized derivation pada R, maka terdapat
ideal U dan V sedemikian sehingga UNnV =0 dan UV
disebut essential ideal atas R.
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ABSTRAK

Suatu ring R disebut ring semiprima jika  maka  untuk setiap . Beberapa pembahasan yang terkait dengan ring semiprima adalah derivation dan generalized derivation. Pada skripsi ini dibahas tentang orthogonal generalized derivation pada ring semiprima melalui pembahasan definisi maupun pembuktian teorema yang terkait. Dari studi pustaka yang telah dilakukan, diketahui bahwa Jika  dan  adalah orthogonal generalized derivation pada  maka  dan  adalah generalized derivation dengan  dan  adalah suatu pemetaan aditif dari ring semiprima ke dirinya sendiri. Jika  adalah generalized derivation pada  maka terdapat ideal  dan  sedemikian sehingga  dan  disebut essential ideal atas .



Kata Kunci: pemetaan aditif, ring semiprima, ideal, essential ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized derivation. 




ABSTRACT



A ring  is called semiprime ring if  then  for all . There are some results about derivation and generalized derivation of semiprime ring. In this work, we present some results of definition and theorem about orthogonal generalized derivation of a semiprime ring.  and  are additive mapping. If  and  are orthogonal generalized derivation, then  and  are generalized derivation. If  is generalized derivation of semiprime ring, then there exist ideal  and  of  such that  and  is essential ideal of .



Key Words: additive mapping, semiprime ring, ideal, essential ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized derivation.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

	Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi aksioma tertentu. Salah satu struktur aljabar adalah ring. Ring adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian. Ring  yang memenuhi kondisi, jika  maka  untuk setiap  disebut ring semiprima.

	Sejalan dengan perkembangan ilmu pengetahuan, muncul pembahasan baru tentang ring semiprima, di antaranya   derivation dan generalized derivation. Derivation adalah pemetaan aditif  yang memenuhi  untuk setiap  dengan  adalah ring semiprima. Sedangkan generalized derivation merupakan generalisasi dari konsep derivation yang dibangun oleh derivation dan left multiplier. 

	Pada tahun 2004,  Nurcan Argac, Atsushi Nakajima dan Emine Albas dalam jurnal berjudul “On Orthogonal Generalized Derivations of Semiprime Rings” menjelaskan bahwa ortogonalitas dapat dihubungkan dengan generalized derivation.

	Definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation menarik untuk dipelajari. Oleh karena itu, penulis bermaksud memaparkan dalam skripsi ini tentang definisi orthogonal generalized derivation pada ring semiprima beserta lema dan teorema yang mendukung.



1.2 Rumusan Masalah

	Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.



1.3 Tujuan 

	Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi dan sifat- sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.






BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius) (Bhattacharya, 1990) 

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua pasangan terurut  dengan  dan  disebut Hasil Kali Cartesius dari  dan . Selanjutnya, dinyatakan dengan

.

Definisi 2.1.2 (Relasi) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong dan  adalah himpunan bagian (subset) dari . Maka disebut relasi dari  ke . 



Definisi 2.1.3 (Pemetaan) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong. Suatu relasi  dari  ke  (dinotasikan ) disebut pemetaan dari  ke  jika untuk setiap  berlaku jika  dan  maka  dengan .  disebut domain dan  disebut kodomain.



Definisi 2.1.4 (Operasi Biner) (Whitelaw, 1995)

Misalkan  adalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner  pada  adalah pemetaan dari  ke  atau dinotasikan sebagai berikut.



                             

2.2 Pemetaan Aditif



Definisi 2.2.1 (Pemetaan Aditif) (Bartle,dkk., 1992)

Misalkan dan  adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan  disebut pemetaan aditif, jika untuk setiap  memenuhi

.





Contoh 2.2.2

Diberikan himpunan matriks ordo 2x2 sebagai berikut.

.

Pemetaan  yang didefinisikan oleh



untuk setiap  merupakan pemetaan aditif.



Bukti. Diambil  dengan  sebagai berikut.

 dan 

dengan





Akan ditunjukkan  merupakan pemetaan aditif. Berdasarkan Definisi 2.2.1 diperoleh



dan                   



untuk setiap . Karena untuk setiap  diperoleh

,

sehingga  merupakan pemetaan aditif.                                            





2.3 Grup

Definisi 2.3.1 (Grup) (Fraleigh, 1997)

Suatu grup  adalah himpunan  yang bersifat tertutup terhadap operasi biner  dan memenuhi kondisi berikut.

1. Assosiatif yaitu untuk setiap  berlaku

.

2. Terdapat elemen identitas yaitu terdapat  untuk setiap 

	sedemikian sehingga berlaku

.

3. Memiliki elemen invers yaitu untuk setiap  terdapat 

	sedemikian sehingga

.

Contoh 2.3.2

 merupakan grup karena  pada operasi penjumlahan bersifat assosiatif, memiliki elemen identitas dan elemen invers.



Definisi 2.3.3 (Grup Abel) (Fraleigh, 1997) 

Suatu grup disebut grup Abel jika bersifat komutatif. 

2.4 Ring

Definisi 2.4.1 (Ring) (Ehrlich, 1991)

Ring  adalah himpunandengan dua operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian () yang memenuhi aksioma berikut.

1.  adalah grup Abel.

2.  bersifat tertutup dan assosiatif.

3. Berlaku hukum distributif.

Contoh 2.4.2

 dan  merupakan ring.

Definisi 2.4.3 (Torsion Free) (Vukman, 2007)

Ring  disebut -torsion free, jika maka  untuk setiap .



Contoh 2.4.4

Diberikan himpunan matriks segitigas atas yang didefinisikan oleh

.

Berdasarkan sifat- sifat operasi pada matrik, himpunan  terhadap operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring. Himpunan  merupakan suatu -torsion free ring karena jika diambil  dan   dengan



maka



untuk setiap . Jadi,  merupakan -torsion free ring.  

 

2.5 Ideal

Definisi 2.5.1 (Ideal) (Whitelaw, 1995)

Diberikan suatu himpunan tidak kosong  dan  adalah himpunan bagian dari ring .  disebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi:

1. untuk setiap 

2. ( untuk setiap  dan . 

Jika  ideal kanan dan ideal kiri atas   dan  maka  disebut two-sided ideal.	

					

Contoh 2.5.2

Diberikan ring  sebagai berikut.

.

Suatu himpunan tidak kosong   yang didefinisikan oleh



merupakan ideal atas .



Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5.1, akan dibuktikan  adalah ideal atas . Misalkan  dan  dengan



 dan  

Maka

.





Ambil  dan  dengan

 dan  .

Maka 

 

dan 

.

Jadi,  merupakan ideal atas 



Definisi 2.5.3 (Annihilator) (Argac, 2004)

Misalkan  adalah ideal atas . Annihilator dari  didefinisikan oleh

Ann .

Contoh 2.5.4

Diberikan suatu ring  dan ideal  atas  sebagai berikut.	

  dan  .

Akan ditentukan annihilator dari . Diambil  dengan



untuk setiap . Berdasarkan Definisi 2.5.3,

.

Dengan  maka

 dan .

Jadi, Ann .

Definisi 2.5.5

Suatu ring  dapat didefinisikan sebagai external direct sum, yaitu jumlah dari ring  dan dinyatakan dengan 

.

Definisi 2.5.6

Misalkan  adalah ring dan  adalah ideal atas  sedemikian sehingga

(i) 

(ii)  untuk .

Maka  disebut internal direct sum dari ideal  dan  dinyatakan dengan .



2.6 Ring Semiprima

Definisi 2.6.1 (Ring semiprima) (Argac, 2004)

Suatu ring R disebut ring semiprima jika  maka  untuk setiap .	

						

Contoh 2.6.2

Ring  yang didefinisikan oleh



merupakan ring semiprima karena jika diambil  dengan



maka

                           

	

							

							

Berdasarkan Definisi 2.6.1, kontraposisi terpenuhi. Jadi,  merupakan ring semiprima.                                                               



Lema 2.6.3

Misalkan  adalah ring semiprima dengan -torsion free. Jika untuk setiap  memenuhi  maka 

untuk setiap .



Bukti. Diketahui untuk setiap  berlaku

.

Jika pada masing- masing ruas ditambahkan dengan , maka diperoleh

.



Berdasarkan Definisi 2.6.1, dihasilkan

                                                               (2.1)

Jika pada persamaan (2.1) masing- masing ruas ditambahkan dengan , maka dihasilkan

.

Karena  adalah ring semiprima dengan -torsion free, sehingga

.

Karena  adalah ring semiprima, sehingga 

.

Jadi, diperoleh



Terbukti,  untuk setiap .                         

Lema 2.6.4 

Misalkan  adalah ring semiprima. Jika untuk setiap,  maka .



Bukti. Jika diambil  maka berlaku

 

.

Berdasarkan Definisi 2.6.1 maka  untuk setiap .

Definisi 2.6.5 (Essential ideal) (Argac N, 2004)

Diberikan ring semiprima  dan ideal  atas . Essential ideal atas  didefinisikan oleh  Ann  dengan  Ann .



Contoh 2.6.6

Diberikan ring semiprima  dan ideal  atas  yang didefinisikan oleh

 dan  

Diketahui annihilator dari  adalah

Ann().

Karena  Ann , sehingga terdapat  Ann  yang merupakan essential ideal.







2.7 Ring prima

Definisi 2.7.1 (Ring prima) (Argac, 2004)

Suatu ring  disebut ring prima jika maka  atau  untuk setiap .



Contoh 2.7.2

Ring  yang didefinisikan oleh



merupakan ring prima.

Bukti. Diambil  dan , dengan



Berdasarkan Definisi 2.7.1 akan dibuktikan  adalah ring prima. Pembuktian dilakukan melalui kontraposisi. Diambil  dan  dengan

 dan .

Maka diperoleh

   

                                         

                                         

untuk setiap  . Kontraposisi terpenuhi, sehingga  merupakan ring prima.                                                                      



2.8 Multiplier

Definisi 2.8.1 (Left  Multiplier) (Lahcen, 2010)

Misalkan  adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan aditif Jika untuk setiap  memenuhi



maka  disebut left  multiplier.





Definisi 2.8.2 (Right  Multiplier) (Lahcen, 2010)

Misalkan  adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan aditif Jika untuk setiap  memenuhi



maka  disebut right multiplier.		   

Contoh 2.8.3

Diberikan ring semiprima  sebagai berikut.

.

Ambil  dengan



Suatu pemetaan  yang didefinisikan oleh



memenuhi

 dan 

untuk setiap .









BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN



	Pada bab ini dibahas beberapa definisi, lema, dan teorema tentang Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima. 



3.1 Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.1.1 (Bresar, 1988)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif  . Jika untuk setiap berlaku



maka  disebut derivation. 

Contoh 3.1.2

Diberikan ring semiprima  yang didefinisikan oleh 



dan pemetaan aditif  dan  didefinisikan sebagai berikut.

 dan 

dengan  dan  adalah elemen tidak nol dari . Maka  dan  merupakan derivation.



Bukti. Diketahui 

.

Diambil  dan  sebagai berikut.       

 dan 

dengan 











Akan ditunjukkan

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                                                 

                                                 

untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         



         

         

         

         

         

untuk setiap . Selanjutnya, akan ditunjukkan 

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                                                 

                                                 

	untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         

                  

                  

                          

	untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.1.1,  dan  merupakan derivation.                                                                       



Contoh 3.1.3

Diberikan Ring  yang beranggotakan fungsi sebagai berikut. 



Suatu pemetaan aditif  didefinisikan oleh



                                                    

Akan ditunjukkan bahwa  merupakan derivation. Ambil . Berdasarkan definisi pemetaan di atas diperoleh



                    

                            

Terbukti bahwa  merupakan derivation.                                          



3.2  Jordan Derivation pada Ring Semiprima 

Definisi 3.2.1 (Bresar, 1988)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif  . Jika untuk setiap  memenuhi

,

maka  disebut Jordan derivation.

Contoh 3.2.2

Diberikan ring semiprima  sebagai berikut.



Suatu pemetaan aditif  didefinisikan oleh



dengan  elemen tidak nol dari . Maka  adalah Jordan derivation.



Bukti. Diambil  dan .       







dengan 

.

Akan dibuktikan

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                 

          .

untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         



          

          

          

          

          

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.2.1,  merupakan Jordan derivation.                                                                             



3.3 Generalized Derivation pada Ring Semiprima 

Definisi 3.3.1 (Daif, dkk., 2007)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan pemetaan aditif . Jika terdapat derivation  sedemikian sehingga untuk setiap  memenuhi



maka  disebut generalized derivation.





Contoh 3.3.2

Diberikan ring semiprima  yang didefinisikan oleh



Misalkan  dan  elemen tidak nol dari  dan pemetaan aditif  dan  didefinisikan sebagai berikut.

, 

 dan 

dengan  dan  adalah derivation. Maka  dan  adalah generalized derivation.



Bukti. Diambil  dan .

 dan  

dengan 







.

Akan dibuktikan 



Untuk ruas kiri, diperoleh



                 



untuk setiap . 









Untuk ruas kanan, diperoleh





                                      









untuk setiap . Selanjutnya, akan dibuktikan 

.

Untuk ruas kiri, diperoleh



         

               

untuk setiap . Untuk ruas kanan, diperoleh

             



              

              

              

              

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.3.1, terbukti  dan  merupakan generalized derivation.                        







Definisi 3.3.3 (Vukman, 2007) 

Suatu pemetaan aditif  disebut generalized Jordan derivation  jika untuk setiap  berlaku



dengan  adalah derivation.

Contoh 3.3.4

Contoh 3.3.2 merupakan generalized Jordan derivation karena berdasarkan Definisi 3.3.1 dan Definisi 3.3.3, hal ini dapat dibuktikan dengan diasumsikan  untuk setiap  dan  elemen dari ring semiprima.  



Teorema 3.3.5 

Misalkan  ring semiprima dengan -torsion free. Diberikan pemetaan aditif   dan  . Jika  adalah derivation dan untuk setiap  berlaku



maka  merupakan generalized Jordan derivation. 

Bukti. Diberikan

                        (3.1)

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi ke persamaan (3.1) dan dilakukan linierisasi, maka diperoleh

   (3.2)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.2) maka dihasilkan



(3.3)

Substitusi  ke persamaan (3.1), diperoleh 

   

                                  

      (3.4)

Berdasarkan perbandingan persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh persamaan baru, yaitu:	

 (
(3.5)
)









Misalkan

,

sehingga  untuk setiap  persamaan (3.5) dapat diubah dalam bentuk:



     

     

     

     

     

                                                                                      (3.6)

 (
(3.
7
)
)Selanjutnya untuk setiap  akan ditunjukkan

.

Jika dilakukan subtitusi  ke persamaan (3.6), maka untuk  diperoleh



Karena  adalah ring semiprima, sehingga   

                                                                                     (3.8)

Pada persamaan (3.6), jika  dikalikan dari sisi kiri dan dari sisi kanan, maka untuk setiap  dihasilkan



                                                                                         (3.9)

 (
(3.
10
)
)karena  adalah ring semiprima. Melalui linierisasi persamaan (3.8), diperoleh

  

untuk setiap  dengan

.

Untuk setiap , jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.10) maka diperoleh

      



                                 (3.11)

Jika persamaan (3.10) dan (3.11) dijumlahkan, maka untuk setiap  dihasilkan





Karena  adalah -torsion free, sehingga

                            (3.12)

untuk setiap . Pada persamaan (3.12), jika sisi kanan dikalikan dengan  maka diperoleh



untuk setiap. Karena  adalah ring semiprima, sehingga



untuk setiap . Jadi,  adalah generalized jordan derivation.   



Corolary 3.3.6 

Misalkan  adalah ring semiprima dengan -torsion free. Diberikan pemetaan aditif  dan. Jika untuk setiap  memenuhi



dengan  adalah derivation maka  merupakan generalized derivation.



Bukti. Diketahui untuk setiap 

.

Misalkan , maka



    

    

    

          

    

    .

Dengan kata lain,   adalah left multiplier dari . Dari permisalan di atas, berarti , dengan  derivation dan  adalah left multiplier dari  yang menunjukkan bahwa  adalah generalized derivation.                                                                                          



3.4 Orthogonal Derivation pada Ring Semiprima

	Muhammad Ashraf mengutip definisi orthogonal derivation sebagai berikut.



Definisi 3.4.1

Dua derivation  dan  disebut ortogonal jika memenuhi 



untuk setiap 

Contoh 3.4.2

Misalkan  adalah ring semiprima yang didefinisikan oleh 



Diberikan pemetaan aditif  dan  sebagai berikut.





dengan  elemen tidak nol dari  dan  adalah derivation. Akan ditunjukkan dan  orthogonal derivation. Ambil  dan    yaitu

 dan 

dengan



.

Berdasarkan Definisi 3.4.1, 



                                   

                              

dan



                                   

                                   

Jadi, dan  adalah orthogonal derivation.                                      



3.5 Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.5.1 (Argac, 2004)

Dua generalized derivation  dan  pada ring semiprima  disebut ortogonal jika



untuk setiap.



Contoh 3.5.2

Misalkan  adalah ring semiprima yang diberikan oleh 



Diberikan dua derivation

.

dan dua generalized derivation 



Akan ditunjukkan  dan  ortogonal. Diberikan  dengan  sebagai berikut.

 dan 

dengan





Berdasarkan Definisi 3.5.1, diperoleh



                        

                        

dan



                        

                        

Jadi,  dan  adalah orthogonal generalized derivation.                  



Lema 3.5.3

Misalkan  adalah ring semiprima dengan - torsion free. Jika  dan  orthogonal generalized derivation pada , maka  dan memenuhi kondisi berikut.

(i) , sedemikian sehingga untuk setiap  berlaku

.

(ii) dan  ortogonal, dan untuk setiap  berlaku

.

(iii) dan  ortogonal, dan untuk setiap  berlaku



(iv) dan  adalah orthogonal derivation.

(v)  dan .

(vi) .



Bukti.

(i) Misalkan untuk setiap 

 dan  

adalah orthogonal generalized derivation. Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap  diperoleh

dan .

 (
(3.
13
)
)Jadi, untuk setiap  dihasilkan

 



(ii) Diketahui

 dan  

untuk setiap . 



Pada persamaan  jika dilakukan substitusi  untuk setiap  maka diperoleh 











                                   (3.14)                 

Berdasarkan persamaan (3.14), untuk setiap  diperoleh



                                                  

                                                  

                                                  

Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap  dihasilkan

 

                                                                      (3.15)

Jadi,  dan  ortogonal dan untuk setiap.



(iii) Diketahui

dan 

untuk setiap . Dengan diperoleh



                      

                           

                                                                              (3.16)

                                                                                (3.17)

untuk setiap untuk setiap . Dengan persamaan (3.17), untuk setiap  diperoleh



                                                  

                                                  

                                                  







Berdasarkan Lema 2.6.4, dihasilkan



                                                                         (3.18)                                             

Jadi, = 0 untuk setiap       

      

(iv) Jika dilakukan substitusi  dan  ke persamaan  maka diperoleh

.

Dari persamaan (3.19), diperoleh persamaan  sebagai berikut. 

       

  

  

                                                                    (3.20)

untuk setiap . Jadi,  dan  ortogonal.



(v) (a) Akan dibuktikan 

Berdasarkan (ii), untuk setiap  diketahui 

 dan 

Misalkan

                          (3.21)

untuk setiap . Berdasarkan pembuktian di point (ii), diketahui



untuk setiap . Dengan  persamaan (3.21), untuk setiap   diperoleh 

         

            

            

                                                                  (3.22)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.22), dihasilkan

 

Karena adalah ring semiprima, sehingga diperoleh

                               (3.23)

Jadi, . 



Misalkan



Maka

      

       

                                                                (3.24)

untuk setiap. Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.24), diperoleh



untuk setiap  dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                (3.25)

Jadi, . Terbukti bahwa 



(b) Diberikan

.

Untuk setiap , diperoleh

   



      	                                                       (3.26)

Jika dilakukan substitusi ke persamaan (3.26), dihasilkan



 (
(3.
27
)
)dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

 

Jika diketahui 

.

untuk setiap , maka diperoleh

    

    





                                                                (3.28)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.28), dihasilkan 



 (
(3.
29
)
)dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

 

Jadi, .



(vi) Misalkan

,

maka diperoleh

     



                                  (3.30)                                    untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.30) maka diperoleh 



 (
(3.
31
)
)Karena  adalah ring semiprima, sehingga



Untuk setiap  diberikan



sehingga diperoleh

   

 

                                                                (3.32)

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.32), diperoleh 



Karena  adalah ring semiprima (
(3.
33
)
), sehingga

                                   

Terbukti bahwa                                                  



Lema 3.5.4

Diberikan ring semiprima  dan  ideal  atas . Misalkan   adalah annihilator dari . Jika  adalah generalized derivation pada  sedemikian sehingga  maka .

Bukti. Diketahui Ann, sehingga  untuk . Diasumsikan  dan diberikan suatu generalized derivation sebagai berikut.



untuk setiap  dan . Karena  adalah ring semiprima, sehingga  . Terbukti,               



Teorema 3.5.5

Jika  dan  generalized derivation pada , maka kondisi berikut ekivalen.

(i)  dan  ortogonal.

(ii) Untuk setiap , berlaku:

(a) 

(b) .

(iii) untuk setiap .

(iv) untuk setiap  dan .

(v)  adalah generalized derivation dan untuk setiap .

(vi) Terdapat ideal  dan  atas  sedemikian sehingga:

(a)  dan  adalah essential ideal dari 

(b)  dan 

(c)  dan .



Bukti.  (i)(ii)

(a)	Diketahui untuk setiap  berlaku

 dan

	Berdasarkan Lema 2.6.4 diperoleh 

 dan  

Jadi, untuk setiap  berlaku



(b)	Pada Lema 3.5.3 diketahui

 dan 

untuk setiap . Jadi, untuk setiap  berlaku

 .







(ii) (i) Diketahui	



dan

.

Jika dilakukan substitusi ke persamaan pada (ii),(a) diperoleh



Berdasarkan Lema 2.6.4, maka dihasilkan

 dan 

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.5.1, maka   dan  ortogonal.



(i)  (iii) Berdasarkan pembuktian (i)(ii) diketahui

 dan 

untuk setiap. Maka untuk setiap  berlaku



                                              

                                              

                                              

                                              

Jadi,  untuk setiap .

(i)(iv)  Pada pembuktian  (i)(ii) telah diketahui bahwa untuk setiap  berlaku

.

Pada pembuktian Lema 3.5.3 point (ii) diberikan

.

Misalkan dan . Maka untuk setiap  diperoleh

         

 

             

untuk setiap , jika dilakukan substitusi  ke persamaan terakhir maka diperoleh 









Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                        

untuk setiap . Misalkan untuk setiap  berlaku



Maka 



untuk setiap  Jika dilakukan substitusi  diperoleh 



Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                        

Jadi, 

(iii)(i) 	Diketahui untuk setiap  berlaku



Jika dilakukan substitusi  diperoleh



                                              

                                              

                                              

untuk setiap . Jadi,  dan  ortogonal.

(iv)(i) Diketahui dan  ortogonal dan berlaku

           

              

              



              

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan terakhir diperoleh

                              



                                 

untuk setiap .







(v)(i) 	Diketahui  adalah generalized derivation dan untuk setiap  berlaku



 (
(
3.34
)
)dengan  adalah derivation. Untuk setiap  diperoleh



dan

       

            

                (3.35)

Dengan membandingkan persamaan (3.34) dan (3.35), maka  diperoleh

 

                        .

 (
(
3.3
6)
)Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh

 

Sebelumnya telah diketahui bahwa



untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  diperoleh



                                              

                                              

                                                                               (3.37)

Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                              

untuk setiap . Terbukti.

(i)(vi) Misalkan  adalah ideal atas Diberikan Ann. Berdasarkan Lema 3.5.3 dan Lema 3.5.4, untuk setiap  diketahui







 dan .

sehingga diperoleh 

 dan .

Karena  sehingga terdapat  yang merupakan  essential ideal.                                                                                    

(vi)(i) Jelas. Berdasarkan Definisi 2.5.6, Lema 3.5.3,  Lema 3.5.4 dan pembuktian (i)(vi).



Teorema 3.5.6

Misalkan  dan  generalized derivation pada . Maka kondisi berikut ekivalen.

(i)  generalized derivation

(ii)  generalized derivation

(iii)  dan  ortogonal, dan  dan  ortogonal

Bukti. (i)(iii) Diasumsikan  adalah generalized derivation. Pada pembuktian Teorema 3.5.5 (v)(i), untuk setiap                                      diketahui

                        (3.36)

Substitusi  dengan  ke persamaan (3.36) diperoleh

     

         





 

                                    

untuk setiap. Diketahui  generalized derivation, sehingga  adalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.5 dan Lema 3.5.3 diketahui  dan  ortogonal, maka diperoleh



                          

                           

untuk setiap . Karena

,

sehingga

 dan  

(iii)(i) Diketahui  dan  ortogonal, maka

                                 (3.38)

untuk setiap. Substitusi  ke persamaan (3.38) diperoleh



                                             

                                             

                                             

untuk setiap  Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh 



dengan . Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui g adalah derivation. Dari persamaan (3.38) diperoleh

  

                                    

untuk setiap . Diketahui  dan  ortogonal, sehingga 

 dan 

untuk setiap. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa



yang menunjukkan  adalah generalized derivation. 



(ii)(iii) Diketahui  dan  ortogonal, sehingga

                                  (3.39)

untuk setiap. Substitusi  ke persamaan (3.39) diperoleh 



                                             

                                             

                                             

untuk setiap  Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh 



untuk setiap  Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui g adalah derivation. Dari persamaan (3.39) diperoleh

 dan 

untuk setiap . Diketahui  dan  ortogonal, sehingga 

 

untuk setiap. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa



yang menunjukkan bahwa  generalized derivation.                     

Corollary 3.5.7

Misalkan  dan  generalized derivations pada . Jika  generalized derivation maka terdapat ideal  dan  atas  sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut.

(i)  dan  essential ideal atas .  

(ii) 



Bukti. Misalkan  adalah ideal atas Diberikan Ann. Berdasarkan Lema 3.5.4 dan Teorema 3.5.6 diketahui bahwa  dan ,  dan ,  dan  ortogonal. Karena  dan , sehingga berdasarkan Lema 3.5.3 diperoleh . Selanjutnya, jika  maka . Jadi,  yang menunjukkan .                                           



Corollary 3.5.8

Misalkan  adalah generalized derivation pada . Jika  generalized derivation, maka .



Bukti. Diketahui  generalized derivation,  adalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.6,  dan  ortogonal, sehingga  untuk setiap . Karena  adalah ring semiprima, sehingga diperoleh .                                         



Corollary 3.5.9

Jika untuk setiap   maka  dengan  adalah generalized derivation pada .



Bukti. Diberikan untuk setiap 	



                                              

                                              

                                                                               (3.40)

 (
(3.41)
)Berdasarkan Lema 2.6.4 dapat diketahui



untuk setiap . 





Substitusi  ke persamaan (3.41) diperoleh



                                               

                                              

                                              

untuk setiap . Jadi, diperoleh  karena  adalah ring semiprima. Selanjutnya, diketahui

                                   (3.43)

untuk setiap . Substitusi  ke persamaan (3.43) diperoleh



                                             

                                              

                                              

untuk setiap . Karena  adalah ring semiprima, sehingga .                                                                                                




BAB IV

KESIMPULAN 



Dari pembahasan skripsi ini dapat ditarik beberapa kesimpulan, yaitu:

1. Jika  dan  adalah orthogonal generalized derivation pada  maka  dan  adalah generalized derivation.

2. Jika  adalah generalized derivation pada  maka terdapat ideal  dan  sedemikian sehingga  dan  disebut essential ideal atas .
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