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BILANGAN PEWARNAAN 4-BACKBONE
PADA GRAF SPLIT DENGAN BACKBONE K,

ABSTRAK

Pewarnaan titik adalah penentuan warna bagi setilapari
graf sedemikian sehingga tiap dua titik yang beathk djacent)
mendapat warna yang berbeda. Banyak warna mininaala p
sembarang pewarnaan di g@fdisebut bilangan kromatik da@,
dinotasikan dengany(G). Jika diberikan bilangan bulat > 2,
sebuah grati = (V,E) dan subgraf perentartd dari G (backbone
dari G), maka pewarnaari-backbone dari (G,H) adalah suatu
pewarnaan titik darG sehingga titik-titik yang bertetangga i
memperoleh warna paling sedikit Bilangan terkecill di mana
terdapat pewarnaani-backbone disebut bilangan pewarnaan
A-backbone dan dilambangkan deng®BC, (G, H). Suatu graf yang
titik-titiknya dapat dipartisi ke dalam sebuatique dan suatu
himpunan bebas dengan kemungkinan sisi di antaraliggbut
dengan graf split. Bilangan pewarnaatackbone pada graf split
G = (V,E) denganbackbone K, dan y(G) = k bergantung pada
bilangan kromatiknya dalam tiga kondisi batas.

Kata kunci : backbone K,, bilangan kromatik, bilangan pewarnaan
A-backbone, clique, graf split, himpunan bebas.
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A-BACKBONE COLORING NUMBER
OF SPLIT GRAPH WITH K, BACKBONE

ABSTRACT

Vertex coloring is assigned colors to the vertioks graph
such that adjacent vertices are colored differentlife smallest
number of colors in any coloring of a gra@hs called the chromatic
number ofG and is denoted by(G). Give an integei > 2, a graph
G = (V,E) and a spanning subgraphof G (the backbone of G), a
A-backbone coloring of (G, H) is a vertex coloring o& in which the
colors assigned to adjacent verticesHndiffer by at leastl. The
smallest integel for which there exist a-backbone coloring called
A-backbone coloring number and denoted BYBC; (G, H). A graph
whose vertex can be partitioned into cique and an
independent set with possibility edges in betweseralled split
graph. The A-backbone coloring number of split graph
G = (V,E) with K, backbone and y(G) = k depend on the the
chromatic number in three condition of bound.

Key words: K, backbone, chromatic numbet}-backbone coloring
numberclique, split graph, independent set.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah salah satu topik dalam matematik&ret
yang memiliki berbagai aplikasi pada permasalahadem seperti
masalah dalam jaringan sosial, komunikasi, tranapipr ilmu
komputer, dan sebagainya. Teori tersebut didadaryang pertama
kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan Swis®nard
Euler, pada tahun 1736. Dalam tulisannya Euler nadmmb
mengenai tujuh jembatan yang menyeberangi sungaePdi kota
Konigsberg, Prussia (sekarang Kaliningrad, RuSlajmasalahannya
adalah menentukan suatu cara untuk melalui setiapgtan tepat
satu kali. Euler menggunakan representasi titik dans untuk
menyelesaikan masalah tesebut. Konsep yang dipkean Euler
dalam karya tulisnya tersebut adalah yang saadik@nal sebagai
teori graf.

Salah satu topik dalam teori graf adalah tentangapgaan
graf. Secara umum, pewarnaan di dalam graf dibamjaai tiga
jenis, yaitu pewarnaan titik, pewarnaan garis, gaswarnaan
peta/sisi. Adapun pewarnaan graf memiliki banyakkagi dalam
dunia nyata seperti pada masalah penjadwalan, psangkerja,
penetapan frekuensi, dan sebagainya. Skripsi ian akembahas
tentang pewarnaas-backboneyang termasuk ke dalam masalah
penetapan frekuendr¢quency assignmeént

Di dalam masalalfrequency assignmengraf digunakan
untuk memodelkan topologi pada jaringan komunikadstik-titik
pada graf merepresentasikan pemancar, dua titdktakknadjacent
jika dua pemancar saling berhubungan. Permasalghaadalah
untuk menetapkan saluran frekuensi ke beberaparmamaehingga
interferensi dapat dihindari. Hajo Broersma, dkikemodelkan
situasi tersebut dalam karya mereBackbone Colorings for
Networks di mana pemancar-pemancar yang bertetangga (tlisebu
backbong dimungkinkan untuk saling berinterferensi/menggan
jika mereka beroperasi pada saluran frekuensi yamga. Hal ini
berarti dibutuhkan pembatasan yang lebih dalamtppae saluran
frekuensi di dalambackbone dibandingkan pada jaringan yang
berdekatan.



Dalam dunia nyata, pewarnaaackbonedapat digunakan
untuk memodelkan permasalahan di bidang komunikaitii untuk
menetapkan saluran frekuensi pada televisi maugio,r serta
untuk memodelkan jaringan sensor. Berdasarkarehsgtut, penulis
termotivasi untuk meneliti lebih lanjut tentang mesalahan
pewarnaani-backbone khususnya pewarnaanbackbonedari graf
split dengarbackboneX,, .

1.2 Rumusan M asalah

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atdss pwakok
permasalahan yang dikaji dalam penulisan skripsidalah sebagai
berikut.

1. Bagaimana karakteristik pewarnaabackbonepada graf split?

2. Bagaimana hubungan bilangan kromatik dengan bilanga
pewarnaari-backbonepada graf split dengdrackbonek, ?

3. Bagaimana implementasi pewarnaabackbonepada graf split
dengarbackbonek,?

1.3 Batasan M asalah

Penulisan skripsi ini difokuskan pada masalah gaaig dibahas
adalah graf terhubung, sederhana, dan tak berarah.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan dalam skripsi ini adalah sebagekbt.

Menentukan karakteristik pewarnaabackbonepada graf split.

Menentukan hubungan bilangan kromatik dengan béang

pewarnaani-backbonepada graf split dengdrvackbonex,.

3. Mengimplementasikan pewarnaarbackbonepada graf split
dengarbackboneX,,.

=



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Definis 2.1.1 Graf G

Suatu grafG adalah pasangan himpuné¥i(G), E(G)) dengan
V(G) adalah himpunan titik-titikuertey danE(G) adalah himpunan
garis-garis €dge3 (Roman, 1989).

Graf yang hanya terdiri dari satu titik disebutfgravial. Graf
yang titik-tittknya diberi label disebut graf bapkl (Chartrand dan
Zhang, 2005).

Titik terasing {solated vertex dalam grafG adalah titik yang
tidak mempunyai garis yang bersisian dengannya ({\M2803).

Contoh 2.1.
%1
Uy U3
° °
Uy (%3 Vg
GrafG GrafH

Gambar 2.1. Grab graf berlabel dan grad graf trivial

Pada Contoh 2.1. Gr& denganV/ (G) = {v4,v,,v3,7,, vs} dan
E(G) - {Ulvz, V1VU3,VU3U3,VUp1,, 173174}. GrafH dengal’V(G) - {176}.
Titik vs pada grafs adalah titik terasing.

Definisi 2.1.2 Adjacent dan I ncident

Dua titik v; danv, pada grafs dikatakanadjacent(berdekatan)
jika (v1v,) adalah sebuah garis pada deafGaris(v,v,) dikatakan
incident(bersisian) dengan titig; danv,. Garis(v,v,) juga disebut
penghubung titikv; danv,. Titik v; danv, disebutendpointdari
garis(v,v,) (Rosen, 2003).



Pada Contoh 2.1. titik, danv, adjacent,sedangkan garis, v,
incidentdengan titik-titikv; danv,.

Definis 2.1.3 Order (Order) dan Ukuran (Size) dari Gr af

Banyak titik pada gra® disebut orderdrder) dari G, sedangkan
banyak garisnya disebut ukureasiz@ dari G (Chartrand dan Zhang,
2005).

Pada Contoh 2.1. order dari gfafadalah 5, sedangkan ukuran
dari grafG adalah 5.

Definis 2.1.4 Derajat Titik (Degree)

Derajat titik v di graf G adalah banyaknya garis yang bersisian
(inciden) dengan titik v, dinotasikan dengadeg(v). Dua titik yang
saling adjacent disebut bertetanggandighbo) satu sama lain.
Himpunan N(v) dari tetangga titik v disebut lingkungan
(neighborhoodl dari v, sehinggadeg (v) = |N(v)| (Chartrand dan
Zhang, 2005).

Pada Contoh 2.1N(v;) = {v,,v3} dan|N(v,)| = 2, sehingga
deg (v;) = 2. N(vy) ={vq,v3,v,} dan |N(v,)| =3, sehingga
deg (v;,) =3. N(vs) ={0} dan |N(vs)| =0, sehingga
deg (vs) = 0.

Definisi 2.1.5 Graf Kosong (Null Graph)

Graf G disebut graf kosong jika himpunan garis paGa
merupakan himpunan kosong. Graf kosong dinotasilamganh,,
dimanan adalah banyaknya titik dari graf tersebut (MuB003).

Contoh 2.2.

U2
Gambar 2.2. Graf kosong dengan 3 tifik (
Definisi 2.1.6 Komplemen dari Graf

Komplemen dari graG (G) adalah suatu graf yang himpunan
titiknya adalahV(G) sedemikian sehingga setiap pasang titikdi

4



G, uv adalah adalah garis @ijika dan hanya jikaiv bukan garis di
G (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.3.
v1 vl

GrafG GrafG
Gambar 2.3. Grab dan komplemennya (Gr&f)

Pada Contoh 2.3. grdd denganV (G) = {vy,v,, V3, V4, Vs, Ve}
dan E(G) = {v,V,, VU4, Vo3, U3V, V3Vs, V3V, VsV ) SErta grafG
dengan V(G) = {vy, 15, V3,04, Vs, U} dan
E(G) = {v1v3, V1 Vs, V1 V6, Va4, V2 Vs, V2 Ve, VaVs, VsV -

2.2 Keterhubungan (Connectivity)

Definis 2.2.1 Jalan (Walk)

Suatu jalanwalK) dari grafG adalah suatu barisan yang terdiri
dari titik dan garis secara berselang-seling, diawan diakhiri
dengan titik di mana setiap garisnya bersisian aendua titik
terdekat pada deretan tersebut (Chartrand dan ZRa6§).

Definisi 2.2.2 Lintasan (Path)
Lintasan dengan panjamgdariv ke w adalah jalanvfalk) dariv
ke w yang semua titiknya berbeda (Chartrand dan ZHz0Q5R).

Definis 2.2.3 Sirkuit (Circuit)

Sirkuit adalahwalk tertutup yang titik-titiknya tidak muncul
lebih dari satu kali, kecuali titik awal dan titdkhir. Sirkuit juga
disebut putaran atau siklusy€lg (Chartrand dan Zhang, 2005).



Definis 2.2.4 Lintasan Hamilton
Lintasan Hamilton dari grab adalah suatu lintasan yang melalui
tiap titik di dalamG tepat satu kali (Munir, 2003).

Contoh 2.4.
Uy €z U3

GrafG
Gambar 2.4. Grab

Pada Contoh 2.4. gr& mempunyawalk v, e; v,eqv,e, s, path
Vie1Vye,V3e304€,Vs, SirKuit v,e,vzesv,e,vsesv,, dan lintasan
Hamiltonv; e v,eqvse,vse;v;.

Definisi 2.2.5 Terhubung (Connected)

Suatu grafG dikatakan terhubung jika setiap pasang titik @ari
dihubungkan oleh suatu lintasan. Jika terdapatssepatitik yang
tidak dihubungkan oleh sembarang lintasan, makk @rdikatakan
tidak terhubungdisconnected(Marsudi, 1998).

Contoh 2.5
Vq
v, Uy
VU3 V4 ) U3
°
Vs (2 Vs
GrafG GrafH

Gambar 2.5. Grab terhubung dan grad tidak terhubung



Pada Contoh 2.5. gr& terhubung karena setiap pasang titiknya
dihubungkan oleh sebuah garis. Gratidak terhubung karena ada
satu titik terasing yaitus.

2.3 Subgraf, Komponen Graf, dan Subgraf Pembangun
(Backbone)

Definisi 2.3.1 Subgr af
Subgraf dariG = (V,E) adalah grafH = (V;,E;) di mana
V; €V danE; € E (Rosen, 2003).

Contoh 2.6. @

Graf G GrafH
Gambar 2.6. Grab dan grafH (subgraf dariG)

Definis 2.3.2 Subgraf Pembangun (Backbone)
SubgrafH dari G disebut subgraf pembangun atmckbongika
Vy =V (Broersma, dkk., 2003).

Contoh 2.7.

W

GrafG GrafH
Gambar 2.7. Grab dan grafH (backbonedari G)

Pada Contoh 2.7. dapat dilihat bahwa diafbackbonedari G)
berbentuk lintasan Hamilton (warna tebal) dfgn= 1.



Definisi 2.3.3 Komponen Gr af
Suatu subgrafl dari G disebut komponen dad jika:
a. Hterhubung
b. H tidak memuat subgraf terhubung lain yang lebifabes
(Dierker dan Voxman, 1986).
Contoh 2.8.

%)
Vs

Gambar 2.8. Grab

Pada Contoh 2.8. grab mempunyai dua komponen, yaitu:
V(Hy) = {vy,vs,vs} dengan E(H;) = {v1v,,v,V5,v4v5} dan
V(H,) = {v,,v3} dengark (H,) = {v,v3}.

2.4 Beberapa Macam Gr af

Definis 2.4.1 Graf Sederhana dan Graf Ganda

Suatu graf yang tidak memilikioop dan garis-garis ganda
disebut graf sederhanssiiple graph Sedangkan graf ganda
(multigraph) merupakan graf yang memiliki suatu garis ganda at
mengandung sebualoop (garis yang menghubungkan titik ke
dirinya sendiri) (Clark dan Holton, 1991).

Contoh 2.9.
V1 eq (%) V1 €1 %)
€s
€4 e €4
Uy e V3 (2 v U3
€e

GrafG GrafH
Gambar 2.9. Grab graf sederhana dan gidfgraf ganda



Definisi 2.4.2 Graf Hingga dan Tak Berhingga

Suatu grafc = (V,E) dikatakan berhingga jikd(G) danE(G)
merupakan himpunan berhingga. Graf= (V,E) dikatakan tak
berhingga jikd/ (G) danE (G) tak berhingga (Marsudi, 1998).

Contoh 2.10.

Gambar 2.10. Graf tak berhingga

Definis 2.4.3 Graf L engkap

Suatu graiG dikatakan lengkap jika setiap dua titik yang glin
asing dihubungkan oleh suatu garis. Graf lengkapyae banyak
titik n dinotasikan dengaki,, (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.11.
° ————o
K, K,
K3 K,
Ks K,

Gambar 2.11. Graf lengkap



Teorema 2.4.4
Jika setiap dua titik yang saling asing d&yi dihubungkan oleh

sebuah garis, maka banyak garis K@radalahﬂ’z_—l) (Siang, 2002).

Bukti:

MisalkanG adalah suatu graf lengkap dengmetitik (v, vy, ..., v,).
Pertama, ambil sembarang titik (misalkgn. KarenaG merupakan
graf lengkap, maka; dihubungkan dengafn — 1) titik lainnya
yaitu vy, v3, ..., v,. Jadi ada(n — 1) buah garis yang berhubungan
denganv,. Kedua, ambil sembarang titik berikutnya (misalkah
KarenaG adalah graf lengkap, maksg juga dihubungkan dengan
semua titik sisanyéw,, vs, ..., v,,), sehingga adén — 1) buah garis
yang Dberhubungan dengam,. Salah satu garis tersebut
menghubungkanm, denganv,. Garis ini sudah diperhitungkan pada
saat menghitung banyaknya garis yang berhubungagede,. Jadi
ada (n—2) ogaris yang belum diperhitungkan. Selanjutnya,
menghitung banyaknya garis yang berhubungan dengan
(v3,v4, ...,V—1) dan yang belum diperhitungkan sebelumnya.
Banyak garis yang didapat berturut-turut adalah
n—-3),(n—4),..,3,2,1. Jadi, secara keseluruhan terdapat

(n—1)+@®=-2)+ 0 —3)++2+1=""puah garis.

2.5 Cligue, Himpunan Bebas, Graf Perfect dan Graf Split

Definis 2.5.1 Clique

SuatucliqueC € V pada graf; = (V, E) adalah suatu himpunan
titik yang memuat subgraf lengkap d&i Banyaknya titik (order)
maksimum suatucligue dalam G disebut bilanganclique yang
dinotasikan denga®(G) (Chartrand dan Zhang, 2005).
Contoh 2.12. v, v,

Vy U3 Vs

GrafG
Gambar 2.12. Grab
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Pada Contoh 2.12. dapat ditulis beberapa maxiauwe dari graf
G yaitu C; = {vy,v;}, C; = {vy,v3}, C3 ={vy,v4}, C4 = {v;,v3},
Cs = {v,,v3}, Co = {v,, v} danC, = {v3, v} yang masing-masing
memuat subgraf lengkapK,. Sedangkan Cg = {v;,v,,v3},
Co = {v,, v3,v5}, danCyy = {v;, v3,v,} Memuat subgraf lengkdp,
yang merupakan subgraf lengkap maksimum, sehindigaghn
cliguedari grafG adalahw (G) = 3.

Definisi 2.5.2 Himpunan Bebas

Suatu himpunan titik € ¥V pada grafs disebut himpunan bebas
jika tidak ada dua titik dil yang adjacent Himpunan bebas
maksimum adalah sebuah himpunan bebas dengan &léedin
maksimum. Banyaknya titik maksimum dalam himpunabds
dinotasikan dengarmx(G) dan disebut bilangan bebas ddaBi
(Chartrand dan Zhang, 2005).

Pada Contoh 2.12. gr& semua titiknya terhubung langsung
kecuali titik v, danwv, serta titik v; danwvs, sehingga himpunan
bebas dari gra® yaitu I, = {v,,v,} danl, = {v,,v5} yang masing-
masing berorder maksimum. Oleh karena itu, bilanigebasdari
graf G adalahx (G) = 2.

Definisi 2.5.3 Graf Perfect

Graf perfect adalah suatu graf yang mempunyai bilangan
kromatik dan bilanganclique yang sama atauy(G) = w(G)
(Columbic, 1980). Bilangan kromatik suatu gr&f dinotasikan
dengan y(G) didefinisikan sebagai jumlah minimal warna yang
diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada grabk sedemikian
sehingga setiap titik-titik yang terhubung langsumgndapatkan
warna yang berbeda (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.13.
U, V3

1 NN

174 175
GrafG
Gambar 2.13. Grdb Graf Perfect
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Pada Contoh 2.13. subgraf lengkap maksimum dari Gra
adalah grafK,, sehingga order subgraf lengkapnya adalah 4 atau
w(G) = 4. Graf G dapat diwarnai dengan pewarnaan minimum
sebanyak 4, sehingge(G) = 4. Dengan demikian, grab adalah
graf perfectyang memenuhy(G) = w(G) = 4.

Definis 2.5.4 Graf Split

Suatu gratz = (V, E) disebut graf split jika terdapat suatu partisi
V =1+ C dari himpunan titiknya menjadi himpunan bebadan
himpunan lengkapC. Bentuk graf split merupakan subbagian dari
graf perfect Oleh karena itu, graf split memeny(iG) = w(G) = k
(Columbic, 1980).

Contoh 2.14.

%) U3

%1

2 Vs

Gambar 2.14. Graf split
2.6 Pewarnaan Graf (Graph Coloring)

Definisi 2.6.1 Pewar naan Titik (Vertex Coloring)

Pewarnaan titik adalah penentuan warna bagi sétiipdari
graf sedemikian sehingga tiap dua titik yang beathak Gdjaceny
mendapat warna yang berbeda (Marsudi, 1998).

Banyak warna minimal pada sembarang pewarnaanadliGr
disebut bilangan kromatik dafs, dinotasikan dengaw(G). Jika
dimungkinkan untuk mewarnai titik d5 dari suatu himpunak
warna, makaG disebut terwarndk- (k-colorablg. Pewarnaan yang
menggunakank warna disebut pewarna#n-(k-coloring. Jika
x(G) =k, makaG juga disebut berkromatik-(k-chromati¢ dan
setiap pewarnaak-dari G disebut pewarnaan minimum dad
(Chartrand dan Zhang, 2005).
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Contoh 2.15.

Gambar 2.15. Graf denganiG) = 3

Teorema 2.6.2
Jika grafG adalah graf kosong, mak&G) = 1 (Arniati, 2010).

Bukti :

Karena graiG adalah graf koson@Null Graph) maka graf tersebut
tidak memiliki garis yang berarti tidak ada titikaryg adjacent,
sehingga setiap titik boleh mempunyai warna yangasaDleh
karena itu, pewarnaan pada hanya memerlukan satu warna.
Sehingga, bilangan kromatk adalah 1 atap(G) = 1.

Contoh 2.16.

@
@

Gambar 2.16 Graf kosong dengan dua titik gé®) = 1

Teorema 2.6.3
Jika grafG terwarnaik, makay(G) < k (Arniati, 2010).

Bukti:

Jika graf G terwarnaik berarti semua titik pada grab dapat
diwarnai dengan menggunak&nwvarna. Karena bilangan kromatik
merupakan minimum banyaknya warna yang digunakatukun
mewarnai semua titik pada gré&f sedemikian sehingga setiap dua
titik yang berdekatan mendapat warna yang berbedaka
x(G) <k.
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Contoh 2.17.

© @
Graf G

Gambar 2.17. Grdb terwarnai — 4

Graf G pada Contoh 2.17. di atas dapat diwarnai dengan
menggunakan 2 warna. Dengan demikian,(G) =2 < 4 yang
berartiy(G) < k.

Contoh 2.18.

Graf G
Gambar 2.18. Grab dengany(G) = 2

Teorema 2.6.4

Jika H adalah sebuah subgraf dari g@&f makay(H) < x(G)
(Arniati, 2010).

Bukti:

Misalkan H sebuah subgraf dari gr&, berartiV(H) < V(G)
dan E(H) € E(G). Karena sembarang pewarnaan pada
menghasilkan suatu pewarnaan patdlguga serta dimungkinkan
untuk mewarnaiH dengan warna yang lebih sedikit, maka

x(H) < x(6).

14



Contoh 2.19.

Graf G Graf H
Gambar 2.19. Grab dan grafH subgraf darG

Dari Contoh 2.19. diperolety(G) =3 dan y(H) =2 yang

berartiy(H) < x(G).

Teorema 2.6.5

Jika G, G, ..., G, adalah komponen—komponen giGf maka

x(G) = maks {y(G;)|1 < i < n} (Arniati, 2010).

Bukti:

Misalkan G; untuk suatul <i<n yang ditulis dengan
G1G,, ...,G, adalah komponen-komponen gra6 yang
mempunyai bilangan kromatik maksimum, katakaBehinggak
warna yang digunakan untuk mewarnai semua titi&;didapat
digunakan untuk mewarnai semua titik @ pada komponen
selainG;, sehingga grab terwarnaik.

Berdasarkan definisi bahwa(G) < k dan karenaG; adalah
subgraf dariG dany(G;) = k, makay(G) = x(G;) = k. Karena
x(G) < k dany(G) = k, maka y(G) = k.

Contoh 2.20.
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Graf G, Graf G,
Gambar 2.20. Grdb dan komponennya (gréf;, G,, dan G5)

Teorema 2.6.6
Jika grafG adalah graf lengkap dengartitik, makay(G) = n
(Chartrand dan Zhang, 2005).

Bukti:

Karena grafG adalah graf lengkap, maka seluruh titik p&lpasti
adjacent Dalam pewarnaan pada graf, titik yaadjacent tidak
boleh memiliki warna yang sama. Oleh karena itluraé titik pada
G harus diwarnai berbeda. Jadi, warna yang diperluatuk
mewarnai grafG adalahn karenaG berordern. Sehingga, bilangan
kromatik G adala atauy(G) = n.

Contoh 2.21.

Graf K,
Gambar 2.21. Graf dengary (G) = 4

Definisi 2.6.7 Pewar naan Garis (Edge Coloring)

Pewarnaan garis adalah penentuan warna bagi $gtrapdari
graf G sedemikian sehingga setiap dua garis yang bergiaiziden)
mendapat warna yang berbeda (Marsudi, 1998).

Graf G dikatakan terwarnai (gari) jika setiap garis darG
dapat diwarnai dengan beberapa atau keseluruhankdesarna
sedemikian sehingga setiap dua garis yang berdekaendapat
warna yang berbeda. Bilangan kromatik garis daaf @r adalahk
ditulis y'(G) = k (Marsudi, 1998).
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Contoh 2.22.

Gambar 2.22. Graf dengan(G) = 4

Definis 2.6.8 Pewar naan Peta/Sis (Map Coloring)

Pewarnaan peta/sisi pada gfafadalah penentuan warna bagi
tiap—tiap sisi dari grafs sedemikian sehingga tiap dua sisi yang
berdekatan (bersekutu dengan satu garis) mendapatawyang
berbeda. Bilangan kromatik sisi dari gr& adalah k ditulis
x'(G) = k (Marsudi, 1998).

Contoh 2.23.

2

Gambar 2.23. Graf dengafi(G) = 4

Definisi 2.6.9 Pewar naan A-backbone

MisalkanH adalah subgraf pembangun d@riyang merupakan
backbone yaitu H = (V;,Ey). Diberikan bilangan bulafl > 2.
Suatu pewarnaan titik dari grafG disebut pewarnaairbackbone
dari (G, H) jika memenuhif(u) — f(v)| = A. Bilangan terkecil di
mana terdapat pewarnadrbackbonef:V — {1,2,3,...,1} disebut
bilangan pewarnaan/-backbone dan dilambangkan dengan
BBC,(G, H) (Broersma, dkk., 2003).

17



Karakteristik pewarnaani-backbone pada graf G dengan

backbondd = (V;, Ey) adalah:

1. Setiap titik yangadjacent di G mendapatkan warna yang
berbeda.

2. Setiap pasang titili,v dengarnuv € E; mendapatkan warna yang
berbeda dengan selisih minimal

Contoh 2.24.

GrafG

Gambar 2.24. Pewarnadrbackbongada grafG dengarbackbone
lintasan Hamilton

Graf G pada Contoh 2.24. di atas mempunyai bilangan
pewarnaar2-backbonesama dengan 5. Setiap titik yaadjacentdi
G mendapatkan warna yang berbeda. Kemudian untugpstitik
yang bertetangga (dilewati lintasan Hamilton) meradkan warna
yang berbeda dengan selisih minimal 2.
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BAB I11
PEMBAHASAN

Pada bagian ini diuraikan tiga tahapan yang akeapdi pada

pembahasan skripsi, yaitu:

1. Menentukan karakteristik pewarna&tbackbonepada graf split
berdasarkan karakteristik pewarndamackbonepada graf biasa.

2. Menentukan bilangan pewarnadrbackbonepada graf split
dengan backbone K, berdasarkan bilangan pewarnaan
A-backbonepada graf split dengamackbonesegitiga, kemudian
melihat hubungannya dengan bilangan kromatik.

3. Menyajikan implementasi dari pewarna@rbackbone dalam
suatu studi kasus.

3.1 Graf Split dan Pewarnaan A-Backbone
311 Graf Split

Suatu graf; = (V, E) disebut graf split jika terdapat suatu partisi
V =1+ C dari himpunan titiknya menjadi himpunan beladan
himpunan lengkapC. Bentuk graf split merupakan subbagian dari
graf perfect Oleh karena itu, graf split memenwi¢) = w(G) = k
(Columbic, 1980).

Contoh 3.1.

Gambar 3.1. Graf split
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Graf split pada Contoh 3.1. dapat dipartisi menjaeberapa
macam partisi. Berikut adalah ilustrasi dari sasatu partisinya.
Partisi yang lain akan disajikan di dalam tabel.

Contoh 3.2.

Gambar 3.2. Partisi dari graf split
Graf split pada Contoh 3.1. mempunyai 4 macam aRartisi
yang lain adalai(l — {x;}) + (C U {x;}) untuki = 2, 3, 4 seperti
yang tertera pada tabel berikut.

Tabel 3.1. Partisi graf split ke dalasigue dan himpunan bebas

Partisi Clique Himpunan bebas
1 C1 = {vs, v, v7, vg} I = {vy,v5,v3,v4}
2 C; = {v3,v5,v6,v7, Vg} I = {vy,v3,v4}
3 Cs = {v;,v3, Vs, V6, V7, Vg} I3 = {vy,v4}
4 Cy = {v2, V3,04, Vs, Vg, V7, Vg} Iy = {v}

Dari Tabel 3.1. dapat diketahui bahwé:) = 4 danw(G) = 8.
I, adalah satu-satunya himpunan bebas maksimum uBtuttan
CU{x;}=C, (untuk i = 2, 3, 4) adalah satu-satunydique
maksimum. Graf split di atas mempunyai bilanganmatk = 7,
sehingga terpenuli(G) = w(G) = 7.
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3.1.2 Komplemen Graf Split

Oleh karena himpunan beb@&sadalah himpunan lengkap dari
komplemenG dan sebaliknya, maka suatu graf tak berarah disebu
graf split jika dan hanya jika komplemenny@) (adalah graf split
(Columbic, 1980).
Contoh 3.3. "

V3 Uy

Vg

1% v
Gambar 3.3. Graf split dan kompleménnya
Adapun salah satu partisi graf split dan komplerganmenjadi

cligue dan himpunan bebas pada Contoh 3.3. disajikan giadeam
berikut.

Pl - ol - - c oo oo ocoooooooy
Pl e ek e T S

N e e e e e e e e e e e e e e e e e

GrafG ¢ = GrafG
Gambar 3.4. Partisi graf split (gr&) dan komplemennya (gré&)
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Graf G pada Contoh 3.4. di atas dapat dipartisi ke dalkauoie
C = {v4,v,} dan himpunan bebds= {v;, v,, vs, vg, V5, vg}. Partisi
tersebut adalah partisi maksimal yang mungkin. r&gjd, bilangan
cliguenya adalalw(G) = 2 dan bilangan bebasnya adaig(lt:) = 6.
Graf G juga mempunyai bilangan kromatik = 2, sehinggaeeuhi
x(G) = w(G) =2.

3.1.3 Pewarnaan Graf Split
3.1.3.1 Pewarnaan Titik

Pewarnaan titik adalah penentuan warna bagi sdtizpdari
graf sedemikian sehingga tiap dua titik yang beathk @djaceny
mendapat warna yang berbeda (Marsudi, 1998). Banyalna
minimal pada sembarang pewarnaan di dggafdisebut bilangan
kromatik dariG, dinotasikan dengam(G) (Chartrand dan Zhang,
2005).

Dalam proses pewarnaan pada graf split, maka pliatigartisi
menjadi himpunan bebas dalque dengan order terbesar. Adapun
cligue dengan order terbesar tersebut dapat dikonstrigsgan
mencari subgraf komplit maksimum dari graf splitrsébut.
Sehingga, jelas bilangan kromatik graf split sanesmgan clique
dengan order terbesar, sesuai dengan definisi gphtf dimana
bilangan  kromatiknya @sama dengan bilanganliquenya
(x(G) = w(G) = k). Graf split pada Contoh 3.1. mempunyai
bilangan cliqgue sama dengan 7, sehingga dapat digaegimpulan
bahwa bilangan kromatiknya juga sama dengan 7.

Pewarnaan titik pada graf split denggit:) = k dapat dilakukan
dengan langkah sebagai berikut.

1. Jikal = @, warnai semua titik padeique secara terurut dengan
warna yang berbeda dari himpunan wareai,2, ..., k.

2. Jikal # @, warnai semua titik padelique secara terurut dengan
warna yang berbeda dari himpunan warh& 1,2, ..., k.
Kemudian untuk setiap titik pada himpunan bebas dan titik
padaclique sedemikian sehinggav & E., warnai titiku dengan
warna yang sama dengan
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Contoh 3.5. Uz

Gambar 3.5. Graf split

Graf split pada Contoh 3.5. mempunya{G) = w(G) = 7.
Karena order dari graf split tersebut sama dengasedangkan
w(G) = 7, maka satu titiknya jelas berada pada himpunaasatau
I+ @. Oleh karena itu, pewarnaan titiknya dilakukan gden
mewarnai semua titik paddigue secara terurut dengan warna yang
berbeda dari himpunan wariha 1,2, ..., k. Kemudian untuk setiap
titik u pada himpunan bebas dan titikpada clique sedemikian
sehinggauv & E;, warnai titiku dengan warna yang sama dengan
Pewarnaan tersebut dapat diilustrasikan dengamaatialerikut.
Contoh 3.6.

V1

Gambar 3.6. Partisi dan pewarnaan titik pada guéf s
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Graf split pada Contoh 3.5. dapat dipartisi segetia Gambar
3.6. Garis tebal menunjukkan hubungan ketetanggmaiangkan
garis putus-putus menunjukkan hubungan tak beggtanTitik v;
dapat diwarnai sama dengan titik, ve, atauvg karena tak
bertetangga dan juga sebaliknya, tidak dapat davaama dengan
vy, V3, Vg, atauv, karena mempunyai hubungan ketetanggaan.
Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan pada garoéakut.

Contoh 3.7.

Gambar 3.7. Pewarnaan titik pada graf split
3.1.3.2 Pewarnaan A\-Backbone

Misalkan H adalah subgraf pembangun d&ryang merupakan
backbone yaitu H = (V;, Ey). Diberikan bilangan bulati > 2.
Suatu pewarnaan titik dari grafG disebut pewarnaafrbackbone
dari (G, H) jika memenuhif(u) — f(v)| = A. Bilangan terkecil di
mana terdapat pewarnaarbackbonef:V — {1,2,3,...,1} disebut
bilangan pewarnaani-backbone dan dilambangkan dengan
BBC, (G, H) (Broersma, dkk., 2003).

Adapun karakteristik dari pewarnaabackbonepada graf split
G = (V,E) dengarbackboned = (V;, Ey) adalah sebagai berikut:
1. Setiap titik yangadjacent di G mendapatkan warna yang
berbeda.
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2. Setiap pasang titik,vdi C dengarnuv € Ey mendapatkan warna
yang berbeda dengan selisih minirhal

3. Setiap pasang titiku di C dan w di | denganuw € Ey
mendapatkan warna yang berbeda dengan selisih adihim

Teorema 3.1.3.3

MisalkanG = (V, E) adalah graf split dengdrackbonesegitiga
dany(G) = k. Untuk setiapbackbonesegitigax = (V;, E,) dariG
berlaku:

k
([z]+2¢ ikas<k<22+1dan2>2
BBC;(G,K)S{ k+1 jilkak > 6danl1 =2
| 1k
(2[EJ+A—1 jikak > 24+ 2 dan 1> 3

(]x]adalah bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atana dengan
X) (Hayati, 2007).

Pembuktian Batas Atas

Misal G = (V,E) adalah graf split dengabackbonesegitiga
k = (Vg E). Misal C dan | adalah partisi dariv sedemikian
sehinggaC dengan |C| = k adalah suatuclique dengan order
terbesar dam adalah suatu himpunan bebas. Karénadalah graf
split, akibatnygy(G) = w(G) = k.

Misalkan k terdiri darim segitiga yang saling lepas dan dari
segitiga yang saling lepas tersebut terdapaggitiga yang semua
titiknya berada diC. Kemudian, yang dimaksud dengan segitiga
adalah segitiga yang beradawdi dan yang dimaksud dengan dua
titik bertetangga adalah dua titik yang bertetandiga kecuali jika
dikatakan khusus.

Untuk bukti batas atas akan dibagi ke dalam tiggu&asebagai
berikut.
1) Kasus3 <k<21+1dand=>2
1. Pilih salah satu titik dari setiap segitiga yanmsa titiknya
berada diC dan warnai masing-masing titiknya secara
terurut dengan warngz2, ..., n.
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2. Pilih salah satu titik yang terletak @ dari setiap segitiga
yang memuat titik dil dan warnai masing-masing titik-
titiknya secara terurut dengan wama 1,n + 2, ..., m.

3. Untuk i =1,2,..,m, warnai salah satu tittk dC yang
bertetangga dengan titikdengan warna + i.

4. Untuk j =1,2,...,n, warnai titik di C yang bertetangga
dengan titik yang berwarnadan dengan titik yang berwarna
A+ j dengan warnaAa + j.

5. Semua titik di diwarnai dengam + 2A.

2) Kasusk > 6dand =2
Dalam kasus ini pembuktian akan dibagi ke dalanulkasus,
yaitu:
i. Subkasug =0
Untuki = 1,2, ..., m, warnai titik-titik di setiap segitiga kie-
dengan warng m + i,2m +i,3m + i.

ii. Subkasug # @

1. Misal u € I danv € C sedemikian sehinggav € E,
warnaiu danv dengan warna 1.

2. Warnai dua titik diC yang bertetangga denganm
berturut-turut dengam dan2m

3. Perhatikanm-2 segitiga yang semua titiknya belum
terwarnai. Untuk setiap segitiga tersebut warnsahsa
satu titiknya yang berada d@ berturut-turut dengan
warnaz,3, ...,m — 1.

4. Untuki=1,2,..,m—1, warnai titik yang bertetangga
dengan titik berwarnadengan warna: + i.

5. Warnai titik-titik di C yang belum terwarnai dengan
warnazm + 1,2m + 2, ...,2m + n.

6. Titik-titik yang belum terwarnai diwarnai dengan ma
k+1.

3) Kasusk =21+ 2 dand =3
Pembuktian ini akan dibagi ke dalam dua subkasty:y
i. Subkasuszn < A
1. Pilih salah satu titik dari setiap segitiga yangnse
titiknya berada dC, dan warnai masing-masing titiknya
secara terurut dengan warha ..., n.
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2.

5.

Pilih salah satu titik yang terletak d dari setiap
segitiga yang memuat titik di, dan warnai masing-
masing titik-tittknya secara terurut dengan warna
n+1,n+2,...m

Untuk i = 1,2, ..., m, warnai salah satu titik dC yang
bertetangga dengan titikdengan warna + i

Untuk j = 1,2, ...,n, warnai titik diC yang bertetangga
dengan titik yang berwarng dan dengan titik yang
berwarnal + j dengan warnaA + j.

Semua titik dil diwarnai dengam + 2A.

ii. Subkasusn > A
Untuk subkasus ini akan dibagi dalam dua subsulskasu
yaitu:

a.

Subsubkasus= @
Untuk i = 1,2, ..., m, warnai titik-titik di setiap segitiga
ked dengan =i,m+i,2m+i,3m +i.

Subsubkasuk # @
1. Warnai salah satu titilk di | dan salah satu titik di

C yang tak bertetangga dengadengan warna 1.

2. Warnai dua titik diC yang bertetangga dengan
berturut-turut dengam dan2m

3. Jika v berada di salah satu segitiga yang semua
titiknya di C, maka:

e Pilih salah satu titik dari setiap segitigaGdan
warnai titik tersebut secara terurut dengan warna
2,3,..,m — 1. Dahulukan titik di segitiga yang
semua titiknya diC dan tidak memuat titik/
kemudian titik diC € k yang memuat titik di.

e Untuki=1,2,..,m—1, warnai salah satu titik
di C yang bertetangga dengan titikk yang
berwarna dengan warna: + i.

e Untuk j=12,..,n Warnai titik yang
bertetangga dengan titik berwarpalanm + j
dengan warnam + j.

e Semua titik dil yang belum terwarnai diwarnai
dengarm +1—1.
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4. Jikav berada di salah satu segitiga yang salah satu
titiknya dil, maka:

Contoh 3.8.

Pilih salah satu titik dari setiap segitigaGldan
warnai titik tersebut secara terurut dengan warna
2,3,...,m — 1. Dahulukan titik di segitiga yang
semua titiknya diC kemudian titik diC € k
yang memuat titik di dan tidak memuat titik.
Warnai titik tersebut secara terurut.

Untuki =1,2,..,m —1, warnai salah satu titik
di C yang bertetangga dengan titik yang
berwarna dengan warnax + i.

Untuk j=1,2,..,m, warnai titlk yang
bertetangga dengan titik berwarga- 1 dan

m + j + 1 dengan warndam + j.

Semua titik dil yang belum terwarnai diwarnai
dengarem + 1 — 1.

Vg

Gambar 3.8. Graf split denghackbonesegitiga

Graf split pada Contoh 3.8. mempunyai bilangan lattknrsama
dengan 5. Misalkan diambil = 4, maka

BBC,(G,x) < [5| + 22 = |3 +24 = 10.

Langkah pewarnaan:

abrwdE

Warnaiv; dengan warna 1.

Warnaiv, dengan warna 2.

Warnaiv, danvs berturut-turut dengan warna 5 dan 6.
Warnaiv; dengan warna 9.

Warnaivg dengan warnd + 24 = 2 + 2.4 = 10.



Contoh 3.9.

Gambar 3.9. Partisi dan pewarna@ahackbongyada graf split

Pewarnaan pada Contoh 3.9. di atas mendefinisikamimaan

J-backbonekarena:

1. Setiap titik yangadjacentdi G mendapat warna yang berbeda.

2. Untuk setiap titiku,v di C denganuv € E,, mendapatkan warna
yang berbeda dengan selisih lebih besar atau sangad 4

3. Untuk setiap titikku di C dan w di | sedemikian sehingga
uw € E, mendapatkan warna yang berbeda dengan selisih
minimal 4.

Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan dalam garbbekut.

Contoh 3.10.
0

VAN AN

Gambar 3.10. Pewarnadrbackbongpada graf split dengan
backbonesegitiga
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3.2 Hubungan Bilangan Kromatik dengan Bilangan Pewar naan
J-backbone pada Graf Split dengan Backbone K 4.

Pada bagian sebelumnya telah dipaparkan pewarnaan
JA-backbone pada graf split dengarbackbone segitiga. Dari
pemaparan jelas terlihat adanya hubungan antaaadaih kromatik
dari graf split dengan bilangan pewarna&ackbone dengan
backbone segitiga. Pada bagian ini akan dipaparkan tentang
hubungan antara bilangan kromatik dari graf sgihghn bilangan
pewarnaari-backbonedengarbackboneX,,.

3.2.1 Bilangan Pewarnaan A-Backbone pada Graf Split dengan
Backbone K4

Teorema 3.2.2
MisalkanG = (V,E) adalah graf split dengdmckbonekK, dan
x(G) = k. Untuk setiagbackboneK = (V;, Ex) dariG berlaku:

k
([§J+BA jika4 <k <3142,k #5dani> 2
BBC;(G,K) < k+1 jikak =9danA =2

Y
k3[§J+A—1 jikak =31 +3dan1> 3

(lx]adalah bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atana dengan
X).

Penentuan batas atas bilangan pewarngzackbonepada graf
split denganbackbonek, didasarkan pada bilangan pewarnaan
A-backbonepada graf split dengdmackbonesegitiga karena segitiga
sendiri merupakan graf lengkap dengan tiga tikik)( Oleh karena
itu, pembuktian batas atas untb&ckbonek, juga analog dengan
backbonesegitiga.

A. Pembuktian Batas Atas

Misal G = (V,E) adalah graf split dengarbackbone K,
(K = (Vg,Eg)). Misal C dan| adalah partisi darM sedemikian
sehinggaC dengan |C| = k adalah suatuclique dengan order
terbesar dam adalah suatu himpunan bebas. Kar€nadalah graf
split, akibatnygy (G) = w(G) = k.

30



MisalkanK terdiri dariK, yang saling lepas sebanyakan dari
r buahk, yang saling lepas terselietdapatk, yang semua titiknya
berada diC sebanyals. Kemudian, yang dimaksud deng&nadalah
K, yang berada diK, dan yang dimaksud dengan dua titik
bertetangga adalah dua titik yang bertetanggdl dkecuali jika
disebutkan secara khusus.

Untuk bukti batas atas akan dibagi ke dalam tigaugayaitu:
1) Kasus4 <k <31+2,k+5dani=>2

a. Untukk =4
Warnai titik-titiknya dengan warna+ 4,2 + 1,3 + 4, dan
4+ 2.

b. Untuk6 <k <31+2

1. Pilih salah satu titik dari setialg, yang semua titiknya
berada diC dan warnai masing-masing titiknya secara
terurut dengan warrg2 ..., s.

2. Pilih salah satu titik yang terletak @ dari setiapK,
yang memuat titik dl dan warnai masing-masing titik-
titiknya secara terurut dengan wamn# 1,s + 2, ..., r.

3. Untuk i =1,2,...,r, warnai salah satu titik dC yang
bertetangga dengan titikdengan warna + i.

4. Untukj =1,2,..,r, warnai titik diC yang bertetangga
dengan titik yang berwarng dan dengan titik yang
berwarnal + j dengan warnaA + j.

5. Warnai titik di C yang belum terwarnai secara terurut
dengan warnd@i + 1,31 + 2, ...,31 + s.

6. Semua titik dil diwarnai dengamn + 3.

Pewarnaan di atas mendefinisikan pewarnaabackbone

karena:

a. Setiap titik yangadjacentdi G mendapatkan warna yang
berbeda.

b. Untuk setiap pasang titiku,v di C dengan uv € Ey
mendapatkan warna yang berbeda dengan selisihase@bes

c. Untuk setiap pasang titik di C danw di | denganuw € Ey
memperoleh warna yang berbeda dengan selisih paling
sedikitA.

d. Warna maksimum yang terpakai dalam pewarnaan alabd

r+31< EJ + 31 karenar < EJ
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2) Kasusk >9dani =2
Dalam kasus ini pembuktian akan dibagi ke dalanulkasus,

32

yaitu:

i. Subkasug =0
Untuk i =1,2,...,r, warnai titik-titik di setiap K, ke-
denganwarngr +i,2r + i,3r + i.

ii. Subkasus # @

1.

2.

3.

Misal u € I danv € C sedemikian sehinggav ¢ Eg,
warnaiu danv dengan warna 1.

Warnai dua titik di C yang bertetangga denganm
berturut-turut dengandan2r.

Misal u € I danv € C sedemikian sehinggav ¢ Eg,
warnaiu danv dengan warna 1.

Warnai dua titik di C yang bertetangga dengam
berturut-turut dengandan2r.

PerhatikankK, yang semua titiknya belum terwarnai.
Untuk setiapk, tersebut warnai salah satu tittknya yang
berada diC berturut-turut dengan warrzs, ...,r — 1.
Untuk i = 1,2,...,r — 1, warnai titik yang bertetangga
dengan titik berwarnadengan warna + i.

Untuk j = 1,2, ...,r, warnai titik di C yang bertetangga
dengan titik yang berwarnf dan dengan titik yang
berwarnar + j dengan warn@r + ;.

Warnai titik-titik di C yang belum terwarnai dengan
warna3r + 1,3r + 2, ...,3r + s.

Titik-titik yang belum terwarnai diwarnai denganmwa
k+1.

Pewarnaan di atas mendefinisikan pewarteenkbonekarena:

a. Semua titik yangadjacentdi G mendapatkan warna yang
berbeda.

b. Untuk setiap pasang titiku,v di C dengan uv € Ex
mendapatkan warna yang berbeda dengan selisih aili@im

c. Untuk setiap pasang titik di C danw di | dengarnuw € Ex
memperoleh warna yang berbeda dengan selisih migima



3) Kasusk >341+3 dani >3
Pembuktian ini akan dibagi ke dalam dua subkasity:y
i. Subkasug < 1

1. Pilih salah satu titik dari setialy, yang semua titiknya
berada diC, dan warnai masing-masing titiknya secara
terurut dengan warng2 ..., s.

2. Pilih salah satu titik yang terletak @ dari setiapK,
yang memuat titik dl, dan warnai masing-masing titik-
titiknya secara terurut dengan wasn# 1,s + 2, ..., 7.

3. Untuk i =1,2,...,r, warnai salah satu titik dC yang
bertetangga dengan titikdengan warna + i

4. Untukj = 1,2,...,r, warnai titik di C yang bertetangga
dengan titik yang berwarnf dan dengan titik yang
berwarnal + j dengan warnaAa + j.

5. Warnai titik di C yang belum terwarnai secara terurut
dengan warnai + 1,34 + 2, ...,31 + s.

6. Semua titik dil diwarnai dengan + 3A.

Pewarnaan di atas mendefinisikan pewarreekbonekarena:

a. Setiap titik yangadjacentdi G mendapatkan warna yang
berbeda.

b. Setiap pasang titiki,v di C denganuv € Ex mendapatkan
warna yang berbeda dengan selisih sebeatau2A.

c. Setiap pasang titiku di C danw di | denganuw € Ex
memperoleh warna yang berbeda dengan selisih paling
sedikitA.

d. Warna maksimum yang terpakai adalaht 31 karena

ASS— 1 danr < 1 akibatnya
r+31<2+3(3-1)=k-3+2
Karenak — 2 S3l§J,jelasr+31S3[§J+A—1.

ii. Subkasug > 1
Untuk subkasus ini akan dibagi dalam dua subsulkasu
yaitu:
a. Subsubkasus= @
Untuk i = 1,2, ...,r, warnai titik-titik di setiapK, ke-
dengan = i,r +i,2r +i,3r + i.
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b. Subsubkasubs=+ @

1.

2.

3.

Warnai salah satu titik di | dan salah satu titik di

C yang tak bertetangga dengadengan warna 1.
Warnai dua titik diC yang bertetangga dengan
berturut-turut dengandan2r.

Pilih salah satu titik dari setiaf, di C dan warnai
titik tersebut secara terurut dengan warna
2,3,4, ..., — 1. Dahulukan titik diK, yang semua
titiknya di C dan tidak memuat titik kemudian titik

di C € K, yang memuat titik di.

Untuki =1,2,...,r — 1, warnai salah satu titik dC
yang bertetangga dengan titik yang berwaina
dengan warna + i.

Untuk j = 1,2,...,r Warnai titik yang bertetangga
dengan titik berwarng danr +j dengan warna
2r +j.

Warnai titik di C yang belum terwarnai secara
terurut dengan warrégr + 1,37 + 2, ...,3r + s.

Semua titik dil yang belum terwarnai diwarnai
dengar3r + 1 — 1.

Pewarnaan di atas mendefinisikan pewarreenkbonekarena:

a. Setiap titik yangadjacentdi G mendapatkan warna yang
berbeda.

b. Untuk setiap pasang titiku,v di C dengan uv € Ex
mendapatkan warna yang berbeda dengan selisihasebes

atau2r.

c. Untuk setiap pasang titik di C danw di | dengaruw € Ex
memperoleh warna yang berbeda dengan selisih paling
sedikitA.

d. Warna maksimum yang terpakai adalah

3r+A—1£3[§J+A—1karena&£rSEJ.

B. Pembuktian K esesuaian Batas Atas

Perhatikan graf splif = (V,E) dengany(G) = k, dan misalkan
K adalahbackboneX, dariG yangterdiri darir = EJ buahk,.
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Untuk k genap,G dikonstruksi sehinggda(G) — 1) titik di |

bertetangga dG dengan semua titik kecuali dengan satu titilkCdi
sebut titik tersebut dengamn

Untuk k ganjil, G dikonstruksi sehingga semua titik di

bertetangga d dengan semua titik kecuali dengan satu titikCdi
sebut titik tersebup. Pembuktian akan dibagi menjadi tiga kasus,
yaitu:

1)

2)

Kasus <k <31+ 2,k#5dan4 =2

AndaikanBBC(C,(G,K) < r + 34 — 1, untuk setiag¥, paling
sedikit tiga titiknya berada dC. Oleh karena itu, dan karena
r < A, akibatnya banyaknya warna yang diperlukan untuk
mewarnai3r titik tersebut paling sedikit + 24. Warnai3r titik
tersebut terlebih dahulu.

Misalkanw adalah titik dengan warna+ 24, t danu adalah
titik yang telah terwarnai dan bertetangga dengahlisalkanv
adalah titik yang bertetangga dengatanu.

Warna dariv tidak mungkin di{1,2, ...,2r} karena warna
danu di{1,2,...,2r} danr < A. Warna darv juga tidak mungkin
d {2r+1,.,A4+r—1,A+r,...201+r—1,..,3 +r — 1}
karenavw € Ex. Diperoleh kontradiksi.

Jadi, terbukti bahwa + 31, adalah batas atas terbaik dari
BBC;(G,K) untuk4 < k <31+ 2,k # 5dan 1 > 2.

Kasusk > 9 dan A = 2

Andaikan BBC,(G,K) < k. Untuk setiapK, paling sedikit
tiga titiknya berada diC. Oleh karena itu, dan karema> A
akibatnya banyaknya warna yang diperlukan untuk anear 3
titik tersebut paling sedikit r3warna. Warnai B8 titik tersebut
terlebih dahulu.

Misalkanp diwarnai dengaa untuk suatw € {1,2,..., k}.

- Subkasus pertamae {1,2,...,k}
Untuk subkasus ini, misalkax adalah titik dengan warna
a+ 1, sehingga x berada diK, yang tidak memuap.
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3)

36

Misalkany adalah titik dil yang bertetangga dengan tikk
Jelas bahway bertetangga diG dengan semua titik dC

kecuali dengan titikp. Oleh karena ituy tidak mungkin
diwarnai dengarf1,2,...,k}. Tetapiy juga tidak mungkin
diwarnai dengana karena xy € Ex. Diperoleh suatu
kontradiksi.

- Subkasus kedua= k.
Untuk subkasus ini, misalkan adalah titik dengan warna
k — 1, sehinggaz berada diK, yang tidak memuap.
Misalkany adalah titik dil yang bertetangga denganJelas
bahwa y bertetangga dG dengan semua titik @@ kecuali
dengan titikp. Oleh karena ituy tidak mungkin diwarnai
dengan{1,2,...,k —1}. Tetapi y juga tidak mungkin
diwarnai dengank karenayz € Ex. Kontradiksi dengan
pengandaian.

Kasusk > 34+ 3danAd > 3

AndaikanBBC; (G, K) < 3r + 1 — 2. Untuk setiagK, paling
sedikit tiga titiknya berada dC. Oleh karena itu, banyaknya
warna yang diperlukan untuk mewarnai 8tik tersebut paling
sedikit 3 warna. Warnai Btitik tersebut terlebih dahulu.

Untuk titik yang bertetangga dengan titik yang bemmva3r,
diwarnai dengan warna yang lebih kecil yaitu 1 karezang
ingin dicapai adalah pewarnaan minimum. Misalkaradalah
titik dengan warna3r — 1, t dan u adalah titik yang telah
terwarnai dan bertetangga dengan Misalkan v adalah titik
yang bertetangga dengadanu.

Warna darv tidak mungkin di{1,2, ...,2r — 1} karena warna
t danu di {1,2,...,2r — 1} danr > A. Warna dariv juga tidak
mungkin di {2r,..,2r+ A1+ 12r+21,..,3r+ 1 —2} karena
vw € Ex. Diperoleh kontradiksi.

Jadi, terbukti bahwar + 2 — 1 adalah batas atas terbaik
yang mungkin darBBC; (G, K) untukk > 31+ 3 dan A > 3.



3.2.2 Cara Pewarnaan A-Backbone

Pada bagian ini akan ditunjukkan cara pewarnabackbone
dari graf split dengarbackbonek,. Untuk masing-masing kasus
diambil satu contoh kasus.

1. Kasusd <k <31+2,k+5dand = 2.

Contoh 3.11.

V7
Gambar 3.11. Graf split denghackboneX,

Graf split pada Contoh 3.11. mempunyai bilanganmiaik
k = 7. Misal diambild = 5, maka

BBC,(G,K) < [g] +31= E] +35=17.
Partisi graf split ke dalantlique C dengan order maksium dan
himpunan bebak Karenak = 7, maka graf split dibangun oleh dua

buahK, yang saling lepaér = 2) dan ada sebuaki, yang semua
titiknya ada diC (s = 1).

Langkah pewarnaan:
- Warnaiv; dengan warna.
- Warnaiv, dengan warnai dengan 2.
- Warnaiv; dengan warna 6 dar dengan warna 1.
- Warnaivg, dengan warna 11 dan dengan warna 12.
- Warnaivg dengan warna 16.
- Warnai semua titik di yaituv, dengan warna 17.

37



Contoh 3.12.

——————

<
KN
e =

Gambar 3.12. Partisi dan pewarnddrackbonegpada graf split

Pewarnaan pada Gambar 3.12. mendefinisikan pewarnaa

J-backbonearena:

1. Setiap titik diG mendapat warna yang berbeda.

2. Untuk setiap titiku,v di C denganuv € Ex mendapatkan warna
yang berbeda dengan selisih minimal 5.

3. Untuk setiap pasang titik di C danw di | denganuw € Egx
mendapat warna yang berbeda dengan selisih mibimal

Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan dalam garnbgkut.

Contoh 3.13.

Gambar 3.13. Pewarna&rbackbonalengark = 7
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Untuk kasus selanjutnya, terutama graf split deniggangan
kromatik besar, graf split akan digambarkan dengaris tebal
sebagai garidackbone garis putus-putus tebal dan tipis masing-
masing sebagai garis yang menghubungkan dua taikg ytak
bertetangga didan diG, sedangkan garis yang menghubungkan dua
titik yang adjacentakan digambarkan sebagian saja dengan garis
biasa. Hal ini dilakukan untuk menyederhanakan gantdparan graf.

2. Kasusk = 9dan A = 2.
Misalkan diambilk = 12, maka
BBC,(G,K)<k+1=12+1=13.
Untuk k = 18 ada dua kemungkinan, yaitu:
a. Semua titik diG adjacent Dengan kata lain, ada 3 bu&h
yang semua titiknya dt. Ini berartil = @, r = 3 dans = 3.
Contoh 3.14.
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Gambar 3.14. Graf split dengan= 12 danl = @

Langkah pewarnaannya adalah untuk 1,2,3 warnai titik-
titik di setiapK, kedi dengan warngr + i, 2r +i,3r + i.
Contoh 3.15.

- = e e e e e e e

1
__________________________ -

Gambar 3.15 Partisi dan pewarn&dpackbonegpada graf
split
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Garis tebal pada Gambar 3.15. menghubungkan titik-
titik yang membentuk backbone K,. Pewarnaan pada
Gambar 3.15. di atas mendefinisikan pewarralaackbone
karena:

1. Setiap titik diG mendapat warna yang berbeda.
2. Untuk setiap titiku,vdi C denganuv € Ex mendapatkan

warna yang berbeda dengan selisih minimal 2.

Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan pada gambar
berikut.

Contoh 3.16.
11 12

4 5 6
Gambar 3.16. Pewarnadmbackbonalengark = 12

. Tidak adaK, yang semua titiknya dC. Ini berarti ada 4
buah K, yang masing-masing 3 titiknya ada @idan 1

titiknya ada di. Ataul = @,r = 4, dans = 0
ATRTE

1) Vg V1o V14

Contoh 3.17.

Vy Vg V12 16

Gambar 3.17. Graf split dengan= 12 danl + @



Langkah-langkah pewarnaannya adalah sebagai herikut

- Warnaiv, danv, dengan warna 1.

- Warnai dua tetangga titike, yaitu v; dan v, masing-
masing dengan warna 4 dan 8.

- Warnaiv, danv,, secara terurut dengan warna 2 dan 3.

- Warnaiv,, v,y, danv;s berturut-turut dengan warna 5, 6,
dan 7.

- Warnaivg,v,1, V14, danv; berturut-turut dengan warna 9,
10, 11, dan 12.

- Warnai semua titik di yang belum terwarnavg, v,,, dan
vy3) denganwarnaBr +1—-1=34+2—-1=13.

Contoh 3.18.

Gambar 3.18. Partisi dan pewarn&amackbonepada graf
split

Pewarnaan pada Gambar 3.18. mendefinisikan

pewarnaari-backbonearena:

1. Setiap titik diG mendapat warna yang berbeda.

2. Untuk setiap titiku,vdi C denganuv € Ex mendapatkan
warna yang berbeda dengan selisih minimal 2.

3. Untuk setiap pasang titik di C danw di | dengan
uw € Ex mendapat warna yang berbeda dengan selisih
minimal 2.
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Pewarnaan akhir diberikan dalam gambar berikut.

7

3

Contoh 3.19.
1

. ‘~.,’

2

TN
 ~

8 1 6

Gambar 3.19. Pewarnadsmbackbonalengark = 12

3. Kasusk > 31+ 3danA = 3.
Misalkan diambilk = 18 danA = 4 maka

BBC,(G,K) < 3[§]+,1—1 = 3[13—8]+4—1 =21.
Untuk k = 18 maka ada dua kemungkinan, yaitu:

a. Ada 3 buahk, yang semua titiknya @@ dan 2 bualk, di C
yang salah satu titiknya ada di Atau dapat ditulid # @

r =5, dans = 3.
12
‘A
V13
V11
g=adill
v

Contoh 3.20.

V20

X

16
‘A
V17
V15
a1 )
v

A

%) Ve V10

A

14

Gambar 3.20. Graf split dengan= 18

Langkah pewarnaannya adalah sebagai berikut:
- Warnaiv, danvy dengan warna 1.
- Warnai dua tetangga titil; yaituv: danv, berturut-turut
dengan warna 5 dan 10.
- Warnaiv, 3, v,7, danv; berturut-turut dengan warna 2, 3,
dan 4.
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- Warnaiv,, v14, V15, danv, berturut-turut dengan warna
6, 7, 8, dan 9.

- Warnai vy4, 15, V19, V3, dan vg berturut-turut dengan
warna 11, 12, 13, 14, dan 15.

- Warnai titik di C yang belum terwarnai yaity 5, v,4, dan
v, Secara terurut dengan warna 16, 17, dan 18.

- Terakhir, warnai semua titik di yang belum terwarnai
yaituv, dengan warndr + 1 —-1=35+4—-1 = 18.

Contoh 3.21.

Gambar 3.21. Partisi dan pewarndamackbonepada graf
split

Pewarnaan pada Gambar 3.21. mendefinisikan

pewarnaari-backbonekarena:
1. Setiap titik diG mendapat warna yang berbeda.
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2. Untuk setiap titiku,vdi C dengaruv € Ex mendapatkan
warna yang berbeda dengan selisih minimal 4.

3. Untuk setiap pasang titik di C danw di | dengan
uw € Ex mendapat warna yang berbeda dengan selisih
minimal 4.

Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan dalam gambar

LR

Gambar 3.22. Pewarnadfbackbonalengark = 18

Contoh 3.22.
18

8

13

Tidak adaK, yang semua titiknya ada @iatau dengan kata
lain adar = 6 buah K, yang masing-masing satu titiknya
ada dil.

Contoh 3.23.
2 Ug V12 V16 V20 V24
“ “---- »
%1 V17 VoA
\/\/\ //
I ZIAV A
_____ 15 7019 Y7023
Uy Vg V10 V14 V1g V22

Gambar 3.23. Graf split dengan= 18

Pewarnaannya dilakukan sebagai berikut:

- Warnaivs danv;, dengan warna 1.

- Warnai dua tetangga titil; yaitu v, danv, berturut-turut
dengan warna 6 dan 12.



- Warnai vy4, v17, V3, dan v; secara terurut dengan warna
R358.8 e

- Warnai v, v;s, V15, Va3, dan v, berturut-turut dengan
warna 7,8, ..., 11.

- Warnai vq4, V14, V19, V24, 3,dan vg berturut-turut dengan
warna 13, 14, ..., 18.

- Warnai semua titik dl yang belum terwarnai yaitu titik
V4, V10, V13, V20, danv,; dengan warna3r+1—1=
36+4—-1=21.

Contoh 3.24.
o C
p ~ l'— _-————
! : 5 W
Vg 21 11 V2
E T\\T\ 17 : V3
] X ) 6 1 Ve
: 12 1 Uy
1 N | 1 1
! SN Le 7 1D
1 1
V1ol - 21 A\ G
! T~ o1 1 V12
! : 2 Vs
1 1P
V13, 2162 8 : 2
1 \\I 71 14 |V16
1 l/\/ 1 i
[ 1 3 1V17
V20, 21 9 T
1
- i|| 7R (15|69
: /I// ) 4 1Upp
U21| 21 10 :v23
1
1 . 1 16, Va2
1 - /A N -

Gambar 3.24. Partisi dan pewarndamackbonepada graf
split

Pewarnaan pada Gambar 3.24. mendefinisikan

pewarnaari-backbonekarena:
1. Setiap titik diG mendapat warna yang berbeda.
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2. Untuk setiap titiku,vdi C dengaruv € Ex mendapatkan
warna yang berbeda dengan selisih minimal 4.

3. Untuk setiap pasang titik di C danw di | dengan
uw € Ex mendapat warna yang berbeda dengan selisih
minimal 4.

Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan dalam gambar
berikut.

Contoh 3.25.
21 18 1 14 21

— ‘ 1
1)

7

1/
1
Gambar 3.25. Pewarnadfbackbonalengark = 18

Dari contoh-contoh yang telah dipaparkan di atdsé& bahwa
batas atas untuk bilangan pewarnddvackbonetelah memenuhi
untuk semua kasus. Dengan demikian, batas atak tilangan
pewarnaan-backbonepada graf split dengabackbonek, telah
sesuai.

3.3 Implementasi Pewar naan A-backbone pada Graf Split dengan
Backbone K4

Pada bagian ini akan dipaparkan implementasi peaarn
A-backbone dari graf split denganbackbone K, dalam bidang
komunikasi. Diberikan suatu studi kasus tentang alvagna
menentukan frekuensi sekelompok pemancar sehinyeafarensi
dapat dihindarkan dan total alokdstkuensi menjadi optimal dan
teratur. Setiap pemancar mengirimkan sinyal paglauénsi tertentu.
Dapat terjadi interferensi yang mengakibatkan Igitgia sinyal jika
terjadi kedua kondisi berikut:

1. Pemancar saling berdekatan.
2. Frekuensi saling berdekatan.
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Dua pemancar dikatakan masih dalam jangkauan thegga)
jika jarak keduanya kurang dari atau sama dendemn.&riteria ini
berdasarkan ketentuan umum setiap pemancar mempdaya
pancar 100 Watt dengan ketinggian antena 30 miter didapatkan
jarak pancar sekitar 6 Km. Adapun dua pemancar yemdekatan
setidak-tidaknya harus mempunyai beda sekitar 6@ (K,6 MHz)
(Suhardiman, 2010).

Contoh Kasus

Pada suatu daerah terdapat 8 stasiun pemancay satliocsama
lain dengan jarak dan frekuensi tertentu. Permhaaleya adalah
bagaimana menetapkan frekuensi agar tidak tenjagliferensi antar
pemancar. Adapun data mengenai jarak antara pemgacg satu

dengan yang lain serta frekuensi awalnya diberigada tabel
sebagai berikut.

Tabel 3.2. Jarak Antar Pemancar (dalam Km)

Pemancar A B C D E F G H
A 0 5 10 5 4 6 6 5
B 5 0 3 4 6 4 5 12
C 10 3 0 9 5 6 15 13
D 5 4 9 0 6 2 6 1
E 4 6 5 6 0 5 2 2
F 6 4 6 2 5 0 1 3
G 6 5 15 6 2 1 0 3
H 5 12 13 1 2 3 3 0

Keterangan: tabel yang berwarna menunjukkan pemgecaancar
yang tidak saling bertetangga.

Tabel 3.3. Frekuensi Awal Pemancar (dalam MHz)

Pemancar A B C D E F G H

Frekuensi| 93,5| 89,3 | 89,5| 93,9| 89,2 | 89,4| 93,6 | 93,8

Keterangan: warna yang sama menunjukkan pemanoaroar
yang saling bertetangga.

a7



Penyelesaian

Permasalahan di atas dapat diselesaikan denganrnaana
A-backbone Pemancar dinyatakan dengan titik, sedangkan -garis
garis menyatakan ketetanggaan/kedekatan antar pam&emancar
yang jarak dan frekuensinya berdekatan membentatki backbone
di dalam suatu jaringan pemancar. Sementara itmapear yang
masih dalam jangkauan (bertetangga) dihubungkam salatu garis
(adjacen). Permasalahan tersebut dapat dikonstruksi kedglaf
split dengarbackboneX, sebagai berikut.

Contoh 3.26 A

Gambar 3.26. Graf split dengan= 6

Graf split pada Gambar 3.26. di atas memiliki lgi@m kromatik
sama dengan 6. Misal diamBik= 2, maka

BBC,(G, K) < E] +31 = E] +32=8

Langkah pewarnaan:
- WarnaiB dengan warna.
- WarnaiA dengan warnai dengan 2.
- WarnaiE dengan warna 3 ddnhdengan warna 4.
- WarnaiF danG berturut-turut dengan warna 5 dan 7.
- Semua titik dil yaituC danH dengan warna 8.
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Contoh 3.27. W oo e e o -

=8

o)
o~ N U W -
FESES

Gambar 3.27. Partisi dan pewarn2amackbonepada graf split
Pewarnaan akhir dari grafnya diberikan dalam garbbekut.

Contoh 3.28.

Gambar 3.28. Pewarnadrbackbonalengark = 6

Di dalam Gambar 3.28. dapat diketahui bahwa serau@apcar
memiliki frekuensi yang berbeda kecuali pemancada@ H yang
sama-sama memiliki frekuensi “8”. Meskipun frekuema sama,
tidak akan mengganggu siaran kedua pemancar térdeioena
keduanya tidak bertetangga (tidak berada dalankgram satu sama
lain). Hal ini dapat mengoptimalkan alokasi freksierPemancar-
pemancar yang bertetangga di dalaatkbonememiliki frekuensi
yang berbeda dengan selisih minirhl karena adanya pembatasan
yaitu untuk mencegah terjadinya interferensi satnaslain.
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Tabel 3.4. Pemancar dan pewarnaannya

Pemancar A B C D E F G H

Frekuensi| 2 1 8 4 3 5 6 8

Di dalam menentukan frekuensi akhir berdasarkanapeaan
JA-backbone besarnya perbedaan antar frekuensi tidak bengantu
pada besarnyayang diambil. Dengan kata lain, jikayang diambil
semakin besar, maka bukan berarti perbedaan aetarehsi akan
semakin besar pula dan juga sebaliknya. Hal inardikakan tujuan
penetapan frekuensi adalah agar seoptimal mun@kngan kata
lain, jika jumlah pemancar semakin banyak, makabgxaan
frekuensi juga harus seminimal mungkin.

Misalkan diambil selisih antar frekuensi minima8 04Hz. Agar
alokasi frekuensi menjadi optimal, maka yang dkadi frekuensi
patokan pada masing-masibgckboneadalah frekuensi pemancar
yang paling rendah yaitu pemancar A dan B. Frekuakisir dari
masing-masing pemancar adalah pada tabel berikut.

Tabel 3.5. Pemancar dan frekuensi akhirnya (dalata)M

Pemancar A B C D E F G H

Frekuensil 93,5| 89,3] 91,7 943 901 909 951 91,7

Di dalam Tabel 3.5. pemancar-pemancar yang memkentu
backboneK, yaitu A, D, G, H dan B, C, E, F masing-masing
mempunyai perbedaan minimal 0,8 MHz. Pemancar C lan
mempunyai frekuensi yang sama tetapi keduanya tdtak saling
mengganggu karena jaraknya saling berjauhan. Adgeamancar-
pemancar yang frekuensinya berubah dari frekuensil, aharus
melakukan penyesuaian agar mendapatkan frekuehsi s&suai
dengan yang telah ditentukan, antara lain dengam meenambah
daya pancar ataupun menyesuaikan ketinggian ant@ragan
demikian, penentuan frekuensi serta alokasinyah tefatimal dan
teratur.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan fzleerikut.

1. Pewarnaan-backbone dari graf split G = (V,E) dengan
backboneK, (K = (V;, Ex)) mempunyai karakteristik titik-titik
yangadjacentdi G mendapat warna yang berbeda, untuk setiap
titik u,v di C danw di | denganuv,uw € Ex mendapat warna
yang berbeda dengan selisih minirhal

2. Bilangan pewarnaani-backbone pada graf splic = (V,E)
dengan backbon&(, (K = (V,Ex)) dany(G) = k bergantung
pada bilangan  kromatiknya ~ dengan tiga  kondisi,
yaitu jika 4<k<31+2, k#5 dan A1=2, maka

BBC,(G,K) < EJ + 31, jika k=9 dan A=2, maka

BBC;(G,K) <k +1, danjika k >34+ 3 dan A > 3, maka
BBC,(G,K) < 3 [g] +A-1.

3. Masalah penentuan frekuensi radio sedemikian sghing
interferensi dapat dihindari dan total alok&skuensi menjadi
optimal dan teratur dapat diselesaikan deng&warnaan
J-backbonegpada graf split dengdrackbonek,.

4.2 Saran

Pada pembahasan selanjutnya, ada beberapa hal dyggoag
dikembangkan dari skripsi ini antara lain:

1. Menentukan bilangan pewarnadrbackbone pada graf split
dengan backbone bentuk umum dari graf lengkap yaitki,
karena berdasarkan sifat bahwa bilangan pewarixbhackbone
dengarbackbonel, diperoleh dari perluasdrackboneseqgitiga.

2. Menambahkan studi kasus yang lain yaitu penentteiuénsi
televisi dan membandingkannya dengan radio.
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