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ANALISISGLOBAL MODEL EPIDEMIK SIRSDENGAN
TINGKAT KEJADIAN INFEKSI NONMONOTON

ABSTRAK

Dalam skrips ini dibahas model epidemik SIRS dengan tingkat
kejadian infeksi nonmonoton. Model epidemik SIRS merupakan
model epidemik penyakit dengan tiga kelas subpopulasi, yaitu
susceptible, infectious, dan removed. Tingkat kejadian infeksi
nonmonoton adalah tingkat kejadian infeksi penyakit yang meng-
gambarkan pengaruh psikologis perubahan perilaku masyarakat
terhadap penyebaran penyakit pada saat jumlah individu terinfeks
meningkat. Dari hasil andisis diketahui bahwa model mempunyai
dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
dan titik kesetimbangan endemik. Selanjutnya analisis global
menunjukkan bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat
stabil global jika R, <1, saddle-node jika R,=1, dan tidak stabil
Jjika R, >1. Titik kesetimbangan endemik stabil global jika R, >1.
R, didefinisikan sebagai angka reproduksi dasar, yaitu angka yang
mempengaruhi adanya penyebaran penyakit dalam suatu populasi.
Lebih lanjut, jika parameter pengaruh psikologis semakin besar
(menuju tak hingga) maka jumlah individu terinfeks menuju nol
pada saat infeksi penyakit terus berlanjut.

Kata kunci: kejadian infeksi nonmonoton, model epidemik SIRS,
pengaruh psikologis, kestabilan global.
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GLOBAL ANALYSISOF SIRSEPIDEMIC MODEL WITH
NONMONOTONE INCIDENCE RATE OF INFECTION

ABSTRACT

This fina project discusses SIRS epidemic model with
nonmonotone incidence rate of infection. SIRS epidemic model is
epidemic model with three classes of subpopulation, namely
susceptible, infectious, and removed. Nonmonotone incidence rate of
infection is the incidence rate of infectious diseases that describes the
psychological effect of changes in community attitudes towards the
spread of disease as the number of infectious individuals increases.
Results of analysis show that the model has two equilibrium points,
namely disease-free equilibrium point and endemic equilibrium
point. Furthermore, globa anaysis shows that diseasefree
equilibrium point is globally stable if R, <1, saddle-node if R, =1,
and unstable if R, >1. On the other hand, endemic equilibrium point
Is globally stable if R,>1. R, is defined as the basic reproduction

number, which is a number that affect the spread of disease in a
population. Furthermore, if parameters of psychological effect tends
to infinity, then the number of infected individuals tends to zero as
the infectious disease persists.

Keyword: nonmonotone incidence of infection, SIRS epidemic
model, psychologica influences, global stability.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Perkembangan teknologi, ilmu pengetahuan dan lalu lintas
internasional serta perubahan lingkungan hidup dapat mempengaruhi
perubahan pola penyakit yang dapat menimbulkan wabah/epidemik
dan dapat membahayakan kesehatan masyarakat. Epidemik adalah
kejadian berjangkitnya suatu penyakit menular dalam masyarakat
yang jumlah penderitanya meningkat secara nyata melebihi keadaan
yang lazim pada waktu dan daerah tertentu. Oleh karena itu,
diperlukan upaya untuk menanggulanginya, antara lain dengan
tindakan karantina untuk memberikan pertolongan medis kepada
penderita agar sembuh dan mencegah agar mereka tidak menjadi
sumber penularan.

Model epidemik penyakit merupakan sdah satu contoh
pemodelan Matematika dalam bidang Biologi dan Kedokteran.
Dalam skrips ini dibahas model epidemik SIRS yang merupakan
model epidemik penyakit dengan tiga kelas subpopulasi, yaitu
susceptible (9), infectious (1), dan removed (R). Kelas susceptible
merupakan kelompok individu yang rentan terhadap penyakit atau
kelompok individu yang sehat tetapi mempunyai kemungkinan untuk
tertular penyakit, kelas infectious merupakan kelompok individu
yang terinfeksi atau menderita suatu penyakit dan dapat menularkan
penyakit ke individu lain, dan kelas removed merupakan kelompok
individu yang sembuh dari suatu penyakit.

Secara umum, model epidemik SIRS mempertimbangkan tingkat
kejadian infeks penyakit yang dalam skripsi ini dinotaskan oleh
fungsi g(1). Tingkat kejadian infeksi menyatakan banyaknya individu
yang terinfeksi penyakit akibat kontak langsung dengan individu
terinfeksi. Tingkat kejadian infeksi penyakit pada model epidemik
penyakit biasanya diberikan oleh fungsi linear

g(l) =ki. (12.2)
Akan tetapi, tingkat kejadian infeksi yang sebenarnya mungkin tidak
benar-benar linear karena ketika individu yang terinfeksi sedikit,
tingkat kejadian infeksi dapat lebih besar dan ketika individu yang
terinfeksi banyak, tingkat kejadian infeksi dapat Iebih kecil. Hal ini

1



disebabkan adanya perubahan perilaku individu (Hethcote dan
Driessche, 1990).

Capasso dan Serio (1978) telah menunjukkan bahwa perilaku
dinamis model epidemik penyakit dengan tingkat kejadian infeksi
nonlinear dapat berbeda dari tingkat kejadian infeksi linear, sehingga
diperkenalkan tingkat kejadian infeksi nonlinear yang disebut tingkat
kejadian infeks tersaturasi, yaitu

ki
9= ar
dimana kI mengukur kekuatan infeksi penyakit dan 1/(1+al)

menyatakan pengaruh penghambatan yang ditimbulkan oleh
perubahan perilaku individu rentan ketika jumlah individu terinfeksi
meningkat atau oleh pengaruh kepadatan individu terinfeksi. Tingkat
kegjadian semacam ini tampaknya lebih beralasan karena memper-
timbangkan perubahan perilaku dan pengaruh kepadatan individu
terinfeksi.

Model epidemik dengan tingket keadian infeksi linear dan
tersaturasi disebut tingkat kejadian infeksi monoton karena nilai g(l)
selalu monoton naik, namun fungsi g(1) yang nonmonoton juga dapat
digunakan untuk menafsirkan pengaruh  psikologis perubahan
perilaku individu rentan. Epidemik penyakit SARS (Severe Acute
Respiratory Syndrom) memiliki pengaruh psikologis, seperti
pemeriksaan perbatasan, pemakaian masker, karantina, dan isolasi,
yang telah terbukti sangat efektif mengurangi angka infeks pada
tahap akhir wabah SARS, bahkan ketika jumlah individu terinfeksi
semakin meningkat. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibahas
tingkat kejadian infeksi nonmonoton, yaitu

ki
1) =
9(l) 1+al?

dimana kI menunjukkan kekuatan infeksi penyakit dan 1/(1+al?)
menggambarkan pengaruh psikologis perubahan perilaku individu
rentan terhadap penyebaran penyakit pada saat jumlah individu
terinfeksi meningkat. Hal ini penting karena jumlah kontak yang
efektif antara individu terinfeksi dan individu rentan menurun pada
tingkat kejadian infeks tinggi, disebabkan oleh karantina individu
terinfeksi atau tindakan perlindungan oleh setiap individu rentan
(Xiao dan Ruan, 2007).

(1.2)

(1.3)



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang dibahas

dalam skripsi ini, yaitu

1. bagaimana mengkonstruksi model epidemik SIRS dengan tingkat
kejadian infeksi nonmonoton

2. bagaimana sifat-sifat dinamis secara global model epidemik
SIRS dengan tingkat kejadian infeksi nonmonaoton.

1.3. Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah

1. mempelgari konstruksi model epidemik SIRS dengan tingkat
kejadian infeksi nonmonoton

2. mempelgari sfat-sifat dinamis secara global model epidemik
SIRS dengan tingkat kejadian infeksi nonmonoton.






BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Dinamik
Sistem dinamik adalah fungsi @(x,t) yang didefinisikan untuk

semua tLJR dan xOEOR" dan menjelaskan bagaimana titik
XU E bergerak terhadap waktu
(Perko, 2001).

2.2. Sistem Otonomus

Dimisalkan sistem persamaan diferensial berbentuk
ax _ f(x,y)
dt 4,
dy
bk X,
a9y

dimanafungs f dan g adalah kontinu dan mempunyai turunan parsia

kontinu pada domain D OR?. Jka fungsi f dan g pada sistem
persamaan (2.1) tidak bergantung secara eksplisit pada variabel
bebas t, tetapi hanya pada variabel tak bebas x dan y maka sistem
(2.1) disebut sistem otonomus

2.1)

(Boyce dan DiPrima, 2001).

2.3. Kestabilan Titik K esetimbangan

Titik (X,y) disebut titik kritis sistem otonomus (2.1) jika
f(x',y)=0 dan g(x,y)=0. Titik kritis (X, y") disebut jugatitik
'S
dt

Jenis kestabilan titik kesetimbangan (X',y’) dibedakan menjadi
tiga, yaitu
1. titik (x',y’) dikatakan stabil jika 0g>0, [>0 sedemikian

sehingga  untuk H(X(O), y(0)) - (x,y )” <J berlaku

kesetimbangan karena % =0 dan

5



[(x®.y®) - (< .y)| <&, Tt>0,

2. titik (X,y") dikatakan tidak stabil jika tidak memenuhi kriteria
pertama,

3. titik (x,y’) dikatakan stabil asimtotik jika stabil dan g,
0<J, <9, sedemikian sehingga sebuah solus x=x(t) dan

y=y() yang memenuhi H(x(t), y() - (X, y*)H <J, akan
bersifat tIim(x(t),y(t)) =(X,y)
(Boyce dan DiPrima, 2001).

2.4. Kestabilan Sstem Otonomus L inear

Suatu sistem otonomus dikatakan linear jika tidak terdapat
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Sistem otonomus linear
dua dimensi dapat ditulis sebagai

(2.2)

Dalam bentuk matriks, sistem (2.2) dapat disgjikan sebagai
dx

dt | _[a b][x
Q_cdy
dt

= ab
atau secara ringkas dapat ditulis Xx=AX, dengan AzL d}

matriks koefisien. Jika det(A)#0, maka titik (0,0) merupakan

satu-satunyatitik kesetimbangan sistem (2.2).
Untuk mengetahui jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem
(2.2) digunakan nilai eigen matriks A dengan persamaan berikut
AV = Av



atau

(A-1A)v=0. (2.3
Persamaan (2.3) mempunyai solusi tak trivial jika dan hanya jika
|A=14|=0 dengan A menyatakan nilai eigen matriks A, sehingga
diperoleh

a-/ b‘

(Boyce dan DiPrima, 2001).

Nilai eigen matriks A adalah akar-akar persamaan karakteristik

yang dituliskan sebagai

A% —(a+d)A+(ad —bc) =0. (2.4
Konstanta (ad —bc) adalah determinan matriks A yang dinotasikan
dengan det (A) dan jumlah (a+d) disebut trace matriks A yang
dinotasikan dengan tr (A). Persamaan (2.4) dapat disgjikan sebagai

A% —tr(A)A + det(A) =0
dengan nilai-nilai eigen

A, = %(tr(A) +/(tr(A))? - 4det(A) )

(Chicone, 1999).

Jenis kestabilan titik kesetimbangan (0,0) ditentukan menggu-

nakan nilai eigen matriks A, yaitu

1. stabil asimtotik jika bagianreal A, dan A, bernila negatif,

2. sabil (tetapi bukan stabil asimtotik) jika bagian real A; dan A,
bernilai nol, yaitu A, =i dan A, =-ip,

3. tidak stabil jika salah satu atau kedua nilai eigen bernilai real
positif, atau bagian real A, dan A, bernilai positif.

Jenisjenis kestabilan titik kesetimbangan sistem linear, disgjikan
pada Tabel 2.1 berikut.



Tabel 2.1. Jenis kestabilan sistem linear.

Nilai Eigen Jenis Kestabilan

A1, A,>0 tidak stabil

A1, A,<0 stabil asmtotik

A< 0<A; tidak stabil

Ai=A,>0 tidak stabil

A= A,<0 stabil asmtotik

AuAp=atib ZZ% gt(;zji(I Siat::bnlr:totik

a=0 stabil
(Boyce dan DiPrima, 2001).
Teorema 2.1

Misalkan o=det (A) dan z=trace (A) dan diketahui sistem linear

2.2).

1. Jka 0<0 maka(2.2) mempunyai saddle padatitik kritis.

2. Jka 0>0 dan 7°-40=0 maka (2.2) mempunyai node
padactitik kritis, stabil jika 7 <0 dan tidak stabil jika 7 > 0.

3. Jka 0>0, r*-40<0, dan 7#0 maka (2.2) mempunyai
focus pada titik kritis, stabil jika 7<O dan tidak stabil jika

7>0.

4. Jka 0>0 dan 7=0 maka (2.2) mempunyai center pada

titik kritis.

Dengan catatan padakasus (2), 7° = 4|d]; 7#0

(Perko, 2001).

2.5. Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinear

Jika diketahui sistem otonomus nonlinear (2.1) dan jika
diasumsikan f dan g mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik
(X,y), maka fungs f dan g di sekitar titik (X,y) didekati

menggunakan deret Taylor sebagai berikut




of (zx,y ) (Y=Y ) +m(xy)

.\ | . 0f(X,Y)
f(xy)=f(x, 2
(xy)=f(x,y)+ (X=x)+ =2

o e 09(X LY . 0g(X,y ,

g0 y) = g0 y)+ 28BN () + BN () 1y ()
0x oy

dimana 77,(x,y) dan 77,(x,y) merupakan suku sisa.

dx d(x x)d dy d(y y)
dt dt dt

dapat ditulis dalam bentuk matriks

Karena — , maka sistem (2.1)

FOY) oy OFOGY)
i finn) T o)
Aly=y | Lo0y)] | 080K.Y) o Lyoy QIKY) (o iy | LX)
ox oy
Karena f(x,y ) =0 dan g(x,y)=0, maka
[af (X, y) L OFKGY)
— ><)+—ay (y-y)

T o y)
o (X,y) a(K,Y)

E{X—X } o +{m(x y)}
y-y | | 90CY) gy, 000y | L))
Y

A T [t
dly-y | [99(X.y) 090<.¥) |[(y-y)] L)

ox oy

of (x,y) of(X.y)

: " [6)4 oy i ; .

Matriks J = .. o, | disebut matriks Jacobi pada

09(x,y) 99(x.y)

0X oy

titik (X ,Y) .



Jika dimisdkan u=x-x", v=y-y, maka persamaan (2.5)

u} =7 H + {'71()(’ y)}. Jka
V| [7(XY)

W= (u,v)" dan 7 =(17,(x, ),7,(X, y))T, maka persamaan (2.5) dapat

o

t

<

juga dapat ditulis sebagai i[

ditulis juga dalam bentuk C(;—\;v:J*\THF/. Ketika (x,y) - (X,Y)
nilai W menjadi sangat kecil dan nilai |7 <<|W|. Oleh karenaitu, 7
dapat diabaikan, sehingga sistem nonlinear dapat didekati oleh
sislem baru (ZI—Y[V:J*\TV. Sistem baru tersebut dinamakan sistem

hampiran. Setelah diperoleh sistem hampiran, jenis kestabilan titik
kesetimbangan ditentukan menggunakan nilai eigen J° yaitu A, dan
A, . Jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.1) dapat dilihat
pada Tabel 2.2.

Tabel 2.2. Jenis kestabilan sistem hampiran.

Nilai Eigen Jenis K estabilan
A1, A,>0 tidak stabil
A1, A,<0 stabil asimtotik
A<0<Ay tidak stabil
A= 2,>0 tidak stabil
A= A,<0 stabil asmtotik

.| a>0 | tidak stabil
AuAz=aE 1D 17 0 sabil asimtotik

a=0 | tidak dapat ditentukan
(Boyce dan DiPrima, 2001).
Definisi 2.1

Titik kesetimbangan sistem (2.2) disebut titik kesetimbangan
hiperbolik, jika matriks A tidak mempunyai nilai eigen sama dengan
nol pada bagian realnya

(Perko, 2001).
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Definisi 2.2
Jenis kestabilan dari titik kesetimbangan hiperbolik yaitu

1. hyperbolic sink atau stabil hiperbolik jika bagian real dari semua
nilai eéigen J° bernilai negatif,

2. hyperbolic saddle jika bagian real dari salah satu nilai eigen J°
bernilai positif,

3. hyperbolic source atau tidak stabil hiperbolik jika bukan
merupakan (1) dan (2)

(Chicone, 1999).

Teorema 2.2
Dimisalkan
dx

at =P(x,y)

dy _

E—Y"'Q(XaY)

mempunyai nilai eigen A, =0, A, #0 dan titik pusat adalah titik
kritis yang terpencil untuk sistem (2.6). Jika y = ¢(x) adalah solus
persamaan y+Q(X,y) =0 pada persekitaran titik pusat dan jika
ekspansi dari fungsi ¢/(X)=P(x,¢(x)) pada persekitaran x=0

(2.6)

mempunyai bentuk ¢/(x) =a,x™ +... dimana m=2 dan a,, # 0. Jika
m genap, makatitik pusat adalah saddle-node

(Perko, 2001).
Contoh (saddle-node):
Diketahui sistem
dx__ 2
dt
2.7
LY
dt

Titik (0,0) adalah titik kritis sistem (2.7). Matriks Jacobi sistem
(2.7) adalah
-2x 0
J= ,
o
dan matriks Jacobi sistem (2.7) di titik (0,0) yaitu
11



: [o o
RSV P e sl

dengan nilai eigen A, =0 dan A, =-1. Sistem (2.7) berbentuk
seperti sistem (2.6) dengan P(x,y) =-x* dan Q(X,y) =-2y karena
persamaan %=—y dapat ditulis menjadi %= y—2y. Dari sistem
(2.7) dapat diketahui bahwa a,=-1 dan m=2, sehingga sesuai
dengan Teorema 2.2, titik (0,0) adalah saddle-node. Potret fase
sistem (2.7) ditunjukkan oleh Gambar 2.5.

PV AV IV NP S U SO | = N AR S
P I
P AT AT O S R S B
P O B S B R RS D S A
zzzzf{é§4' b
P P A A O U O O
Rt A I N A PP R e
Ll P o S S N Y A A G
e N S F R A GV
B N ]
e L S T B 1 B B
e T T U T T O A B SR N NN
B T T 11 R O T R N NN N
e N T T A R E A TR T T T N SN
ERCERR R D TR R
N O N TR R S A B T O T L S TN NN
SN L UL L S A A T A R T T R S W N VN
SN N N U T S AR £ A S O T T B NN
Gambar 2.1. Saddle-node padatitik pusat.

2.6.Orbit Periodik

Dimisal kan sistem otonomus
x=f,(%) (2.9)
dimana xOR", i=12,3,...,n,

12



ax
Qt

g
I
2|2

dx,
[ dt |
dengan f OC'(E) dimana C'(E)={f :E - R"|f (X) mempunyai
turunan parsial pertama yang kontinu, OxOJE O R"™ . Untuk XOE,
fungs ¢(x,,t):R" -~ E menggambarkan kurva atau orbit solus
sistem (2.8) melalui titik x, pada E

(Perko, 2001).

Definis 2.3
Orbit periodik sistem (2.8) adalah grafik solus sistem (2.8) yang
berupa kurva tertutup, yang bukan merupakan titik kesetimbangan

sistem (2.8)
(Perko, 2001).

2.6.1. KriteriaDulac

Kriteria Dulac adalah cara untuk menunjukkan bahwa tidak
mungkin ada orbit periodik dalam beberapa wilayah ruang fase.
Misalkan diketahui lintasan sistem persamaan diferensid (2.1) dan

diberikan sebuah daerah Q OR?, jika dapat ditemukan fungsi
smooth h(X,y) sedemikian sehingga

0 0
&(hf) +6_y(hg) Z0 (2.9)

untuk semua X, y[IQ maka tidak terdapat orbit periodik yang
terkandung sepenuhnya dalam Q dan h(x,y) disebut sebagai fungsi
Dulac.

Contoh:

Akan ditunjukkan bahwa tidak terdapat orbit periodik dalam model
ekologi berikut.

13



%zx(A—ax+by) =f(x,y)

dy
dt
dimana a,c>0. Jikadipilih h(x,y) = (xy) ™" maka

=y(B-cy+dx)=g(x,y)

A—a[1)+b
[hf(x, y))_ y

|y
B
—-cC
X
dan

hg(x, y)
i{é—a[§j+b:|+i|:E—c(zj+d:|:—E—E.
ox| y y ay| x X y X

Karena a,c>0 maka tidak ada orbit periodik di wilayah X,y >0,
karena nilainya selalu negatif
(Raobinson, 2004).

2.6.2. Teorema Poincare-Bendixson
Definisi 2.4

Perhatikan sistem (2.1). Misalkan I'(X,,t) adalah orbit solus
yang bergantung pada waktu t dengan syarat awad
Xo = (X(ty), Y(t,)) = (%, o).  Selain itu, " (Xy,t) adalah orbit
positif yang menunjukkan bagian dari orbit solusi dimana t=t, dan
I (X,,t) adaah orbit negatif yang menunjukkan bagian dari orbit
solusi dimana t <t,

(Flores, 2011).

Definis 2.5

Jika solus sistem (2.1) terbatas, maka orbit negatif (positifnya)
mendekati anggota himpunan titik limit saat t — -0 (t - ). a -
limit set atau a(X,) adalah himpunan titik-titik dalam bidang yang
didekati oleh orbit negatif (" (X,,t)) saat t — —oco. Sedangkan w—

14



limit set atau a(X,) adalah himpunan titik-titik dalam bidang yang

didekati oleh orbit positif (I (X,,t) ) saat t - .
(Flores, 2011).

Teorema 2.3

Misakan " (X,,t) orbit positif sistem (2.1) yang berada di
daerah tertutup dan terbatas di bidang. Misalkan w-Ilimit set tidak
memuat titik kesetimbangan, maka berlaku salah satu pernyataan
berikut:

1. [ (X,,t) adalah orbit periodik (7 (Xo,t) = e(X,)), atau
2. w-limit set, a(X,), adalah orbit periodik

(Flores, 2011).

Teorema 2.4

Misalkan " (X,,t) orbit positif sistem (2.1) berada di daerah B
yang tertutup dan terbatas di bidang. Misalkan pula B hanya memuat
segfumlah hingga titik kesetimbangan, maka w—Ilimit set merupakan
satu dari tiga bentuk berikut:

1. a(X,) adalahtitik kesetimbangan

2. a(X,) adalah orbit periodik

3. aw(X,) memuat sgjumlah hingga titik kesetimbangan dan
sekumpulan orbit-orbit I"; dimana a —limit set dan w-Ilimit
set memuat satu titik kesetimbangan tersebut untuk setiap
orbit I';.

(Flores, 2011).
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Konstruks M od€

Model epidemik penyakit yang dibahas dalam skripsi ini adalah
model epidemik SIRS. Model epidemik ini membagi populas
menjadi tiga kelas subpopulasi, yaitu susceptiblg(S), infectious(l),
dan removed(R). Kelas susceptiblemerupakan kelompok individu
yang rentan terhadap penyakit atau kelompok individu yang sehat
tetapi mempunyai kemungkinan untuk tertular penyakit, kelas
infectious merupakan kelompok individu yang terinfeks atau
menderita suatu penyakit dan dapat menularkan penyakit ke individu
lain, dan kelas removedmerupakan kel ompok individu yang sembuh
dari suatu penyakit. Model epidemik SIRS tersebut digambarkan
dalam model kompartemen berikut ini.

lb

a(l) f
.
f

y H

f

Gambar 3.1. Model kompartemen dari model epidemik SIRS.
3.1.1. Laju Perubahan Individu Rentan (Susceptible)

Laju perubahan individu rentan (S) terhadap waktu dipengaruhi
olenb, f, g(I) kelas S, dan y kelas R.

b menyatakan tingkat perekrutan individu, yaitu banyaknya
individu yang masuk atau menempati kelas S Tingkat perekrutan
individu ini meliputi kelahiran dan migrasi. Semua individu yang
baru lahir atau berasal dari migras dianggap sehat dan belum
terinfeks penyakit sehingga masuk ke kelas S Oleh karenaiitu, lau

17



perubahan individu rentan berbanding lurus dengan tingkat
perekrutan individu, yaitu
a9 =b (3.19)
dt
dengan b > 0.

Banyaknya individu rentan dapat berkurang disebabkan oleh
kematian alami individu kelas S vyaitu kematian yang bukan
disebabkan oleh infeks penyakit, sehingga lgju perubahan individu
rentan berbanding lurus dengan berkurangnya individu kelas S
karena kematian alami, yaitu

ds(p _
dt
dengan f menyatakan tingkat kematian alami individu.

Infeksi penyakit dapat terjadi karena adanya kontak langsung
antara individu rentan dan individu terinfeksi. Jika individu rentan
melakukan kontak langsung dengan individu terinfeksi, maka
individu rentan akan terinfeksi penyakit sehingga jumliah individu
kelas S akan berkurang. Kontak langsung dalam model ini
dinyatakan dengan tingkat kejadian infeksi penyakit (g(l)), sehingga
lagu perubahan individu rentan berbanding lurus dengan
berkurangnya individu kelas Skarenaterinfeks penyakit yaitu

d

%z—g(l)S(t). (3.1c)
Pada umumnya, ketika di dalam populas sedang terjadi wabah
penyakit dan jumlah individu terinfeksi semakin bertambah banyak,
maka akan terjadi perubahan perilaku karena adanya pengaruh
psikologis atau penghambatan individu. Hal ini penting karena
jumlah kontak yang efektif antara individu terinfeksi dan individu
rentan menurun pada tingkat infeksi tinggi, yang disebabkan oleh
karantina individu terinfeks atau tindakan perlindungan oleh setiap
individu rentan. Jika tingkat kejadian infeksi penyakit dimodelkan
oleh fungsi berikut

—15(1) (3.1b)

Kl
a(h) 1ral? (3.1d)
dimana kI mengukur kekuatan infeksi penyakit dan 1/(1+al?)
menggambarkan pengaruh psikologis perubahan perilaku individu
rentan terhadap penyebaran penyakit pada saat jumlah individu
18




terinfeksi meningkat. Tingkat kejadian infeksi ini disebut tingkat
kegjadian infekss nonmonoton karena tingkat kejadian infeksi
meningkat ketika jumlah individu terinfeksi kecil dan menurun
ketika jumlah individu terinfeksi besar, yang ditunjukkan oleh
Gambar 3.2.

0.14

0.12

0.081
k=3
0.06

0.04

0.02

0

o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1
Gambar 3.2. Fungs kgladian infeksi nonmonoton g(1).

y menyatakan tingkat kesembuhan individu yang kehilangan
kekebalan tubuh yaitu banyaknya individu yang sembuh dari infeksi
penyakit tetapi kehilangan kekebalan tubuh sehingga kembali rentan
terhadap penyakit. Tingkat kesembuhan individu tersebut menye-
babkan jumlah individu rentan kelas S bertambah, sehingga laju
perubahan individu rentan berbanding lurus dengan individu kelas R
yang sembuh dari penyakit dan kehilangan kekebalan tubuh, yaitu

d
% = yR(1) (3.1¢)
dengan y > 0.

Berdasarkan persamaan (3.1a) sampa (3.1€), diperoleh lgu
perubahan individu rentan pada kelas Sterhadap waktu, yaitu

@:b—fﬂﬁ-ﬁzS)*’le 3.1
dt 1+a(|(t))
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3.1.2. Laju Perubahan Individu Terinfeks (Infectious)

Lau perubahan individu terinfeksi kelas | terhadap waktu
dipengaruhi oleh tingkat kejadian infeksi penyakit kelas S tingkat
kematian alami kelas| dan i kelasl.

Jumlah individu terinfeks dapat bertambah jika terdapat individu
rentan yang terinfeksi penyakit karena melakukan kontak langsung
dengan individu terinfeks atau karena adanya tingkat kejadian
infeksi penyakit. Oleh karena itu, lgju perubahan individu terinfeksi
berbanding lurus dengan individu kelas S yang terinfeks penyakit
atau karena adanya tingkat kejadian infeksi penyakit, yaitu

a® = KI(®) > S(1). (3.29)

dt 1+a(| (t))

Banyaknya individu terinfeks dapat berkurang disebabkan oleh

kematian alami individu kelas |, sehingga laju perubahan individu

terinfeksi berbanding lurus dengan berkurangnya individu kelas |

karena kematian alami, yaitu
dl(t)

dt

M menyatakan tingkat kesembuhan aami individu yaitu
banyaknya individu sembuh secara alami dari infeksi penyakit tetapi
bukan karena adanya tindakan pencegahan seperti pengobatan. Jika
terdapat individu terinfeksi sembuh secara alami, maka menyebab-
kan berkurangnya jumlah individu terinfeks kelas 1. Laju perubahan
individu terinfeksi berbanding lurus dengan berkurangnya individu
kelas | karena kesembuhan alami, yaitu

di) _
o CTHO (3.20)

~fl t). (3.2b)

dengan u > 0.

Berdasarkan persamaan (3.28) sampa (3.2c), diperoleh lgu
perubahan individu terinfeksi pada kelas | terhadap waktu, yaitu

diy ki)
dt  1+al(t)

S() = (f+) 1(Y). (32)
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3.1.3. Laju Perubahan Individu Sembuh (Removed)

Lau perubahan individu sembuh kelas R terhadap waktu
dipengaruhi oleh tingkat kesembuhan alami individu kelas |, tingkat
kematian dami kelas R, dan tingkat kesembuhan alami individu
kelasR.

Jika terdapat individu terinfeksi sembuh secara alami dari infeksi
penyakit, maka menyebabkan bertambahnya jumlah individu sembuh
pada kelas R, sehingga lgju perubahan individu sembuh berbanding
lurus dengan individu kelas | karena kesembuhan alami, yaitu

dR(t
Sh=uo. (339

Banyaknya individu sembuh dapat berkurang karena kematian
alami, sehingga laju perubahan individu sembuh berbanding lurus
dengan berkurangnya individu kelas R karena kematian alami, yaitu

dR(Y _
G fR(1). (3.3b)

Banyaknya individu sembuh juga dapat berkurang karena tingkat
kesembuhan individu yang kehilangan kekebalan tubuh dan kembali
rentan terhadap penyakit, sehingga laju perubahan individu sembuh
berbanding lurus dengan berkurangnya individu kelas R karena
kesembuhan individu yang kehilangan kekebalan tubuh, yaitu

dR(Y) _

—.dt— = —VR( t) (33C)

Berdasarkan persamaan (3.3a) sampa (3.3c), diperoleh lgu
perubahan individu sembuh pada kelas R terhadap waktu, yaitu

% = 11 @) - (f +PR(). (33)

Secara ringkas model epidemik SIRS dengan tingkat kejadian
infeksi nonmonoton berdasarkan persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3)
dituliskan sebagai berikut
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as(y _, __ kI(Y

dt AR 1+a|(t)23)+yrg)t,

di)y k() 3

= T SO0 (34)
di—it):m )~ (f + YR,

dimana

St) : jumlahindividu yang rentan pada waktu t

I(t) : jumlahindividuyang terinfeksi padawaktu t

R() : jumlahindividu yang sembuh pada waktu t

. tingkat perekrutan individu

tingkat kematian alami individu

tingkat kesembuhan alami individu

tingkat kesembuhan individu yang kehilangan kekebalan
tubuh

konstanta proporsionalitas (infeksi)

parameter yang mengukur pengaruh psikologis atau
penghambatan terhadap infeksi penyakit

T T

R X

Dalam skripsi ini dibahas analisis global model epidemik SIRS
dengan tingkat kejadian infeksi nonmonoton, yaitu sistem (3.4).
Sesuai dengan makna biologi pada setiap komponen St), I(t), dan
R(t), akan dibahas model pada oktan pertama dari R>. Pertama, akan
dicari titik kesetimbangan sistem (3.4) dan selanjutnya titik
kesetimbangan tersebut dianalisis.

3.2. Titik Kesetimbangan

Berdasarkan uraian pada Subbab 2.3, titik kesetimbangan sistem
(3.4) dapat diperoleh dengan cara sebagai berikut

b- fS- kS|2+yR=O, (3.59)
1+al
kIS kS
—(f +)| =0=| ———(f + | =0, (3.5b
8 (t+p) Lmlz ( m} (35b)
ul —(f +y)R=0. (3.5¢)
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Karena ruas kanan persamaan (3.5a) dan (3.5¢) sama dengan nol,
maka persamaan (3.5a) dan (3.5¢) dapat dituliskan menjadi
kSl

b- fS- +yR=0
1+al? 4
kSl
fS+ =b+yR
1+al? 4
kl
S| f+ =b+yR
( 1+a|2j 4
S= b+yR
ki
f +
1+al?
2
g= (b+yR)(12+a'I ) (3.6)
fl+al“)+ki
dan
= (f +y)R=0
I
:f”ﬂ/. 3.7)

Jika persamaan (3.6) dan (3.7) disubstitusikan ke persamaan (3.5b),

maka diperoleh
kS
-(f+w |l =0
Lmlz ( u)}

k (b+yRA+al) _
L+a|2 f@1+al1?)+ki (fW)} °
k(b+yR  _ -
[f(l+a|2)+kl (f”[)} 0

[k(b+yR)—(f +,u)(f(1+aI2)+kI): 1=0

{k(b+yf’ul j—(f+,u)(f(1+al2)+kl) | =0

ty

[km k|f£— FOf+u)A+al?)—KI(f+u) |l =0
+y
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{km kI f(f+y)—af(f+p)|2—kl(f+,u)}l =0
f+y

{—af(f +,u)|2—[(f +,u)—£}kl - f(f +,u)+kb}l =0

f+y

{af(f+,u)|2+(f+y— L jkl+(f(f+,u)—kb)}l=0.

f+y

1
Jika kedua ruas dikalikan dengan W maka dapat diperoleh
U

persamaan berikut

{al2+[f+,u— WJ K |+(1——k—bﬂl=0. (3.8)
f+y) f(f+p) f(f+u

Dengan memisalkan

kb

R=—7"T (3.9)

f(f +u)

persamaan (3.8) dapat dituliskan menjadi

k( f+u- fW J

ty
al?+ | +(1-R,) | =0. 3.10
f(f+up ( o) (310

Berikut akan ditentukan solus persamaan (3.10) berdasarkan
nilai R.
« R =1
Untuk R, =1, persamaan (3.10) dapat dituliskan menjadi

al?+| f+pu-tE K li=o0
f+y)f(f+u

k(f+,u— fW j
V)l-o (3.11)

f(f+u)

2
I

al +
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dan diperoleh dua solusi | sebagai berikut

k(f+,u— V,Uj
f+y <0

af(f +p)

l,,=1,,=0aau l, 3=~

w

jika T +u> )
f+y

. R[J <1
Untuk R, <1, berarti nilai (1-R))>0 atau dapat dituliskan
dengan (1-R))*>0 sehingga persamaan (3.10) dapat
dituliskan menjadi
k(f+/,1— W j
2 f +y 2
al”+ I +(1-R,)" |l =0. (3.12)
f(f +p)

Dari persamaan (3.12) diperoleh

K| f+pu- W

| =0 atau al’ + f+yj|+(1—R0)2=O.
f(f+u)

sehingga persamaan (3.12) mempunyai tiga solusi | yaitu

l,,=0

atau

2
k[f+,u—fwj kz{fw—f"fj
ty Y 2
* -4a(l-
f(f +u) f2(f + p)? 1-R)
2a

150035 =

Dapat dilihat bahwa

2

-4a(1-R)?
ho = f(f+4) F2(F +p)° e <0
D 2a ’
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dan

2,
k| f+u-H T e
f+y f+y

- - -4a(1-R)*
f(f +u) £2(f +p)° A-R)
l,3 = <0
2a
karena
2
kz(f+/,1—fw j k(f+lu—fw j
+ +
. Y _aa@-RY < Y.
£2(F + 1) F(f + 1)
° R0>1

Untuk R, >1, berarti nilai (1-R,) <0 dengan menggunakan
persamaan (3.10) diperoleh dua persamaan berikut

_ W
k(f+,u )
f(f +u)
dan dapat diperoleh solusi | sebagal berikut

15,=0

2
k( f +,u—fyny kz( f +ﬂ—f1’ny
+

f(f+p) F2(f +p)?

| =0 atau al?+ j|+(1—RO)=0,

atau

—4a(1-R)

l3233 =
2a

l3533 =
7 w Y
k| f+pu-—""— K| f+u-
[ a f+yJ+ [ a f+y] _4af3(f + @)*A-R)
f(f +u0) - f2(f +p)° f2(f + )
20
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l3233 =

—k{f+,u— f’f’y]t\/kz(fw—f‘fy] —4a f2(f +u)?(1- R)

f(f+p) 2a

13233 =

2
—k[f +,u—f}fyji\/k2( f +y—fyny — 4 T2(f + 1)2(1- R)

2af(f +u)

Jka R >1 atau 1-R <0 atau juga bisa ditulis -(1-R,)* <0,
maka

2
\/kz[fhu—f}ny +4a £ +1)°(1-R)* > k[ f+u—”’j

f+y

kz(f+,u— ad J +4a'f2(f+,u)2(1—F{])2>I€[f+y— e ]
f+y f+y
>0,

sehingga dapat dilihat bahwa

f+y f+
20 f (f +p)

—k(f+,u— W ]+\/k2[f+,u—w j —d4a f°(f+u)?’1-R)
4

I3, = >0

atau

k| frp- |- et M| —aa (1P R)
_ f+y <0
- 20 f(f +p) '

3.2.1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Berdasarkan uraian sebelumnya, dapat diketahui bahwa untuk
setiap nilai parameter R,, terdapat solus | = 0. Jika | =0 disubsti-
tuskan ke persamaan (3.6) dan (3.7), maka diperoleh R=0 dan
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b
S:?. Nilal S I, dan R disebut titik kesetimbangan bebas penyakit,
yaitu suatu kondis dimana tidak ada penyakit yang menyerang atau

tidak ada individu yang terserang penyakit (| =0). Jadi, untuk setiap
nilai parameter R, sistem (3.4) memiliki titik kesetimbangan bebas

penyakit, yaitu E, =(by/ f,0,0).
3.2.2. Titik Kesetimbangan Endemik

Untuk R <1, selain | =0 tidak ada kesetimbangan positif
karena semuanilai | negatif (1 <0). Sebaliknya, untuk R >1, selain
| =0 diperoleh solusi | yang bernilai positif (1 >0). Hal ini
menunjukkan bahwa terdapat individu yang terinfeks penyakit
dalam suatu populasi, sehingga ada titik kesetimbangan positif
E =(S,I,R) pada sistem (3.4) yang disebut kesetimbangan
endemik, yaitu suatu kondisi dimana penyakit seldu ada dalam
populasi atau selalu ada individu yang terserang penyakit. Adapun
solusi | yang dimaksud adalah

—k(f+u— L j+\/kz(f+u— L, j ~4a £2(f+ 1’1~ R)
- fry f+y

2af(f + )

(3.13)

Dengan menjumlahkan persamaan (3.5a) dan (3.5b), dapat
diperoleh
b-fS—-(f+u)1+yR=0
fS=b-(f+u)I+yR

S:%(b—(f+,u)l+yR). (3.14)

Dari persamaan (3.7) diketahui R=—%
f+y

disubstitusikan ke persamaan (3.14), maka persamaan (3.14) dapat

dituliskan menjadi

. Jika persamaan (3.7)
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S=2[ b f+p) 142
f f+y

s:i(b—( Ty j|j (3.15)
f f+y

Jadli, berdasarkan persamaan (3.7), (3.14), dan (3.15) diperoleh
titik kesetimbangan endemik E* =(S, I', R) sebagai berikut

S*:i b—| f+u- Wy :
f f+y

_—k(f+,u— fW j+\/Z

5 ¥ (3.16)
2af (f+u) ’ '
R Mo
f+y
dimana
2
Azkz(f+,u— a J —40£7(f+p’[1-R).

f+y

Sebelum menunjukkan kestabilan titik kesetimbangan, akan
ditunjukkan terlebih dahulu bahwa sistem (3.4) mempunyai solus
yang hanya berada pada oktan pertama yang ditunjukkan dengan
lemma berikut.

Lemma 3.1 Bidang S+ |+ R= % adalah sebuah permukaan invarian
sistem (3.4) yang menarik (attracting) pada oktan pertama.

Bukti. Diketahui tiga persamaan dalam sistem (3.4) dan dimisalkan
N(t) = S()+ I(t) + R'), maka
dN() _ dS() , d() , dRY
dt dt dt dt
dN(t) kSl kSl

—— =b=NiS- +y R+ —(f+@)+ul-(d+y) F
- gz YRz (A ui=(ary)

29



dN(1)

——=b-fS- fI- R
dt
dN(t)
——=b-f(S+ 1+ R
dt
d—'zii)zb— N(). (3.17)

Untuk sebarang nilai t, jelas bahwa N(t)z? adalah solus

persamaan (3.17). Untuk setiap N(0) =0, solus umum persamaan
(3.17) addlah

dN(D) _,
5 =P~ N

dN(t)
I(b— fN(Y) 'Jdt

—%In(b— N(D)=t+ G

In(b— fN(t)) =~ f(t+ C)
b- fN(t)= e "+
b- fN(t)=e".e™
b-fN()=e".C
b- fN(f)=Ce"
fN(t)=b-Ce ™"
N(t) :%(b— ce™"). (3.18)
Ketika t =0 dapat diperoleh
N(O) =%(b— )
fN(0)=b-C
C =b- fN(0),
sehingga persamaan (3.18) dapat dituliskan menjad
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1 1
N(t):T[b—(b— fN(0)) €" |. (3.19)
Adapun nilal limit dari N(t) yaitu
lim N (t) :Iiﬂ?%[b—(b— N(0)) €" ]

t-oo t

=|im1[b——b_ fN(O)}

toe f e"

T A f':'(o)
t-e f o= fe

=Iim£—0
t-w f

= lim— :?b (3.20)

Jadi limN(t) =$.

too

b
Jelas bahwa limit sistem (3.4) ada pada bidang S+ 1+ R:T,
: : b .
sehingga solusi S+ | + R akan seldu menuju ? Oleh karenaiitu, S

b
dapat dinyatakan dalam bentuk S = = — | = R dan sistem (3.4) dapat

direduksi menjadi
dl _ KIS
dt 1+al?

_ k(b Y A
_1+m2[f | Rj (f+uw)1 2P(1,R)

~(f +p)l

Z—'}ul ~(f +YR2 QL R). (321)

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa sistem (3.21) tidak memiliki
orbit periodik yang ditunjukkan dengan teorema berikut. Jika
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terdapat kondis setimbang positif dan titik kesetimbangan stabil
asimtotik lokal, maka sesuai dengan Teorema Poincare-Bendixson
dapat ditunjukkan bahwa solus atau titik kesetimbangan sistem
(3.21) stabil global karena sistem tidak memiliki orbit periodik.

Teorema 3.2 Sistem (3.21) tidak memiliki orbit periodik.

Bukti. Diketahui sistem (3.21) untuk | >0 dan R>0 dan
didefinisikan fungsi Dulac
1+al?
ki
Jika masing-masing persamaan pada sistem (3.21) dikalikan dengan
fungsi D, maka diperoleh

1+al?( kI (b
DP = —=|-R|=(f+ I
ki [1+a|2(f J ( ﬂ)j

D(I,R) =

_b o @rar®)(f+p)
f k
_b L (P (f+pal’
f k k
1+al?
DQ==—1 (11 =(f +p)R)
_@+al®)u_@+al®)(f +yR
k ki '
Sesuai dengan kriteria Dulac pada Subbab 2.6.1, sistem (3.21) tidak
memiliki orbit periodik jika A + 9(DQ) # 0, yaitu
ol oR
2
0(OP),0(DQ) _0(b_ . (f+p) (f+mal’),
ol OoR ol f k k
0 (@ral®)u_@+al®)(f +yR
oR k Kl
2
0(DP) +a(DQ) oy 2a(f+ L) I _1+al (f +PR
ol oR k Kl
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0(DP) , 9(DQ) :—[1+ 20(f+p),  1+a
k

|2
f +Y)R|<O0.
0l oR ki ( y)j

Jadi, terbukti bahwa sistem (3.21) tidak memiliki orbit periodik.
3.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Untuk mempelajari sifat-sifat titik kesetimbangan bebas penyakit
E, dan titik kesetimbangan endemik E  dengan lebih mudah,
dimisalkan

X= I:>I:f+yx
f+y k
k f+

y= R= R=——Yy (3.22)
f+y k

r=(f+pt=t=—
f+y

sehingga sistem (3.21) dapat disederhanakan menjadi
I K [E—I —RJ—(f + 1)l

dt 1+a1?( f

- K K

d( r j 1+af(f+yxj2
f+y k

(f+ﬁﬂ(f:yxj
(f

4
d
jX: (f +1)x (g_u+nx_u+myj
( %r]ﬁ“f?°f ook k

f+y k

NET RN
Kk

[l el R S

+

Sy
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(f+)° dx_ (f+))°x ( kb_ﬂ_@_
k dr k£1+a(fkjy)zxzj f(f+))

(40

K
dx_ X ( - —x—yj—ux (3.23)
dr 1+0'(fk*2'V) T+ (f+))

dan

dR
—=ul -(f +y)R
4 ul=(f +y)

(fﬂ/ j +yX AN )
( j k j ( k j
e

+y
) _Mfry _(f+p)?
(f+y]

k k
(f+p)’ ﬂ:ﬂ(f+y)x_(f+y)2y

k dr k K
ﬂ _H — XY (3.24)
dr f+y

Dari persamaan (3.23) dan (3.24) diperoleh sistem baru

d

= (A - my

dr P (3.25)

y

—_— X_

dr ax-y



0 e N Ty
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwatitik kesetimbangan (0,0) sistem
(3.25) adalah titik kesetimbangan bebas penyakit E, pada sistem
(3.4), serta titik kesetimbangan positif (X ,y') sistem (3.25) adalah

titik kesetimbangan endemik E pada sistem (3.4) jika dan hanya
jika m= A<O.

2
p:a'(f+y) ). kb rn_f+,u 7

Sesuai dengan uraian pada Subbab 2.3, titik kesetimbangan sistem
(3.25) dapat dicari dengan cara
dx X
dr 1+ pxX
X(A-x= )= mfl+ pk) _
1+ px
X(A-y)— X - mx mp3<:o
1+ pxX
x(A-y-m— X - mpx=0
mpX + X - X A~ y m=0

(A-x—y)—-mx=0

x(mpX + x- A+ y m=0. (3.26)
Dari persamaan (3.26) dapat diperoleh
x=0 (3.27)
atau
mpX+ x- A+ yr nF0= mpx+ * ¥ m A0 (3.28)
dan
dy _ B
o gx—y=0
ox-y=0
Yy =Qgx (3.29)

Jika persamaan (3.29) disubstitusikan ke persamaan (3.28), maka
diperoleh

mpxX + x+ ¢ m- A0
mpxX +(1+ g x+ m- A= 0. (3.30)
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Solusi persamaan (3.30) adalah
_-@rxy@r o’ -4mgm- A

P (3.31)
’ 2mp
Jika m— A< 0 maka
(= Taraarat-amgm Ao -~
2mp
dan
= XA i B (3.39)
2mp
karena

J@+0)? -amp(m- 4> (1+0).
Dari persamaan (3.26) diperoleh solus x=0 (lihat persamaan
(3.27)), sehingga dapat diperoleh y = 0 yang menyebabkan | =0,
sehingga titik kesetimbangan (0,0) adalah titik kesetimbangan bebas
penyakit E; pada sistem (3.4). Sedangkan untuk solusi x yang tidak
nol seperti pada persamaan (3.30), dipilih nilai x yang positif, yaitu
persamaan (3.32), karena X merupakan variabel yang
menggambarkan jumlah individu yang terinfeks penyakit, sehingga

diperoleh titik kesetimbangan endemik E = (X, y), yaitu

¢ = 0o+ Jar g -amgm A
2mp ’

OX. (3.34)

\ . y k
Karena X = I dan y :f—R (lihat persamaan (3.22))
ty

f+y
maka titik kesetimbangan positif (x', y') sistem (3.25) adalah titik

kesetimbangan endemik E™ padasistem (3.4).
Selanjutnya akan dibuktikan jika diketahui titik kesetimbangan

endemik (3.34) maka m— A<O.
Dari (3.34) diketahui bahwa

-1+ Q@+ -amg m- A
2mp ’

36



jika kedua ruas dikalikan dengan 2mp maka dapat diperoleh
2mpx =—(1+ g +/@+ Q*~4 mp m A
2mpx +(1+ 9 =+/A+ Q-4 mp m ] (3.35)

Jka kedua ruas dikuadratkan, maka persamaan (3.35) dapat
dituliskan menjadi

P F X +4mfl+ o k+@+ F =1+ ¥ -4 np m )

A PP X +Amdl+ g x+4 mp m Y0, (3.36)
Persamaan (3.36) dapat disederhanakan menjadi

%2 *
mpx +(@+ g x+ m- A0

m- A=-mpX —(L+ Jf X

m= A== mpX +(@+ g x) (3.37)

Karenanilai mpx_+(1+ § x>0 maka m- A<O.

Jadi, terbukti bahwa titik kesetimbangan positif (x",y’) sistem
(3.25) adalah titik kesetimbangan endemik E pada sistem (3.4) jika
dan hanyajika m— A<O.

3.3.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Sesuai dengan uraian pada Subbab 2.5, kestabilan titik
kesetimbangan bebas penyakit ditentukan oleh matriks Jacobi sistem
(3.25) yaitu

df df
B (3.38)
U= tdh
dx dy
Jika
S (A= X—y)—mx
Yodr 1+ pX
AX X Xy

= - = —mx 3.399
1+ pX 1+ pX 1+ pxX ( )
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dy

F, AN V1 (3.39b)
r
maka dapat diperoleh
dF _ A-m- y- x mpk 2 Apx- 6)&22 PX (340
dx 1+ pX (1+ pX)

Karena y=qgx (lihat persamaan (3.29)), persamaan (3.40) dapat
dituliskan menjadi
df _ A-m-gx- x mpXx 2 Apx- px2 pgx

dx 1+ px @+ px)?

_(mp2+(+ 9 m Ak 2 phe2 Apd)

1+ px° 1+ pxX)®
(3.41)

9o (342)
dy 1+ pX '
dF
ar, _ %
e q (3.43)
dF
—2=_1 3.44
dy (3.44)

Matriks Jacobi sistem (3.25) di titik kesetimbangan bebas penyakit
(0,0) adalah

[A— m O }
J, = . (3.45)
q -1

Determinan matriks J, yaitu
A-m-A 0

q -1-1
dengan nilai eigen A, = -latauA, = A-m

Jka A-m<0 atau m— A>0, maka diperoleh nilai eigen A,
dan A, negatif dan jenis kestabilannya adalah hyperbolic sinkatau
stable hyperbolic nodesedangkan jika A-m>0 atau m— A<Q,
maka diperoleh nilai eigen A, negatif dan A, positif dan jenis
kestabilannya adalah hyperbolic saddle
38
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Jka A—m=0, maka diperoleh nilai eigen A, =-1 dan A, =0.
Untuk mempelaari kestabilan titik kesetimbangan (0,0) dengan
A-m=0, pertama diperhatikan sistem (3.25), yaitu

& ———( - X—y)— mx
dr 1+ px? Y
_ X(A-x—y) - mx mpX
1+ px
_X(A-m- Y- X- mp§<
o (3.46)

Karena A— m=0, persamaan (3.46) dapat dituliskan menjadi
dx _ —xy- ¥ - mpX
dr = 1+ p¥
dx _—xX — xy- mpX
dr ~ 1+p@

1
Di sekitar titik (0,0), 1) dapat didekati dengan deret Mac
*tPp

Laurin, yaitu

Sofa-pe e e =2 grell| - mpy
=—x? = xy— mpR+(- - xy mﬁx(— [3)6-% 2p4x-§ 36%)
2,6

=—x* - xy- mpR+ pX+ pX ¥ rﬁp%% pox...

Dengan demikian sistem (3.25) di sekitar titik (0,0) dapat didekati
oleh
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Jadi, jika A—m=0, maka terdapat persekitaran kecil N, dari (0,0)
sehingga dinamika sistem (3.25) setara dengan sistem (3.47). Sistem

—= == —xy+ (% )

(3.47) mempunyai bentuk seperti sistem (2.7) dengan

dan

Berdasarkan Teorema 2.2, diketahui bahwa jenis kestabilan titik
(0,0) sistem (3.47) adalah saddle-node Potret fase sistem (3.47)

ditunjukkan oleh Gambar 3.3. Berdasarkan Gambar 3.3, dapat dilihat
bahwa medan arah pada oktan pertama menuju ke titik (0,0)

sehingga titik (0,0) sistem (3.47) adalah titik yang stabil pada oktan

P(x ==X - xy+ 4(x ¥)

QX y)=gx-2y

pertama untuk nilai parameter g = 0.3.
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Gambar 3.3. Potret fase sistem (3.47).

Dari persamaan (3.25) diketahui bahwa

m=

f+u
f+y

= f+u=m(f+y)



dan
kb

Am——
f(f+y)
Jika R, dikaitkan dengan parameter m dan A, maka diperoleh R,
sebagai berikut
kb _ Af(f+y) _ A

R f(f+u) fm(f+y) m
Oleh karena itu, untuk m— A>0 atau m> A diperoleh R, <1
sedangkan untuk m— A<O0 atau m< A diperoleh R, >1 dan untuk
m- A=0 atau m= A diperoleh R, =1.

= kb= Af( f+y).

(3.48)

Jenis kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit (0,0) sistem
(3.25) dituliskan secararingkas dalam Teorema 3.3 berikut.

Teorema 3.3 Titik kesetimbangan bebas penyakit (0,0) sistem
(3.25) adalah
(i) stable hyperbolic nodgka m— A>0 atau R, <1,

(if) saddle-nodg¢ika m— A=0 atau R =1,
(iii) hyperbolic saddlgika m- A<O0 atau R, >1.

3.3.2. Kesabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Untuk m— A<O atau R, >1, akan dibahas jenis kestabilan titik
kesetimbangan endemik (X, y'). Matriks Jacobi sistem (3.25) pada
titik kesetimbangan endemik ditunjukkan oleh persamaan (3.41)
sampa (3.44) dan jika diketahui mpxX +(1+ g x+ m A0 (lihat
persamaan (3.30)), maka matriks Jacobi sistem (3.25) di titik
(xX',y) adalah

X (pX +2pgx -2 Apx-1) - X
J = @+ px’)? 1+ px_ |- (3.49)
q -1

Dari matriks J, diperoleh
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. X (pX_ +2 pgx -2 Apx-1) . gx

det(J,) =
i @+ px)>? 1+ pX

(-pX"-2pgx +2 ApX + X+ dx+ pax
L+ px’)’

e —pxX - pgX +2 ApX + X+ gx
- 2 3
(1+px )
_ @+ a)px’ +2 ApX +(1+ g X
1+ px’)’
_ X (1+q+2ApX —(1+ g pX)
@+ px’)’
dan tanda det(J,) ditentukan oleh
S =1+ qg+2 Apx—(1+ ¢ pX. (3.52)
Berdasarkan persamaan (3.30), dapat diketahui bahwa
<2 = —@A+g)X - m+ A
mp '
Jika (3.52) disubstitusikan ke persamaan (3.51), maka diperoleh
S =1+ q+2 Apx—(1+ o pX
—A+g)X —m+ A
mp

(3.50)

(3.52)

S =1+ g+2 Apx—(1+ ¢ é

(1+g)°X +(@+gm-(1+ g A

m
dan jika kedua ruas dikalikan dengan m, maka diperoleh

S =1+ q+2 Apx+

m§ = (1+ 9 mr2 Ampx+(1+ )j % (1+ )q ml+ )q
=2Ampx +(1+ Q° x+2(1+ §q m-(1+ Y} .
=2Ampx +(1+ 9> x+ 1+ g2 m A
= (2Amp+ 1+ 9%) X+ @1+ g2 m A
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[ ., A+g)(@2m- A
mS =2 Amp-(1+ m{ X+ B QZ}' (3.53)

Dengan mengganti
. —(@Q+g)+A
X :¢, dimana A, :\/(1+q)2 —4Amp( m- A,
2mp
ke dalam persamaan (3.53), dapat diperoleh

ms = - A (@+ 94, -2 Amp-@+ ¥f). (3.54)
2mp

1
Jika kedua ruas dikalikan dengan — , maka persamaan (3.54) dapat
m
dituliskan menjadi
§ =--2(@+ an, -2 Amp- 0+ )

2nt p
5= (1+c1)A1 (_Al S 2AMD, ) (])J
2m°p 1+ q
- 1+ 94, (1+q + ZAmp—Alj. (3.55)
2m°p 1+q
Karena
2
2mpA g , Anf g A 2
1+qg+ -A" =@+l +————(A+0*-4nt
[ q 1+qj 1| NGy (a+9 )
2 2
:M+4m2 p>0,
(1+0)°

maka S >0 sehingga det(J,) >0 dan berdasarkan Teorema 2.1,
titik (X', y') adalah sebuah nodeatau focusatau center

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk m— A< O ada titik
kesetimbangan endemik (x',y’) sistem (3.25) yang stabil, yang
ditunjukkan dengan teorema berikut.

Teorema 3.4 Misakan m— A<O, maka ada titik kesetimbangan
endemik (X', y) sistem (3.25) yang stabil.
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Bukti. Berdasarkan Teorema 2.1 kondisi 2 dan 3, kestabilan titik
kesetimbangan ditentukan oleh trace matriks Jacobinya. Oleh karena

itu, untuk sistem (3.25) kestabilan (X ,y') ditentukan oleh tr(J,),
yaitu
tr(J,) =3, +J,
4 X (pX~ +2 pgx -2 Apx-1) _q
@+ px)’
X (pX_ +2pgx -2 Apx-1) - (1+ pX)’
@+ px’)’
pX +2pgx -2 ApX - X-1-2 px- b X
2.5
1+ px )
—p2X' +(@+29) pX -2+ A pX - X-1
L+ px°)’
dannilai tr(J,) ditentukan oleh

S=-FX +(@1+2Q pX 21+ A px- x1. (3.57)

tr(J,) =

(3.56)

Akan ditunjukkan bahwa S, #0. Sebagai bukti, yaitu dengan

mensubstituskan persamaan (3.52) ke persamaan (3.57) dapat
diperoleh

s>=—|cf>*<4+(1+2q PX -2+ A px- %1
( pPX°+(@1+29 px-2(1+ A é— x-1

X
_(@+ag)x +(m A _@+ g x+(m ),
-p’° o

_(+ax +(m A’j((1+2q) px —2(1+ A P~ x-1




Y (@+ a)x :(Zm— A) +(1+29 pk(_w}

m° p mp
(1+2q) pX (_Mj -2+ A [{_ @+q)x +(m— A)]_
mp mp
X =1
_ o’ x 20+ g(m- Ax=(m K
m2
~A+Q@+29) X ~(A+29(m- A X
m
201+ )L+ A X +2(1+ A(m- /-)_X* 0 (359)
m

Jika persamaan (3.58) dikalikan dengan n, maka diperoleh

'S =1+ ¢ X -2+  m P ( m A~
L+q)L+2g)mx —(L+24( m A mx+
20+q)L+ AmX +2(1+ A(m- Am % f
=-[@+q)* + 1+ +2gm| X +
{—2(1+Q)(m— A-@1+29(m- A ﬂ*} <+
21+qg)(1+ Am- ni
[~(m- A +20+ A(m- A m- ]
=-[(@+a)* + @+ Qa+29 m](-(“q)x* i s A}

mp

=201+ q)m+2(1+ 9 A+—(1+29Q M+ .
(1+2g) Am+2(1+ g m+2(1+ ¢ Am

[-((m=A-20+ An)(m A= ]
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@+0)°X +(@+ @*(m- A+
_ L@+’ @+2g)mx +(1+ g(+2g( - Am L
mp
[20+q)A-(2+29) nf+(3+4 9 An] X+
[-(-m-A-2A0(m A= 1. (3.59)

Selanjutnya persamaan (3.59) dikalikan dengan mp, sehingga
persamaan (3.59) menjadi

mpS=(BA B +(BA B (3.60)

dimana

m’S

B =mp(2+3m+ 2 gqt4 my,
B, =(1+0)[ @+ 9+ nl+ 9U+2 -2 p,
B,=-(1+0)’ - nml+ g@+2q+2m |,
B, =m[ (1+ 9" + nfl+ g+2 9~ (1+2 i Al.
Ketika m— A<O, diketahui bahwa B A+ B >0 (bukti pada
Lampiran 3).
Untuk menunjukkan bahwa S, # 0, dimisalkan
E=mpx +(1+ Q X+ m /
dan mengalikan (B, A+ B,)* dengan & sehinggadiperoleh
(BA+B)¢=(B A+ B mpx +(+ 9 X+ m 4

=(BA+B)'mpx +(BAr B)'t+ g x+

(B/A+ B)*(m- A. (3.61)
Berdasarkan persamaan (3.60), dapat diperoleh
x =TPS (B A B) (362)
(BA+B)

Jika persamaan (3.62) disubstitusikan ke persamaan (3.61), maka
persamaan (3.61) dapat dituliskan menjadi

(BA+B)*¢=ni pS P $ (3.63)
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dimana P adalah polinomial dari x* yaitu

P=mpBA+ B)X - mp BA B+(+ ) BA B (364)
dan

SS=mE BA B?-(1+ Y BA B( BA B+( BA B( m).
(3.65)

Berdasarkan  pembahasan  sebelumnya, diketahui  bahwa
B,A+ B >0 dan untuk mengetahui nilai S; akan disdlidiki nilai
B,A+ B, yaitu
B,A+ B4=[—(1+ 92 - m{l+ q@+2 §+2 @ A
m (L+ g% + n(l+ qL+2 4= [L+2 h A
:—A[(1+ 9>+ nl+ 9@+29-2 M §+
m (1+9° + n{l+ Q(L+2 §— 1+2 i A|
=(m= A @+ 9° + nfl+ ga+2 9|+
2AnT p— A mil+2 M
=(m- A @+ 9 + nl+ 9@1+2 9]+
2AnT p- Amp-2 A h |
=(m- A 1+ 9° + nfl+ g+2 |+
2An g m- A- A mj
BA+ B =(m- A[(1+ OF+ i+ YL+2 J+2 AFn]o— A

(3.66)
Dari persamaan (3.66) dapat diketahui bahwa nila B,A+ B,
tergantung padanilai m— A

Diasumsikan bahwa S, =0. Karena £ =0 maka S, = 0. Namun
ketika m— A<O, diperoleh S, >0 (dengan mensubstitusikan persa-
maan (3.66) ke persamaan (3.65)). Oleh karena itu, S, #0 untuk
setigp nilai positif dari parameter p, g, dan A sehingga tr(J,) #Z 0.
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Jadi, jika m—- A<0 maka tidak mengubah kestabilan (X, y). Jika
diambil m=1, A=2  p=1 q=1, maka X =-1++/2,
y =-1++/2, tr(J;)=-1.64645<0. Dengan kontinuitas tr(J,)
pada parameter, diketahui bahwa tr(J,) <O untuk m— A<O.

Jadi, untuk m- A<O diketahui bahwa R, >1 karena R, =£

(lihat persamaan (3.48)) diperoleh nilai det(J,) >0 dan tr(J,) <O.
Sesuai dengan Teorema 2.1 kondisi 2 dan 3, dapat dismpulkan
bahwa jenis kestabilan titik kesetimbangan endemik (x',y') adalah
stabil, namun karena sistem (3.21) tidak memiliki orbit periodik
(lihat Teorema 3.2) maka titik kesetimbangan endemik (X,Y)
stabil secaraglobal.

Berdasarkan uraian Teorema 3.2, Teorema 3.3, dan Teorema 3.4,
sistem dinamik (3.4) mempunyai sifat-sifat seperti pada Teorema 3.5.

Teorema 3.5 Jika R, didefinisikan oleh (3.48) maka diperoleh hasil

sebagai berikut:

1. Jka R, <1, maka sistem (3.4) memiliki titik kesetimbangan
bebas penyakit E,=(b/ f,0,0) yang stabil secara globa pada
oktan pertama.

2. Jka R, =1 maka sistem (3.4) memiliki titik kesetimbangan
bebas penyakit E, =(hy/ f,0,0) dengan jenis kestabilan saddle-
node

3. Jka R, >1, maka sistem (3.4) memiliki duatitik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit E,=(ly f,0,0) dan
tittk  kesetimbangan endemik E =(S,I,R). Titik
kesetimbangan bebas peyakit E, tidak stabil dan titik

kesetimbangan endemik E adalah stabil secara global pada
oktan pertama.
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3.4. Angka Reproduks Dasar

Dari analisis kestabilan titik kesetimbangan, dapat disimpulkan
bahwa pada saat R, <1, populas terbebas dari penyakit, sedangkan
pada saat R,>1, terjadi wabah penyakit dalam suatu populasi.
Dengan demikian, R, disebut sebagai angka reproduksi dasar, yaitu
suatu angka yang mempengaruhi adanya penyebaran penyakit dalam
suatu populasi.

3.5. Simulas Numerik

Dalam skripsi ini dibahas model epidemik SIRS dengan
mempertimbangkan tingkat kegadian infeksi nonmonoton yang
didefiniskan olen fungs g(l)=kl/(1+al?). Tingkat kejadian
infeks nonmonoton adalah tingkat kejadian infeksi penyakit yang
meningkat ketika jumlah individu terinfeksi kecil dan menurun
ketika jumlah individu terinfeksi besar. Tingkat kejadian tersebut
dapat digunakan untuk menafsirkan pengaruh psikologis masyarakat
terhadap penyebaran penyakit, yaitu banyaknya kontak yang efektif
antara individu terinfeksi dan individu rentan menurun pada tingkat
infeksi yang tinggi, karena karantina individu terinfeksi atau tindakan
perlindungan oleh individu rentan. Sebagai contoh, yaitu wabah
penyakit SARS (Severe Acute Respiratory Syndjommemiliki
pengaruh psikologis pada masyarakat umum.

Setelah melakukan analisis global model epidemik SIRS dengan
tingkat kgadian infekss nonmonoton dan mempelgari keberadaan
dan kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik,
dilakukan simulasi numerik model epidemik SIRS yang ditunjukkan
oleh sistem (3.4) dengan metode Runge Kutta orde empat menggu-
nakan softwareMatlab 7.0.

3.5.1. Smulas Numerik untuk R, <1

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, ketika R, <1 sistem (3.4)
memiliki titik kesetimbangan bebas penyakit E, =(b/ f,0,0) yang
stabil. Berikut ini dilakukan simulasi numerik untuk titik
kesetimbangan ketika R, <1 dan R, =1.
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3.5.1.1. Simulas Numerik untuk R, <1

Untuk R, <1 diperoleh satu titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit. Dalam simulasi ini digunakan
parameter b=0.2, f =0.25, k=02, =40, y=0.3, dan £=0.2

sehingga diperoleh R, =0.36<1 dan titik kesetimbangan bebas
penyakit E,=(0.8,0,0). Grafik pada Gambar 3.4 menunjukkan
bahwa simulasi numerik konvergen ke E,, yang menunjukkan
bahwa titik kesetimbangan E, adalah stabil, sehingga tidak ada
infeks penyakit.

4

0)
__ I(t)
R(t)

3.5

3

25—

2

Jumlah individu

] e et e

1

05\~~~

60 80 100
t-waktu

Gambar 3.4. Grafik S |, dan R terhadap t hasil simulasi numerik
untuk R, =0.36<1. (S, I,R menuju titik E,=
(0.8,0,0).

Berdasarkan Gambar 3.5, untuk beberapa syarat awal yang
berbeda, semua orbit pada oktan pertama tertarik ke titik
kesetimbangan bebas penyakit. Jadi, titik kesetimbangan bebas
penyakit E, untuk R, <1 stabil secara global pada oktan pertama
sesuai dengan hasil analisis pada pembahasan sebelumnya.
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Jka S |, dan R dijumlahkan, maka diperoleh hasil yang
mendekati nilai limitnya yaitu b/ f =0.2/0.25=0.8 sesuai dengan
Lemma 3.1.

/

R )

/

/

I(t) 0 S()

Gambar 3.5. Potret phase (S, 1, R untuk R,=0.36<1, dengan
beberapa nila awa yang berbeda. Semua orbit
menuju titik E;, =(0.8,0,0).

3.5.1.2. Simulasi Numerik untuk R, =1

Untuk R, =1, diperoleh satu titik kesetimbangan, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit. Dalam simulas ini digunakan
parameter b=03, f=0.2, k=02, a=40, y=03, dan z=0.1
sehingga diperolen R, =1 dan titik kesetimbangan bebas penyakit
E,=(150,0). Grafik pada Gambar 3.6 menunjukkan bahwa
simulasi numerik konvergen ke E;, yang menunjukkan bahwa titik
kesetimbangan E, adalah stabil, sehingga tidak adainfeks penyakit.

Berdasarkan Gambar 3.7, untuk beberapa syarat awal yang
berbeda, semua orbit pada oktan pertama tertarik ke titik
kesetimbangan bebas penyakit. Jadi, titik kesetimbangan bebas
penyakit E, untuk R, =1 stabil secara global pada oktan pertama

dengan parameter-parameter tersebut.
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(1.5,0,0).
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1. (S, 1,R menjutitik E,
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1000 3000

untuk R,

PIAIPUI Yejwn
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Gambar 3.6. Grafik S |, dan R terhadap t hasil simulasi numerik

1, dengan beberapa

nilac awal yang berbeda. Semua orbit menuju

Gambar 3.7. Potret phase (S, I, R untuk R,
E, =(1.5,0,0).
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Jka S I, dan R dijumlahkan, maka diperoleh hasil yang
mendekati nilai limitnya yaitu b/ f =0.3/0.2=15 sesuai dengan
Lemma 3.1.

3.5.2. Simulasi Numerik untuk R, >1

Untuk R,>1 sistem (3.4) memiliki dua titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit E, =(b/ f,0,0) dan titik
kesetimbangan endemik E" =(S, I', R). Berikut adalah simulasi
numerik untuk R, >1 menggunakan parameter b=1.0, f =0.2,
k=02 a=40, y=03, dan p=0.15 sehingga diperoleh
R, =2.86>1 titik kesetimbangan bebas penyakit E, =(5.0,0,0)
untuk syarat awa S=0,1=0,R>0, dan titik kesetimbangan
endemk E =(4.2267,0.5948,0.1784) untuk syarat awal
S=0, 120, R=0. Untuk syarat awal S=0, | #0, R=0, grafik pada
Gambar 3.8 menunjukkan bahwa simulasi numerik konvergen ke

E’, yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan endemik E’
stabil, sehingga penyakit menjadi endemik.

S(t)
—®

4.5{——&—— ——————————————— RO
| I m— —— ——

35 ----

5

3

2.5

Jumlah individu

2

1.5

1

0.5

0

t-waktu
Gambar 3.8. Grafik S I, dan R terhadap t hasil simulasi numerik
untuk R, =2.86>1, dengan syarat awal (4,2,1).
(S, I, R menujutitik E =(4.2267,0.5948,0.1784).
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Berdasarkan Gambar 3.9, dapat dilihat bahwa untuk beberapa
syarat awal yang berbeda, semua orbit pada oktan pertamatertarik ke
titik kesetimbangan endemik. Jika diambil titik yang dekat dengan
titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu (5.0,0.1,0.1), maka orbit

tertarik ke titik kesetimbangan endemik E . Hal ini membuktikan
bahwa titik kesetimbangan endemik stabil secara global pada oktan
pertama, sedangkan titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil
sesuai dengan hasil analisis pada pembahasan sebel umnya.

® syarat awal
¢ titikEy

titik E*

R(t)

It) 0 s()

Gambar 3.9. Potret phase (S, I,R untuk R, =2.86>1, dengan
beberapa nilai awa yang berbeda. Semua orbit
menuju ke E’ =(4.2267,0.5948,0.1784), bahkan

untuk titik yang dekat dengan titik E; =(5.0,0,0).

Jikanilai S, I, dan R padatitik kesetimbangan bebas penyakit atau
pada titik kesetimbangan endemik dijumlahkan maka hasilnya
mendekati nilai limitnya yaitu b/ f =1/0.2=5 sesuai dengan Lemma
3.1



3.5.3. Simulas Numerik untuk Pengaruh Parameter a pada
Individu Terinfeksi

Untuk mengetahui pengaruh parameter o pada individu terinfeksi,
berikut dilakukan ssimulasi numerik menggunakan parameter b=1.0,
f=0.2, k=0.2, y=0.3, dan x=0.15 dengan nilai awal | =2 dan
beberapa nilai parameter o yang berbeda yaitu 0, 0.5, 1, 2, 4, dan 15.
Dari Gambar 3.10, dapat dilihat bahwa untuk ¢ =0 jumlah individu
terinfeksi awalnya meningkat kemudian turun dan konstan menuju
nilai tertentu, sehingga jumlah individu terinfeksi tidak pernah habis.
Akan tetapi, jika nilai o positif dan a # 0, maka jumlah individu
terinfeksi menurun. Untuk nilai o yang semakin besar (menuju tak
hingga), menyebabkan jumlah individu terinfeks semakin menurun
(menuju nal).

alfa=0
alfa=0.5
alfa=1
alfa=2
alfa=4
alfa=15

It

Gambar 3.10. Variasi I untuk beberapanilai parameter .

3.6.Interpretas Hasil

Berdasarkan simulasi sebelumnya, dapat dismpulkan bahwa
untuk R, <1 titik kesetimbangan bebas penyakit stabil secara global
pada oktan pertama (lihat Gambar 3.5 dan Gambar 3.7) dan untuk
R, >1, titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil dan titik
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kesetimbangan endemik stabil secara globa pada oktan pertama
(lihat Gambar 3.9). Secara Biologi, hal ini menunjukkan bahwa jika
konstanta proporsionalitas (infeksi) atau tingkat perekrutan penduduk
cukup besar, tingkat perpindahan penduduk (tingkat kematian
individu ditambah tingkat kesembuhan individu) cukup kecil, dan
R, >1, maka penyakit terus berlanjut. Di sisi lain, jika konstanta
proporsionaditas (infeks) atau tingkat perekrutan penduduk cukup
kecil, tingkat perpindahan penduduk cukup besar, dan R, <1, maka
tidak ada infeksi penyakit. Di lain pihak, jika konstanta
proporsionaitas (infeksi) atau tingkat perekrutan penduduk sama
dengan tingkat perpindahan penduduk, yaitu cukup kecil, dan R, =1,
maka tidak ada infeksi penyakit. Tindakan pengendalian dan
kebijakan, seperti pemeriksaan perbatasan, pemakaian masker,
karantina, dan isolas, telah terbukti membantu mengurangi tingkat
infeksi penyakit dan pemberantasan SARS.

Parameter & menggambarkan pengaruh psikologis masyarakat
terhadap infeksi penyakit pada saat individu terinfeksi meningkat.
Meskipun jumlah R, tidak bergantung pada o secara eksplisit,
simulasi numerik menunjukkan bahwa ketika penyakit tersebut
mewabah, nilai | menurun dengan meningkatnya « (lihat Gambar
3.10). Sesuai dengan keadaan setimbang (3.16), dapat dilihat bahwa
I” mendekati nol ketika o menuju tak berhingga
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesmpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut

1. Dengan menggunakan model kompartemen, diperoleh model
epidemik SIRS dengan tingkat kejadian infeksi nonmonoton
yang merupakan sistem otonomus nonlinear dengan tiga variabel
tak bebas S I, dan R, dan variabel bebas t dengan beberapa
parameter yang mempengaruhi infeksi penyakit, seperti tingkat
perekrutan, kematian aami, kekuatan infeksi, kesembuhan
alami, dan pengaruh psikologis individu terhadap penyakit.

2. Modd epidemik SIRS dengan tingkat kejadian infeksi non-
monoton mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu titik kese-
timbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.
Berdasarkan hasil analisis, titik kesetimbangan bebas penyakit
bersifat stabil global jika R, <1, saddle-node jika R,=1, dan
tidak stabil jika R, >1, sedangkan titik kesetimbangan endemik

stabil global jika R, >1.

4.2.Saran

Pada skripsi ini, dibahas model epidemik SIRS dengan tingkat
kejadian infeksi nonmonoton yang dibatas adanya migrasi hanya
pada kelas S dan hanya mempertimbangkan parameter o sebagai
pengaruh psikologis perubahan perilaku individu rentan terhadap
infeksi yang semakin besar. Untuk penelitian berikutnya disarankan
meneliti adanya migrasi tidak hanya pada kelas S tetapi juga pada
kelas lain, misalnyakelas |. Selain itu, disarankan meneliti pengaruh
lain dalam tingkat kejadian infeksi nonmonoton, misalnya pengaruh
pengobatan terhadap infeksi penyakit dengan memberikan imunisasi.

Dalam skripsi ini juga tidak dibahas dengan rinci mengenai jenis
kestabilan saddle-node, sehingga untuk penelitian selanjutnya dapat
dibahas mengenai jenis kestabilan saddle-node tersebui.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Penjabaran Persamaan (3.398) Menjadi Persamaan
(3.40

dF, AL+ pxX) - AX(2px) _ 2x(L+ pX°) =X (2pX) _

dx L+ px°)’ 1+ px)’
y(L+ p) —xy(2py) _
1+ px)’
:A_2Apx2_2x+2px3_y+
1+ px°  (L+px>)° 1+ pd  (A+pxP)® 1+ px
2pxCy
@+ pé)’
_A-2x-y 2Apx° - 2px° —2px2y_m
1+ px’ 1+ px®)?
_A-2x—y-m-mpx®  2Apx°-2px’ - 2px’y
- 1+ px? a 1+ px?)?
_A-m-y-2x-mpx®  2Apx° —2px’ —2px’y
- 1+ px? Y 1+ px*)?
_A-m-y-x-mpx® 2Apx’ -2px’ —2px’y X
- 1+ px° ; (1+ px°)? 1+ px
_A-m-y-x-mpx’ 2Apx° -2px’ —2px’y + x+ px’
- 1+ px° \ 1+ px*)?
dF, _ A-m-y- x2— mpx’  2Apx” = px° —Zfozy+ X (3.40)
dx 1+ px (1+ px°)
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Lampiran 2. Penjabaran Persamaan (3.53) Menjadi Persamaan
(3.54)

, @+g@em-A }
2Amp +(1+q)°*
-(L+a)+4, , 1+g)2m-A) }
2mp 2Amp +(1+q)°
(2Ar’r‘p +(1+ q)z) (-+a)+4,)
2mp
~2(1+ ) Amp—(1+0)° +(2Amp+ (1+a)°)8,

2mp
20+gm-(1+g)A

ms, =2Amo+<1+q){x*

=2Amp+(1+q)2[

+(1+g)(2m-A)

~2(1+q) Amp - (1+q)° +(2Amp+ (1+)*) 4,

2mp
, A+ q)m’p - 2(1+g) Amp
2mp
_ -4+ Amp-(1+0)° +(2Amp+ (1+9)°)A, 4@+ g)m'p
2mp 2mp
_ -(1+09) :4Amp —4am’ p+(1+ q)zj + (2Amp + @1+ q)z) A,
2mp
_—(1+9)[ @+q)’ - 4mp(m=- A) |+ (2Amp + 1+ 0)*) A,
2mp
-(+g)A” +(2Amp+(1+0)°) A,
2mp
ms = - 2A1 (@+a)a, -2Amp - (1+0)*). (354)
mp
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Lampiran 3. Penjabaran Persamaan (3.59) Menjadi Persamaan
(3.60)
m’pS, = (1+0)°X +(1+0)*(m— A) + (1 +q)(@+ 2q)(m° - Am) +
2(1+q)Amp - (2+2q)m’p+ |
(3+4q)Am*p }(
+ ~(-m= A~ 2Am)(n' p - Amp) ~n'p |
_[2a+a)Amp -2+ qym’p+(3+ 4q)Am2p+} ’a
| (+0)’ +(L+a)*@+29)m
[ ~(-m- A-2Am)(m’ p- Amp) -m’p +
L @+g)*(m=A) +(L+g)L+2gq)(m’ - Am)}
[2(1+g) Amp - 2(L+ q)m*p + (3+ 4q)Am2p+} o
| @+0)°+(1+0q)°(1+2g)m
[ m’p+ Am?*p + 2Am* p — Am?p — A2mp —

1+09)* @+ 2q)mx +[

2A°M p-Pp+(L1+q)°m=(1+q) A+

| @+ )L+ 2g)m” - (1+q)(1+2g) Am

_(2(1+ q)Amp+ (3+ 4q)Am2p)+ )

:_((1+q)3+<1+q)2(1+2q)m—2(1+q)m3|o)]X ’
[ (2Am’p - (1+0)* A= (1+ )1+ 20) Am) +

_((1+ g)’m+ (1+ g)(L+ 2g)m’ — A’mp — 2A"m’ p)]

[ Amp(2(1+q) +(3+4q)m) + *

@+ (@+ay +(1+q)(1+2q)m—2m3|o)}X '

_A(—(1+ q)’ - (1+qg)(1+2g)m+2m’ p) +

| m(@+a)* + L+ g+ 20)m- A p(a+ 2m))}
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64

[ mp(2+3m+ 2q+4ma) A+
| @+0)((@+0)* + (L +q)(a+2g)m-2n7p)
| (-@+ )* ~m+ q)(a+20) + 2m’p) A+

m’pS, = (BA+B,)X +(B,A+B,)

}X*-i-

| m(@+a)* + m(+g)(A+20) - p(i+ 2m)A2)}

(3.60)



Lampiran 4. Pembuktian B A+ B, >0 Ketika m—A<0
Berdasarkan persamaan (3.30) diperoleh
A=m+ 1+ q)x+ mpx’
sehingga
B,A+B, =mp(2+3m+2q+4mqg)A+

(1+Q)[ @+ )° + m(1+g)(1+ 2q) - 2mp |

= mp(2+3m+2q + 4mg) (m-+ 1+ g)x-+ mpx’ ) +
(L+g)[ (@+0)? + m1L+g)(L+20) - 2mp |

=(2+3m+ 2q+4n'q)(m2p+(l+q)rrpx+ m2p2x2)+
(L+g)[ (@+0)? + m@+g)(L+29) - 2m’p |

= (2+3m+2q+4mq)m’p +
(2+3m+2q +4mg) | (L+g)mpx+n7 pix* |+
(L+)[ (L+0)* +m(L+0)(L+2q) ~2nT'p]

= (2+m+ 2g + 2mg + 2m+ 2ma)m’p +
(2+3m+2q +4mq)[(1+ q)mpx + n? p2x2] +
(L+q)[ (L+ Q)" +m(L+ g)(1+29) ~ 27 p]

= (2+m+2g+2mg)m’p + (2m+ 2mg)m’p +
(2+3m+2q + 4mg) | (1+ q)mpx + i pX’ |+
(L+)[ (L+0)? + m(L+a)(L+2q) ~2nT'p]

=(2+m+2g+2mg)m’p+2(L+g)m’p +

(2+3m-+2q + 4mg) | (L+ q)mpx + ' pxX’ |+
(1+a) [(1+ )’ +m(L+qg)(L+ 2q)] -21+qg)m’p
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Lampiran 5. Penjabaran Persamaan (3.61) Menjadi Persamaan
(3.63) dengan Menggunakan Persamaan (3.62)

mpS, ~ (B,A+By) )

(BA+B,)
m’pS, = (B,A+ 84)]+
(BA+B,)

(BA+B,)?¢ =(BA+ Bz)zmp[

(B,A+B,)*(1+ Q)(

(BA+B,)*(m-A)
(m°pS, - (B:A+By))
(BA+B,)?
(m°pS, ~(B,A+By))
(BA+B,)

2
+

=(BA+ Bz)zm

(B,A+B,)*(1+q)
(BA+B,)° (M= A)
=mp(m°pS, - (B,A+B,)) +
(BA+B,)(1+0)(m’pS, - (B,A+B,)) +
(BA+B,)*(m- A)
=mp((m°pS,)* ~ 2P pS, (B,A + B,) + (B,A+B,)*) +
m®pS, (L+0)(B,A+ B,) ~ 1+ )(B,A+ B,)(B,A+ B,) +
(B,A+B,)*(m- A)
=mp(m’°pS,)* - 2m* p°S, (B,A+B,) + mp(B,;A+ B, )* +
m*pS, (1+Q)(B,A+ B,) — (1+ G)(B,A+ B,)(B;,A+ B,) +
(BA+B,)*(m- A)
s, {mp(m3 pS,) ~ 2mp(ByA+B,) +} .
(1+0)(BA+B,)
mp(B;A+B,)” - (1+q)(BA+B,)(B;A+B,) +
(BA+B,)’(m-A)
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(BlA+Bg)zf:mspsz[mp((BlA+BZ)X “(BA+B) - ]+

2mp(B,A+B,) + (1+ q)(B,A+B,)

mp(B,A+B,)” - (1+0)(B,A+B,)(B,A+B,) +

LBlA+ B,)*(m-A) }

(1+0)(BA+B,)

{mp(BgA+ B,)” ~(1+0)(B,A+B,)(B,A+B,) +}
(BA+B,)*(m=A)

(B/A+B,)*§ =m’pS,P +S,. (3.63)

s, {mlo(BlA+ B,)X ~mp(B,A+B,) +} N
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Lampiran 6. Listing Program untuk Simulass Numerik Titik
Kesetimbangan pada Model Epidemik SIRS dengan
Metode Runge Kutta Orde Empat Menggunakan
Software Matlab 7.0

function dy=SIR(t,y);

b=1;

f=0.2;
k=0.2;

alfa = 4;
gamma = 0.3;
miu = 0.15;

dy(1)=b-f*y(1)-
k*y(1)*y(2)/(1+alfa*y(2)*y(2))+gamma*y(3);

dy(2)=k*y(1)*y(2)/(1+alfa*y(2)*y(2))-(f+miu)*y(2);

dy(3)=miu*y(2)-(f+rgamma)*y(3);

function [T,Z]=rks4(SIR,a,b,Za,M)

h=(b-a)/M;

T=zeros(1,M+1);

Z=zeros(M+1,length(Za));

T=a:h:b;

Z(1,)=Zz;

for j=1:M
ki1=h*feval(SIR,T(j),Z(,:));
k2=h*feval(SIR,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);
k3=h*feval(SIR,T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);
kd=h*feval(SIR,T(j)+h,Z(j,:)+k3);
Z(j*+1,:)=2(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end;

[t y]=rks4('SIR',0,100,[4 2 1],500)
figure(1);

plot(t,y,'linewidth',1.5);

hold on;

xlabel(‘t-waktu');
ylabel('Jumlah individu’);
grid on

axis square
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legend('S(t)",'I(t)', R(t)");

figure(2);
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3));

hold on
plot3(y(1,1),y(1,2),y(1,3),’k.");
plot3(y(500,1),y(500,2),y(500,3),*r");
hold off

hold on

xlabel('S(t)");

ylabel('l(t)");

zlabel('R(t)");

grid on
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