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IDEAL PRIMA DAN IDEAL SEMIPRIMA DARI 

-SEMIRING 

 

ABSTRAK 

 

Konsep -semiring telah diperkenalkan oleh Rao (1995). 

Skripsi ini memperkenalkan konsep ideal prima dan ideal semiprima 

dari -semiring yang dipelajari melalui semiring operator kiri dari 

semiring. Misalkan  adalah -semiring dan  semiring operator 

kiri. Jika  adalah ideal prima (semiprima) dari  semiring operator 

kiri  maka  adalah ideal prima (semiprima) dari -semiring . 

Kemudian, jika  adalah ideal prima (semiprima) dari -semiring  

maka  adalah ideal prima (semiprima) dari semiring operator kiri 

. Selanjutnya, misalkan  adalah -semiring  semiring operator 

kiri, maka terdapat suatu pemetaan isomorfik  diantara 

semua himpunan ideal prima (semiprima) dari  dan semua 

himpunan ideal prima (semiprima) dari . 

 

Kata kunci : -semiring, semiring operator kiri, ideal prima, ideal 

semiprima, isomorfik. 
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PRIME IDEAL AND SEMIPRIME IDEAL OF  

SEMIRING 

 

ABSTRACT 

 

The concept of a -semirings was introduced by Rao (1995). 

This final project introduces the concept of a prime ideal and 

semiprime ideal of semirings and study them via left operator 

semirings of semiring. Let  is a -semirings and  left operator 

semirings. If  is a prime (semiprime) ideal of left operator 

semirings , then  is also prime (semiprime) ideal of -semirings 

. Moreover, if  is a prime (semiprime) of -semirings , then  

is prime (semiprime) ideal of left operator semirings . Furthermore, 

let  is a -semirings and  left operator semirings, then there exist 

an isomorphics mapping  between the set of all prime 

(semiprime) ideals of -semirings  and the set of all prime 

(semiprime) ideals of left operator semirings . 

 

Keywords : -semirings, left operator semirings, prime ideal, 

semiprime ideal, isomorphics. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

  

Struktur aljabar atau sistem aljabar merupakan himpunan tak 

kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi binari pada 

himpunan tersebut. Suatu struktur aljabar dimana operasi binarinya 

memenuhi sifat-sifat tertentu adalah semigrup, grup, semiring, ring, 

modul, dan sebagainya. 

Struktur aljabar yang paling sederhana adalah semigrup. 

Semigrup adalah suatu himpunan tidak kosong yang hanya 

dilengkapi dengan satu operasi binari saja dan memenuhi sifat 

ketertutupan dan keasosiatifan. Seperti halnya semigrup, grup juga 

merupakan suatu struktur aljabar yang hanya dilengkapi dengan satu 

operasi binari. Aksioma-aksioma yang berlaku pada grup adalah 

sama dengan aksioma-aksioma yang berlaku pada semigrup tetapi 

harus memiliki elemen identitas dan setiap elemennya memiliki 

invers. Jadi dengan kata lain grup merupakan semigrup yang 

memiliki elemen identitas dan setiap elemennya memiliki invers. 

Selanjutnya, terdapat struktur aljabar yang dinamakan ring. 

Ring merupakan perluasan dari konsep grup dengan dua operasi 

binari, yaitu penjumlahan dan perkalian. Konsep struktur aljabar 

yang lebih sederhana dari ring adalah semiring. Selain itu juga 

terdapat suatu ideal yang merupakan subset dari semiring atau ring. 

Ada dua macam ideal, yaitu ideal kiri dan ideal kanan. Suatu ideal 

disebut ideal dua sisi jika ideal tersebut merupakan ideal kiri dan 

juga merupakan ideal kanan. Namun jika ideal tersebut merupakan 

ideal kanan saja atau ideal kiri saja maka disebut ideal satu sisi. 

Struktur aljabar selalu mengalami perkembangan sehingga 

memungkinkan munculnya teori-teori dan konsep-konsep baru di 

dalamnya. Rao (1995) telah memberikan konsep -semiring. 

Selanjutnya, pada skripsi ini akan dibahas definisi dan teorema dari 

ideal prima dan ideal semiprima dari -semiring yang dipelajari 

melalui semiring operator kiri dari -semiring, beserta bukti-

buktinya.  
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1.2 Rumusan Masalah 

 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah 

dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi ideal prima dan ideal 

semiprima dari -semiring dan teorema-teorema yang berkaitan 

dengan ideal prima dan ideal semiprima dari -semiring yang 

dipelajari melalui semiring operator kiri dari -semiring, beserta 

bukti-buktinya. 

 

1.3 Batasan Masalah 

 

Dalam skripsi ini hanya akan dipelajari definisi-definisi dan 

teorema-teorema ideal prima dan ideal semiprima dari -semiring 

yang dipelajari melalui semiring operator kiri dari -semiring, 

beserta bukti-buktinya, dan tidak  dibandingkan dengan struktur 

aljabar yang lain. 

 

1.4 Tujuan 

 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas beberapa 

definisi, serta membuktikan teorema-teorema tentang ideal prima dan 

ideal semiprima dari -semiring yang dipelajari melalui semiring 

operator kiri dari -semiring. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk 

membantu memahami materi yang dibahas dan juga digunakan 

sebagai acuan dalam bab pembahasan. 

 

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi 
Dalam struktur aljabar, elemen-elemen dari suatu himpunan 

tak kosong dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, 

atau keduanya yang dikenal dengan operasi, salah satu contohnya 

adalah operasi binari atau operasi ternari. Berikut akan diberikan 

definisi tentang relasi, pemetaan, operasi binari dan operasi ternari. 

Definisi 2.1.1 (Bhattacharya, dkk., 1990) 

Misalkan  dan  adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan 

terurut , dengan  dan , disebut hasil kali kartesian 

(cartesian product) dari  dan , dinyatakan  

 

Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, 1990) 

Misalkan himpunan tak kosong A dan B, dan  adalah subset dari 

, maka  disebut relasi dari A ke B. Jika , maka  

dikatakan berelasi dengan  diberi notasi . Kemudian relasi dari 

 ke  disebut relasi pada  (atau di dalam . 

Definisi 2.1.3 (Bhattacharya, 1990) 

Misalkan  relasi pada himpunan ,  memenuhi:  

(i)  refleksif jika , untuk setiap , 

(ii)  simetris jika  maka , untuk setiap , 

(iii)  antisimetris jika  dan  maka , untuk setiap 

, 

(iv)  transitif jika  dan  maka , untuk setiap . 

Jika  refleksif, simetris, dan trasitrif maka  disebut relasi ekivalen 

pada . 
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Definisi 2.1.4 (Bhatacharya, 1990) 

Misalkan  adalah relasi ekivalen pada himpunan  dan . 

Himpunan semua elemen  yang berada dalam relasi  ke  disebut 

kelas ekivalen dari  di bawah  dan diberi notasi . Dalam notasi 

himpunan, dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 

Selanjutnya himpunan semua kelas-kelas ekivalen dari  di  disebut 

quotient dari  oleh  dan ditulis . Dalam bentuk notasi 

himpunan,  dinyatakan sebagai berikut: 

 

Definisi 2.1.5 (Bhatacharya, 1990) 

Suatu relasi f dari A ke B disebut pemetaan dari A ke B jika untuk 

setiap Ax  mempunyai kawan tepat satu  (y disebut image x 

dibawah relasi f). f adalah pemetaan dari A ke B, ditulis:  

 atau . 

Definsi 2.1.6 (Bhattacharya, 1990) 

Suatu pemetaan  adalah 

1. Injektif (1-1) jika untuk setiap  maka 

 atau  

2. Surjektif jika untuk setiap  maka , untuk suatu 

 

Suatu pemetaan yang bersifat injektif dan surjektif disebut bijektif. 

Jika  adalah pemetaan yang bijektif, maka dapat 

dinyatakan dengan . 

Definisi 2.1.7 (Bhattacharya, 1990) 

 Misalkan S adalah suatu himpunan tak kosong. Suatu operasi binari 

  pada himpunan S adalah pemetaan setiap pasangan terurut 

SSba ),(  ke Sba  . Ditulis dalam bentuk notasi:   

SSS  :  

bababa  ),(),( . 
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Definisi 2.1.8 (Bhattacharya, 1990) 

Untuk suatu bilangan bulat positif n, pemetaan SSf n : , di 

mana SSSS n    ( n faktor ) disebut operasi n-ari pada S. 

Jika 1n  maka pemetaan SSu :  disebut operasi unari dan jika 

2n maka pemetaan SSSu :  disebut operasi binari dan jika 

3n maka pemetaan SSSSu : disebut operasi ternari, dan 

seterunya. 

2.2 Semigrup 
Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling 

sederhana. Semigrup merupakan suatu himpunan tak kosong yang di 

dalamnya memiliki satu operasi binari dan memenuhi syarat-syarat 

tertentu. Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengan 

semigrup akan diberikan sebagai berikut. 

Definisi 2.2.1(Whitelaw, 1995) 

Misalkan  himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan 

operasi binari .  disebut semigrup jika dan hanya jika: 

1.  tertutup : , untuk setiap , dan 

2.  berlaku sifat assosiatif : , untuk 

setiap . 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan suatu himpunan . Maka  dengan  

adalah operasi penjumlahan biasa merupakan semigrup. 

 

Bukti: 

1. Ambil sebarang . Akan dibuktikan . 

 maka dapat dinyatakan  dan  di mana 

, sehingga 

 

,  

Jadi,  tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

 

2. Ambil sebarang . Akan dibuktikan assosiatif 

 maka dapat dinyatakan  dan  di 

mana , sehingga 
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Dari i) dan ii) maka . Jadi,  terbukti 

assosiatif. Dari 1 dan 2 maka terbukti  adalah semigrup.                

 

Berikut ini diberikan beberapa definisi serta contoh 

mengenai semigrup komutatif, semigrup dengan elemen identitas, 

dan subsemigrup. 

    

Definisi 2.2.3 (Kandasamy, 2002) 

Jika dalam semigrup  berlaku , untuk setiap 

 maka  disebut semigrup komutatif. 

 

Contoh 2.2.4 

Dari contoh 2.2.2 diketahui  merupakan semigrup. Akan 

dibuktikan bahwa  semigrup komutatif. 

 

Bukti : 

Ambil sebarang . Akan dibuktikan , 

 maka dapat dinyatakan  dan  di mana 

, sehingga 

 

 

karena  bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan jadi, 

 . Sehingga ii) dapat dinyatakan  

 

 

Dari i) dan ii) maka  semigrup komutatif.                                

 

Langkah-langkah pembuktian di atas juga berlaku untuk 

himpunan  terhadap operasi penjumlahan. Sehingga 

(  merupakan semigrup komutatif. 
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Definisi 2.2.5 (Kandasamy, 2002) 

Misalkan  suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas  

sedemikian sehingga , untuk setiap . Maka 

 disebut semigrup dengan elemen identitas atau semigrup 

monoid. 

 

Elemen identitas pada suatu semigrup  biasanya 

disebut elemen nol (zero element) dan dinotasikan dengan  

sedemikian sehingga memenuhi , untuk setiap 

. Sedangkan pada suatu semigrup  disebut elemen 

identitas (identity element) dan dinotasikan dengan  sedemikian 

sehingga memenuhi , untuk setiap . 

 

Teorema 2.2.6 (Whitelaw,1995) 

Elemen identitas pada semigrup  adalah tunggal. 

 

Bukti: 

Misalkan  suatu semigrup. Andaikan  adalah elemen 

identitas. Akan ditunjukkan bahwa . Karena  merupakan 

elemen identitas maka . Karena  juga merupakan  

elemen identitas maka . Dengan demikian . 

Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup monoid hanya mempunyai 

elemen identitas yang tunggal.                                                           

 

Definisi 2.2.7(Lipschutz, 1976) 

Semigrup memenuhi hukum kanselasi kanan dan kiri. 

 

Definisi 2.2.8 (Whitelaw, 1995) 

Misalkan  suatu semigrup dan  subset dari . Maka  

disebut subsemigrup dari  jika dan hanya jika  suatu 

semigrup. 

Contoh 2.2.9 

Misalkan ,  merupakan subsemigrup dari 

 karena  subset dari  dan  suatu semigrup. 

 

Bukti: 

Karena , maka cukup dibuktikan  adalah semigrup.   

1. Ambil sebarang . Akan dibuktikan , 
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 maka dapat dinyatakan  dan  di mana 

, sehingga 

 

 

dengan mengambil , maka  

, di mana  

Jadi,  tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

 

2. Ambil sebarang . Akan dibuktikan assosiatif 

 maka dapat dinyatakan  dan 

 di mana , sehingga 

 

 

 

 

 

Dari i) dan ii) maka . Jadi,  terbukti 

assosiatif. Dari 1 dan 2 maka terbukti  adalah semigrup, sehingga 

 adalah subsemigrup dari .                                                          

 

Teorema 2.2.10 (Whitelaw,1995) 

Misalkan H  himpunan tak kosong dan H  subset dari M  di mana 

),( M  
suatu semigrup. Maka ),( H  

subsemigrup dari ),( M  
jika dan hanya jika H  tertutup terhadap operasi  . 

 

Bukti: 

( ) Jelas, jika ),( H  subsemigrup dari ),( M  maka ),( H  

merupakan suatu semigrup. Berdasarkan Definisi 2.2.8 maka 

H tertutup terhadap operasi  . 

 

( ) Misalkan H tertutup terhadap operasi  . Karena ),( M  

suatu semigrup, maka berlaku: ),()( cbacba   

untuk setiap .,, Mcba   Selanjutnya karena H subset dari 

M maka juga berlaku : )()( cbacba  , untuk setiap 

.,, Hcba   Berdasarkan Definisi 2.1.1 maka ),( H
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merupakan semigrup. Jadi, terbukti bahwa ),( H  

subsemigrup dari ),( M .                                                        

 

Definisi 2.2.11 (Tero Harju,1996) 

Misalkan  adalah semigrup dan  adalah relasi ekivalen pada . 

Maka pernyataan berikut benar: 

(i) Jika  mengakibatkan  untuk setiap , 

maka  disebut kongruen kiri pada . 

(ii) Jika  mengakibatkan  untuk setiap , 

maka  disebut kongruen kanan pada . 

Jika  memenuhi kongruen kiri dan kongruen kanan pada semigrup 

, maka  disebut relasi kongruen pada semigrup . 

Teorema 2.1.12 (Tero Harju, 1996) 

Relasi ekivalen  pada semigrup  disebut kongruen jika dan hanya 

jika untuk setiap  memenuhi: 

 

Bukti: 

 Diketahui  adalah kongruen,  dan . Akan 

dibuktikan . Dari  didapat , 

sebab  kongruen kanan, sedangkan  didapat  

sebab  kongruen kiri. Karena  dan , 

maka berdasarkan sifat transitif pada relasi , didapat 

. 

 Diketahui  dan  sehingga . Akan 

dibuktikan  kongruen. Karena  relasi ekivalen, serta untuk  

dan  berlaku , maka berdasarkan sifat transitif 

pada relasi ekivalen , terdapat suatu  sehingga 

 dan  

1. Karena  berlaku , maka berdasarkan Definisi 

2.2.11 (ii) disimpulkan kongruen kanan. 

2. Karena  berlaku , maka berdasarkan Definisi 

2.2.11 (i) disimpulkan kongruen kiri.                                            
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Definisi 2.2.13 (Tero Harju, 1996) 

Misalkan  adalah relasi kongruen pada semigrup  dan . 

Himpunan semua elemen  yang berelasi dengan  oleh , disebut 

kelas kongruen dari , ditulis , dan disebut himpunan quotient 

pada  oleh . Dalam notasi himpunan dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 

 

Teorema 2.2.14 (Burns, 2002) 

Misalkan  adalah kongruen pada semigrup  dan operasi binari 

 pada himpunan quotient  didefinisikan , 

maka  adalah semigrup dan disebut semigrup quotient. 

Bukti: 

Akan dibuktikan pada  berlaku tertutup dan assosiatif. 

(i) Jelas pada  berlaku tertutup, sebab  

untuk setiap . 

(ii) Selanjutnya akan ditunjukkan berlaku assosiatif pada . 

Ambil sebarang  

 

 

 

 

 

Dengan kata lain,  memenuhi sifat assosiatif. Karena  

memenuhi sifat (i) dan (ii) maka  semigrup.                               

 

Definisi 2.2.15 (Grillet, 2001) 

Pangkat adalah kasus khusus dari hasil kali. Jika  adalah elemen 

dari semigrup  dan  adalah bilangan bulat positif maka  adalah 

hasil kali -elemen dari semigrup  terhadap operasi perkalian 

sehingga  Selanjutnya pada semigrup  terhadap 

operasi penjumlahan hasil kali dari  didefinisikan sebagai 
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jumlah  Kemudian pangakat  dapat dinyatakan 

sebagai perkalian .  

 

 Jika suatu semigrup komutatif terhadap operasi penjumlahan 

 dibangun oleh subset , maka setiap elemen dari semigrup  

adalah jumlah perkalian bilangan bulat positif dari satu atau lebih 

elemen berbeda dari himpunan . 

 

Definisi 2.2.16 (Grillet, 2001) 

Misalkan  adalah semigrup komutatif terhadap operasi 

penjumlahan dan , kemudian  disebut bebas pada  jika 

setiap elemen di  dapat ditulis secara tunggal sebagai jumlah 

perkalian bilangan bulat positif dari satu atau lebih elemen berbeda 

dari . Kemudian  disebut semigrup komutatif bebas. 

 

Contoh 2.2.17 

 adalah semigrup komutatif bebas pada  

jika diberikan operasi penjumlahan pada semigrup . 

 

2.3 Semiring 
Semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan dengan 

dua operasi binari yaitu penjumlahan dan perkalian. Pada bagian ini 

diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan semiring. 

Definisi 2.3.1 (Kandasamy, 2002) 

Misalkan  himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan dua 

operasi binari, yaitu penjumlahan dan perkalian yang memenuhi : 

1.  semigrup komutatif, 

2.  semigrup, dan 

3. untuk setiap  berlaku   dan 

. 

Maka  disebut semiring. 

 

Contoh 2.3.2 

Himpunan  merupakan suatu semiring. 
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Bukti: 

Himpunan  dapat dituliskan menjadi , sehingga 

 maka dapat dinyatakan  dan   di 

mana . 

1. Ambil sebarang  maka berlaku: 

(i)  

, di mana , memenuhi sifat tertutup, 

(ii)  

 

, memenuhi sifat assosiatif, 

(iii)  

 

, memenuhi sifat komutatif, 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka  merupakan semigrup 

komutatif. 

2. Ambil sebarang  maka berlaku: 

(i)  

, di mana , memenuhi sifat tertutup, 

(ii)  

 

, memenuhi sifat assosiatif, 

Dari (i) dan (ii) maka  merupakan semigrup. 

3. Ambil sebarang  maka berlaku:  

 

, dan 

 

, berlaku sifat distributif, 

Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa  merupakan suatu 

semiring.                                                                                             

 

Berikut ini diberikan beberapa definisi serta contoh 

mengenai semiring komutatif, semiring dengan elemen identitas, dan 

subsemiring. 

 

Definisi 2.3.3 (Kandasamy, 2002) 

Misalkan  adalah suatu semiring.  disebut semiring 

komutatif jika  adalah semigrup komutatif. 
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Definisi 2.3.4 (Kandasamy, 2002) 

 disebut semiring dengan elemen identitas jika memenuhi: 

1.  semigrup komutatif, 

2.  semigrup monoid, 

3. Untuk setiap  berlaku  dan 

. 

 

Contoh 2.3.5 

Himpunan  dengan  

dan  merupakan suatu semiring komutatif dengan 

zero element 0 dan identity element . 

 

Bukti: 

1. Ambil sebarang  maka berlaku: 

(i) , 

(ii)  

 

 

 

, 

(iii) , 

(iv) . 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka  merupakan semigrup 

komutatif. 

2. Ambil sebarang  maka berlaku: 

(i) , 

(ii)  

 

 

 

, 

(iii) , 

(iv) . 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka  merupakan semigrup 

komutatif. 

3. Ambil sebarang  maka: 

 

 

. 

http://math.chapman.edu/
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Untuk kemungkinan-kemungkinan yang ada yaitu 

, < < , < < , < < , < < , ( < < ) dipenuhi 

 

 
 

Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa  merupakan suatu 

semiring komutatif dengan zero element 0 dan identity element .  

 

Definisi 2.3.6 (Kandasamy, 2002) 

Misalkan suatu semiring  dan  adalah subset dari .Kemudian  

disebut subsemiring dari  jika  bersama dengan operasi yang sama 

dengan  membentuk semiring. 

 

Definisi 2.3.7(Dummit dan Foote, 2002) 

Misalkan R dan S adalah semiring. Homomorfisma semiring adalah 

suatu pemetaan SR:  yang memenuhi: 

(i) )()()( baba   , untuk setiap Rba ,  dan 

(ii) )()()( baab   , untuk setiap ., Rba   

Definisi 2.3.8 (Hartley dan Hawkes, 1994) 

Homomorfisma yang bijektif disebut isomorfisma. 

 Untuk selanjutnya penulisan  atau perkalian  dengan  

cukup ditulis dengan , untuk mempersingkat penulisan.   

Definisi 2.3.9 (Shabir dkk, 2004) 

Misalkan R  semiring dan I  subset tak kosong dari R . Maka I  

disebut ideal kiri (kanan) dalam R  jika  

Iba      , untuk setiap Iba    ,   

Ira    )  ( Iar , untuk setiap Iba    ,   dan untuk setiap Rr     . 

  Jika I  adalah ideal kiri dan ideal kanan dalam R , maka I  

disebut ideal dua sisi dalam R , atau cukup disebut dengan ideal 

dalam R . 
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Contoh 2.3.10 

}2{ RaaI 
 
adalah ideal dua sisi dalam .

 
 

Bukti: 

Jelas bahwa I  dan I  subset dari .R Ambil sebarang Rk dan 

., Iyx   Sehingga x  dan y  dapat dinyatakan sebagai ax 2 dan 

by 2  di mana ., Rba   Maka 

Ic

Rcbaba

bayx







2

),(2

22

 

Pandang 

Id

Rdkakakx





2

,2
 

Id

Rdkaka

akxk







2

,2

,2

 

Jadi, I merupakan ideal kanan dan juga ideal kiri dalam .R   Dengan 

kata lain terbukti bahwa I merupakan ideal dua sisi dalam semiring 

.R                                                                                                        

 

Definisi 2.3.11 (Shabir, 2007) 

Suatu ideal I  dalam semiring R disebut ideal prima jika dan hanya 

jika untuk setiap ideal J dan K dalam R  sedemikian sehingga 

IJK   
maka IJ   atau .IK   

 

Definisi 2.3.12 (Shabir, 2007) 

Suatu ideal I  dalam semiring R disebut ideal semiprima jika untuk 

setiap ideal H  dalam R  sedemikian sehingga IH 2

 
maka 

IH  . 
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Contoh 2.3.13 

}2{ RaaI 
 
merupakan ideal prima dan ideal semiprima dalam 

. ZR  

 

Bukti: 

I merupakan ideal dua sisi dalam semiring R  (berdasarkan Contoh 

2.3.10). Ambil sebarang  dan  ideal dalam  sedemikian sehingga 

. Selanjutnya ambil sebarang  dan , maka 

, sehingga . Kemudian pergandaan tersebut dapat 

dinyatakan , . Dengan kata lain  adalah bilangan 

genap positif. Sehingga  atau , dengan 

mengambil  atau , di mana  Kemudian 

dapat dinyatakan  atau  Jadi terbukti  atau , 

 ideal prima dalam .  

Ambil sebarang ideal H dalam R sedemikian sehingga .2 IH   

Selanjutnya ambil sebarang .Hx  Maka .22 IHxxx   

Jadi .2 Ix   Maka 
2x  dapat dinyatakan sebagai yx 22  , .Ry  

Dengan kata lain 
2x  merupakan bilangan genap positif atau .0  Jadi 

x  pasti bilangan genap positif. Berarti x  dapat dinyatakan sebagai 

,2zx  .Rz  Dengan kata lain .Ix  Maka .IH   Jadi terbukti 

bahwa I ideal semiprima dalam .R                                                  

2.4 -semiring 

 -semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan 

dengan operasi ternari. Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh 

yang berkaitan dengan  -semiring. 

Definisi 2.4.1 (Dutta dan Sardar, 2000) 

Misalkan S  dan  adalah semigrup komutatif terhadap operasi 

penjumlahan yang sama. Maka S  disebut  -semiring jika terdapat 

pemetaan 

 

, untuk setiap  

dan untuk setiap , yang memenuhi aksioma-aksioma: 

1.  

2.  
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3.  

4. , untuk setiap  dan untuk setiap 

. 

Definisi 2.4.2 (Rao, 1995) 

Suatu  -semiring S  dikatakan komutatif jika , untuk 

setiap Sba    ,   dan untuk setiap     . 

Contoh 2.4.3 

Himpunan  dan . Maka  adalah 

semiring jika terdapat pemetaan 

 

Bukti: 

Diketahui  dan  adalah semigrup komutatif atas penjumlahan 

menurut Contoh 2.2.2. Tinggal membuktikan  adalah semiring. 

Kemudian bentuk pemetaan , yaitu 

 

 

Akan ditunjukkan  memenuhi aksioma-aksioma semiring pada 

Definisi 2.4.1. 

Ambil sebarang  dan , maka dapat dinyatakan 

 dan  di mana 

, sehingga 

1.  

 

 

Misalkan  di mana  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh: . 

2.  
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Misalkan  di mana  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh: . 

3.  

 

 

Misalkan  di mana  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh: . 

4.  

 

 

 

 

 

Sehingga diperoleh: . 

Karena  dan  semigrup komutatif terhadap operasi penjumlahan 

dan terdapat pemetaan  yang memenuhi aksioma-

aksioma  -semiring maka terbukti  adalah semiring.               

Lemma 2.4.4 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring dan   adalah sebarang himpunan tak 

kosong. Didefinisikan pemetaan SSS         dengan abba    , 

untuk setiap Sba    ,  , dan untuk setiap     . Maka S  adalah  -

semiring. 
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Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang Scba    , ,   dan    ,  . 

1. Karena  adalah semiring sehingga sudah jelas bahwa ) ,( S  

adalah semigrup komutatif (Definisi 2.3.1). 

2. Dari definisi pemetaan jelas Sabba      . 

)  (  )  ( cbacba     (definisi pemetaan) 

acab       (distributif) 

caba         (definisi pemetaan) 

 

3. cbacba )  (  )  (      (definisi pemetaan) 

 cac b       (distributif) 

 cbca         (definisi pemetaan) 

4.                                (dimana ) 

    (definisi pemetaan) 

          (definisi pemetaan )   

5. Selanjutnya, cabcba  )(  )(    (definisi pemetaan) 

)( cba    (asosiatif) 

)( bca   (definisi pemetaan) 

cab)(    (asosiatif) 

  (definisi pemetaan) 

)( bca   (asosiatif) 

)( cba    (definisi pemetaan) 

Dari kelima bukti di atas, terbukti bahwa S  adalah  -semiring.     

Definisi 2.4.5 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah  -semiring dan T  subset tak kosong dari S . 

Maka T  disebut sub -semiring dari S  jika T  adalah subsemigrup 

dari ) ,( S  dan Tba    , untuk setiap Tba    ,   dan untuk setiap

    , atau dengan kata lain TTT    . 

Contoh 2.4.6 

 adalah sub -semiring dari  -semiring 

 dan . 

cba )( 
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Bukti: 

Diketahui , akan dibuktikan  merupakan sub -semiring. 

Menurut Contoh 2.2.9  merupakan subsemigrup dari . 

Kemudian cukup dibuktikan Tba    , untuk setiap Tba    ,  . Ambil 

sebarang  dan , sehingga dapat dinyatakan 

 dan  di mana , sehingga 

 

 

karena , sehingga , di mana , 

 

Jadi, terbukti  merupakan sub -semiring dari  -semiring .        

Definisi 2.4.7 (Rao, 1995) 

Sebuah himpunan bagian  dari semiring  adalah ideal kanan 

(kiri) dari  jika  adalah subsemigrup atas penjumlahan dari  dan 

. Jika  adalah ideal kanan dan kiri dari  maka  

adalah ideal dua sisi atau biasa disebut ideal dari . 

Contoh 2.4.8 

 adalah ideal dua sisi dari  -semiring 

 dan . 

Bukti: 

Diketahui , akan dibuktikan  adalah ideal dua sisi dari 

semiring . Menurut Contoh 2.4.6 diketahui  merupakan 

subsemigrup dari . Kemudian cukup dibuktikan , 

untuk setiap  dan . Ambil sebarang  

dan , sehingga dapat dinyatakan  dan  

di mana . Untuk ideal kanan 

 

 

karena , sehingga   

, di mana  

Jadi, terbukti . Untuk ideal kiri 

 

 

karena , sehingga   

, di mana  

 Jadi, terbukti .  
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Karena  adalah ideal kanan dan ideal kiri dari  -semiring  

sehingga  adalah ideal dua sisi dari  -semiring .                          

2.5 Semiring Operator Kiri dari Semiring 

Semiring operator kiri adalah suatu struktur aljabar yang 

berkaitan dengan semiring. Pada bagian ini diberikan definisi 

yang berkaitan dengan Semiring operator kiri. 

Definisi 2.5.1 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring dan  merupakan semigrup 

komutatif bebas terhadap penjumlahan yang dibangun oleh . 

Didefinisikan relasi  atas  sebagai berikut: 

 

untuk setiap ,  maka relasi  disebut 

kongruen pada . Kemudian kelas kongruen yang memuat 

 dinotasikan  

 

Maka  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan. 

Contoh 2.5.2 

Misalkan semiring  dan , 

 di mana . Maka 

 adalah semigrup komutatif bebas yang dibangun oleh 

 

jika  merupakan semigrup terhadap operasi penjumlahan. 

Definsi 2.5.3 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  suatu semiring, di mana merupakan semigrup 

komutatif  bebas terhadap penjumlahan dibangun oleh  dan 

relasi  kongruen pada , dengan operasi penjumlahan didefinisikan 

sebagai berikut 

 dan ,  

kemudian untuk pergandaan didefinisikan sebagai berikut 
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untuk setiap  dan untuk setiap .  

dinotasikan dengan , yaitu semiring operator kiri dari semiring 

, yaitu 

 

 

Untuk  dan , dinotasikan  adalah himpunan 

dari semua jumlah berhingga , di mana  dan 

. Jadi pada kenyataannya . Untuk lebih 

sederhananya  dinyatakan dengan . Untuk  

dedefinisikan 

 

kemudian untuk  didefinisikan  

 

Di mana  merupakan himpunan dari semua jumlah 

berhingga , di mana . 

Lemma 2.5.4 (Dutta dan Sardar, 2002) 

 jika dan hanya jika , untuk setiap , di 

mana  dan . 

Bukti: 

 Diketahui: . Akan dibuktikan: . Ambil 

 . 

 

Ambil m=1 maka  dan  maka  

 Karena  dan   Maka . 

 

 Diketahui , untuk setiap . Akan dibuktikan 

. Diketahui bahwa  adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan sehingga jika terdapat  maka  

sedemikian sehingga , di mana  
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jika terdapat  maka  sedemikian 

sehingga , di mana  

 

kemudian jika terdapat  maka  

sedemikian sehingga , di mana  

 

Sehingga 

 

Diketahui juga  sehingga  

 

Karena  dan  untuk setiap  maka jelas bahwa 

.                                                                                           

Lemma 2.5.5 (Dutta dan Sardar, 2002) 

 jika dan hanya jika  untuk setiap 

 di mana  dan . 

Bukti: 

 Diketahui . Akan dibuktikan: , 

untuk setiap . Diketahui  merupakan himpunan 

dari semua jumlah berhingga , di mana , maka 

 

karena , sehingga 

 

Ambil  maka , di mana  dan  

maka . 
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 Diketahui , untuk setiap . akan dibuktikan: 

 

, di mana . 

, di mana . 

Jadi, 

 

Dan diketahui juga bahwa  adalah himpunan dari 

semua jumlah berhingga , sehingga 

 

Jadi, terbukti .                                                     

Definisi 2.5.6 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring. Jika terdapat elemen  maka  

disebut elemen nol dari semiring  sedemikian sehingga 

 dan  untuk setiap  dan untuk setiap . 

Lemma 2.5.7 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring dengan elemen nol dan  merupakan 

semiring operator kiri. Maka untuk setiap ,  adalah 

elemen nol dari . 

Bukti: 

Ambil sebarang , untuk setiap  dan untuk 

setiap . Diberikan  adalah semiring  dengan elemen nol 

maka terdapat elemen  sedemikian sehingga  dan 

 untuk setiap  dan untuk setiap . Karena  

adalah semiring  menurut Definisi 2.4.1, maka  adalah semigrup 

komutatif terhadap penjumlahan. Ambil sebarang 

, karena  adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan maka bersifat tertutup atas operasi penjumlahan, 

sehingga . 
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Karena  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan maka 

bersifat tertutup, sehingga 

 

 

 

 

 

Karena  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan maka 

bersifat tertutup, sehingga 
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Dari (i), (ii), dan (iii) menurut Definisi 2.5.6 maka  adalah 

elemen nol dari semiring operator kiri  .                                          

Definisi 2.5.8 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring dan  merupakan semiring operator 

kiri dari . Jika terdapat elemen , sedemikian 

sehingga 

 

Untuk setiap , maka  dikatakan mempunyai elemen satuan kiri 

. 

Proposisi 2.5.9 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring dan  merupakan semiring operator 

kiri dari . Jika  adalah elemen satuan kiri dari , maka 

 adalah elemen satuan dari . 

Bukti: 

Diberikan  adalah elemen satuan kiri dari , maka  

 

(dari Definisi 2.5.8). Akan dibuktikan  adalah elemen 

satuan dari . Maka harus dibuktikan bahwa  adalah 

elemen satuan kiri dan elemen satuan kanan dari . 

(i) Akan dibuktikan:  adalah elemen satuan kiri dari . 

Ambil sebarang , sehingga  

 

Karena  adalah elemen satuan kiri dari  dan untuk 

setiap , maka .  

Jadi,  
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Terbukti  adalah elemen satuan kiri dari . 

(ii) Akan dibuktikan:  adalah elemen satuan kanan dari 

. Ambil sebarang , sehingga  

 

 

Karena  adalah elemen satuan kiri dari  dan , 

maka  

 

 

Dengan hukum kanselasi maka diperoleh 

 

Terbukti  adalah elemen satuan kanan dari . Dari (i) dan 

(ii) maka terbukti bahwa  adalah elemen satuan dari .                                                                   

Teorema 2.5.10 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring dengan elemen identitas dan elemen 

nol. Jika  adalah semiring komutatif, maka  semiring operator 

kiri yang komutatif. 

Bukti: 

Diberikan  adalah semiring komutatif. Maka , untuk 

setiap Sba    ,   dan untuk setiap     .Akan dibuktikan  semiring 

operator kiri adalah komutatif.  
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Ambil , maka  

 

 

 

 

 

 

 

 

Dengan hukum kanselasi maka diperoleh 

 

 

Jadi, terbukti  semiring operator kiri dari semiring  adalah 

komutatif.                                                                                            
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 

Pada bab ini akan dibahas tentang definisi-definisi dan 

teorema-teorema dari ideal semiprima dari semiring yang 

dipelajari melalui semiring operator kiri dari semiring beserta 

buktinya. 

3.1 Ideal Semiring Operator kiri dari semiring 

Ideal  dari semiring operator kiri dari semiring  adalah 

subset dari semiring operator kiri  yang memenuhi sifat ideal dalam 

semiring. Kemudian pada bagian ini akan diberikan proposisi-

proposisi tentang keterkaitan ideal dari semiring operator kiri dan 

ideal dari semiring . 

Proposisi 3.1.1(Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring,  merupakan semiring operator kiri 

dari  dan untuk  didefinisikan 

 

(i) Jika  adalah ideal kanan (kiri) dari , maka  adalah ideal 

kanan (kiri) dari . 

(ii) Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari . 

 

Bukti:  

(i) a) Akan dibuktikan:  adalah ideal kanan dari . 

- Misalkan  adalah ideal kanan dari , maka  untuk 

setiap , sehingga . Jadi,  tak kosong. 

 

- Misal , maka  dan menurut Lemma 

2.5.4, , untuk setiap . Kemudian 

 

untuk setiap . Sehingga  

 

- Misal , maka , untuk setiap . Karena 

 ideal kanan dari  dan , maka , 

untuk setiap  dan . Sehingga . Dan 

ini mengakibatkan ,  karena itu  

adalah ideal kanan dari . 
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b) Akan dibuktikan:  adalah ideal kiri dari . 

- Misalkan  adalah ideal kiri dari , Maka  untuk 

setiap . Sehingga . Jadi  tak kosong. 

 

- Misal , maka  dan menurut Lemma 

2.5.4, , untuk setiap . Kemudian                                                            

 

untuk setiap . Sehingga  

 

- Misal , maka , untuk setiap . Karena 

 ideal kiri dari dan , maka , 

untuk setiap  dan . Sehingga . 

Dan ini mengakibatkan ,  karena itu  

adalah ideal kiri dari . 

 

(ii)  Akan dibuktikan:  adalah ideal dari , yaitu  adalah ideal 

kanan dan kiri dari  adalah ideal dari , maka  adalah ideal 

kanan dan ideal kiri dari . Jadi jika  ideal kanan maka  

memiliki ideal kanan dan jika  ideal kiri maka  memiliki ideal 

kiri di  (Proposisi 3.1.1(i)). Jadi,  adalah ideal dari .            

              

Proposisi 3.1.2 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah semiring,  merupakan semiring operator kiri 

dari  dan untuk  didefinisikan 

 

(i) Jika  adalah ideal kanan (kiri) dari , maka adalah ideal 

kanan (kiri) dari .  

(ii)  Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari . 

 

Bukti: 

(i) a) Akan dibuktikan:  adalah ideal kanan dari . 

- Misalkan  adalah ideal kanan dari , Maka  berarti 

, untuk setiap  dan untuk setiap , 

sehingga . Jadi,  tak kosong. 
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- Misal . Akan dibuktikan 

 

Ambil  dan  maka menurut Lemma 

2.5.5 untuk setiap  dan 

untuk setiap . Kemudian karena  ideal kanan dari , 

sehingga 

 

 

sehingga mengakibatkan 

 

 

- Ambil  dan . Akan 

dibuktikan 

 

Ambil  maka menurut Lemma 2.5.5 

untuk setiap . Kemudian karena  sehingga 

. Ini mengakibatkan , untuk 

setiap . Sehingga 

 

 

 

Jadi,  adalah ideal kanan dari . 

 

 



 32 

b) Akan dibuktikan:  adalah ideal kiri dari . 

- Misalkan  adalah ideal kiri dari , Maka  berarti 

, untuk setiap  dan untuk setiap , 

sehingga . Jadi,  tak kosong. 

 

- Misal . Akan dibuktikan 

 

Ambil  dan  maka menurut Lemma 

2.5.5 untuk setiap  dan 

untuk setiap . Kemudian karena  ideal kanan dari , 

maka 

 

 

sehingga mengakibatkan 

 

- Ambil  dan . Akan 

dibuktikan 

 

Ambil  maka menurut Lemma 2.5.4 

. Kemudian karena  maka . Ini 

mengakibatkan , untuk setiap . Sehingga 

 

 

Jadi,  adalah ideal kiri dari . 
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(ii) Akan dibuktikan:  adalah ideal dari , yaitu  adalah ideal 

kanan dan kiri dari  adalah ideal dari , maka  adalah ideal 

kanan dan ideal kiri dari . Jadi jika  ideal kanan maka  

memiliki ideal kanan dan jika  ideal kiri maka  memiliki 

ideal kiri di  (Proposisi 3.1.2(i)). Jadi  adalah ideal dari .                                             

3.2 Ideal Prima 

Pada definisi berikut ini akan diperkenalkan suatu ideal 

prima dari semiring dan membahasnya melalui semiring operator 

kiri dari .  

Definisi 3.2.1 (Dutta dan Sardar, 2000) 

Misalkan  adalah semiring. Suatu ideal  dari  dikatakan 

prima jika untuk sebarang ideal  dan  dari ,  maka 

 atau . 

Contoh 3.2.2 

 adalah ideal prima dari  -semiring 

 dan .  

Bukti: 

Diketahui , akan dibuktikan  adalah ideal prima 

dari semiring . Menurut Contoh 2.4.8  adalah ideal dua sisi 

dari . Selanjutnya ambil sebarang ideal  dan  dari  sedemikian 

sehingga . Selanjutnya ambil sebarang  dan 

, maka , sehingga . Kemudian 

perkalian tersebut dapat dinyatakan , . Dengan kata 

lain  adalah bilangan genap positif. Kemudian karena  

sehingga  atau , dengan mengambil 

 atau , di mana  Kemudian dapat dinyatakan 

 atau  Jadi terbukti  atau  sehingga  

atau . Jadi,  ideal prima dari  -semiring .                                                                              

 

Lemma 3.2.3 (Dutta dan Sardar, 2000) 

Misalkan  adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri dari . Jika  adalah suatu ideal prima dari  maka  

adalah suatu ideal prima dari . 
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Bukti: 

Diketahui  adalah suatu semiring dan  semiring operator kiri 

dari , dan didefinisikan 

 

 Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari  (Proposisi 

3.1.1). Diberikan  adalah ideal prima dari . Akan dibuktikan  

adalah suatu ideal prima dari . Misalkan   di mana  dan 

 adalah sebarang ideal dari . Karena  maka  dapat 

dinyatakan dalam bentuk:  

 

untuk setiap  sehingga . Karena 

 maka  (berdasarkan sifat perkalian 

pada ). Karena  adalah ideal prima dari semiring operator kiri  

(dari Definisi 2.3.11) maka diperoleh  atau  

sehingga  atau . Dapat dilihat jika  maka 

 atau . Jadi,  adalah ideal prima dari .                 

Lemma 3.2.4 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Jika  adalah suatu ideal prima dari suatu semiring  maka 

adalah ideal prima dari semiring operator kiri . 

 

Bukti: 

Didefinisikan 

 

Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari  (Proposisi 

3.1.2). Diberikan  adalah ideal prima dari . Akan dibuktikan  

adalah suatu ideal prima dari . Misalkan di 

mana  dan  adalah sebarang ideal dari . Akan ditunjukkan 

 atau . Langkah pertama akan dibuktikan 

Ambil sebarang  maka  

 

untuk setiap  dan untuk setiap  

 

 

karena  ideal dari  (dari Definisi 2.4.7), sehingga . 

Sekarang misal  maka . Jadi dapat ditulis 
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untuk setiap  dan untuk setiap . Jadi, terbukti 

bahwa  sehingga . Kemudian karena  

dan  maka  

sehingga  

 

 

karena  adalah ideal prima dari  menurut Definisi 3.2.1 diperoleh 

 atau  sehingga  atau (dari definisi 

). Dapat dilihat jika  maka  atau . 

Jadi,  adalah ideal prima dari .                                                    

 

Teorema 3.2.5 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri dari . Maka terdapat suatu pemetaan isomorfik 

 diantara semua himpunan ideal prima dari  dan semua 

himpunan ideal prima dari , dimana  adalah ideal prima dari . 

Bukti: 

Diberikan  adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri. Didefinisikan  

 

Menurut Lemma 2.5.5 , kemudian didefinisikan 

pemetaan 

 

 

 

(i) Akan dibuktikan  adalah pemetaan 

Diketahui untuk setiap  dan 

untuk setiap , ambil 
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Menurut Lemma 2.5.5, maka 

 

Dengan hukum kanselasi maka didapat 

 

 

Jadi, terbukti  adalah pemetaan. 

 

(ii) Akan dibuktikan  adalah injektif 

Diketahui , untuk setiap 

 dan untuk setiap , ambil 

 

 

 

 

Menurut Lemma 2.5.5 maka 

 

Jadi, terbukti  adalah injektif. 

 

(iii) Akan dibuktikan  adalah surjektif. 

Diketahui menentukan . Sehingga 

 

Jadi,  surjektif. 
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(iv) Akan dibuktikan  adalah homomorfisma 

Diketahui , untuk setiap  dan 

untuk setiap . 

 

 

dengan mengambil  

 

maka 

 

 

 

sehingga 

 

 

Selanjutnya 

 

karena  adalah semiring, ambil  sehingga  

dan  sifat tertutup pada semigrup, maka 
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sehingga 

 

 

 

Jadi, terbukti  adalah homomorfisma. 

Kemudian karena  pemetaan yang injektif, surjektif dan 

homomorfisma maka  adalah pemetaan yang isomorfik.                 

 

3.3 Ideal Semiprima 
Pada definisi berikut ini akan diperkenalkan suatu ideal 

semiprima dari semiring dan membahasnya melalui semiring 

operator kiri dari .  

Definisi 3.3.1 (Dutta dan Sardar, 2000) 

Misalkan  adalah semiring. Suatu ideal  dari  dikatakan 

semiprima jika untuk sebarang ideal  dari ,  maka 

. 

Contoh 3.3.2 

 adalah ideal semiprima dari  -semiring 

 dan .  

Bukti: 

Diketahui , akan dibuktikan  adalah ideal 

semiprima dari semiring . Menurut Contoh 2.4.8  adalah ideal 

dua sisi dari . Selanjutnya ambil sebarang ideal  dari  sedemikian 

sehingga . Selanjutnya ambil sebarang  dan , 
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maka , sehingga . Kemudian pergandaan 

tersebut dapat dinyatakan , di mana . Dengan kata 

lain  adalah bilangan genap positif. Kemudian karena , 

sehingga , di mana . Dengan kata lain , sehingga 

. Jadi,  ideal semiprima dari  -semiring .                                                                

 

Lemma 3.3.3 (Dutta dan Sardar, 2000) 

Misalkan  adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri dari . Jika  adalah suatu ideal semiprima dari  maka 

 adalah suatu ideal semiprima dari . 

Bukti: 

Diketahui  adalah semiring dan  semiring operator kiri dari . 

Dan didefinisikan  

 

Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari  (Proposisi 

3.1.1). Diberikan  adalah ideal semiprima dari . Akan dibuktikan 

 adalah suatu ideal semiprima dari . Misalkan  di 

mana  adalah ideal dari . Karena  maka  dapat 

ditulis dalam bentuk: 

 

untuk setiap  sehingga . Karena 

 sehingga  (berdasarkan sifat perkalian 

pada ). Karena  adalah ideal semiprima dari  menurut Definisi 

2.3.12 diperoleh  sehingga . Dapat dilihat jika 

 maka  Jadi,  adalah ideal semiprima dari .   

 

Lemma 3.3.4 (Dutta dn Sardar, 2000) 

Jika  adalah suatu ideal semiprima dari suatu semiring  maka 

adalah ideal semiprima dari semiring operator kiri . 

Bukti: 

Didefinisikan 

 

Jika  adalah ideal dari , maka  adalah ideal dari  (Proposisi 

3.1.2). Diberikan  adalah ideal semiprima dari . Akan dibuktikan 

 adalah suatu ideal semiprima dari . Misalkan 
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di mana  adalah sebarang ideal dari . Akan ditunjukkan 

 Langkah pertama akan dibuktikan  Ambil 

sebarang  maka  

 

untuk setiap  dan untuk setiap  

 

 

karena  adalah ideal pada  (dari Definisi 2.4.7), sehingga 

. Sekarang misalkan  maka . Jadi, dapat 

ditulis  

 

 

 untuk setiap  dan untuk setiap . Jadi, terbukti 

bahwa  sehingga . Kemudian karena  dan 

 sehingga  

sehingga  

 

                                                                

karena  adalah ideal semiprima pada  menurut Definisi 3.3.1 

diperoleh  sehingga  (dari definisi ). Dapat 

dilihat jika  maka   

Jadi,  adalah ideal semiprima dari .                                            

 

Teorema 3.3.5 (Dutta dan Sardar, 2002) 

Misalkan  adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri dari . Maka terdapat suatu pemetaan isomorfik 

 diantara semua himpunan ideal semiprima dari  dan 

semua himpunan ideal semiprima dari , dimana  adalah ideal 

semiprima dari . 

Bukti: 

Diberikan  adalah suatu semiring dan  merupakan semiring 

operator kiri. Didefinisikan  

 

Menurut Lemma 2.5.5 , kemudian didefinisikan 

pemetaan 
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(i) Akan dibuktikan  adalah pemetaan  

Diketahui untuk setiap  dan 

untuk setiap , ambil 

 

menurut Lemma 2.5.5, maka 

 

Dengan hukum kanselasi maka didapat 

 

 

Jadi, terbukti  adalah pemetaan. 

(ii) Akan dibuktikan  adalah injektif 

Diketahui , untuk setiap 

 dan untuk setiap , ambil 

 

 

 

Menurut Lemma 2.5.5 maka 

 

Jadi, terbukti  adalah injektif. 
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(iii) Akan dibuktikan  adalah surjektif. 

Diketahui menentukan . Sehingga 

 

Jadi,  surjektif. 

 

(iv) Akan dibuktikan  adalah homomorfisma 

Diketahui , untuk setiap  dan 

untuk setiap . 

 

 

dengan mengambil  

 

 maka 

 

 

 

sehingga 
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Selanjutnya 

 

karena  adalah semiring, ambil  sehingga  

dan  sifat tertutup pada semigrup, maka 

 

 

sehingga 

 

 

 

Jadi, terbukti  adalah homomorfisma. 

Kemudian karena  pemetaan yang injektif, surjektif dan 

homomorfisma maka  adalah pemetaan yang isomorfik.                 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 

4.1 Kesimpulan 

 

Dari hasil pembahasan di atas dapat diambil kesimpulan: 

1. Jika  adalah suatu ideal prima (ideal semiprima) dari  semiring 

operator kiri  maka  adalah suatu ideal prima (ideal 

semiprima) dari  semiring . Jika  adalah suatu ideal prima 

(ideal semiprima) dari suatu semiring  maka  adalah 

ideal prima (ideal semiprima)  dari semiring operator kiri  

2. Misalkan  adalah -semiring  semiring operator kiri dari , 

maka terdapat suatu pemetaan isomorfik  antara 

semua himpunan ideal prima (ideal semiprima) dari  dan semua 

himpunan ideal prima (ideal semiprima) dari . 
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