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IDEAL PRIMA DAN IDEAL SEMIPRIMA DARI
I'-SEMIRING

ABSTRAK

Konsep I'-semiring telah diperkenalkan oleh Rao (1995).
Skripsi ini memperkenalkan konsep ideal prima dan ideal semiprima
dari T"-semiring yang dipelajari melalui semiring operator kiri dari
I'-semiring. Misalkan S adalah T'-semiring dan L semiring operator
kiri. Jika P adalah ideal prima (semiprima) dari semiring operator
kiri L maka P* adalah ideal prima (semiprima) dari I'-semiring S.
Kemudian, jika @ adalah ideal prima (semiprima) dari I"-semiring S
maka Q*' adalah ideal prima (semiprima) dari semiring operator kiri
L. Selanjutnya, misalkan S adalah T-semiring L semiring operator
kiri, maka terdapat suatu pemetaan isomorfik 6 : Q — Q+' diantara
semua himpunan ideal prima (semiprima) dari S dan semua
himpunan ideal prima (semiprima) dari L.

Kata kunci : I'-semiring, semiring operator kiri, ideal prima, ideal
semiprima, isomorfik.
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PRIME IDEAL AND SEMIPRIME IDEAL OF
I' -SEMIRING

ABSTRACT

The concept of a I'-semirings was introduced by Rao (1995).
This final project introduces the concept of a prime ideal and
semiprime ideal of I'-semirings and study them via left operator
semirings of I'-semiring. Let S is a '-semirings and L left operator
semirings. If P is a prime (semiprime) ideal of left operator
semirings L, then P* is also prime (semiprime) ideal of I'-semirings
S. Moreover, if Q is a prime (semiprime) of I'-semirings S, then Q'
is prime (semiprime) ideal of left operator semirings L. Furthermore,
let S is a I'-semirings and L left operator semirings, then there exist
an isomorphics mapping 8 : Q — Q+' between the set of all prime
(semiprime) ideals of I'-semirings S and the set of all prime
(semiprime) ideals of left operator semirings L.

Keywords : TI-semirings, left operator semirings, prime ideal,
semiprime ideal, isomorphics.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar atau sistem aljabar merupakan himpunan tak
kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi binari pada
himpunan tersebut. Suatu struktur aljabar dimana operasi binarinya
memenuhi sifat-sifat tertentu adalah semigrup, grup, semiring, ring,
modul, dan sebagainya.

Struktur aljabar yang paling sederhana adalah semigrup.
Semigrup adalah suatu himpunan tidak kosong yang hanya
dilengkapi dengan satu operasi binari saja dan memenuhi sifat
ketertutupan dan keasosiatifan. Seperti halnya semigrup, grup juga
merupakan suatu struktur aljabar yang hanya dilengkapi dengan satu
operasi binari. Aksioma-aksioma yang berlaku pada grup adalah
sama dengan aksioma-aksioma yang berlaku pada semigrup tetapi
harus memiliki elemen identitas dan setiap elemennya memiliki
invers. Jadi dengan kata lain grup merupakan semigrup yang
memiliki elemen identitas dan setiap elemennya memiliki invers.

Selanjutnya, terdapat struktur aljabar yang dinamakan ring.
Ring merupakan perluasan dari konsep grup dengan dua operasi
binari, yaitu penjumlahan dan perkalian. Konsep struktur aljabar
yang lebih sederhana dari ring adalah semiring. Selain itu juga
terdapat suatu ideal yang merupakan subset dari semiring atau ring.
Ada dua macam ideal, yaitu ideal kiri dan ideal kanan. Suatu ideal
disebut ideal dua sisi jika ideal tersebut merupakan ideal kiri dan
juga merupakan ideal kanan. Namun jika ideal tersebut merupakan
ideal kanan saja atau ideal Kiri saja maka disebut ideal satu sisi.

Struktur aljabar selalu mengalami perkembangan sehingga
memungkinkan munculnya teori-teori dan konsep-konsep baru di
dalamnya. Rao (1995) telah memberikan konsep I'-semiring.

Selanjutnya, pada skripsi ini akan dibahas definisi dan teorema dari
ideal prima dan ideal semiprima dari I'-semiring yang dipelajari

melalui semiring operator Kkiri dari T-semiring, beserta bukti-
buktinya.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah
dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi ideal prima dan ideal
semiprima dari T'-semiring dan teorema-teorema yang berkaitan

dengan ideal prima dan ideal semiprima dari I'-semiring yang
dipelajari melalui semiring operator Kiri dari I'-semiring, beserta
bukti-buktinya.

1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini hanya akan dipelajari definisi-definisi dan
teorema-teorema ideal prima dan ideal semiprima dari I'-semiring

yang dipelajari melalui semiring operator kiri dari I'-semiring,
beserta bukti-buktinya, dan tidak dibandingkan dengan struktur
aljabar yang lain.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas beberapa
definisi, serta membuktikan teorema-teorema tentang ideal prima dan
ideal semiprima dari T'-semiring yang dipelajari melalui semiring
operator kiri dari I'-semiring.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk
membantu memahami materi yang dibahas dan juga digunakan
sebagai acuan dalam bab pembahasan.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen dari suatu himpunan
tak kosong dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian,
atau keduanya yang dikenal dengan operasi, salah satu contohnya
adalah operasi binari atau operasi ternari. Berikut akan diberikan
definisi tentang relasi, pemetaan, operasi binari dan operasi ternari.

Definisi 2.1.1 (Bhattacharya, dkk., 1990)
Misalkan A dan B adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan
terurut (x,y), dengan x € A dan y € B, disebut hasil kali kartesian
(cartesian product) dari A dan B, dinyatakan

AXB={(x,y)|x € A,y € B}.

Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, 1990)

Misalkan himpunan tak kosong A dan B, dan p adalah subset dari
A X B, maka p disebut relasi dari A ke B. Jika (x,y) € p, maka x
dikatakan berelasi dengan y diberi notasi xpy. Kemudian relasi dari
A ke A disebut relasi pada A (atau di dalam A).

Definisi 2.1.3 (Bhattacharya, 1990)

Misalkan p relasi pada himpunan X, p memenubhi:

(1) p refleksif jika xpx, untuk setiap x € X,

(ii) p simetris jika xpy maka ypx, untuk setiap x,y € X,

(iii) p antisimetris jika xpy dan ypx maka x =y, untuk setiap
X,y € X,

(iv) p transitif jika xpy dan ypz maka xpz, untuk setiap x, y, z € X.

Jika p refleksif, simetris, dan trasitrif maka p disebut relasi ekivalen
pada X.



Definisi 2.1.4 (Bhatacharya, 1990)
Misalkan p adalah relasi ekivalen pada himpunan X dan a € X.
Himpunan semua elemen X yang berada dalam relasi p ke a disebut
kelas ekivalen dari a di bawah p dan diberi notasi C,. Dalam notasi
himpunan, dapat dinyatakan sebagai berikut:

C, = {x € X|xpa}
Selanjutnya himpunan semua kelas-kelas ekivalen dari p di X disebut
quotient dari X oleh p dan ditulis X/p. Dalam bentuk notasi
himpunan, X /p dinyatakan sebagai berikut:

X/p ={C4la € X}.

Definisi 2.1.5 (Bhatacharya, 1990)

Suatu relasi f dari A ke B disebut pemetaan dari A ke B jika untuk
setiap X € A mempunyai kawan tepat satu y € B (y disebut image x
dibawah relasi f). f adalah pemetaan dari A ke B, ditulis:

f:A—>BatauA£>B.

Definsi 2.1.6 (Bhattacharya, 1990)
Suatu pemetaan f : A —» B adalah
1. Injektif (1-1) jika untuk setiap x;, x, € A maka
fx) = fxz) = X1 =x atauxq # x; = f(xq) # f(x2)
2. Surjektif jika untuk setiap y € B maka y = f(x), untuk suatu
X €EA
Suatu pemetaan yang bersifat injektif dan surjektif disebut bijektif.
Jika f:A-> B adalah pemetaan yang bijektif, maka dapat
dinyatakan dengan f: A = B.

Definisi 2.1.7 (Bhattacharya, 1990)
Misalkan S adalah suatu himpunan tak kosong. Suatu operasi binari
* pada himpunan S adalah pemetaan setiap pasangan terurut
(a,b) e SxS ke a*b e S. Ditulis dalam bentuk notasi:
#*:SxS —>S
(a,b) > =(a,b) =a=b.



Definisi 2.1.8 (Bhattacharya, 1990)
Untuk suatu bilangan bulat positif n, pemetaan f :S" — S, di

mana S" =S xS x---xS (n faktor ) disebut operasi n-ari pada S.
Jikan =1 maka pemetaan u:S — S disebut operasi unari dan jika
n = 2 maka pemetaan u:S xS — S disebut operasi binari dan jika
n = 3maka pemetaan U :S xS xS — S disebut operasi ternari, dan
seterunya.

2.2 Semigrup

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling
sederhana. Semigrup merupakan suatu himpunan tak kosong yang di
dalamnya memiliki satu operasi binari dan memenuhi syarat-syarat
tertentu. Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengan
semigrup akan diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.1(Whitelaw, 1995)
Misalkan M himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan
operasi binari . (M,*) disebut semigrup jika dan hanya jika:

1. (M,*) tertutup : a * b € M, untuk setiap a, b € M, dan
2. (M,*) berlaku sifat assosiatif : (a*b)*c = a* (b *c), untuk
setiap a, b,c € M.

Contoh 2.2.2
Diberikan suatu himpunan R = {n|n € Z*}. Maka (R, +) dengan +

adalah operasi penjumlahan biasa merupakan semigrup.

Bukti:
1. Ambil sebarang a, b € R. Akan dibuktikan a + b € R.
a,b € R maka dapat dinyatakan a =n,; dan b =n, di mana
ny,n, € Z*, sehingga
a+b=n;+n,
= k,dimanak € Z*
Jadi, R tertutup terhadap operasi penjumlahan.

2. Ambil sebarang a, b, c € R. Akan dibuktikan assosiatif
a, b, c € R maka dapat dinyatakan a = n;, b = n, dan ¢ = n5 di
mana n,, n,,n; € Z*, sehingga



D@a+b)+c=Mn +ny)+n;
= (1 +n; +n3)

i)a+ (b+c)=n(n, +n3)
=n; + (n; +n3)
= (n, +ny +n3)

Dari i) dan ii) maka (a+b) +c=a+ (b + c¢). Jadi, R terbukti
assosiatif. Dari 1 dan 2 maka terbukti R adalah semigrup. u

Berikut ini diberikan beberapa definisi serta contoh
mengenai semigrup komutatif, semigrup dengan elemen identitas,
dan subsemigrup.

Definisi 2.2.3 (Kandasamy, 2002)
Jika dalam semigrup (M,x) berlaku a*b = b * a, untuk setiap
a,b € M maka (M,*) disebut semigrup komutatif.

Contoh 2.2.4
Dari contoh 2.2.2 diketahui (R,+) merupakan semigrup. Akan
dibuktikan bahwa (R, +) semigrup komutatif.

Bukti :
Ambil sebarang a, b € R. Akan dibuktikan a + b = b + a,
a,b € R maka dapat dinyatakan a =n, dan b =n, di mana
n,,n, € Z*, sehingga

Da+b=n;+n,

id)b+a=n,+n
karena Z* bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan jadi,
n, + n; = n; + n, . Sehingga ii) dapat dinyatakan

b+a=n,+n;

= (n, +ny)

Dari i) dan ii) maka (R, +) semigrup komutatif. ]

Langkah-langkah pembuktian di atas juga berlaku untuk
himpunan I' = {3n|n € Z*} terhadap operasi penjumlahan. Sehingga
(T, +) merupakan semigrup komutatif.



Definisi 2.2.5 (Kandasamy, 2002)

Misalkan (M,*) suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas e
sedemikian sehingga e * a = a * e = a, untuk setiap a € M. Maka
(M,*) disebut semigrup dengan elemen identitas atau semigrup
monoid.

Elemen identitas pada suatu semigrup (M,+) biasanya
disebut elemen nol (zero element) dan dinotasikan dengan 0O
sedemikian sehingga memenuhi 0 + m = m + 0 = m, untuk setiap
m € M. Sedangkan pada suatu semigrup (M,-) disebut elemen
identitas (identity element) dan dinotasikan dengan 1 sedemikian
sehingga memenuhi 1 - m = m - 1 = m, untuk setiap m € M.

Teorema 2.2.6 (Whitelaw,1995)
Elemen identitas pada semigrup (M,*) adalah tunggal.

Bukti:

Misalkan (M,x) suatu semigrup. Andaikan e, f € M adalah elemen
identitas. Akan ditunjukkan bahwa e = f. Karena f merupakan
elemen identitas maka f * e = e * f = e. Karena e juga merupakan
elemen identitas makae  f = f * e = f. Dengan demikian e = f.
Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup monoid hanya mempunyai
elemen identitas yang tunggal. [

Definisi 2.2.7(Lipschutz, 1976)
Semigrup memenuhi hukum kanselasi kanan dan Kiri.

Definisi 2.2.8 (Whitelaw, 1995)

Misalkan (M,*) suatu semigrup dan H subset dari M. Maka H
disebut subsemigrup dari M jika dan hanya jika (H,*) suatu
semigrup.

Contoh 2.2.9

Misalkan H = {2n|n € Z*}, (H,+) merupakan subsemigrup dari
(Z*,+) karena H subset dari Z* dan (H, +) suatu semigrup.

Bukti:
Karena H € Z*, maka cukup dibuktikan (H, +) adalah semigrup.
1. Ambil sebarang a, b € H. Akan dibuktikan a + b € H,



a,b € H maka dapat dinyatakan a = 2n, dan b = 2n, di mana
ny,n, € Z%, sehingga
a+b=2n;+2n,
=2(ny +ny,)
dengan mengambil n; + n, = k, maka
=2k, dimanak € Z*
Jadi, H tertutup terhadap operasi penjumlahan.

2. Ambil sebarang a, b, c € H. Akan dibuktikan assosiatif
a,b,c € H maka dapat dinyatakan a = 2n,, b =3n, dan
¢ = 2n5 di manany,n,,ny € Z*, sehingga
i)(@a+b)+c=(2ny +2n,) + 2n,4
= (2ny + 2n, + 2n3)
ii)a+ (b+c)=2n,(2n, + 2n3)
= 2ny + (2n, + 2n3)
= (2n; + 2n, + 2n,)
Dari i) dan ii) maka (a+b) + c=a+ (b +c). Jadi, R terbukti
assosiatif. Dari 1 dan 2 maka terbukti H adalah semigrup, sehingga
H adalah subsemigrup dari Z*. n

Teorema 2.2.10 (Whitelaw,1995)

Misalkan H himpunan tak kosong dan H subset dari M di mana
(M, %) suatu semigrup. Maka (H, *) subsemigrup dari (M, *)
jika dan hanya jika H tertutup terhadap operasi * .

Bukti:

(=) Jelas, jika (H,*) subsemigrup dari (M, *) maka (H, *)
merupakan suatu semigrup. Berdasarkan Definisi 2.2.8 maka
H tertutup terhadap operasi * .

(<) Misalkan H tertutup terhadap operasi *. Karena (M, *)
suatu semigrup, maka berlaku: (a*b)*c=a*(b*c),
untuk setiap a, b, c € M. Selanjutnya karena H subset dari
M maka juga berlaku : (a*b) *c=a* (b *c), untuk setiap
a,b,ceH. Berdasarkan Definisi 2.1.1 maka (H,*)



merupakan  semigrup. Jadi, terbukti bahwa (H,*)
subsemigrup dari (M, *). n

Definisi 2.2.11 (Tero Harju,1996)

Misalkan M adalah semigrup dan p adalah relasi ekivalen pada M.

Maka pernyataan berikut benar:

(i) Jika xpy mengakibatkan (zx)p(zy) untuk setiap x,y,z € M,
maka p disebut kongruen kiri pada M.

(ii) Jika xpy mengakibatkan (xz)p(yz) untuk setiap x,y,z € M,
maka p disebut kongruen kanan pada M.

Jika p memenuhi kongruen kiri dan kongruen kanan pada semigrup

M, maka p disebut relasi kongruen pada semigrup M.

Teorema 2.1.12 (Tero Harju, 1996)
Relasi ekivalen p pada semigrup M disebut kongruen jika dan hanya
jika untuk setiap x4, x5, y1, ¥ € M memenuhi:

X1PY1

= (x1%2)p (01 Y2)
szYz} 1X2)P\YV1Y2

Bukti:
(=) Diketahui p adalah kongruen, x,py, dan x,py,. Akan

dibuktikan (x;x;)p(y1y2). Dari x;py; didapat (x1y2)p(y1y2),
sebab p kongruen kanan, sedangkan x,py, didapat (x;x,)p(x;y,)

sebab p kongruen kiri. Karena (x;x,)p(x,y,) dan (x;v,)p(y1¥2),
maka berdasarkan sifat transitif pada relasi p, didapat

(x122)p(V1Y2).

(<) Diketahui x;py; dan x,py, sehingga (xyx;)p(y1y2). Akan
dibuktikan p kongruen. Karena p relasi ekivalen, serta untuk x; py;
dan x,py, berlaku (x,x,)p(y,y,), maka berdasarkan sifat transitif
pada relasi ekivalen p, terdapat suatu x;,y, € M sehingga

(x1%2)p(x1y2) dan (x12)p(¥1Y2)

1. Karena x; py, berlaku (x;y,)p(y;v,), maka berdasarkan Definisi
2.2.11 (ii) disimpulkan kongruen kanan.

2. Karena x,py, berlaku (x;x,)p(x;y,), maka berdasarkan Definisi
2.2.11 (i) disimpulkan kongruen Kiri. ]



Definisi 2.2.13 (Tero Harju, 1996)
Misalkan p adalah relasi kongruen pada semigrup M dan x € M.
Himpunan semua elemen M yang berelasi dengan x oleh p, disebut
kelas kongruen dari p, ditulis M/p, dan disebut himpunan quotient
pada M oleh p. Dalam notasi himpunan dapat dinyatakan sebagai
berikut:

M/p = {xp|x € M}.

Teorema 2.2.14 (Burns, 2002)

Misalkan p adalah kongruen pada semigrup M dan operasi binari
"." pada himpunan quotient M/p didefinisikan xp - yp = (xy)p,
maka M /p adalah semigrup dan disebut semigrup quotient.

Bukti:
Akan dibuktikan pada M /p berlaku tertutup dan assosiatif.
(i) Jelas pada M /p berlaku tertutup, sebab xp - yp = (xy)p € M/p,

untuk setiap xp, yp € M/p.
(if)Selanjutnya akan ditunjukkan berlaku assosiatif pada M /p.
Ambil sebarang xp, yp,zp € M /p
xp - (p-zp) =xp- (yz)p
= (xO2)p
= ((x)z)p
= (xy)p - zp
= (xp-yp) - zp
Dengan kata lain, M/p memenuhi sifat assosiatif. Karena M/p
memenuhi sifat (i) dan (if) maka M /p semigrup. u

Definisi 2.2.15 (Grillet, 2001)

Pangkat adalah kasus khusus dari hasil kali. Jika a adalah elemen
dari semigrup M dan n adalah bilangan bulat positif maka a™ adalah
hasil kali n-elemen dari semigrup M terhadap operasi perkalian

sehingga a™ = aaa ...a. Selanjutnya pada semigrup M terhadap
n suku
operasi penjumlahan hasil kali dari aaa ...a didefinisikan sebagai
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jumlah a + a + a + -+ + a. Kemudian pangakat a™ dapat dinyatakan
n suku
sebagai perkalian na.

Jika suatu semigrup komutatif terhadap operasi penjumlahan
M dibangun oleh subset X, maka setiap elemen dari semigrup M
adalah jumlah perkalian bilangan bulat positif dari satu atau lebih
elemen berbeda dari himpunan X.

Definisi 2.2.16 (Grillet, 2001)

Misalkan M adalah semigrup komutatif terhadap operasi
penjumlahan dan X € M, kemudian M disebut bebas pada X jika
setiap elemen di M dapat ditulis secara tunggal sebagai jumlah
perkalian bilangan bulat positif dari satu atau lebih elemen berbeda
dari X. Kemudian M disebut semigrup komutatif bebas.

Contoh 2.2.17
M = {1,2,3,...,n, ...} adalah semigrup komutatif bebas pada X = {1}
jika diberikan operasi penjumlahan pada semigrup M.

2.3 Semiring

Semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan dengan
dua operasi binari yaitu penjumlahan dan perkalian. Pada bagian ini
diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan semiring.

Definisi 2.3.1 (Kandasamy, 2002)

Misalkan R himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan dua

operasi binari, yaitu penjumlahan dan perkalian yang memenuhi :

1. (R, +) semigrup komutatif,

2. (R,-) semigrup, dan

3. untuk setiap a,b,c € R berlaku (a+b)-c=a-c+b-c dan
a-(b+c)=a-b+a-c.

Maka (R, +,-) disebut semiring.

Contoh 2.3.2
Himpunan R = (Z*, +,-) merupakan suatu semiring.
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Bukti:
Himpunan R dapat dituliskan menjadi R = {n|n € Z*}, sehingga
a,b,c € R maka dapat dinyatakan a =n,, b =n, dan c = n5 di
mana nq,n,,ns € Z*.
1. Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a+b=ny+n,
= k, di mana k € Z*, memenuhi sifat tertutup,
(i) (a+b)+c=mn;+ny) +n,
=n, + (n, + n3)
= a + (b + c), memenubhi sifat assosiatif,
(iia+b=n; +n,
=n,+n
= b + a, memenubhi sifat komutatif,
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,+) merupakan semigrup
komutatif.
2. Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a-b=ny:n,
= z, di mana z € R, memenuhi sifat tertutup,
(i) (@-b) -c = (ny - ny) - n3
=1y - (g n3)
= a - (b - ¢), memenubhi sifat assosiatif,
Dari (i) dan (ii) maka (R,-) merupakan semigrup.
3. Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(@a+b)-c=my +ny) - ng
=N, ‘N3 +n, - ng, dan
a-(b+c)=n;-(n,+n3)
= n, - n, + n; - ns, berlaku sifat distributif,
Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa R merupakan suatu
semiring. ]

Berikut ini diberikan beberapa definisi serta contoh
mengenai semiring komutatif, semiring dengan elemen identitas, dan
subsemiring.

Definisi 2.3.3 (Kandasamy, 2002)

Misalkan (R, +,-) adalah suatu semiring. (R, +,") disebut semiring
komutatif jika (R,-) adalah semigrup komutatif.
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Definisi 2.3.4 (Kandasamy, 2002)

R disebut semiring dengan elemen identitas jika memenuhi:

1. (R, +) semigrup komutatif,

2. (R,-) semigrup monoid,

3. Untuk setiap a,b,c €R berlaku (a+b):-c=a-c+b-c dan
a-(b+c)=a:-b+a-c.

Contoh 2.3.5

Himpunan R = (Z* U {0}, max, min) dengan a @ b = max{a, b}
dan a © b = min{a, b} merupakan suatu semiring komutatif dengan
zero element 0 dan identity element 2.

Bukti:
1. Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a® b =max{a,b} ER,
(i) (a®b)®c=max{a, b} PDc
= max{a, b, c}
max{a, (b, c)}
a @ max{b, c}
=a® (b®c),
(iii) a @ b = max{a, b} = max{b,a} = b @ a,
(iv) 0 ® a = max{0,a} = max{a,0} =a @ 0 = a.
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,@®) merupakan semigrup
komutatif.
2. Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a® b =min{a, b} ER,
(i) (@a®b)®©c=min{a,b}Oc
= min{a, b, c}
min{a, (b, c)}
a © min{b, c}
=a® (b0 o),
(iii) a © b = min{a, b} = min{b,a} = b O a,
(iv) o © b = min{co, b} = min{b, 0} = b © o = b.
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,®) merupakan semigrup
komutatif.
3. Ambil sebarang a, b, c € R maka:
(a ®b) © c =max{a, b} © c = min{max{a, b}, c},
(@a®c)® (b Oc)=min{a,c} ® min{b, c}
= max{min{a, c}, min{b, c}}.
13
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Untuk kemungkinan-kemungkinan yang ada yaitu (a <b <
¢, a<c<b, b<c<a, H<a<c c<a<o, (c<bH<a)dipenuhi

(@@®@b)Oc=@Oc)®BOc)
aOQb®c) =@Ob) @ (al o).

Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa R merupakan suatu
semiring komutatif dengan zero element 0 dan identity element z=. ®

Definisi 2.3.6 (Kandasamy, 2002)

Misalkan suatu semiring R dan Q adalah subset dari R.Kemudian Q
disebut subsemiring dari R jika Q bersama dengan operasi yang sama
dengan R membentuk semiring.

Definisi 2.3.7(Dummit dan Foote, 2002)

Misalkan R dan S adalah semiring. Homomorfisma semiring adalah
suatu pemetaan @: R — S yang memenuhi:

(i) p(a+b)=gp(a)+e(b), untuk setiap a, b € R dan

(ii) p(ab) = p(a)p(b) , untuk setiap a,b e R.

Definisi 2.3.8 (Hartley dan Hawkes, 1994)
Homomorfisma yang bijektif disebut isomorfisma.

Untuk selanjutnya penulisan a - b atau perkalian a dengan b
cukup ditulis dengan ab, untuk mempersingkat penulisan.

Definisi 2.3.9 (Shabir dkk, 2004)
Misalkan R semiring dan | subset tak kosong dari R. Maka |
disebut ideal kiri (kanan) dalam R jika

a+bel,untuksetiap a,bel

rael (arel), untuk setiap a,b el dan untuk setiap reR.
Jika | adalah ideal kiri dan ideal kanan dalam R, maka |

disebut ideal dua sisi dalam R, atau cukup disebut dengan ideal
dalam R
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Contoh 2.3.10
| ={2a| a € R} adalah ideal dua sisi dalam R = {Z*,+,.}.

Bukti:
Jelas bahwa | # ¢ dan | subset dari R. Ambil sebarang k € Rdan

X, y €l. Sehingga X dan Yy dapat dinyatakan sebagai X =2adan
y =2b di mana a, b eR. Maka

X+y=2a+2b
=2(a+b), a+b=ceR
=2cel

Pandang

x-k=2a-k, a-k=deR
=2d el

k-x=k-2a,
=2a-k, a-k=deR
=2d el

Jadi, | merupakan ideal kanan dan juga ideal kiri dalam R. Dengan
kata lain terbukti bahwa | merupakan ideal dua sisi dalam semiring
R. [

Definisi 2.3.11 (Shabir, 2007)

Suatu ideal | dalam semiring R disebut ideal prima jika dan hanya
jika untuk setiap ideal Jdan Kdalam R sedemikian sehingga
JKcl maka Jc | atau Kc I

Definisi 2.3.12 (Shabir, 2007)
Suatu ideal | dalam semiring R disebut ideal semiprima jika untuk

setiap ideal H dalam R sedemikian sehingga H® | maka
Hcl.
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Contoh 2.3.13
I :{2a| a € R} merupakan ideal prima dan ideal semiprima dalam

R=Z¢

Bukti:

| merupakan ideal dua sisi dalam semiring R (berdasarkan Contoh
2.3.10). Ambil sebarang J dan K ideal dalam R sedemikian sehingga
JK < I. Selanjutnya ambil sebarang a € /] dan b € K, maka a - b €
JK < I, sehingga a-b € [. Kemudian pergandaan tersebut dapat
dinyatakan a - b = 2¢, ¢ € R. Dengan kata lain a - b adalah bilangan
genap positif. Sehingga a=2c/b atau b = 2c/a, dengan
mengambil ¢/b =u atau c/a = v, di mana u,v € R. Kemudian
dapat dinyatakan a = 2u atau b = 2v. Jadi terbukti a € [ atau b € I,
I ideal prima dalam R.

Ambil sebarang ideal H dalam R sedemikian sehingga H? < I.
Selanjutnya ambil sebarang xe H. Maka x-x=x*eH?c|.
Jadi x* € l. Maka x* dapat dinyatakan sebagai x> =2y, yeR.

Dengan kata lain X2 merupakan bilangan genap positif atau 0. Jadi
X pasti bilangan genap positif. Berarti X dapat dinyatakan sebagai
X=22, Z€ R. Dengan kata lainX € |. Maka H — |. Jadi terbukti

bahwa | ideal semiprima dalam R. u

2.4 T-semiring

I" -semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan
dengan operasi ternari. Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh
yang berkaitan dengan I"-semiring.

Definisi 2.4.1 (Dutta dan Sardar, 2000)
Misalkan S dan I adalah semigrup komutatif terhadap operasi
penjumlahan yang sama. Maka S disebut I"-semiring jika terdapat
pemetaan
@:SXI'XxS§5->S

(a,a,b) — aab, untuk setiap a, b € S
dan untuk setiap a € T', yang memenuhi aksioma-aksioma:
1. aa(b + c) = aab + aac
2. (a+ b)ac = aac + bac
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3. ala + B)c = aac + afc
4. aa(bBc) = (aab)Bc, untuk setiap a,b,c € S dan untuk setiap
a,BET.

Definisi 2.4.2 (Rao, 1995)
Suatu I -semiring S dikatakan komutatif jika aab = baa, untuk
setiap @,be S dan untuk setiap a eI .

Contoh 2.4.3
Himpunan S = {n|n € Z*} dan T = {3n|n € Z*}. Maka S adalah
I' —semiring jika terdapat pemetaan

@:SXI'xS->S.

Bukti:
Diketahui S dan ' adalah semigrup komutatif atas penjumlahan
menurut Contoh 2.2.2. Tinggal membuktikan S adalah T —semiring.
Kemudian bentuk pemetaan ¢, yaitu
@:SXI'Xx5>S§
(a,a,b) - ¢ (a,a,b) = aab.
Akan ditunjukkan ¢ memenuhi aksioma-aksioma I' —semiring pada
Definisi 2.4.1.
Ambil sebarang a,b,c € S dan a,p €T, maka dapat dinyatakan
a=n,,b=n, c=n3, a=3n, dan B =3n; di mana
Ny, Ny, N3, Ny, Ns € ZF, sehingga
1. aa(b + c) = n;3n,(n, + n3)
=mn,(n, + ngz)
= 3nyn4(n; + n3)
Misalkan n, + n; = ng di manang € Z*
- n1n4n6
aab + aac = ny3nyn, + ny3nynsg
= 3111714112 + 3711714713
= 3n;ny(ny +n3)
== 3n1n4n6
Sehingga diperoleh: aa(b + ¢) = aab + aac.
2. (a+b)ac = (ng +ny)3nyn,
== 3n1n4n3 + 3712114713
= 3nynz(ng + ny)
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Misalkan n; + n, = n, dimanan, € Z*
= 3ny4nzn,
aac + bac = 2n,3n42n3 + 2n,3n42n5
= 3nynyn; + 3nynyng
= 3nynz(ng + ny)
= 3nyunszn,
Sehingga diperoleh: (a + b)ac = aac + bac.
3. a(a + B)c =n,(3ny + 3ns)n,
= 3nynyNn3 + 3n nsns
= 3nyn3(ny + ns)
Misalkan n, + ns = ng di manang € Z*
= 3nnzng
aac + afc = ny3ny2n; + ny3ngn,
= 3nynyn; + 3n nsn,
= 3nyn3(ny + ns)
= 3n,nzng
Sehingga diperoleh: a(a + B)c = aac + afc.
4. aa(bBc) = ny3n4(n,3nsns)
= n,3n43(nynsn3)
= In nun,nsn,
(aab)Bc = (n3n4n;,)3nsn5
= (3nynyn;)3nsn;
= 9 nynnsns
Sehingga diperoleh: aa(bBc) = (aab)pc.
Karena S dan I semigrup komutatif terhadap operasi penjumlahan

dan terdapat pemetaan ¢ : S X ' X S — S yang memenuhi aksioma-
aksioma I" -semiring maka terbukti R adalah I' —semiring. u

Lemma 2.4.4 (Chinram, 2008)

Misalkan S adalah semiring dan I'" adalah sebarang himpunan tak
kosong. Didefinisikan pemetaan SxI'xS —S dengan ajb=ab,
untuk setiap a,beS, dan untuk setiap y €T". Maka S adalah T -
semiring.
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Bukti:

Misalkan diberikan sebarang a,b,c€S dan y, u T .

1. Karena S adalah semiring sehingga sudah jelas bahwa (S, +)
adalah semigrup komutatif (Definisi 2.3.1).

2. Dari definisi pemetaan jelas ajp=abeS.

ay(b+c)=a(b+c) (definisi pemetaan)
=ab+ac (distributif)
=ajp+ajc (definisi pemetaan)

3. (a+b)c=(a+b)c (definisi pemetaan)
=ac+ bc (distributif)
=a)c+byc (definisi pemetaan)

4. a(y + w)c = aac (dimanay + u = )
=ac (definisi pemetaan)
= ayc + auc (definisi pemetaan y + 1 = a)

5. Selanjutnya, (ayb).c=(ab)c (definisi pemetaan)
=a(bec)  (asosiatif)
=a(bc) (definisi pemetaan)
=(ab)c (asosiatif)
=(ayb)c (definisi pemetaan)
=ay(bc)  (asosiatif)
=ay(buc)  (definisi pemetaan)

Dari kelima bukti di atas, terbukti bahwa S adalah I" -semiring. =

Definisi 2.4.5 (Chinram, 2008)

Misalkan S adalah I'-semiring dan T subset tak kosong dari S .
Maka T disebut subI"-semiring dari S jika T adalah subsemigrup
dari (S,+) dan ajbeT, untuk setiap a,beT dan untuk setiap
y €I', atau dengan kata lain TT'T < T .

Contoh 2.4.6
T ={2n|n € Z*} adalah subT -semiring dari I -semiring S =
{nln € Z*}danT = {3n|n € Z*}.
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Bukti:

Diketahui T € S, akan dibuktikan T merupakan subI -semiring.
Menurut Contoh 2.2.9 (T,+) merupakan subsemigrup dari (S, +).
Kemudian cukup dibuktikan a)b €T , untuk setiap a,beT . Ambil

sebarang a,b € T dan y €T, sehingga dapat dinyatakan a =
2n,,b = 2n, dan y = 3n, di mana n,,n,,n; € Z*, sehingga
ayb = 2n,3n;2n,
= 2(6nynzn;)
karena n,,n,,n; € Z*, sehingga 6n,nzn, = k, di mana k € Z*,
=2k€eT
Jadi, terbukti T merupakan subI" -semiring dari I" -semiring S. u

Definisi 2.4.7 (Rao, 1995)

Sebuah himpunan bagian A dari ' —semiring S adalah ideal kanan
(kiri) dari S jika A adalah subsemigrup atas penjumlahan dari S dan
ATS(STA) € A. Jika A adalah ideal kanan dan kiri dari S maka A
adalah ideal dua sisi atau biasa disebut ideal dari S.

Contoh 2.4.8
A ={2n|n € Z*} adalah ideal dua sisi dari I -semiring S =
{nlne€ezZ*}danT = {3n|ln € Z*}.

Bukti:
Diketahui A € S, akan dibuktikan A adalah ideal dua sisi dari
I —semiring S. Menurut Contoh 2.4.6 diketahui A merupakan
subsemigrup dari S. Kemudian cukup dibuktikan ays(sya) € A,
untuk setiap a € A,s € S dan y € I'. Ambil sebarang a € A,s € S
dan y €T, sehingga dapat dinyatakan a = 2n,,s = n, dan y = 3ns
di mana n,, n,,n; € Z*. Untuk ideal kanan
ays = 2n,3nsn,
= 2(n,3n3n,)
karena nq,ns,n, € Z*, sehingga n,3n3n, = ¢
= 2c,dimanac € Z*
Jadi, terbukti ays € A. Untuk ideal Kiri
sya = n,3n32n,
= 2(n,3ngn,)
karena nq,ns,n, € Z*, sehingga n,3n;n; = d
= 2d,dimanac € Z*
Jadi, terbukti sya € A.
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Karena A adalah ideal kanan dan ideal kiri dari T -semiring S
sehingga A adalah ideal dua sisi dari I"-semiring S. u

2.5 Semiring Operator Kiri dari I' —Semiring

Semiring operator kiri adalah suatu struktur aljabar yang
berkaitan dengan TI' —semiring. Pada bagian ini diberikan definisi
yang berkaitan dengan Semiring operator Kiri.

Definisi 2.5.1 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah T —semiring dan F merupakan semigrup
komutatif bebas terhadap penjumlahan yang dibangun oleh S X T.
Dldef|n|5|kan relasi p atas F sebagai berlkut

Z(xl. a;)p Z(y,.ﬁ,) = leal a= Zy,ﬂ]

untuk setlap X;,a € S al €L, (mn e Z*) maka rela5| p disebut
kongruen pada F. Kemudian kelas kongruen yang memuat
Yt (g, @) dinotasikan

Z(xl. ap = le,

Maka F /p adalah semlgrup komutatlf terhadap penjumlahan.

Contoh 2.5.2

Misalkan T —semiring S ={1,2,...,m,...} dan T = {3,6,...3m, ... },
SxTI'=1{1,3),(23),..,(m3m),..} di mana m€eZ". Maka
F =S xXT adalah semigrup komutatif bebas yang dibangun oleh
X ={(1,3),(23),..(m,3),...,(1,6),(1,9),..(1,3m),..} S S xT
jika F merupakan semigrup terhadap operasi penjumlahan.

Definsi 2.5.3 (Dutta dan Sardar, 2002)
Misalkan F/p suatu semiring, di mana F merupakan semigrup
komutatif bebas terhadap penjumlahan dibangun oleh S x T dan
relasi p kongruen pada F, dengan operasi penjumlahan didefinisikan
sebagai berikut

[x, a] + [y, a] = [x +y,a] dan [x,a] + [x, B] = [x, a + B,
kemudian untuk pergandaan didefinisikan sebagai berikut

(Z [, > Z[y,.ﬁ, =Zj[xi“iyj’ﬁj]'
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untuk setiap a;,8; € T dan untuk setiap x;,y; € S. X%, [x;, a;]
dinotasikan dengan L, yaitu semiring operator kiri dari I' —semiring
S, yaitu

L= {i[xi' a;

i=1

a, €T, x; €8,i=12,...mymeZ.

Untuk N € S dan AC T, dinotasikan [N, A] adalah himpunan
dari semua jumlah berhingga Y1 [x;, a;] € L, di mana x; € N dan
a; €A. Jadi pada kenyataannya [S,[]=L. Untuk lebih
sederhananya [{x},I'] dinyatakan dengan [x,[]. Untuk P C L
dedefinisikan

Pt ={a € S|[a,T] € P},
kemudian untuk Q € S didefinisikan

Q*' = {i[xi» a;] €L (i[%%])s 2 Q}-

i=1 i=1
Di mana (Qi%,[x;, a;])S merupakan himpunan dari semua jumlah
berhingga Y; . x;a;s, di mana s, € S.

Lemma 2.5.4 (Dutta dan Sardar, 2002)
[x,T] € P jika dan hanya jika [x,a] € P, untuk setiap @ € T, di
manaP € Ldanx € S.

Bukti:
(=) Diketahui: [x,T] € P. Akan dibuktikan: [x,a] € P. Ambil
Xitalx, Cfril] €[xI].

Z[x, ;] =[x ay] + [% aa] + -+ [x, @] € [,T].

i=1
Ambil m=1 maka Y/%,[x,a;] € [x,T] dan @; = a maka [x,a]€
[x,T]. Karena [x,T] € P dan [x,a] € [x,T] Maka [x, a] € P.

(<) Diketahui [x,a] € P, untuk setiap a € T. Akan dibuktikan
[x,T] € P. Diketahui bahwa I' adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan sehingga jika terdapat a,,a, €T maka a; + a, €T
sedemikian sehingga [x, @; + @] € P, di mana

2

[x,a; + ay] Zx(x

i=1
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jika terdapat aq,a,,a3; €T maka a; + a, + a3 €T sedemikian
sehingga [x, @, + a, + a3] € P, di mana

3
[x,a; + ay + as] =Z

=1
kemudian jika terdapat a4, ay, ..., @, e [ maka a; + -+ apy, €T
sedemikian sehingga [x, @; + - + a,,] € P, di mana

[x,a; + -+ apy,] = [x, ;]

S S o

Diketahui juga Y%, [x, a;] € [x, T] sehingga

m

[xalixa Zxa]}g[x,F]gP.

Karena P € L dan [;c, a] € P untuk setiap @ € T' maka jelas bahwa
[x,T] € P. [

VR

,.
I
Juy

Sehingga

Lemma 2.5.5 (Dutta dan Sardar, 2002)
Q% [x;, a; 1S € Q jika dan hanya jika Y;; x;a;s € Q untuk setiap
s€Sdimanam € Z* danQ € S.

Bukti:

(=) Diketahui (372, [x;, 2;1)S € Q. Akan dibuktikan: }}; x;a;s € Q,
untuk setiap s € S. Diketahui (372, [x;, a;])S merupakan himpunan
dari semua jumlah berhingga Y’; » x; ;s di mana s, € S, maka

{z xX;a;s, ...,inai(sl + -+ sk)} c (i[xl-, ai]>S

i=1
karena (X1, [x;, @;])S € @, sehingga l

{z X;Q;S, ...,le-ai(sl + -4 sk)} c 0.

l
Ambil k=1 maka Y;,x;a;s;1 €Q, di mana s; €S dan s; ==

maka zi X;a;s € Q.
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(<) Diketahui }; x;a;s € Q, untuk setiap s € S. akan dibuktikan:

(i [xz, ai]) SEQ

i=1
Y. x;a;s € Q,dimanas € S.
Zixl-ai(sl + oo F Sk) € Q, di mana Sq + .o+ Sk €S.

Jadi,
[Z X;Q;S, ...,le-ai(sl + -+ sk)} c Q.

Lk i
Dan diketahui juga bahwa (X1 [x;, @;])S adalah himpunan dari
semua jumlah berhingga }; x x;a; sy, sehingga

{Z xX;a;s, ...,inai(sl + -+ Sk)} c <§:[Xi. ai]>5

ik i i=1

Jadi, terbukti (X%, [x;, a;])S € Q. u

Definisi 2.5.6 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah T" —semiring. Jika terdapat elemen 0 € S maka 0
disebut elemen nol dari I' —semiring S sedemikian sehingga 0 + x =
x dan Oax = xa0 = 0 untuk setiap x € S dan untuk setiap a € T.

Lemma 2.5.7 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah T" —semiring dengan elemen nol dan L merupakan
semiring operator kiri. Maka untuk setiapa €T, [0,a] adalah
elemen nol dari L.

Bukti:

Ambil sebarang Y%, [x;, ;] € L, untuk setiap x; € S dan untuk
setiap «; € I'. Diberikan S adalah T" —semiring dengan elemen nol
maka terdapat elemen 0 € S sedemikian sehingga 0 + x = x dan
O0ax = xa0 = 0 untuk setiap x € S dan untuk setiap « € I'. Karena S
adalah I' —semiring menurut Definisi 2.4.1, maka I adalah semigrup
komutatif terhadap penjumlahan. Ambil sebarang a; €T;i =
1,2,3,...m, karena T adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan maka bersifat tertutup atas operasi penjumlahan,
sehinggaa; + a + -+ a,, =a €T.
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1=
= [0, al] + [01 aZ] + i + [OI am]
=[0,a; +a, + -+ a,, ]

Karena I adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan maka

bersifat tertutup, sehingga

(ii) (Z[xi. ad) [0, a]

=1

I
s
=
R
I ="
e '
D1s
=
=
c‘/

Karena I adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan maka
bersifat tertutup, sehingga
=[0,qa]

25



Dari (i), (ii), dan (iii) menurut Definisi 2.5.6 maka [0, «] adalah
elemen nol dari semiring operator kiri S. [

Definisi 2.5.8 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah I" —semiring dan L merupakan semiring operator
kiri dari S. Jika terdapat elemen ), [e; 6;] € L, sedemikian
sehingga

m

Z e;6;a = a.

i=1L
Untuk setiap a € S, maka S dikatakan mempunyai elemen satuan Kiri
m
i=1leq 6;].

Proposisi 2.5.9 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah I" —semiring dan L merupakan semiring operator

kiri dari S. Jika Y. ;[e;, 6;] adalah elemen satuan Kiri dari S, maka
™ le;, 8;] adalah elemen satuan dari L.

Bukti:
Diberikan Y% [e;, 8;] adalah elemen satuan Kiri dari S, maka
m

z e;6;a=a

(dari Definisi 2.5.8). Akan d|bukt|kan Y. le;, 8;] adalah elemen
satuan dari L. Maka harus dibuktikan bahwa Y.I“,[e;, 6;] adalah
elemen satuan kiri dan elemen satuan kanan dari L.

(i) Akan dibuktikan: »i%,[e;, 8;] adalah elemen satuan kiri dari L.

Ambil sebarang X7, [x;, a;] € L, sehingga

(Z e, s, ) Z[x]'a]] =;[ei5ixj'“j]

Karena Yi%,[e;, 8;] adalah elemen satuan Kiri dari S dan untuk
setiap x; € S, maka Y%, e;6;x; = x;.

Jadi,
(Z[e"’ 5i]) Z[xj' “j] = Z[Xp “j]
Jj=1 iJ

i=1
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Terbukti Y7, [e;, 8;] adalah elemen satuan kiri dari L.
(if) Akan dibuktikan: i, [e;, 6;] adalah elemen satuan kanan dari
L. Ambil sebarang ¥7_, [x;, a;], X% =1 [V, Bx] € L, sehingga

;[xp%’] (Z e, 0 ) Z[x]a]el,ci]

14
Z[xjajei’ 61] Z[ykiﬁk] = Z[xjajeiSiyk' ,Bk]

i,J k=1 i,j,k

Karena Y11 [e;, §;] adalah elemen satuan Kiri dari S dan x;, yy €S,
maka Y2, €6,y = Yk

i["j'“]] (i lei, & ) i)’k:ﬁk] :Z[xjajyk:ﬁk]
j=1 i = jk

=1 k=1
n 14
Z[Xj, aj] Z[yk'ﬂk] .
j=1 k=1
Dengan hukum kanselasi maka diperoleh

Z[xpaf] (i [ei, 6 ) Z[x],a]]

Terbukti Y72, [e;, §;] adalah elemen satuan kanan darl L. Dari (i) dan
(i) maka terbukti bahwa }.1 ; [e;, 6;] adalah elemen satuan dari L. =

Teorema 2.5.10 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah T" —semiring dengan elemen identitas dan elemen
nol. Jika S adalah I' —semiring komutatif, maka L semiring operator
kiri yang komutatif.

Bukti:
Diberikan S adalah T —semiring komutatif. Maka aab = baa, untuk

setiap a,b S dan untuk setiap « €T" .Akan dibuktikan L semiring
operator kiri adalah komutatif.
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Ambil (Zl 1 xL ) (Z 1[yj' .B]])l (Zi:l[zkr]/k]) €L, maka

(Z[xi’ “i]> (Zn:[yﬁﬁj]) = Z[xiainJﬁj]
<Z[xiaiyj'ﬁj]> <z 2k Vic] ) z[x @YiBiZ1 V]

= Z [xiai(yjﬂjzk):}’k]
ijk

= z [ijjZkaixi' )’k]

i,j,k

= Z [y;Bixiaizi, vic]

i,k

= Z[Yjﬁjxi: a; (i Zy, Vi )
iL,Jj

k=1

Dengan hukum kanselasi maka diperoleh

Z[xi“iyj' Bil = ;[Yjﬁjxi: i
(i[xl, )(Z[y, B,]) <Zn:[y;.ﬁ,-]> <§:[xi,ai]>.

i=1 j j=1 i=1
Jadi, terbukti L semiring operator Kiri dari I' —semiring S adalah
komutatif. ]
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BAB IlI
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang definisi-definisi dan
teorema-teorema dari ideal semiprima dari T —semiring yang
dipelajari melalui semiring operator kiri dari I' —semiring beserta
buktinya.

3.1 Ideal Semiring Operator Kiri dari I' —semiring

Ideal P dari semiring operator Kiri dari I' —semiring S adalah
subset dari semiring operator kiri L yang memenuhi sifat ideal dalam
semiring. Kemudian pada bagian ini akan diberikan proposisi-
proposisi tentang keterkaitan ideal dari semiring operator Kkiri dan
ideal dari ' —semiring S.

Proposisi 3.1.1(Dutta dan Sardar, 2002)
Misalkan S adalah I" —semiring, L merupakan semiring operator Kiri
dari S dan untuk P < L didefinisikan
Pt ={a € S|[a,T] € P}.
(i) Jika P adalah ideal kanan (kiri) dari L, maka P* adalah ideal
kanan (kiri) dari S.
(ii)Jika P adalah ideal dari L, maka P* adalah ideal dari S.

Bukti:
(i) a) Akan dibuktikan: P* adalah ideal kanan dari S.
- Misalkan P adalah ideal kanan dari L, maka [0, a] € P untuk
setiap a € T, sehingga 0 € P*. Jadi, P™ tak kosong.

- Misal x,y € P*, maka [x,T], [y,T] € P dan menurut Lemma
2.5.4, [x,a], [y, @] € P, untuk setiap a € T'. Kemudian
[x,a] + [y,a] =[x +y,a] €P,
untuk setiap a € T. Sehinggax +y € P™.

- Misal x € P*, maka [x, a] € P, untuk setiap « € I'. Karena
P ideal kanan dari L dan [s,B] € L, maka [x, a][s,B] € P,
untuk setiap a, 8 € I' dan s € S. Sehingga [xas, 8] € P. Dan
ini mengakibatkan xas € P*, P*I'S € P* karena itu P*
adalah ideal kanan dari S.
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b) Akan dibuktikan: P* adalah ideal kiri dari S.
- Misalkan P adalah ideal kiri dari L, Maka [0, a] € P untuk
setiap a € T. Sehingga 0 € P™. Jadi P* tak kosong.

- Misal x,y € P*, maka [x,T], [y, ] € P dan menurut Lemma
25.4, [x,a],[y,a] € P, untuk setiap a € I'. Kemudian
[x,a]l +[y,a]l =[x+ y,a]l €P

untuk setiap a € T. Sehinggax +y € P*.

- Misal x € P*, maka [x, a] € P, untuk setiap « € I'. Karena
P ideal kiri dari Ldan [s,B] € L, maka [s,B][x, a] € P,
untuk setiap a,B €T dan s € S. Sehingga [sBx,a] € P.
Dan ini mengakibatkan spx € P*, STP* € P* karena itu P*
adalah ideal Kiri dari S.

(ii) Akan dibuktikan: P* adalah ideal dari S, yaitu P* adalah ideal
kanan dan kiri dari S. P adalah ideal dari L, maka P adalah ideal
kanan dan ideal kiri dari L. Jadi jika P ideal kanan maka P*
memiliki ideal kanan dan jika P ideal kiri maka P* memiliki ideal
kiri di S (Proposisi 3.1.1(i)). Jadi, P* adalah ideal dari S. [

Proposisi 3.1.2 (Dutta dan Sardar, 2002)
Misalkan S adalah I —semiring, L merupakan semiring operator Kiri

dari S dan untuk Q < S didefinisikan
m
(Z[Xi' “i])S - Q}-

Q' = {Z[xi:ai] €L
=1

i=1
(i) Jika Q adalah ideal kanan (kiri) dari S, maka Q*'adalah ideal
kanan (kiri) dari L.

(ii) Jika Q adalah ideal dari S, maka Q+' adalah ideal dari L.

Bukti:

(i) @) Akan dibuktikan: Q+' adalah ideal kanan dari L.
- Misalkan Q adalah ideal kanan dari S, Maka 0 € Q berarti
0 = Oas € Q, untuk setiap s € S dan untuk setiap « €T,

sehingga [0, a] € Q*'. Jadi, Q*' tak kosong.
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- Misal 37, [x;, ;], X7, [yi, B;] € Q*'. Akan dibuktikan

(i[xi. a-]) + (imm) Q.

i=1 i=1
Ambil ¥ [x;, ;]S dan X%, [y, B;]S maka menurut Lemma
255 (X;x;a;8), (X ¥;B;s) € Q, untuk setiap x;,y;, s €S dan
untuk setiap a;, B; € I'. Kemudian karena Q ideal kanan dari S,
sehingga

Zxas+2ylb’ls—z Xi, ;] S i[}’uﬁz]

=1

( [x;, @ +iyl,[>’l>
i=1

L

Ms

sehingga mengakibatkan

S {Son)er

i=1 i

- Ambil Y7 [x, 5] € QY dan X[y, 8] € L. Akan

dibuktikan
(S S

=1

Ambil Y%, [x;, ;] S maka menurut Lemma 2.5.5 }; x;a;s €
Q, untuk setiap s €S. Kemudian karena y; €S sehingga

Yixja;y; € Q. Ini mengakibatkan Y;x;a;y;B;s € Q, untuk
setiap s € S. Sehingga

Z[xiaiyj’ B;] € Q"
ij

S G

Jadi, Q+' adalah ideal kanan dari L.
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b) Akan dibuktikan: Q+' adalah ideal Kiri dari L.

- Misalkan Q adalah ideal kiri dari S, Maka 0 € Q berarti
0 =sa0 € Q, untuk setiap a € S dan untuk setiap a €T,

sehingga [0, a] € Q*". Jadi, Q*' tak kosong.

- Misal 37, [x;, a;], X7, [yi, B;] € Q*'. Akan dibuktikan

(i[xi' ai]) + (i[%’ﬂﬁi]) € Q.

i=1 i=1
Ambil X7 [x;, a;] S dan Y%, [y, B;1S maka menurut Lemma
255 (X x;a;5), (X;yiB;s) € Q, untuk setiap x;,y;,s €S dan
untuk setiap a;, B; € I'. Kemudian karena Q ideal kanan dari S

maka
zxas+2ylﬁl —z [xi, a;] S

= <i[xi: a;] +

i=1 i

i, Bi1S

i, &])
sehingga mengakibatkan

<i[xi'ai]) + (i[%ﬂi]) €Q*

i=1 i=1

- Ambil Y7, [x;, ;] € QY dan X7, [yi, B € L. Akan

dibuktikan
(me) (Z[xu ]) cqQ".

i=1 i=1

MSEMS

]
iy

Ambil Y7, [x;, @;] S maka menurut Lemma 2.5.4 ¥ x;a;s €
Q,Vs €S. Kemudian karena y; € S maka Y,; y;f;ix; € Q. Ini
mengakibatkan Y; y; B;x;a;s € Q, untuk setiap s € S. Sehingga

Z[yiﬁixi; ] € QY

(i[yj;ﬁj]) (i x;, @ ]> €+

Jadi, Q+' adalah ideal kiri dari L.
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(ii) Akan dibuktikan: Q+' adalah ideal dari L, yaitu Q*r adalah ideal
kanan dan kiri dari L. Q adalah ideal dari S, maka Q adalah ideal

kanan dan ideal kiri dari S. Jadi jika Q ideal kanan maka Q+'
memiliki ideal kanan dan jika Q ideal Kiri maka Q+' memiliki
ideal kiri di L (Proposisi 3.1.2(i)). Jadi Q+' adalah ideal dari L.m

3.2 Ideal Prima

Pada definisi berikut ini akan diperkenalkan suatu ideal
prima dari ' —semiring dan membahasnya melalui semiring operator
Kiri dari S.

Definisi 3.2.1 (Dutta dan Sardar, 2000)

Misalkan S adalah T" —semiring. Suatu ideal P dari S dikatakan
prima jika untuk sebarang ideal H dan K dari S, HT'K € P maka
HCc PatauK € P.

Contoh 3.2.2
P ={2n|n € Z*} adalah ideal prima dari I -semiring S =
{nlne€ezZ*}danT = {3n|jn € Z*}.

Bukti:

Diketahui P = {2n|n € Z*}, akan dibuktikan P adalah ideal prima
dari T —semiring S. Menurut Contoh 2.4.8 P adalah ideal dua sisi
dari S. Selanjutnya ambil sebarang ideal H dan K dari S sedemikian
sehingga HTK < P. Selanjutnya ambil sebarang a € H,b € K dan
y €I, maka ayb € HTK € P, sehingga ayb € P. Kemudian
perkalian tersebut dapat dinyatakan ayb = 2c, ¢ € Z*. Dengan kata
lain ayb adalah bilangan genap positif. Kemudian karena y €T
sehingga a = 2¢ / yb atau b = 2¢ / ya, dengan mengambil c/yb =
u atau c¢/ya = v, di mana u,v € Z*. Kemudian dapat dinyatakan
a = 2u atau b = 2v. Jadi terbukti a € P atau b € P sehingga H € P
atau K < P. Jadi, P ideal prima dari I" -semiring S. ]

Lemma 3.2.3 (Dutta dan Sardar, 2000)

Misalkan S adalah suatu I' —semiring dan L merupakan semiring
operator kiri dari S. Jika P adalah suatu ideal prima dari L maka P*
adalah suatu ideal prima dari S.
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Bukti:
Diketahui S adalah suatu I' —semiring dan L semiring operator Kiri
dari S, dan didefinisikan
P* ={a € S|[a,T] € P}

Jika P adalah ideal dari L, maka P* adalah ideal dari S (Proposisi
3.1.1). Diberikan P adalah ideal prima dari L. Akan dibuktikan P*
adalah suatu ideal prima dari S. Misalkan ATB < P* di mana A dan
B adalah sebarang ideal dari S. Karena ATB € P*™ maka AT'B dapat
dinyatakan dalam bentuk:

{a;yb; € S|[a;yb;, ] < P},
untuk setiap a; € A,b; € B, y €T, sehingga [AT'B,T] € P. Karena
[ATB,T] € P maka [A,T][B,T] € P (berdasarkan sifat perkalian
pada L). Karena P adalah ideal prima dari semiring operator kiri L
(dari Definisi 2.3.11) maka diperoleh [A,T] € P atau [B,[] € P
sehingga A € P* atau B € P*. Dapat dilihat jika ATB € P™ maka
A S Pt atau B € P*. Jadi, PT adalah ideal prima dari S. ]

Lemma 3.2.4 (Dutta dan Sardar, 2002)
Jika Q adalah suatu ideal prima dari suatu I' —semiring S maka
Q*'adalah ideal prima dari semiring operator Kiri L.

Bukti:
Didefinisikan

Q" = {i[xi: a;] €L (i[%‘ﬂi])s S Q}-

i=1 i=1
Jika Q adalah ideal dari S, maka Q+' adalah ideal dari L (Proposisi
3.1.2). Diberikan @ adalah ideal prima dari S. Akan dibuktikan Q+'
adalah suatu ideal prima dari L. Misalkan AB € L 3 AB € Q*di
mana A dan B adalah sebarang ideal dari L. Akan ditunjukkan
AC QT atau B € QF. Langkah pertama akan dibuktikan ALB <
AB < L. Ambil sebarang x € ALB maka
x = [a,B][s, al[b,y],

untuk setiap a € A*,b € BT, s € S dan untuk setiap «, B,y €T.

x = [aps, a][b,y]

x = [aBsab,v],
karena afs ideal dari S (dari Definisi 2.4.7), sehingga afs € A*.
Sekarang misal afs = p maka p € A™. Jadi dapat ditulis
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x = [pab,y]
x = [p,al[b,y],
untuk setiap p € A%, b € BT dan untuk setiap a,y € T. Jadi, terbukti
bahwa x € AB sehingga ALB S AB. Kemudian karena L = [S,T]
dan AB < Q*' maka
A[S,T]B < Q*'sehingga (A[S,T]B)S € Q
(ASTBS) € Q
(AS)T'(BS) € 0
karena Q adalah ideal prima dari S menurut Definisi 3.2.1 diperoleh
AS < Q atau (BS) € Q sehingga 4 € Q' atau B < Q* (dari definisi
Q*). Dapat dilihat jika AB < Q* maka A< Q* atau B < Q*.
Jadi, Q+' adalah ideal prima dari L. ]

Teorema 3.2.5 (Dutta dan Sardar, 2002)
Misalkan adalah suatu ' —semiring dan L merupakan semiring
operator Kkiri dari S. Maka terdapat suatu pemetaan isomorfik

6:0Q - Q+' diantara semua himpunan ideal prima dari S dan semua
himpunan ideal prima dari L, dimana Q adalah ideal prima dari S.

Bukti:
Diberikan S adalah suatu I' —semiring dan L merupakan semiring

operator kiri. Didefinisikan
m
<z [xi, ai]) 5 £ Q}-

Q+=§}mm6L )

i=1
Menurut Lemma 255 Y;x;a;s €Q, kemudian didefinisikan
pemetaan

6:Q-0Q" -
inais - Q(Zi Xi;S) = ;[xi' a;]

(i) Akan dibuktikan 6 adalah pemetaan
Diketahui Y; x;a;s,Y; v;B;s € Q, untuk setiap s,x;,y; €S dan
untuk setiap a;, 8; € T, ambil

Z X0 = Z yiBjs
i J

35



Menurut Lemma 2.5.5, maka

i[xi: ailS = i[}’j' B;1S
=

i=1

Dengan hukum kanselasi maka didapat
m m

Z[Xi. a;] = Z[Yi'ﬁi]
e(zx @s) = e(z Yifis)

Jadi, terbukti 6 adalah pemetaan

(i) Akan dibuktikan @ adalah injektif

Diketahui (X1 [x;, &), (B, [y, B:]) € @+, untuk
x;,y; € S dan untuk setiap a;, 8; € ', ambil

00, xais) = 9(2 yiBis)
i[xi’ i (1, Bi
i=1

i=1 i

m
z [x;, @ z [Vi, Bil S.
Menurut Lemma 2.5.5 maka

Zxas—Zylﬁl

Jadi, terbukti 6 adalah |njekt|f

(iii) Akan dibuktikan 8 adalah surjektif.

setiap

Diketahui 1%, [x;, a;] € Q+'menentukan YiXx;a;s € Q. Sehingga

H(lea iS) = Z X;, ;).

Jadi, 6 surjektif.
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(iv) Akan dibuktikan 8 adalah homomorfisma

Diketahui Y; x;a;s,Y; y:Bis € Q, untuk setiap s,x;,y; €S dan
untuk setiap a;, B; € T.

) (Z X8 + Zyi/}is> =0 (i[xi, ai])S + (2[}’1.3;])5

i =1

dengan mengambil
m

Z[Zi' v = <i[xi» ai]) + <i[yi:ﬂi]>,

L =1 i=1
maka
m
= 9( [z, vl 5)
i
=0 (z Z; )/iS>
i
m
T Z[Zi; vil,
i
sehingga

m

= Z[xl-, a;] + i[}’i:ﬁi]

= ;:(12 xX;a;S) i:lg(z YiBis)-

Selanjutnya

6 ((Z xiais) (Z )’jﬁj5>> = Q(Z X;@; yiBiss)

karena S adalah T —semiring, ambil z;,a € S sehingga z; = x;a;y;
dan a = ss € S sifat tertutup pada semigrup, maka
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oY)

Zl' ﬁl

'l\”43

=1

sehingga

x i%Yi ﬁl

Ms

i=1

= < [xi;ai]>< [%‘ﬂi])
i=1 i=1

=0 <z xl-al-s) 0 Zyjﬂjs
J

i

Jadi, terbukti 8 adalah homomorfisma.

Kemudian karena 6 pemetaan yang injektif, surjektif dan
homomorfisma maka 6 adalah pemetaan yang isomorfik. ]

3.3 Ideal Semiprima

Pada definisi berikut ini akan diperkenalkan suatu ideal
semiprima dari I —semiring dan membahasnya melalui semiring
operator Kiri dari S

Definisi 3.3.1 (Dutta dan Sardar, 2000)

Misalkan S adalah T —semiring. Suatu ideal P dari S dikatakan
semiprima jika untuk sebarang ideal H dari S, H[H € P maka
HC P.

Contoh 3.3.2
P ={2n|n € Z*} adalah ideal semiprima dari T -semiring S =
{nlne€eZ*}danT = {3n|n € Z*}.

Bukti:

Diketahui P = {2n|n € Z*}, akan dibuktikan P adalah ideal
semiprima dari I' —semiring S. Menurut Contoh 2.4.8 P adalah ideal
dua sisi dari S. Selanjutnya ambil sebarang ideal H dari S sedemikian
sehingga HTH < P. Selanjutnya ambil sebarang a € H dan y €T,
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maka aya € HTH € P, sehingga aya € P. Kemudian pergandaan
tersebut dapat dinyatakan aya = 2c¢, di mana ¢ € Z*. Dengan kata
lain aya adalah bilangan genap positif. Kemudian karena y €T,
sehingga a = 2v, di mana v € Z*. Dengan kata lain a € P, sehingga
H < P. Jadi, P ideal semiprima dari I" -semiring S. u

Lemma 3.3.3 (Dutta dan Sardar, 2000)
Misalkan S adalah suatu I' —semiring dan L merupakan semiring
operator kiri dari S. Jika P adalah suatu ideal semiprima dari L maka
P* adalah suatu ideal semiprima dari S.

Bukti:
Diketahui S adalah T —semiring dan L semiring operator Kiri dari S.
Dan didefinisikan
P* ={a € S|[a,T] € P}.

Jika P adalah ideal dari L, maka P* adalah ideal dari S (Proposisi
3.1.1). Diberikan P adalah ideal semiprima dari L. Akan dibuktikan
P* adalah suatu ideal semiprima dari S. Misalkan ATA € P* di
mana A adalah ideal dari S. Karena ATA € P* maka ATA dapat
ditulis dalam bentuk:

{aiya; € S:a;ya;, T] € P},
untuk setiap a; €S,y €T, sehingga [ATA,T] <€ P. Karena
[ATA,T] <€ P sehingga [A,T][A,T] € P (berdasarkan sifat perkalian
pada L). Karena P adalah ideal semiprima dari L menurut Definisi
2.3.12 diperoleh [A,T] < P sehingga A < P*. Dapat dilihat jika
ATA € P* maka A € P*. Jadi, P* adalah ideal semiprima dari S. m

Lemma 3.3.4 (Dutta dn Sardar, 2000)
Jika Q adalah suatu ideal semiprima dari suatu I —semiring S maka

Q*'adalah ideal semiprima dari semiring operator Kiri L.

Bukti:
Didefinisikan

Q* = {i[xi» a] €L <i[xi,“i]>5 = Q}-

i=1 =1
Jika Q adalah ideal dari S, maka Q+' adalah ideal dari L (Proposisi
3.1.2). Diberikan Q adalah ideal semiprima dari S. Akan dibuktikan

Q*' adalah suatu ideal semiprima dari L. Misalkan A2 € L 3 A% €
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Q+'di mana A adalah sebarang ideal dari L. Akan ditunjukkan

AC Q+'. Langkah pertama akan dibuktikan ALA € A% < L. Ambil
sebarang x € ALA maka
x = [a, Blls, allb,y],
untuk setiap a, b € A*,s € S dan untuk setiap «, 5,y € T.
x = [aPs, a][b,y]
x = [aBsab,y],
karena afs adalah ideal pada S (dari Definisi 2.4.7), sehingga
aBs € A*. Sekarang misalkan afs = h maka h € A™. Jadi, dapat
ditulis
x = [hab,y]
x = [h, a][b,y],
untuk setiap h,b € At dan untuk setiap a,y € T. Jadi, terbukti
bahwa x € A% sehingga ALA € A?. Kemudian karena L = [S,T] dan
A% < Q%' sehingga
A[S,T]A € Q*'sehingga (A[S, T]4)S € Q
(ASTAS) € Q
(AS)I'(AS) € Q
karena Q adalah ideal semiprima pada S menurut Definisi 3.3.1
diperoleh AS € Q sehingga A € Q* (dari definisi Q*'). Dapat
dilihat jika A2 € Q*' maka A € Q™.
Jadi, Q+' adalah ideal semiprima dari S. [

Teorema 3.3.5 (Dutta dan Sardar, 2002)

Misalkan S adalah suatu I' —semiring dan L merupakan semiring
operator kiri dari S. Maka terdapat suatu pemetaan isomorfik
6:0 - Q+' diantara semua himpunan ideal semiprima dari S dan
semua himpunan ideal semiprima dari L, dimana Q adalah ideal
semiprima dari S.

Bukti:
Diberikan S adalah suatu I' —semiring dan L merupakan semiring

operator Kiri. Didefinisikan
m
(Z [xi, ai]) S < Q}-

0* ={Z[xi,aiJEL )

i=1
Menurut Lemma 255 Y, x;a;s €Q, kemudian didefinisikan
pemetaan
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6: Q- Q"

m

inais - 9(2 X;;S) = Z[Xi' a;

i i i=1

(i) Akan dibuktikan 6 adalah pemetaan

Diketahui Y; x;;s,Y; viBis € Q, untuk setiap s,x;,y; €S dan

untuk setiap «;, B; € ', ambil

lea S = Zy]ﬂj

menurut Lemma 2.5.5, maka

zxu Is = Z[J’]'B]]S

i=1

Dengan hukum kanselasi maka didapat
m

Z[xi, ai) = Z[yl,ﬁl]
e(z xi015) = 9(2 yifis).

Jadi, terbukti 8 adalah pemetaan
(i) Akan dibuktikan 6 adalah injektif

Diketahui (X7 [x;, &), (4 [y, B:]) € @*', untuk
x;,y; € S dan untuk setiap a;, 8; € T, ambil

00, xas) = 9(2 yibis)
i [, @i Zyl.ﬁl]
i [x;, ;]S =

Menurut Lemma 2.5.5 maka

lea S = Zylﬁl

Jadi, terbukti 8 adalah |njekt|f

S

...
]
[y

Ms

i, Bil S.

~
1]
[y

setiap
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(iii) Akan dibuktikan 8 adalah surjektif.
Diketahui ;% [x;, a;] € Q+'menentukan Yix;a;s € Q. Sehingga

H(lea iS) = Z X;, ;).

(iv) Akan dibuktikan 6 adalah homomorfisma
Diketahui Y; x;a;s, Y yifis € Q, untuk setiap s,x;,y; €S dan
untuk setiap a;, B; € T.

0 (2 xS + Zyl'[))ﬁ) =0 (Z [x;, a )5 + <Z[3’1'5J )
((z s 4 (me)) ,

dengan mengamtzTilI { N,

Z[Zi»)/i] = (Z[%“i]) + <Z[Yi:ﬁi]>,

Jadi, 6 surjektif.

i i=1 i=1
maka
m
= 9( [2;, 7] 5)
{
=0 (z Z; ]/l'S>
i
m
= Z[Zi; il
i
sehingga

=D boal+ ) vuhl
i=1 i=1
= H(Z x;;s) + H(Z YiBis)-
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Selanjutnya

6 <<2 xiai5> (Z J’jﬂj5>> = 9(2 Xi@; YiPiss)

karena S adalah I' —semiring, ambil z;,a € S sehingga z; = x;a;y;
dan a = ss € S sifat tertutup pada semigrup, maka

—0 (Z 2 ﬁia)

A

b”45

[Zl’ Bl]

,.
1l
fy

sehingga

‘xl lyl'ﬁl

) Bes)

i=1

(T3

Jadi, terbukti 8 adalah homomorfisma.

p”4§

i

Kemudian karena 6 pemetaan yang injektif, surjektif dan
homomorfisma maka 8 adalah pemetaan yang isomorfik. n
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Dari hasil pembahasan di atas dapat diambil kesimpulan:

1. Jika P adalah suatu ideal prima (ideal semiprima) dari semiring
operator kiri L maka P* adalah suatu ideal prima (ideal
semiprima) dari ' —semiring S. Jika @ adalah suatu ideal prima
(ideal semiprima) dari suatu I' —semiring S maka Q*' adalah
ideal prima (ideal semiprima) dari semiring operator Kiri L

2. Misalkan S adalah T-semiring L semiring operator kiri dari S,
maka terdapat suatu pemetaan isomorfik 6 : Q — Q+' antara
semua himpunan ideal prima (ideal semiprima) dari S dan semua
himpunan ideal prima (ideal semiprima) dari L.
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