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OSCILLATORY  PADA PERSAMAAN DIFERENSIAL EULER  

VERSI RIEMANN-WEBER DELAY 

 

ABSTRAK 

Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber adalah salah 

satu persamaan diferensial yang solusinya diduga bersifat oscillatory. 

Khususnya dalam skripsi ini diselidiki sifat oscillatory pada solusi 

persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber dengan delay. 

Dengan memanfaatkan suatu teorema, sifat oscillatory solusi 

persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber  dengan delay 

dapat diselidiki melalui eksistensi sifat oscillatory solusi persamaan 

diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay. Dengan cara 

tersebut, diperoleh syarat perlu dan cukup agar solusi non-trivial  

persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber dengan delay 

bersifat oscillatory. 

 

Kata kunci : Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber,  

delay, oscillatory,  solusi non-trivial  
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OSCILLATORY  OF  EULER DIFFERENTIAL EQUATIONS 

OF RIEMANN-WEBER VERSION WITH DELAY 

 

ABSTRACT 

Euler differential equation Riemann-Weber version be inferred 

have a solution which oscillatory. Existency of oscillatory property on 

the solution of Euler differential equation Riemann-Weber version 

delay will be  investigated through the non-delay equation by using a 

theorem. It is found a necessary and sufficient condition for the 

existency of oscillatory property on the solution of Euler differential 

equation Riemann-Weber version both for non-delay and delay cases. 

 

Keywords: Euler differential equation Riemann-Weber version, 

delay, oscillatory, nontrivial solution. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

         Persamaan diferensial merupakan salah satu bidang kajian 

matematika yang mempunyai kontribusi besar dalam pengembangan 

matematika  maupun bidang ilmu lainnya. Persamaan diferensial 

seringkali digunakan untuk menentukan solusi berbagai persoalan 

seperti mekanika, kedokteran, rangkaian listrik dan ilmu terapan 

lainnya. Persamaan diferensial delay didefinisikan sebagai sebuah 

persamaan diferensial yang memuat hubungan ketergantungan antara 

dua waktu yang berbeda. Dibandingkan dengan persamaan 

diferensial non-delay, persamaan diferensial delay lebih jarang 

dibahas, karena solusi persamaan diferensial delay cukup sulit 

ditentukan secara eksak. Padahal banyak fenomena di alam yang 

dimodelkan dengan persamaan diferensial delay. 

          Dalam kehidupan sehari-hari banyak peristiwa yang berkaitan 

dengan fenomena osilasi yang dalam fisika osilasi sering diartikan 

sebagai gerak bolak-balik. Sebagai contoh, osilasi dapat diamati pada 

getaran senar gitar yang dimainkan oleh gitaris. Nada atau bunyi 

berasal dari getaran pada senar gitar yang dipetik, sehingga  getaran 

dapat diartikan pula sebagai osilasi atau gerak bolak-balik. 

Fenomena osilasi dalam matematika lebih dikenal dengan nama 

oscillatory. Oscillatory adalah suatu sifat yang menyatakan bahwa 

solusi suatu persamaan diferensial berosilasi. Di antara sekian 

banyak bentuk dan jenis persamaan diferensial, hanya sedikit 

terdapat persamaan diferensial yang bersifat oscillatory. Salah satu 

persamaan diferensial yang diduga mempunyai solusi yang berosilasi 

adalah  persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber, dengan 

bentuk umum 

                ,0 ,0)(
)ln(

)(
4

1
22

2

 tcty
tt

ty
tdt

yd 
        (1.1) 

di mana   dan c adalah parameter yang memenuhi kondisi 0  

dan 10  c . Bila c = 1, maka persamaan (1.1) disebut persamaan 

diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay, sedangkan bila 

10  c , maka persamaan (1.1) disebut persamaan diferensial Euler 

versi Riemann-Weber delay. 
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          Pada skripsi ini pembahasan lebih difokuskan pada persamaan 

diferensial Euler versi Riemann-Weber delay. Oscillatory pada 

persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber delay cukup sulit 

diperlihatkan secara langsung, sebab solusi eksaknya sulit 

ditentukan. Sebagai salah satu alternatif, digunakan pendekatan 

oscillatory pada persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber 

non-delay. Dengan demikian akan diselidiki terlebih dahulu 

terjadinya oscillatory pada persamaan diferensial non-delay. 

Kemudian hasil yang diperoleh digunakan untuk menyelidiki 

oscillatory pada persamaan diferensial delay. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang 

dikemukakan dalam skripsi ini adalah menentukan kondisi yang 

menyebabkan solusi non-trivial persamaan diferensial versi 

Riemann-Weber non-delay maupun persamaan diferensial versi 

Riemann-Weber delay bersifat oscillatory. 

 

1.3 Tujuan  

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Menghasilkan syarat perlu dan cukup untuk parameter   agar 

solusi non-trivial persamaan diferensial versi Riemann-Weber 

non-delay bersifat oscillatory. 

2. Menghasilkan syarat perlu dan cukup untuk parameter  dan 

c agar solusi non-trivial persamaan diferensial versi Riemann-

Weber delay bersifat oscillatory. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini diberikan dasar-dasar teori yang dipergunakan 

untuk mengkaji persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber, 

serta oscillatory  pada solusinya.  Dasar-dasar teori tersebut meliputi 

definisi dan uraian singkat beberapa teori penunjang skripsi ini. 

 

2.1.  Fungsi 

Definisi 2.1.1   

Misal BA, himpunan. Fungsi dari A ke B didefinisikan sebagai 

aturan yang memetakan setiap Aa  dengan tepat satu elemen 

.Bb  

 

Definisi 2.1.2 

Misalkan f fungsi yang terdefinisi pada suatu selang terbuka yang 

mengandung c. Fungsi f dikatakan kontinu di c jika ).()(lim cfxf
cx




 

 

Definisi 2.1.3 

Suatu fungsi )(tf  dikatakan periodik dengan periode T,  jika untuk 

setiap t di domain f , 

)()( tfTtf  . 

 

Definisi 2.1.4 
Fungsi trigonometri sinus dan cosinus dapat dihubungkan dengan 

fungsi eksponensial oleh kesamaan Euler, yaitu 

 sincos iei  , dengan 1i . 

 

Definisi 2.1.5 

Diberikan fungsi Af : , dengan A . 

1. Fungsi  f dikatakan monoton naik pada A jika untuk setiap 

Axx 21 ,  dan ,21 xx   maka    21 xfxf  . 

2. Fungsi  f dikatakan monoton turun pada A jika untuk setiap 

Axx 21 ,  dan ,21 xx   maka    21 xfxf  . 
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3. Fungsi  f dikatakan monoton tak turun pada A jika untuk setiap 

Axx 21 ,  dan ,21 xx   maka    21 xfxf  . 

4. Fungsi f dikatakan monoton tak naik pada A jika untuk setiap 

Axx 21 ,  dan ,21 xx   maka    21 xfxf  . 

 

Definisi 2.1.6  

Dimisalkan Af : , dan Ac . Turunan fungsi f di titik c 

didefinisikan  

cx

cfxf
cf

cx 






)()(
lim)( . 

 

Lemma 2.1.7 

Misalkan f  fungsi kontinu pada ],[: baI  dan terdiferensial pada 

(a,b). Jika 0)()(  bfaf , maka terdapat titik ),( bac sedemikian 

sehingga 0)(  cf . 

 

Teorema 2.1.8  (Teorema nilai rata-rata) 

Jika f fungsi kontinu pada ],[: baI  dan terdiferensial pada (a,b), 

maka terdapat titik c  pada (a,b) sedemikian sehingga 

))(()()( abcfafbf  . 

Bukti: 

 Definisikan   sebagai  

)(
)()(

)()()( ax
ab

afbf
afxfx 




  dimana Ix . 

ab

afbf
xfx






)()(
)()( . 

0)(
)()(

)()()( 



 aa

ab

afbf
afafa  

.0))()(()()(

)(
)()(

)()()(









afbfafbf

ab
ab

afbf
afbfb  

Karena   kontinu pada ],[: baI , terdiferensial pada (a,b) dan 

0)()(  ba  , maka berdasar Lemma  2.1.7  terdapat titik c  pada 

(a,b) sedemikian sehingga  
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ab

afbf
cfc






)()(
)()(0  . 

Akibatnya ))(()()( abcfafbf  . Terbukti 

 

2.2   Himpunan Fungsi 
          Himpunan fungsi adalah himpunan yang elemennya berupa 

fungsi. 

 

Definisi 2.2.1 

   ,0 padakontinu  ),0(:0 ffC
 

 

Definisi 2.2.2 

 negatiftak 00 fCfC   

 

Definisi 2.2.3 


0C =   . positiftak  fungsi0 fCf 
 

 

Definisi 2.2.4 

Fungsi 0Cf  dikatakan concave jika  1,0  dan ),0(, st , 

maka berlaku        stfsftf )1(1   . 

 

Definisi 2.2.5 

 yCyY 0 fungsi positif dan concave  

 

Teorema 2.2.6 

Misal f  kontinu pada ],[: baI , terdiferensial pada (a,b). Jika f fungsi 

monoton naik pada interval I, maka ,0)(  xf  untuk setiap Ix . 

 

Bukti: 

Diketahui fungsi f monoton naik pada I, maka untuk setiap Ixx 21 ,  

dan ,21 xx  berlaku )()( 21 xfxf  atau 0)()( 12  xfxf . 

Karena  f  terdiferensial pada I dan kontinu pada I, maka menurut 

teorema nilai rata-rata terdapat ),( 21 xxc , sedemikian sehingga 

      1212 xxcfxfxf   
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12

12 )()(
)(

xx

xfxf
cf




 . 

Karena ,0)()( 12  xfxf  maka .0)(  cf  Terbukti 

 

2.3  Barisan 

Barisan dalam himpunan S merupakan sebuah fungsi yang 

domainnya  ...3,2,1 dan rangenya di dalam S. Barisan bilangan 

riil adalah fungsi yang didefinisikan dalam  ...3,2,1 dengan 

range himpunan bilangan riil.   

 

2.4  Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat 

turunan suatu fungsi yang tidak diketahui. Suatu persamaan 

diferensial disebut mempunyai orde n apabila turunan tertinggi yang 

terdapat dalam persamaan diferensial itu merupakan turunan ke-n. 

Suatu persamaan diferensial dikatakan mempunyai derajat k apabila 

turunan tertinggi dalam persamaan diferensial tersebut berderajat k.  

Contoh  

1. 052
2

2


dx

dy

dx

yd
 (persamaan diferensial orde 2) 

2. 04

4

2

2















dx

dy

dx

yd
 (persamaan diferensial orde 2 berderajat 4). 

Apabila suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan 

antara fungsi dengan satu variabel bebas dan satu atau lebih turunan 

fungsi itu terhadap variabel bebas tersebut, maka persamaan tersebut 

disebut sebagai persamaan diferensial biasa. Di sisi lain, apabila 

suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan antara fungsi 

dengan sejumlah variabel bebas dan satu atau lebih turunan parsial  

fungsi itu terhadap variabel bebasnya, maka persamaan tersebut 

disebut sebagai persamaan diferensial parsial (Weisstein, Eric W. 

2004).  

Bentuk umum persamaan diferensial biasa orde n adalah 

 )1()( ,....,',,  nn yyyyxFy ,  

dengan )(,....",', nyyyy fungsi dari x (Finizio dan Ladas).   
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Suatu persamaan diferensial linear orde n adalah persamaan 

yang berbentuk  

),()()()()(.......)()()()( 01
)1(

1
)( xfxyxaxyxaxyxaxyxa n

n
n

n  
   (2.1) 

dengan )()...(),( 01 xaxaxa nn   adalah koefisien-koefisien, dan fungsi 

)(xf merupakan fungsi kontinu. Jika fungsi ,0)( xf  maka 

persamaan (2.1) disebut persamaan diferensial linear homogen. 

Sedangkan jika 0)( xf ,  maka persamaan (2.1) disebut persamaan 

diferensial linear nonhomogen. 

Skripsi ini hanya membahas persamaan diferensial biasa, 

sehingga selanjutnya persamaan diferensial biasa disebut persamaan 

diferensial saja. 

 

2.4.1  Persamaan Diferensial Euler 

Persamaan diferensial yang berbentuk 

)()()(...)()( 01

)1(1

1

)( xfxyaxyxaxyxaxyxa nn

n

nn

n  


, 

adalah salah satu bentuk persamaan diferensial Euler orde n dengan 

variabel bebas x, dengan 01...,, aaa nn   adalah konstanta  dan 0na  

(N. Finizio dan G. Ladas).  

 

2.4.2  Persamaan Diferensial Delay 

Suatu persamaan diferensial disebut persamaan diferensial 

delay, apabila pada persamaan tersebut terdapat hubungan 

ketergantungan dari waktu sebelum dan waktu sekarang atau dengan 

kata lain terdapat hubungan ketergantungan antara dua waktu yang 

berbeda pada persamaannya. Sebagai contoh, persamaan 

)()(  tyty   dengan  0  merupakan persamaan diferensial delay.  

Perhatikan     ,0)()()(  ttytqty                                         
(2.2) 

dengan  0Cq  
dan )(t

 
sebagai delay. Persamaan (2.2) disebut 

persamaan diferensial delay. Solusi persamaan (2.2) adalah fungsi 

yang kontinu pada  ,0t  
dengan 00 t . 
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Misal )(ty
 
solusi persamaan (2.2).  

1. Solusi )(ty
 

dikatakan non-trivial, jika untuk setiap ,0r  

terdapat  t dengan rt  , sedemikian sehingga .0)( ty  

2. Solusi )(ty  dikatakan solusi positif  jika terdapat ,0t  
sedemikian 

sehingga ,0)( ty
 
untuk ,0tt   dan dikatakan solusi negatif  

jika 0)( ty untuk 0tt  . 

 

Lemma 2.4.3 

Dimisalkan 
 0Cq

 
dan 

 
delay. Jika 

 0Cy  
dan terdiferensial 

untuk setiap ,1tt  serta memenuhi 

  1,)()()( ttdsssysqty
t

 


  

di mana 00 t  dan 0)( ttt  , 1tt  , maka persamaan (2.2) 

mempunyai solusi positif v yang memenuhi ),()( tytv  0tt   dan 

.0)(lim 


tv
t

 

 

Lemma 2.4.4 

Dimisalkan ,00 t  dan u fungsi positif dan concave di dalam ,
0t

C  

sedemikian sehingga 

 ),(0)(lim ttu
t




  

maka terdapat 01 tt   dan fungsi positif Yy , sehingga 

),()( tuty   untuk .1tt   

 

2.5  Oscillatory 

Misal )(ty adalah suatu fungsi kontinu. Fungsi )(ty  
disebut 

oscillatory jika terdapat barisan  nt  yang menuju ,  sedemikian 

sehingga fungsi .0)( nty  
Dengan kata lain suatu fungsi )(ty  

dikatakan bersifat oscillatory jika fungsi tersebut mempunyai 

pembuat nol yang tak berhingga banyaknya pada suatu interval 

),[ a , dengan 0a . Sedangkan )(ty  dikatakan non-oscillatory 

jika )(ty  mempunyai pembuat nol yang  berhingga banyaknya pada  
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suatu interval ).,[ a  Suatu persamaan diferensial dikatakan bersifat 

oscillatory jika solusinya bersifat oscillatory. 

 

Teorema 2.5.1 

Dimisalkan ,, 21 qq ., 021
C  Untuk setiap Yy dengan ,0y  

terdapat bilangan tak negatif 21, MM  sedemikian sehingga untuk t  

yang sangat besar, berlaku 

,0)( 2 Mty  
dan     )()()()( 222111 ttytqMMttytq   . 

Jika  

  ,0)()()( 1  ttytqty                                      (2.3) 

oscillatory, maka 

  0)()()( 2  ttytqty                                 (2.4) 

oscillatory. 

 

Bukti: 

Teorema ini akan dibuktikan dengan menggunakan kontraposisi. 

Misalkan persamaan (2.4) non-oscillatory, akan dibuktikan 

persamaan (2.3) non-oscillatory. Karena persamaan (2.4) non-

oscillatory, maka terdapat solusi u dari persamaan (2.4) dan  

0)( tu  untuk t yang sangat besar. Tanpa mengurangi umumnya 

pembuktian, dapat diasumsikan solusi u adalah positif. Pilih bilangan  

1t  dan 2t , sedemikian sehingga 0)( tu  untuk setiap 1tt   dan 

12 )( ttt   untuk setiap 2tt  . Karena )(tu  semakin besar 

kepositifannya, maka 0)(  tu . Karena )(tu solusi persamaan (2.4), 

maka  

 )()()( 22 ttutqtu  .                                    (2.5) 

Untuk 2tt   berlaku 0)(2 tq  dan   0)(2  ttu  , sehingga dari 

persamaan (2.5) didapat 0)(  tu  untuk 
2tt  . Dengan 

mengintegralkan persamaan (2.5) untuk xtt 2 , maka diperoleh 

 dsssusqsu
x

t

x

t
)()()( 22    

atau 

 dsssusqtuxu
x

t  )()()()( 22   
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atau 

  .)()()()( 22 dsssusqxutu
x

t
               (2.6) 

Karena )(tu  monoton turun untuk setiap 2tt  , maka untuk 

xtt 2  berlaku )()()( tuxutu  , sehingga dari persamaan 

(2.6) diperoleh 

  )()()( 22 tudsssusq
x

t
  untuk 2tt  ,     (2.7) 

dan untuk x  

  


dsssusq
t

)()( 22  . 

Berdasarkan pertidaksamaan (2.7),  maka menurut Lemma (2.4.3) 

berlaku 0)(lim 


tu
t

. Akibatnya 

 )(0)(lim ttu
t




. 

Menurut Lemma (2.4.4) terdapat 
3t  dengan 

23 tt   dan )(ty  

positif sedemikian sehingga )()( tytu  , untuk setiap 

.3tt  Menurut hipotesis terdapat konstanta tak-negatif  
1M dan 

.2M  Oleh karena itu, pilih 
3t  dengan 

123 Mtt  sedemikian 

sehingga berlaku 22 )( ttt   dan 
121 )( Mttt   atau  

211 )( tMtt  . 

Karena )()( tytu   untuk setiap ,3tt   maka dari hipotesis juga 

berlaku 

  ,0)( 211  MMttu   

dan 

    )()()()( 222111 ttutqMMttutq      (2.8) 

untuk setiap .3tt   Dipilih   21)( MMtuty  , maka 

    211111 )()()()( MMttutqttytq   .  

Dari persamaan (2.8) diperoleh  

   )()()()( 2211 ttutqttytq   ,                    (2.9) 

untuk setiap .3tt   Jika pertidaksamaan (2.9) diintegral, maka 

diperoleh 

   dsstusqdsstysq
tt 


 )()()()( 2211  .    (2.10) 
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Dari pertidaksamaan (2.7), maka pertidaksamaan (2.10)  menjadi 

      ),()()()()()( 12211 tyMtutudsstusqdsstysq
tt

 




 untuk setiap .3tt   Berdasarkan Lemma (2.4.3),  maka persamaan 

(2.3) mempunyai solusi positif, dengan kata lain persamaan (2.3) 

non-oscillatory.  

Bila 0)(1 t dan  )(2 t  dengan ,0  maka persamaan 

(2.3) adalah persamaan diferensial non-delay dan persamaan (2.4) 

adalah persamaan diferensial delay. Dengan demikian, teorema 

(2.5.1) menunjukkan bahwa konstanta delay yang disimbolkan   

tidak memberikan efek pada eksistensi sifat oscillatory kedua 

persamaan diferensial tersebut. Jadi, bila solusi persamaan 

diferensial non-delay bersifat oscillatory, maka demikian pula halnya 

dengan solusi persamaan diferensial delay. 

 

2.6  Persamaan Diferensial Euler Versi Riemann-Weber         

Persamaan diferensial versi Riemann-Weber secara umum 

dapat dituliskan dalam bentuk 

          ,0 ,0)(
)ln(

)(
4

1
22

2

 tcty
tt

ty
tdt

yd 
           (2.11)     

dengan dan c adalah parameter yang memenuhi kondisi 0  dan 

10  c . Jika 10  c , maka persamaan (2.11) disebut persamaan 

diferensial versi Riemann-Weber delay. Sedangkan bila c=1, maka 

persamaan (2.11) disebut persamaan diferensial versi Riemann-

Weber non-delay, atau dapat ditulis sebagai 

          ,0  , 0)(
)(ln4

11
222

2









 tty

t

δ

tdt

yd
          (2.12) 

dengan   adalah parameter yang memenuhi kondisi 0 . 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1   Penyelesaian  Persamaan Diferensial Euler  versi  Riemann-

Weber Non-Delay 

Perhatikan Persamaan diferensial Euler  versi  Riemann-

Weber non-delay  (2.12). 

Dimisalkan ts ln  atau ,set   maka 

ds

dy
e

ds

dy

eds

dy

tdt

ds

ds

dy

dt

dy s

s


11

  

dan  

.2

2

2

2

2

2

2

s

sss

e
ds

dy

ds

yd

e
ds

yd
e

ds

dy
e

dt

yd



































 

Jika  
2

2

dt

yd
 disubstitusikan ke persamaan (2.12), diperoleh 

0)(
4

11
22

2

2

2
























  sy

se
e

ds

dy

ds

yd
s

s 

 yang ekivalen dengan 

.0)(
4

1 2

22

2

















  sesy

sds

dy

ds

yd 

           

                  (3.1) 

Karena 02  se ,  maka persamaan  (3.1) dapat ditulis sebagai 

     
.0)()(

4

1
22

2

 sy
s

sy
ds

dy

ds

yd 

                             

 (3.2) 

Dimisalkan 2)()(

s

esysx


 , maka  

222 )(
2

1
)(

2

1
sss

esy
ds

dy
syee

ds

dy

ds

dx 










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dan
   

2
2

2

2
2

2

22
2

2

2

2

2

)(
4

1
)(

4

1

2

1

2

1

)(
2

1

2

1

2

1

)(
2

1

ss

ss

s

esy
ds

dy

ds

yd
esy

ds

dy

ds

dy

ds

yd

sy
ds

dy
ee

ds

dy

ds

yd

ds

esy
ds

dy
d

ds

ds

dx
d

ds

xd















































































































  

atau 2
2

2

2

2

)(
4

1
s

e
ds

xd
sy

ds

dy

ds

yd 

 .  

Jika 2
2

2

2

2

)(
4

1
s

e
ds

xd
sy

ds

dy

ds

yd 

  disubstitusikan ke persamaan (3.2), 

maka diperoleh persamaan diferensial berbentuk 

,0)( 2
2

2
2

2




ss

esx
s

e
ds

xd 

 
yang ekivalen dengan

 

         

.0)( 2
22

2












s

esx
sds

xd 

          

                        (3.3)   

Mengingat ,02 


s

e  maka persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai 

0)(
22

2

 sx
sds

xd 

                                                  
(3.4)      

Dimisalkan su ln maka ues  , dan .
11 u

u
e

esds

du    

Dengan demikian 

,
1 ue

du

dx

sdu

dx

ds

du

du

dx

ds

dx   
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dan  

.2

2

2

2

2

2

2

uuuu

u

e
du

dx

du

xd
ee

du

dx
e

du

xd

ds

du

du

e
du

dx
d

ds

du

du

ds

dx
d

ds

ds

dx
d

ds

xd


































































 

Sebagai akibatnya, persamaan (3.4) dapat ditulis sebagai 

 0)( 22

2

2














  uu euxe

du

dx

du

xd
 .                             (3.5) 

Karena ,02  ue
 
maka persamaan (3.5) dapat ditulis sebagai 

 
.0)(

2

2

 ux
du

dx

du

xd


               
                            (3.6) 

 
Dimisalkan solusi persamaan (3.6) adalah KuAex  , maka 

KuAKe
du

dx
  dan .2

2
KueAK

du

xd
  Substitusikan ,x

du

dx
 dan 

2

2

du

xd
 ke 

persamaan (3.6), maka akan dihasilkan persamaan karakteristik 

.02  KK  Dengan akar-akar persamaan karakteristik sebagai 

berikut 

2

411
1


K  dan .

2

411
2


K  

Berdasarkan nilai 
1K dan 2 K  yang diperoleh, terdapat tiga 

kemungkinan nilai   , yaitu .
4

1
atau

4

1
,

4

1
 

 

Bila ,
4

1


 
maka 

2

411
1


K

 
dan ,

2

411
2


K

 
sehingga dihasilkan solusi 

.)( 2

411

2
2

411

1

uu

eAeAux

 

  

Karena su ln ,  maka 
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.)( 2

411

2
2

411

1

ln
2

411

2

ln
2

411

1

 

 sAsAeAeAsx
ss

Mengingat ,)()( 2

s

esxsy   
maka dapat ditulis

 

.)( 22

411

2
2

411

1

s

esAsAsy















 

 

Karena ts ln , maka  

.)(ln)(ln)(ln)(ln)( 2

1

2

411

2
2

411

1
2

ln

2

411

2
2

411

1 ttAtAetAtAty

t































 

Misalkan 
2

411 
z

 
dan

 
,

2

411
1


 z

 
maka )(ty  dapat 

ditulis sebagai 

    ttAtAttAtAty zzzz   1
21

2

1

1
21 )(ln)(ln)(ln)(ln)( .          (3.7)

      

Jadi untuk ,
4

1
  persamaan (3.7) adalah solusi persamaan (2.12). 

Bila ,
4

1


 
maka diperoleh ,

2

1
21  KK sehingga  

uu
eAueAux 2

1

4
2

1

3)( 
.
 

Karena su ln , maka  

  .lnln)( 2

1

43
2

ln

4
2

ln

3 sAsAeAesAsx

ss

  
 

Mengingat 2)()(

s

esxsy  ,  maka  dapat ditulis  

  .ln)( 22

1

43

s

esAsAsy                           

Karena ts ln , maka 

     

     .)ln()ln(ln)ln(lnln

)(lnlnln)(lnlnln)(

43
2

1

43

2

1

2

1

43
2

ln

2

1

43

ttAtAttAtA

ttAtAetAtAty

t





 (3.8)

   

Jadi, untuk ,
4

1
  persamaan (3.8) adalah solusi persamaan (2.12).  
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Bila ,
4

1


 
maka 

2

411
1


K

 
dan .

2

411
2


K

 
Karena 

,
4

1


 
maka diperoleh K1, K2 adalah bilangan kompleks. Misalkan  

14  m ,  maka ,
2

1

2

1
2,1 ni

m
K 




 
dengan .

2

m
n 

  
Dengan demikian solusi persamaan (3.6) adalah 

.sincos)( 2

1

6
2

1

5 nueAnueAux
uu

  

Karena su ln ,  maka  

  .)lnsin()lncos(

)lnsin()lncos(

)lnsin()lncos()(

2

1

65

2

1

6
2

1

5

2

ln

6
2

ln

5

ssnAsnA

snsAsnsA

sneAsneAsx

ss







 

Mengingat ,)()( 2

s

esxsy   
maka dapat ditulis 

  .)lnsin()lncos()( 22

1

65

s

essnAsnAsy   

Karena ts ln , maka  

     2

ln

2

1

65 )(ln)ln(lnsin)ln(lncos)(

t

ettnAtnAty   

                              2

1

2

1

65 )(ln)ln(lnsin)ln(lncos tttnAtnA   

                          
     .ln)ln(lnsin)ln(lncos 65 tttnAtnA 

    
(3.9) 

Jadi untuk 
4

1
 , persamaan (3.9) adalah solusi persamaan (2.12). 

Jika dirangkum, maka solusi umum persamaan diferensial 

Euler versi Riemann-Weber non-delay adalah 

 

 

    























4

1
  jika,ln)ln(lnsin)ln(lncos

4

1
δ  jika                                  , )ln()ln(ln 

4

1
  jika                                 ,)(ln)(ln

)(

65

43

1
21





tttnAtnA

ttAtA

ttAtA

ty

zz

(3.10) 
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dengan Ai , ( i=1,2,3,4,5,6) adalah konstanta sembarang,    

2

14 



n

  
dan .

2

411 
z

 
 

3.2 Oscillatory pada Solusi Persamaan Diferensial Euler Versi  

Riemann-Weber Non-delay 

Pada sub-bab sebelumnya telah diperoleh tiga bentuk solusi 

persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay yang 

dibedakan oleh nilai parameter . Dalam sub-bab ini akan diselidiki 

apakah ketiga bentuk tersebut bersifat oscillatory. Dengan cara 

memeriksa banyaknya nilai t yang membuat y(t) bernilai nol.  

Untuk 
4

1
 , diperoleh solusi   ttAtAty zz  1

21 )(ln)(ln)( . 

Agar 0)( ty  haruslah  

     0lnln
1

21 


ttAtA
zz

 

0)(ln)(ln 1
21   zz tAtA  

zz tAtA  1
21 )(ln)(ln  

1

2
1)(ln

)(ln

A

A

t

t
z

z 



 

  
1

212)(ln
A

A
t z   

karena ,
2

411 
z

 
maka dapat ditulis  

1

2
1)

2

411
(2

)(ln
A

A
t 


 

 

1

21411)(ln
A

A
t    

1

241)(ln
A

A
t    

1

241 ln)ln(ln
A

A
t    
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 
1

2ln)ln(ln41
A

A
t    

 
41

ln

lnln
1

2






A

A

t . 

Misal
41

ln
1

2

1





A

A

B , maka  

  1lnln Bt   

1ln
B

et  . 

Sehingga diperoleh .2

1

Bet
B

e   Jadi himpunan pembuat nol 

persamaan (3.7) adalah  2Bt  , yang merupakan himpunan 

berhingga. Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk 
4

1
  solusi 

persamaan (2.12) bersifat non -oscillatory. 

Untuk 
4

1
 , diperoleh solusi   .)ln()ln(ln)( 43 ttAtAty 

 

Agar 0)( ty  haruslah  

  0)ln()ln(ln 43  ttAtA  

                 , 0)ln(ln  43  AtA  

dengan demikian .)ln(ln
3

4

A

A
t   Misal 

3

4
3

A

A
B  ,  maka 3ln

B
et  , 

yang mengakibatkan 4

3

Bet
B

e  . Jadi himpunan pembuat nol 

persamaan (3.8) adalah  4Bt  , yang merupakan himpunan 

berhingga. Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk kasus 
4

1
  

solusi persamaan (2.12) bersifat non-oscillatory.  

Untuk 
4

1
 ,  diperoleh solusi 

     tttnAtnAty ln)ln(lnsin)ln(lncos)( 65  . 

Agar 0)( ty  haruslah  

     0)ln(lnsin)ln(lncosln 65  tnAtnAtt
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    0)ln(lnsin)ln(lncos 65  tnAtnA  

 
 
  6

5

)ln(lncos

)ln(lnsin

A

A

tn

tn
  

  
6

5)ln(lntan
A

A
tn   

c
A

A
tn 












6

5arctan)ln(ln , untuk c=0,1,2... 

n

c

n

A

A

t
















6

5arctan

)ln(ln , untuk c=0,1,2... 



































n

c

n

A

A

t
6

5arctan

exp)(ln , untuk c=0,1,2... 

        )( cfet  , dengan 




































n

n

c

A

A

cf



6

5arctan

exp)(  untuk c=0,1,2... 

Jadi himpunan pembuat nol persamaan (3.9) adalah 

},...2,1,0,{ )(  cett cf , yang merupakan himpunan tak berhingga. 

Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk kasus 
4

1
  solusi 

persamaan (2.12) bersifat oscillatory. 

 

3.3 Oscillatory pada  Solusi Persamaan Diferensial Euler Versi  

Riemann-Weber Delay 

Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber delay tidak 

sederhana atau mudah jika diselesaikan secara langsung, sehingga 

diperlukan teorema untuk menyelesaikannya. 
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Teorema 3.3.1 

 Semua solusi non-trivial persamaan (2.11) bersifat oscillatory 

jika 
c4

1
 . 

 

Bukti: 

Misal )ln(ts  , cr ln , dan )()()( tyeysu s  , maka set   dan 

rec  . Dengan demikian )()()( rsueycty rs   , dan 

s

s
e

ds

du

eds

du

tds

du

dt

ds

ds

du

dt

du

dt

dy 
11

  

dan 

.

)( 

2

2

2

2

2

2

2

s

sss

s

e
ds

du

ds

ud

e
ds

du
ee

ds

ud

dt

ds

ds

e
ds

du
d

dt

ds

ds

dt

dy
d

dt

yd


























































 

Substitusikan y(ct)  dan  
2

2

dt

yd ke persamaan (2.11), untuk 

mendapatkan 

0)()(
4

1
222

2

2

2














  rsu

se
su

e
e

ds

du

ds

ud
ss

s 
 

yang ekivalen dengan 

.0)()(
4

1 2

22

2














  sersu

s
su

ds

du

ds

ud 

              

(3.11)

 
Karena 02  se , maka persamaan (3.11) dapat ditulis sebagai

 
0)()(

4

1
22

2

 rsu
s

su
ds

du

ds

ud 
.                       (3.12) 

Misalkan ,)()( 2

s

esxsu  maka  

222 )(
2

1
)(

2

1
sss

esx
ds

dx
sxee

ds

dx

ds

du








   
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dan 

ds

esx
ds

dx
d

ds

ds

du
d

ds

ud

s





































2

2

2
)(

2

1

 






































 )(

2

1

2

1

2

1
22

2

2

sx
ds

dx
ee

ds

dx

ds

xd
ss

 

.)(
4

1

)(
4

1

2

1

2

1

2
2

2

2
2

2

s

s

esx
ds

dx

ds

xd

esx
ds

dx

ds

dx

ds

xd































 

Jadi 22
2

2

2

2

)(
2

1
,)(

4

1
ss

esx
ds

dx

ds

du
esx

ds

dx

ds

xd

ds

ud
























 

dan .)()( 2

s

esxsu 
 

Akibatnya persamaan (3.12) dapat ditulis 

sebagai 

0)()(
4

1
)(

2

1
)(

4

1
2

)(

2
222

2

2

























rssss

ersx
s

esxesx
ds

dx
esx

ds

dx

ds

xd 

yang ekivalen dengan 

,0)( 2
2

2
2

2

2



 s
r

s

ersx
s

e
e

ds

xd 

 
yang ekivalen juga dengan

 

  

.0)( 2
2

2

2

2




















 s
r

ersx
s

e

ds

xd 
                       (3.13)

 

Mengingat 02 
s

e ,  maka persamaan (3.13) dapat ditulis sebagai 

.0)(
2

2

2

2





rsx
s

e

ds

xd

r


                              (3.14) 
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Misal ,2

r

ew


   maka persamaan (3.14) dapat ditulis menjadi 

0)(
22

2

 rsx
s

w

ds

xd
                                             (3.15)

                                
 

Dengan memanfaatkan teorema (2.5.1), jika solusi persamaan (3.4) 

bersifat oscillatory, maka solusi persamaan (3.15) bersifat 

oscillatory. Jika solusi persamaan (3.4) bersifat oscillatory pada 

,
4

1
 maka  solusi persamaan (3.15) bersifat oscillatory pada .

4

1
 w

  

Sehingga 
4

1
2 


r

ew  . Karena cr ln ,  maka 

4

1
2

ln

2 


cee

cr

 ,  

yang ekivalen dengan 

 
c4

1
 .   

Berdasarkan teorema (3.2.1), diperoleh bahwa solusi persamaan 

(2.11) bersifat oscillatory untuk 
c4

1
 .
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BAB IV
 

KESIMPULAN 

  

Dari analisis yang telah dilakukan dapat ditarik kesimpulan 

sebagai berikut. 

1. Solusi non-trivial persamaan diferensial Euler versi Riemann-

Weber non-delay bersifat oscillatory jika dan hanya jika
4

1
 . 

2. Solusi non-trivial  persamaan diferensial Euler versi Riemann-

Weber delay bersifat oscillatory jika dan hanya jika 
c4

1
 . 
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