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OSCILLATORY PADA PERSAMAAN DIFERENSIAL EULER
VERSI RIEMANN-WEBER DELAY

ABSTRAK

Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber adalah salah
satu persamaan diferensial yang solusinya diduga bersifat oscillatory.
Khususnya dalam skripsi ini diselidiki sifat oscillatory pada solusi
persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber dengan delay.
Dengan memanfaatkan suatu teorema, sifat oscillatory solusi
persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber dengan delay
dapat diselidiki melalui eksistensi sifat oscillatory solusi persamaan
diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay. Dengan cara
tersebut, diperoleh syarat perlu dan cukup agar solusi non-trivial
persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber dengan delay
bersifat oscillatory.

Kata kunci : Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber,
delay, oscillatory, solusi non-trivial
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OSCILLATORY OF EULER DIFFERENTIAL EQUATIONS
OF RIEMANN-WEBER VERSION WITH DELAY

ABSTRACT

Euler differential equation Riemann-Weber version be inferred
have a solution which oscillatory. Existency of oscillatory property on
the solution of Euler differential equation Riemann-Weber version
delay will be investigated through the non-delay equation by using a
theorem. It is found a necessary and sufficient condition for the
existency of oscillatory property on the solution of Euler differential
equation Riemann-Weber version both for non-delay and delay cases.

Keywords: Euler differential equation Riemann-Weber version,
delay, oscillatory, nontrivial solution.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial merupakan salah satu bidang kajian
matematika yang mempunyai kontribusi besar dalam pengembangan
matematika maupun bidang ilmu lainnya. Persamaan diferensial
seringkali digunakan untuk menentukan solusi berbagai persoalan
seperti mekanika, kedokteran, rangkaian listrik dan ilmu terapan
lainnya. Persamaan diferensial delay didefinisikan sebagai sebuah
persamaan diferensial yang memuat hubungan ketergantungan antara
dua waktu yang berbeda. Dibandingkan dengan persamaan
diferensial non-delay, persamaan diferensial delay lebih jarang
dibahas, karena solusi persamaan diferensial delay cukup sulit
ditentukan secara eksak. Padahal banyak fenomena di alam yang
dimodelkan dengan persamaan diferensial delay.

Dalam kehidupan sehari-hari banyak peristiwa yang berkaitan
dengan fenomena osilasi yang dalam fisika osilasi sering diartikan
sebagai gerak bolak-balik. Sebagai contoh, osilasi dapat diamati pada
getaran senar gitar yang dimainkan oleh gitaris. Nada atau bunyi
berasal dari getaran pada senar gitar yang dipetik, sehingga getaran
dapat diartikan pula sebagai osilasi atau gerak bolak-balik.
Fenomena osilasi dalam matematika lebih dikenal dengan nama
oscillatory. Oscillatory adalah suatu sifat yang menyatakan bahwa
solusi suatu persamaan diferensial berosilasi. Di antara sekian
banyak bentuk dan jenis persamaan diferensial, hanya sedikit
terdapat persamaan diferensial yang bersifat oscillatory. Salah satu
persamaan diferensial yang diduga mempunyai solusi yang berosilasi
adalah persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber, dengan
bentuk umum

d?y 1 S
p” + e y(t) + €inD)? y(ct) =0,t >0, (1.2)
di mana d dan c adalah parameter yang memenuhi kondisi 6 >0
dan 0<c<1. Bila c = 1, maka persamaan (1.1) disebut persamaan
diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay, sedangkan bila
0<c<1, maka persamaan (1.1) disebut persamaan diferensial Euler
versi Riemann-Weber delay.




Pada skripsi ini pembahasan lebih difokuskan pada persamaan
diferensial Euler versi Riemann-Weber delay. Oscillatory pada
persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber delay cukup sulit
diperlihatkan secara langsung, sebab solusi eksaknya sulit
ditentukan. Sebagai salah satu alternatif, digunakan pendekatan
oscillatory pada persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber
non-delay. Dengan demikian akan diselidiki terlebih dahulu
terjadinya oscillatory pada persamaan diferensial non-delay.
Kemudian hasil yang diperoleh digunakan untuk menyelidiki
oscillatory pada persamaan diferensial delay.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang
dikemukakan dalam skripsi ini adalah menentukan kondisi yang
menyebabkan solusi non-trivial persamaan diferensial versi
Riemann-Weber non-delay maupun persamaan diferensial versi
Riemann-Weber delay bersifat oscillatory.

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Menghasilkan syarat perlu dan cukup untuk parameter o agar
solusi non-trivial persamaan diferensial versi Riemann-Weber
non-delay bersifat oscillatory.

2. Menghasilkan syarat perlu dan cukup untuk parameter ¢ dan
c agar solusi non-trivial persamaan diferensial versi Riemann-
Weber delay bersifat oscillatory.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan dasar-dasar teori yang dipergunakan
untuk mengkaji persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber,
serta oscillatory pada solusinya. Dasar-dasar teori tersebut meliputi
definisi dan uraian singkat beberapa teori penunjang skripsi ini.

2.1. Fungsi

Definisi 2.1.1
Misal A, B himpunan. Fungsi dari A ke B didefinisikan sebagai

aturan yang memetakan setiap a€ A dengan tepat satu elemen
beB.

Definisi 2.1.2
Misalkan f fungsi yang terdefinisi pada suatu selang terbuka yang
mengandung c. Fungsi f dikatakan kontinu di c jikalim f (x) = f (c).

Definisi 2.1.3
Suatu fungsi f(t) dikatakan periodik dengan periode T, jika untuk
setiap t di domain f,

f(t+T)=f(t).

Definisi 2.1.4
Fungsi trigonometri sinus dan cosinus dapat dihubungkan dengan
fungsi eksponensial oleh kesamaan Euler, yaitu

e’ =cos@+isin@, dengan i=/—1.

Definisi 2.1.5

Diberikan fungsi f:A— %R, denganAc R.

1. Fungsi f dikatakan monoton naik pada A jika untuk setiap
X,, X, € A dan x, <x,, maka f(x,)< f(x,).

2. Fungsi f dikatakan monoton turun pada A jika untuk setiap
X,, X, € A dan x, <x,, maka f(x,)> f(x,).



3. Fungsi f dikatakan monoton tak turun pada A jika untuk setiap
X,, X, € A dan x, <x,, maka f(x,)< f(x,).

4. Fungsi f dikatakan monoton tak naik pada A jika untuk setiap
X,, X, € A dan x, <x,, maka f(x)> f(x,).

Definisi 2.1.6
Dimisalkan f:A— R, dan ce A. Turunan fungsi f di titik c
didefinisikan
f’(c)=|imM.
X X—C

—C

Lemma 2.1.7
Misalkan f fungsi kontinu pada |1 :[a,b] dan terdiferensial pada

(a,b). Jika f(a)= f(b)=0, maka terdapat titik c e (a, b)sedemikian
sehingga f’(c)=0.

Teorema 2.1.8 (Teorema nilai rata-rata)
Jika f fungsi kontinu pada | :[a,b] dan terdiferensial pada (a,b),
maka terdapat titik ¢ pada (a,b) sedemikian sehingga
f(b)y—f(@)="f'(c)b—a).
Bukti:
Definisikan ¢ sebagai

p(x) = f(x)— f(a)_f(b):;(a)(x_a) dimana xel .
0= 1(n-10=1@,
a

@)= (@)~ f(a)- M( a) =

p(b) = f(b)—f(a)- —a)

= f(b)— f(a)—(f(b)— f(a)) =0.
Karena ¢ kontinu pada |:[a,b], terdiferensial pada (a,b) dan
¢(a) = p(b) =0, maka berdasar Lemma 2.1.7 terdapat titik ¢ pada
(a,b) sedemikian sehingga

f(b) f(a)(b
b-a



0=¢'(c) = f'(c)—w.

Akibatnya f(b)— f(a) = f'(c)(b—a) . Terbukti

2.2 Himpunan Fungsi
Himpunan fungsi adalah himpunan yang elemennya berupa
fungsi.

Definisi 2.2.1
C, = {f :(0,00) = R|f kontinu pada (0, )}

Definisi 2.2.2
C7 ={f eCy| f tak negatif |

Definisi 2.2.3
C, = {f eC, | f fungsi tak positif }

Definisi 2.2.4
Fungsi f e C,dikatakan concave jika Vo e[01] dan ts e(0,x),
maka berlaku of (t)+ (1 —a)f (s)< f(ct + (L—a)s).

Definisi 2.2.5
Y = {y eC,|y fungsi positif dan concave }

Teorema 2.2.6
Misal f kontinu pada | :[a,b], terdiferensial pada (a,b). Jika f fungsi

monoton naik pada interval I, maka f'(x) >0, untuk setiapx e | .

Bukti:

Diketahui fungsi f monoton naik pada I, maka untuk setiap x;, x, €|
dan x, <X,, berlaku f (x;) < f(x,)atau f(x,)— f(x;)>0.

Karena f terdiferensial pada | dan kontinu pada I, maka menurut
teorema nilai rata-rata terdapat ¢ € (x;, X,), sedemikian sehingga

f(x,)—f0q)=f(chx, —x,)



f I(C) _ f (XZ) s | (Xl) .
X2 =%
Karena f (x,) — f(x;) >0, maka f'(c) >0. Terbukti

2.3 Barisan

Barisan dalam himpunan S merupakan sebuah fungsi yang
domainnya Nz{LZ,&..}dan rangenya di dalam S. Barisan bilangan

riil adalah fungsi yang didefinisikan dalam N:{12,3...}dengan
range himpunan bilangan riil.

2.4 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat
turunan suatu fungsi yang tidak diketahui. Suatu persamaan
diferensial disebut mempunyai orde n apabila turunan tertinggi yang
terdapat dalam persamaan diferensial itu merupakan turunan ke-n.
Suatu persamaan diferensial dikatakan mempunyai derajat k apabila
turunan tertinggi dalam persamaan diferensial tersebut berderajat k.
Contoh

2
4L

e ™ +5 =0 (persamaan diferensial orde 2)
X X

d?y ’ dy
2. (Fj + 4d_ =0 (persamaan diferensial orde 2 berderajat 4).
X X

Apabila suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan
antara fungsi dengan satu variabel bebas dan satu atau lebih turunan
fungsi itu terhadap variabel bebas tersebut, maka persamaan tersebut
disebut sebagai persamaan diferensial biasa. Di sisi lain, apabila
suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan antara fungsi
dengan sejumlah variabel bebas dan satu atau lebih turunan parsial
fungsi itu terhadap variabel bebasnya, maka persamaan tersebut
disebut sebagai persamaan diferensial parsial (Weisstein, Eric W.
2004).

Bentuk umum persamaan diferensial biasa orde n adalah
y(™ = F(x, AR y",....y‘”’l)),
dengan vy, y', y"....y™ fungsi dari x (Finizio dan Ladas).
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Suatu persamaan diferensial linear orde n adalah persamaan
yang berbentuk

8, ()Y ™ (%) + 2, (Y P (¥) BV () + 3 ()Y () = F(X), (2.2)
dengan a,(x),a,,(x)..a,(x) adalah koefisien-koefisien, dan fungsi
f (x) merupakan fungsi kontinu. Jika fungsi f (x) =0, maka
persamaan (2.1) disebut persamaan diferensial linear homogen.
Sedangkan jika f(x)=0, maka persamaan (2.1) disebut persamaan
diferensial linear nonhomogen.

Skripsi ini hanya membahas persamaan diferensial biasa,
sehingga selanjutnya persamaan diferensial biasa disebut persamaan
diferensial saja.

2.4.1 Persamaan Diferensial Euler

Persamaan diferensial yang berbentuk
a,x"y ™ () +a, X"y P () +... +apy () +a y(x) = (X)),
adalah salah satu bentuk persamaan diferensial Euler orde n dengan
variabel bebas x, dengan a,,a, ,...,a, adalah konstanta dan a, # 0
(N. Finizio dan G. Ladas).

2.4.2 Persamaan Diferensial Delay

Suatu persamaan diferensial disebut persamaan diferensial
delay, apabila pada persamaan tersebut terdapat hubungan
ketergantungan dari waktu sebelum dan waktu sekarang atau dengan
kata lain terdapat hubungan ketergantungan antara dua waktu yang
berbeda pada persamaannya. Sebagai contoh, persamaan
y'(t)=y(t-7) dengan z>0 merupakan persamaan diferensial delay.

Perhatikan y”(t) + q(t) y(t — z(t)) =0, (2.2)
dengan qeC; dan z(t) sebagai delay. Persamaan (2.2) disebut

persamaan diferensial delay. Solusi persamaan (2.2) adalah fungsi
yang kontinu pada (t,, ) dengan t, >0.



Misal y(t) solusi persamaan (2.2).

1. Solusi y(t) dikatakan non-trivial, jika untuk setiap r >0,
terdapat t dengan t>r, sedemikian sehingga y(t) = 0.

2. Solusi y(t) dikatakan solusi positif jika terdapat t,, sedemikian
sehingga y(t) > O, untuk t >t,, dan dikatakan solusi negatif
jika y(t) < Ountuk t >ty

Lemma 2.4.3
Dimisalkan qeC, dan 7 delay. Jika yeC, dan terdiferensial
untuk setiap t >t,, serta memenuhi

y'(t) > [ a(s)y(s —z(s))ds, vt >1,
di mana t,>0 dan t—z(t)>t,,vt>t,, maka persamaan (2.2)
mempunyai solusi positif v yang memenuhi v(t) < y(t), vVt >t, dan
tIi_r)mzov’(t) =0.

Lemma 2.4.4
Dimisalkan t, >0, dan u fungsi positif dan concave di dalam C, ,

sedemikian sehingga

tIim u(t) = 0(t),
maka terdapat t, >t, dan fungsi positif yeY , sehingga
y(t) =u(t), untuk t>t,.

2.5 Oscillatory

Misal y(t)adalah suatu fungsi kontinu. Fungsi y(t) disebut
oscillatory jika terdapat barisan {tn} yang menuju oo, sedemikian

sehingga fungsi y(t,)=0. Dengan kata lain suatu fungsi y(t)

dikatakan bersifat oscillatory jika fungsi tersebut mempunyai
pembuat nol yang tak berhingga banyaknya pada suatu interval
[a,0), dengan a>0. Sedangkan y(t) dikatakan non-oscillatory

jika y(t) mempunyai pembuat nol yang berhingga banyaknya pada



suatu interval [a, ). Suatu persamaan diferensial dikatakan bersifat
oscillatory jika solusinya bersifat oscillatory.

Teorema 2.5.1

Dimisalkan q,,0,, 7;, 7, €C,. Untuk setiap y eY dengan y >0,
terdapat bilangan tak negatif M,, M, sedemikian sehingga untuk t
yang sangat besar, berlaku

y) =M, >0, dan ¢, @)[y{t — 7, () —M, }— M, ]< g, @) y{t— 7, (1)} .
Jika

y'(®) +a®yt -z ()=0, (2.3)
oscillatory, maka

y' ) +a@®)yt—z,(t))=0 (2.4)
oscillatory.
Bukti:

Teorema ini akan dibuktikan dengan menggunakan kontraposisi.
Misalkan persamaan (2.4) non-oscillatory, akan dibuktikan
persamaan (2.3) non-oscillatory. Karena persamaan (2.4) non-
oscillatory, maka terdapat solusi u dari persamaan (2.4) dan
u(t) =0 untuk t yang sangat besar. Tanpa mengurangi umumnya

pembuktian, dapat diasumsikan solusi u adalah positif. Pilih bilangan
t, dan t,, sedemikian sehingga u(t) >0 untuk setiap t>t, dan
t—7z,(t) >t untuk setiap t>t,. Karena u(t) semakin besar
kepositifannya, maka u’(t) >0. Karena u(t) solusi persamaan (2.4),
maka

u"(t) = —g, (u(t -z (1)). (2.5)
Untuk t>t, berlaku q,(t)>0 dan u(t—z,(t))>0, sehingga dari
persamaan (2.5) didapat u”(t)<O untuk t=>t,. Dengan
mengintegralkan persamaan (2.5) untuk t, <t < x, maka diperoleh

[u®) = [~ a()u(s—z,())ds

atau

WO) —U'(®) =~ Ay (uls — 72 () s



atau

u(1) ~u'(x) = [ Gy (s)uls — 75 (s))ds. (2.6)
Karena u’(t) monoton turun untuk setiap t>t,, maka untuk
t, <t<x berlaku u'(t)—u’(x) <u'(t), sehingga dari persamaan
(2.6) diperoleh

[ @(s)u(s —7,(s))ds < u'(@untuk t>t,, (27)
dan untuk X — oo

| az(s)u(s =7, (s))ds < 0.
Berdasarkan pertidaksamaan (2.7), maka menurut Lemma (2.4.3)
berlaku tIim u’'(t) = 0. Akibatnya

lim u(t) = 0(1).

Menurut Lemma (2.4.4) terdapat t, dengan t; > t, dan y(t)
positif ~ sedemikian  sehingga  u(t) =y(t), untuk  setiap
t > t,. Menurut hipotesis terdapat konstanta tak-negatif M, dan
M,. Oleh karena itu, pilih t; dengan t; >t, + M, sedemikian
sehingga berlaku t—7,(t)>t, dan t-¢(t)>t,+M, atau
t—z(t)—M, >t,.
Karena u(t) = y(t) untuk setiap t > t,, maka dari hipotesis juga
berlaku
u(t —z,(t) — M, )—M, >0,
dan
Ch(t)[u(t_fl(t)_Ml)_Mz]SQ2(t)u(t_72(t)) (2.8)
untuk setiap t > t,. Dipilih y(t) =u(t —M,)— M, , maka
w®Y(t -7z ®)=a®lt-7® —M;)-M,].
Dari persamaan (2.8) diperoleh
B O Yt -7 1)< g @Oult -z, O). (2.9)
untuk setiap t>t,. Jika pertidaksamaan (2.9) diintegral, maka
diperoleh

[aEY-n)ds < [a,(s)ult - 7,(s))s. (210)
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Dari pertidaksamaan (2.7), maka pertidaksamaan (2.10) menjadi

'ftql(s) y(t—7,(s))ds < 'ftqz(s)u(t —7,(s))ds <u'(t) =u'(t—M,)=y'(t),
untuk setiap t >t,. Berdasarkan Lemma (2.4.3), maka persamaan
(2.3) mempunyai solusi positif, dengan kata lain persamaan (2.3)
non-oscillatory.

Bila z;(t) =0dan z,(t) =z dengan z >0, maka persamaan
(2.3) adalah persamaan diferensial non-delay dan persamaan (2.4)
adalah persamaan diferensial delay. Dengan demikian, teorema
(2.5.1) menunjukkan bahwa konstanta delay yang disimbolkan z
tidak memberikan efek pada eksistensi sifat oscillatory kedua
persamaan diferensial tersebut. Jadi, bila solusi persamaan
diferensial non-delay bersifat oscillatory, maka demikian pula halnya
dengan solusi persamaan diferensial delay.

2.6 Persamaan Diferensial Euler Versi Riemann-Weber

Persamaan diferensial versi Riemann-Weber secara umum

dapat dituliskan dalam bentuk
d?y 1

+—y(t)+

dt  4t? y® (tint)?

dengans dan ¢ adalah parameter yang memenuhi kondisi 6 >0 dan

0<c<l. Jika 0<c<1, maka persamaan (2.11) disebut persamaan
diferensial versi Riemann-Weber delay. Sedangkan bila c=1, maka
persamaan (2.11) disebut persamaan diferensial versi Riemann-
Weber non-delay, atau dapat ditulis sebagai

d’y 1[1 9 jy(t):o,t>0, (2.12)

y(ct) =0,t >0, (2.11)

+ — | =+
dt> t*{(4 (nt)?

dengan ¢ adalah parameter yang memenuhi kondisi 6 > 0.
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BAB IlI
PEMBAHASAN

3.1 Penyelesaian Persamaan Diferensial Euler versi Riemann-
Weber Non-Delay

Perhatikan Persamaan diferensial Euler versi Riemann-
Weber non-delay (2.12).
Dimisalkan s=Int atau t=e°, maka

& _dyds 1oy 1oy .y

dt dsdt tds eSds ds
dan
2 2
u: _e_sﬂ+e_su oS
dt? ds ds?

= d_zl_.d_y 9725
ds® ds .

Jika :Ity disubstitusikan ke persamaan (2.12), diperoleh

d?y dy) ., 1 (1 5]
— —— e +—|=+—|y(s) =0
(ds2 de eZS 4 SZ y()

yang ekivalen dengan

d’y dy ( j
| =+ — |y(s 0. (3.1)
{ds ds \4 B
Karena e = 0, maka persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai
d?y dy 1
= y(s)+ y(s) =0. 3.2)

S

Dimisalkan x(s) = y(s)e 2, maka

dx dy 5 1 - dy
Ze? ——=y(s
R y(s) = [s y( )j
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ds?> 2ds 2ds 4 ds? d
d’y dy 1 d?x —
atau —2 2 2 a2
ds? ds 4y(s) s
2
Jika u_ﬂJrly(s)__xe 2 disubstitusikan ke persamaan (3.2),
ds> ds 4 ds®
maka diperoleh persamaan diferensial berbentuk
d?x -+ 5 -2
=0,
ds?
yang ekivalen dengan
d?x & %=
—— +—X(s) |le 2 =0. (3.3)
[ds2 s? ( )]

S
Mengingat e 2 =0, maka persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai
d 2
ds?

X(S) 34)

du 1 1 3
Dimisalkan u=Insmaka s=¢",dan —===-"—=¢e"".
ds s e

Dengan demikian
dx_dedu dx1_dx
ds duds dus du
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dan

dx dx dx
d—=| d d —e™
d®x (ds)_ (dsjdu (due jd_u

ds? ds du ds du ds

d?x , dx w [(d%x dx ) .,
=|——ZeV_"ellel=| —= " g,
du? du du? du

Sebagai akibatnya, persamaan (3.4) dapat ditulis sebagai

2

[i—ﬁ—g—ﬂez” +8xu)e™® =0. (3.5)
Karenae ' #0, maka persamaan (3.5) dapat ditulis sebagai

d?x  dx

+ ox(u) =0. 3.6

Y A E\G (3.6)
Dimisalkan solusi persamaan (3.6) adalah x=Ae, maka
dX Ku d*x 2, Ku 4208 d*x

= AKe"" dan —= = AK?e"". Substitusikan x,

du du u du?
persamaan (3.6), maka akan dihasilkan persamaan Kkarakteristik
K? -K +8=0. Dengan akar-akar persamaan Kkarakteristik sebagai
berikut

1——2 2| i

Berdasarkan nilai K, dan K, yang diperoleh, terdapat tiga

: o ) 1 1 1
kemungkinan nilai & , yaitu 5:2, 5<Z atau 5>Z'
Bila 5<%, maka K, :1_'_— “12_45 dan K, = 1-Vi-45 ’

sehingga dihasilkan solusi
1+mu 1—mu
xuy=Ae 2?2 +Ae 2

Karena u=Ins, maka

15



1+1-46 In 1-VJ/1-46 1+J/1-46 1-VJ1-46

X(s)=Ae ? S+A2e 2 Ins=Als 2 +As ?
Mengingat y(s) = x(s)e2, maka dapat ditulis
1145 1145 ) s

y(s):{Als 2 +As 2 Jez.

Karena s=Int, maka

1+/1-45 1-J1-45 ) Int 1++/1-45 1145 | 1
y(t):{Al(Int) 2 4 A(Int) 2 Jez :[Ai(lnt) 2y A(nt) 2 f2.
Misalkan 7 =1+ Vv1=49 “12_45 dan 1-7-1-Vi=40 12_45 maka y(t) dapat

ditulis sebagai

y(t) = (A1) + A (Int)* )t% (At + AN @)
Jadi untuk 5 < % persamaan (3.7) adalah solusi persamaan (2.12).
Bila 5:%, maka diperoleh K, =K, = % sehingga

x(U) = Aue'?" + Ae’?" _
Karena u=Ins, maka
x(s) = A In seInTS + A4eIn7s =(AjIns+ A4)s%.

Mengingat y(s) = x(s)e?, maka dapat ditulis

1 s
y(s) = (A Ins+ A, )s2e2.
Karenas=Int, maka
1 Int 11

y(t) = {A;In(Int)+ A, J(Int)2e 2 = {A In(Int)+ A, }(Int)2t2
={AIn(Int)+ A }(tInt)2 = {A In(Int) + A, }y/(tInt). (3.8)

Jadi, untuk § = %, persamaan (3.8) adalah solusi persamaan (2.12).
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Y 1 Vi- LV )
Bila 5>Z' maka Kl:w dan Kzzl——lzﬁ_ Karena

S> %, maka diperoleh K;, K, adalah bilangan kompleks. Misalkan

++/— . m
m=45-1, maka K, ol v > m =%in|, dengan n N
Dengan demikian solusi persamaan (3.6) adalah
1 1
X(u) = A5e2u cosnu + Aﬁe2u sinnu.
Karena u=1Ins, maka

Ins Ins

x(s) = Ae 2 cos(nlns)+ Ae 2 sin(nins)
1 1
= As2 cos(nlns)+ A;s2 sin(nin s)

=(A;cos(nin s)+ A;sin(nin s))s?.

Mengingat y(s) = x(s)e2, maka dapat ditulis

1 s
y(s) = (A, cos(nin s) + A, sin(nin s) )s2e2.
Karena s=Int, maka

1 Int
y(t) = [A; cos(nin(int))+ A; sin(nin(in t))|(Int)2e 2
11
=[A cos(nin(In t))+ A, sin(nIn(In t) )|(Int)2t2
=[Ascos(nin(Int))+ Agsin(nin(in t))NtInt.  (3.9)

Jadi untuk s > % , persamaan (3.9) adalah solusi persamaan (2.12).

Jika dirangkum, maka solusi umum persamaan diferensial
Euler versi Riemann-Weber non-delay adalah

(A (Int)* + A, (Int)-* N, jika & <%
y(t) =1 (AgIn(int) + A, )|/(tInt) jika & :% (3.10)
[A; cos(nin(int))+ Agsin(nin(int))tint,  jika &> %
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dengan A; (i=1,2,3,4,5,6) adalah konstanta sembarang,

_V45-1 1++1-456
n_T dan ENO

3.2 Oscillatory pada Solusi Persamaan Diferensial Euler Versi
Riemann-Weber Non-delay

Pada sub-bab sebelumnya telah diperoleh tiga bentuk solusi
persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber non-delay yang
dibedakan oleh nilai parameters. Dalam sub-bab ini akan diselidiki
apakah ketiga bentuk tersebut bersifat oscillatory. Dengan cara
memeriksa banyaknya nilai t yang membuat y(t) bernilai nol.

Untuk 5<%, diperoleh solusi y(t) :(Al(lnt)Z +Ay(In t)H)ﬁ.
Agar y(t) =0 haruslah
(A(nt) + A(Int}* Nt =0
A(nt)* +A,(Int)" > =0
A(Int)* ==A,(Int)"*
(Int)* _=A
(N A
(Int)?** = i
A

1+Vv1-46

karena z = o maka dapat ditulis

1+4J1-46
2( )1
it 2 oA

A

[nt)ti-4e-1 _ A
(Int) A
Nty = 2
(Int) A
5

A

In(In t)"**° =In
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V1-45(In(Int))=1In é%

In—x‘
In(Int)= 0
n(n ) 1-46
In—&
Misal Blz\/%,maka
In(Int)=B,
I t=e?.

Sehingga diperoleh t = e = B,. Jadi himpunan pembuat nol
persamaan (3.7) adalah {t — Bz}, yang merupakan himpunan

berhingga. Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk 5<% solusi
persamaan (2.12) bersifat non -oscillatory.
Untuk 5:%, diperoleh solusi y(t) = (A In(Int)+ A, W/t Int).

Agar y(t) =0 haruslah

(A;In(int) + A, )/(tInt) =0
AIn(Int)+ A, =0,

dengan demikian In(In t)=—%. Misal B3:—%, maka Int=e%,

yang mengakibatkan t=e =B,. Jadi himpunan pembuat nol
persamaan (3.8) adalah {t:B4}, yang merupakan himpunan

berhingga. Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk kasus 5:%

solusi persamaan (2.12) bersifat non-oscillatory.
Untuk ¢ > % , diperoleh solusi

y(t) =[A cos(nin(in t))+ A, sin(nIn(in t))VtInt .
Agar y(t) =0 haruslah

Jtint[A cos(nin(int))+ A sin(nin(int))]=0
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A, cos(nin(in t))+ A, sin(nin(in t))=0
sin(nin(int)) ~~ As

cos(nin(int)) A,
tan(nn(in t)) = 5
As

nin(in t) = arctan{— %) +cz , untuk ¢c=0,1,2...

arctan[— ASJ
+C7ﬂ, untuk ¢=0,1,2...

arctan[— Asj
(nt)=exp| — 5 L C7 | ntuk c=0,1,2...
n

n

In(Int) =

c
arctan{—As}ﬂ

6

t=e"©, dengan f(c)=exp untuk ¢=0,1,2...

Jadi  himpunan pembuat nol persamaan (3.9) adalah

{t‘t:ef‘c’,c=0,1,2,..}, yang merupakan himpunan tak berhingga.

Sesuai dengan definisi oscillatory, untuk kasus s> solusi
4

persamaan (2.12) bersifat oscillatory.

3.3 Oscillatory pada Solusi Persamaan Diferensial Euler Versi
Riemann-Weber Delay

Persamaan diferensial Euler versi Riemann-Weber delay tidak
sederhana atau mudah jika diselesaikan secara langsung, sehingga
diperlukan teorema untuk menyelesaikannya.
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Teorema 3.3.1

Semua solusi non-trivial persamaan (2.11) bersifat oscillatory
R 3 1
jika s

N

Bukti:
Misal s=1In(t), r=—Inc, dan u(s) = y(e®) = y(t), maka t=e® dan
c=e"". Dengan demikian y(ct) =y(e*")=u(s-r), dan
dy _du_duds dul dul du_,
dt dt dsdt dst dse® ds
dan

dt2  ds dt  ds  dt |ds?

d?u du) .
=[——-— ™%,
ds? ds

Substitusikan  y(ct) dan @ ke persamaan (2.11), untuk
dt

d<y dt ) ds ds ds (d7u _ oy du |
= = = e +(—e )E e

mendapatkan
d?u du) 1 )
——— e+ u(s) + u(s—r)=0
(dSZ dSJ 4e25 () e2552 ( )
yang ekivalen dengan
d’u du 1 ) 5
—— —— +=u(s)+ —u(s—r) |e** =0. 3.11
[ds2 ds 4() sz( )J £
Karena e =0, maka persamaan (3.11) dapat ditulis sebagai
d’u du 1 )
— ——+=u(s) +—=u(s-r)=0. 3.12
ds? ds4()sz( ) (542

S

Misalkan u(s) = x(s)e?2, maka
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dan

d 1ol
ek d(dgj . d((ds s x(s)jezJ

ds2  ds ds

d’x ldx ), (1 3)dx 1
=l ——+-— 2+ -e? | —+=X(s)
ds 2 ds 2 ds 2
d®x 1dx 1dx 1 2
=| —+=-—+=—+=x(s) |e?
d 2ds 2ds 4
d?x dx 1 :
=| —— + ==+ = x(5) |e2.
ds> ds 4 ()J
2 2 S S
Jadi 4 lz":(d §+%+1x(s)Je2, d—u:(%+lx(s))e2
ds ds ds 4 ds ds 2

dan u(s)=x(s)e2. Akibatnya persamaan (3.12) dapat ditulis
sebagai
d2 dx 1 S (dx 1 S 1SS &0
+—+=X(S) 2 =| —+=X(5) [p? +=x(s)e2 + 5 x(s-r)e 2 =0
(ds ds 4()] (ds 2()j 4() 5? (5=1)
yang ekivalen dengan
r
d’x ; e ?
——=C]
ds? s?
yang ekivalen juga dengan

S
X(s—r)e? =0,

d?x oe 2
=+
ds

S

X(s—r) [e2 = 0. (3.13)

Mengingat e% #0 maka persamaan (3.13) dapat ditulis sebagai

d?x 5e 2
d52

x(s—r)=0. (3.14)
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.
Misal w = S& 2, maka persamaan (3.14) dapat ditulis menjadi

N ;(+ﬂx(s—r) 0 (3.15)
ds® s

Dengan memanfaatkan teorema (2.5.1), jika solusi persamaan (3.4)
bersifat oscillatory, maka solusi persamaan (3.15) bersifat
oscillatory. Jika solusi persamaan (3.4) bersifat oscillatory pada

5> %, maka solusi persamaan (3.15) bersifat oscillatory pada w > %

r

Sehingga w= e 2 > % . Karena r =—Inc, maka
Inc
o 2 —%2 =5Jc> Z
yang ekivalen dengan
o>——

4\/_

Berdasarkan teorema (3.2.1), diperoleh bahwa solusi persamaan

4f

(2.11) bersifat oscillatory untuk & > ——

23






BAB IV
KESIMPULAN

Dari analisis yang telah dilakukan dapat ditarik kesimpulan
sebagai berikut.
1. Solusi non-trivial persamaan diferensial Euler versi Riemann-

Weber non-delay bersifat oscillatory jika dan hanya jika o > % .
2. Solusi non-trivial persamaan diferensial Euler versi Riemann-

Weber delay bersifat oscillatory jika dan hanya jika § > \1f :
44c
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