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PELABELAN SUPER EDGE-GRACEFUL PADA GRAF FAN
DAN GRAF MULTI-LEVEL WHEEL

ABSTRAK

Pelabelan super edge-graceful adalah salah satu bagian dari
pelabelan graf. Sebuah graf G (V,E) dengan orde |V| = p dan orde
|E| = q disebut super edge-graceful jika terdapat fungsi f yang

bijektif dari E ke {O, +1,+2,---,+ qT_l} untuk ¢ ganjil dan dari E ke

{il, 2, , %+ g} untuk ¢ genap sedemikian sehingga fungsi
pelabelan titik f* yang didefinisikan dengan jumlah dari garis-garis
yang incident dengan suatu titik pada graf adalah bijektif dari V ke
{0,41,42,,+ =2} untuk p ganjil dan dari V ke {+1,+2, -, +2}
untuk p genap.

Graf fan dan graf multi-level wheel merupakan dua jenis dari

graf. Pada skripsi ini, ditunjukkan bahwa graf fan dan graf multi-
level wheel adalah super edge-graceful.

Kata kunci: Pelabelan graf, super edge-graceful, graf fan, graf
multi-level wheel.
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SUPER EDGE-GRACEFUL LABELING OF FAN GRAPHS
AND MULTI-LEVEL WHEEL GRAPHS

ABSTRACT

Super edge-graceful labeling is one type of graph labeling. A
graph G(V,E) of order |V| =p and |E| = q is called super edge-

graceful if there exist bijection f from E to {O,il, iZ,---,iqT_l}

where ¢ is odd and from E to {i 1,+2,---, & %} where g is even such

that the induced vertex labelling f* defined by sum of edges which
are incident with a vertex is a bijection from V to

{O,il,iZ,---,ipT_l} where p is odd and from V to

{il, +2,..-,+ g} where p is even.

Fan graph and multi-level wheel graph are two classes of graph.
This minor thesis shows that fan graph and multi-level wheel graph
are super edge-graceful.

Keyword: graph labeling, super edge-graceful, fan graph, multi level
wheel graph.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
penting dan banyak manfaatnya untuk memecahkan permasalahan
dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf diperkenalkan oleh
Leonhard Euler (graph dan digraph) pada tahun 1736 ketika
mendiskusikan apakah mungkin untuk melewati semua jembatan di
kota konnisberg Rusia dalam sekali waktu. Publikasi dari masalah ini
dan usulan solusinya dinamakan teori graf. Topik ini dipelajari oleh
matematikawan seperti Thomas Pennyngthon, Krikman William dan
Roman Hamilton. Pada permasalahan yang dialami oleh Euler, titik
mempresentasikan  lokasi atau  suatu daerah dan garis
mempresentasikan jembatan yang menghubungkan antar lokasi
(Chartrand dan Oellermann, 1996).

Teori graf semakin banyak dikembangkan oleh para ahli
matematika. Dengan menggunakan rumusan atau model dari teori
graf yang tepat, suatu permasalahan dapat dilihat dan diamati lebih
jelas sehingga memudahkan kita untuk menganalisanya. Salah satu
contohnya yaitu pelabelan pada graf.

Pelabelan graf dalam teori graf adalah pemberian label pada
titik, garis, atau titik dan garis. Pelabelan graf sudah banyak dikaji
mulai tahun 60-an dan banyak dikembangkan oleh para ahli, salah
satunya yaitu pelabelan edge-graceful.

Misal G (p,g)-graf dengan pasangan titik dan garis (V,E). G
(p,q)-graf disebut edge-graceful jika terdapat pemetaan f:E — Q
yang bijektif dan pemetaan f*:V — P yang didefinisikan dengan
f () = Yuver f(uv) (mod p) dan f* juga fungsi bijektif. f disebut
pelabelan edge-graceful dari G.

Salah satu pengembangan dari pelabelan edge-graceful adalah
pelabelan super edge-graceful. Berdasarkan latar belakang di atas,
penulis akan melabelkan dua jenis graf yaitu graf fan dan graf multi-
level wheel dengan menggunakan pelabelan super edge-graceful.



1.2 Rumusan Masalah

Latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya mendasari
adanya rumusan masalah yang akan dibahas dalam penulisan skripsi
ini, yaitu:

1. Bagaimana menentukan pelabelan super edge-graceful pada
graf fan?

2. Bagaimana menentukan pelabelan super edge-graceful pada
graf multi-level wheel?

1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada penulisan skripsi ini adalah
sebagai berikut:

1. Graf yang akan dibahas adalah graf berhingga di mana
jumlah titik dan garisnya berhingga, sederhana, tanpa loop,
terhubung dan tak berarah.

2. Pelabelan yang akan dibahas hanya pelabelan super edge-

graceful.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagai
berikut:

1. Menentukan pelabelan super edge-graceful pada graf fan.
2. Menentukan pelabelan super edge-graceful pada graf multi-
level wheel.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf
Konsep dasar graf yang digunakan pada penulisan skripsi ini
adalah sebagai berikut:

Definisi 2.1.1

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V(G),E(G)) yang
dinotasikan dalam bentuk G = {V(G),E(G)} dengan V(G) adalah
himpunan berhingga yang tidak kosong dari titik-titik (verteks),
sedangkan E(G) adalah himpunan berhingga (boleh kosong) dari
garis-garis (edges) (McHugh, 1990).

Contoh 2.1:

Graf G dengan pasangan himpunan (V(G), E (G)) dengan V(G)
himpunan titik-titik dan FE(G) himpunan garis-garis sebagaimana
terlihat pada Gambar 2.1.

|

3
Gambar 2.1 Graf G dengan 4 titik dan 5 garis

Definisi 2.1.2
Gelung (loop) adalah suatu garis yang menghubungkan suatu
titik dengan dirinya sendiri (Marsudi, 2006).

Definisi 2.1.3
Garis ganda (multi edge) adalah dua garis atau lebih yang
menghubungkan pasangan titik yang sama (Marsudi, 2006).

Definisi 2.1.4

Suatu graf yang tidak memiliki gelung (loop) dan garis-garis
ganda disebut graf sederhana (simple graph), sedangkan graf ganda
(multi graph) adalah graf yang memiliki suatu garis ganda yang

3



menghubungkan dua titik yang sama atau mengandung satu atau
lebih loop (Marsudi, 2006).

Contoh 2.2:
Graf sederhana (simple graph) dan graf ganda (multi graph)
dengan satu loop ditunjukkan oleh Gambar 2.2.

(@ (b)
Gambar 2.2 (a) Graf sedehana dan (b) Graf ganda

Definisi 2.1.5
Jika e = (uv) adalah garis dari graf G, maka dikatakan bahwa u
dan v adalah berelasi (adjacent) di G, dan garis e tersebut dikatakan

terhubung (incident) dengan u dan incident dengan v (Lipschutz dan
Lipson, 2000).

Contoh 2.3:

Graf G dengan dengan titik u dan v serta garis ¢, sebagaimana
pada Gambar 2.3, u adjacent dengan v, e; incident dengan u dan e;
incident dengan v.

€
LNy AR 7 b
u A4

Gambar 2.3 u adjacent v, ey incident u dan v

Definisi 2.1.6

Dua garis e; dan e, pada graf G dikatakan adjacent jika kedua
garis tersebut incident dengan satu titik persekutuan (Lipschutz dan
Lipson, 2000).

Contoh 2.4:

Graf G dengan himpunan titik-titiknya u, v, dan w serta garis
e, dan e, sebagaimana dikonstruksikan pada Gambar 2.4 di mana e;
adjacent dengan e,.

4



Gambar 2.4 e; adjacent e,

Definisi 2.1.7

Derajat (degree) sebuah titik v pada sebuah graf G adalah
jumlah garis yang incident dengan titik v, dengan kata lain jumlah
garis yang memuat titik v sebagai titik ujung, yang dinotasikan
dengan deg(v) (Lipschutz dan Lipson, 2000).

Contoh 2.5:

G graf ganda dengan himpunan titik-titiknya u;, u, u; dan uy
yang terlihat pada Gambar 2.5. Derajat masing-masing titik-titiknya
adalah deg(u;) = 3, deg(u,) = 4, deg(us) = 3 dan deg(u,) = 4.

Uuj U

usz Uy
Gambar 2.5 Graf G

Definisi 2.1.8
Derajat total dari graf G adalah jumlah derajat semua titik dalam
graf G (Chartrand dan Zhang, 2005).

Teorema 2.1
Derajat total suatu graf selalu genap (Chartrand dan Zhang,
2005).



Bukti:

Misalkan G adalah suatu graf. Jika E(G) = 0 maka derajat total
= 0, sehingga teorema terbukti. Sedangkan untuk G mempunyai n
buabh titik v;, vy, ..., v; untuk n>0 dan k buah garis e, e, ..., ¢; untuk
k>0.

Ambil sembarang garis e;, misalkan garis e; menghubungkan v;
dengan v;. maka e; memberikan konstribusi masing-masing 1 ke
perhitungan derajat v; dan v; (hal ini juga benar jika v; = v; karena
derajat suatu loop dihitung dua kali), sehingga e; member konstribusi
2 ke perhitungan derajat total. Karena e; dipilih sembarang, berarti
semua garis dalam G memberi konstribusi 2 dalam perhitungan
derajat total.

Dengan kata lain, derajat total G = dua kali jumlah garis dalam
G. karena jumlah garis dalam G merupakan bilangan bulat, berarti

derajat total G merupakan bilangan genap.

Definisi 2.1.9
Graf berlabel adalah suatu graf yang setiap titiknya diberi label
yang tunggal (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.6:

G graf sederhana dengan 4 titik. Titik-titiknya masing-masing
dilabeli dengan v;, v, v; dan v, sebagaimana terlihat pada Gambar
2.6 di bawah ini.

%) vV
V3 V4
Gambar 2.6 Graf berlabel

Definisi 2.1.10

Misalkan G = (V,E) dan G’ = (V’,E’) adalah dua graf. Graf G
dan G’ dikatakan isomorfik (G = G') jika terdapat korespondensi
satu-satu antara titik-tittk di G dan G’ sedemikian sehingga
adjacency dipertahankan (Clark dan Holton, 1991).

6



Contoh 2.7:
Graf G dan G’ adalah dua graf yang memuat 4 titik dan 6 garis
sebagaimana tergambar pada Gambar 2.7, G dan G’ isomorfik.

G G'
Gambar 2.7 G = G’

2.2 Istilah-istilah Pada Graf

Definisi 2.2.1

Misalkan G adalah suatu graf. Suatu jalan (walk) di G adalah
suatu barisan terdiri dari titik-titik dan garis-garis secara berselang-
seling, diawali dan diakhiri dengan titik di mana setiap garisnya
incident dengan dua titik terdekat pada deretan tersebut.

Walk dengan panjang n dari u ke v dituliskan sebagai berikut: u,
eju; e Uy ... Uy e, u, dengan uy = u; u, = v; u;; dan u; adalah titik-
titik ujung garis e; (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.8:

G graf dengan himpunan titik-titiknya v;, v, v; vy4 vs dan
himpunan garis-garisnya e;, e,, e; ey, es, es. Walk dari graf G adalah
Vi, €1, V2, €2, V3, €6 Va4, €5, Vssebagaimana terlihat pada Gambar 2.8.

Vi € Va € V3

€6
€3 €4

Va Cs Vs

Gambar 2.8 Graf dengan walk v;, e;, v,, €2, V3, €6, V4, €5, Vs
Definisi 2.2.2
Lintasan (path) dengan panjang n dari v ke w adalah walk dari v
ke w yang semua titiknya berbeda. Path dari v ke w dituliskan
sebagai v = vy e; v; €; V... Vg €, v, = w (Chartrand dan Zhang,
2005).



Contoh 2.9:

G graf dengan himpunan titik-titiknya v;, v,, v3 v4 Vs, Vs dan
himpunan garis-garisnya e;, e, e3 ey es es yang diperlihatkan oleh
Gambar 2.9.

Gambar 2.9 (a) (v;, e}, V2, €3, V3, €3, V4, €4, V2, €1, V}, €6, Vs) walk dari
vy ke vs (b) (v, €44, €303, €5, Vs) path dan (vl, ey, 6,03, 176,171)
bukan path dan bukan walk.

Definisi 2.2.3

Tapak (Trail) adalah walk yang semua garisnya berlainan.
Setiap path pasti trail, tapi setiap frail belum tentu path (Chartrand
dan Zhang, 2005).

Contoh 2.10:
G graf dengan himpunan titik-titiknya v;, v, v;, vy vs, v dan

himpunan garis-garisnya e;, e, €3, €4 €5 ¢s yang diperlihatkan oleh
Gambar 2.10.

v, e, V.

Gambar 2.10 v}, e;, Vo, €4 V4, €3, V3, €5, Vo, merupakan trail.

Definisi 2.2.4

Circuit adalah walk tertutup yang titik-titiknya tidak muncul
lebih dari satu kali, kecuali titik awal dan titik akhir (Chartrand dan
Zhang, 2005).



Contoh 2.11:

G graf dengan himpunan titik-titiknya v;, v, v; vy vs dan
himpunan garis-garisnya e;, e, e; ey es e circuit dari graf G
adalah v,, vy, vs, v3, v, sebagaimana terlihat pada Gambar 2.11.

e \

5 5
Gambar 2.11 v, vy vs, v3, v, merupakan circuit

2.3 Jenis-Jenis Graf

2.3.1 Graf Nol (Null Graph)

Graf nol adalah suatu graf di mana himpunan garisnya kosong.
Setiap titik dalam graf nol adalah titik terasing (titik dengan derajat
nol) (Dieker dan Voxman, 1986).

Contoh 2.12:

Graf G dengan banyaknya titik 4 dan tidak memiliki garis
sebagaimana terlihat pada Gambar 2.12. maka graf tersebut
dinamakan graf nol (null graph).

Gambar 2.12 Graf nol

2.3.2 Graf Terhubung (Connected Graph)

Sebuah graf G adalah terhubung jika setiap pasang dari titik di
G adalah terhubung oleh suatu path. Jika sepasang titik tersebut tidak
terhubung oleh path manapun maka graf tersebut disebut tak
terhubung (disconnected) (Dieker dan Voxman, 1986).

Contoh 2.13:

Misalkan G dan G’ adalah dua graf di mana jumlah titik pada
graf G sebanyak 4 titik dan jumlah garisnya 3 (lihat Gambar 2.13 (a))
serta jumlah titik pada graf G’ sebanyak 5 titik dan jumlah garisnya 4
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(lihat Gambar 2.13 (b)). Maka graf G disebut graf terhubung
(connected graph) sedankan graf G’ disebut graf tak terhubung
(disconnected graph).

4

(a) (b)
Gambar 2.13 (a) Terhubung (b) Tidak terhubung

2.3.3 Graf Lengkap (Complete Graph)

Suatu graf G disebut lengkap jika graf tersebut adalah graf
sederhana dan setiap dua titiknya mempunyai garis yang
menghubungkan dua titik tersebut, graf lengkap dengan r titik
dinotasikan dengan K, (lipschutz dan schiller, 1995).

Contoh 2.14:

Misalkan G graf dengan 4 titik (lihat Gambar 2.14 (a)), G’ graf
dengan 5 titik (lihat Gambar 2.14 (b)) dan G’ graf dengan 9 titik
(lihat Gambar 2.14 (c)). Graf G disebut graf lengkap sedangkan graf
G’ dan G’ bukan graf lengkap.

(a) (b) (c)
Gambar 2.14: (a) Merupakan graf lengkap (K,), (b) dan (c) bukan
merupakan graf lengkap

2.3.4 Graf Lintasan (Path Graph)

Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf
lintasan yang terdiri dari # titik dinotasikan dengan P, (Lipschutz dan
Lipson, 2000).

Contoh 2.15:

G graf dengan jumlah titiknya 3 dan G’ graf dengan jumlah
titiknya 4 sebagaimana terlihat pada Gambar 2.15. G dan G’ disebut
graf lintasan (path graph).
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Gambar 2.15 Graf lintasan P; dan P,

2.3.5 Graf Teratur (Regular Graph)

Suatu graf G disebut graf teratur (regular graph) jika semua
titik di G mempunyai derajat yang sama. Jika setiap titik di G
berderajat r, maka G dikatakan graf teratur berderajat r (Lipschutz
dan Lipson, 2000).

Contoh 2.16:

Suatu graf G mempunyai n titik. Jika setiap titik pada graf G
mempunyai derajat yang sama, maka graf tersebut disebut graf
teratur. Pada Gambar 2.16 diilustrasikan graf teratur dengan 4 titik
dan derajat pada tiap titiknya sama.

r=3 r=1
Gambar 2.16 Graf dengan derajat r

2.3.6 Graf Bipartite (Bigraph) dan Bigraf Lengkap (Complete
Bigraph)

Sebuah graf G dikatakan bipartite jika himpunan titiknya V
dapat dibagi ke dalam dua himpunan bagian saling asing M dan N,
sedemikian sehingga setiap garis dari G menghubungkan sebuah titik
dari M ke sebuah titik dari N.

Sedangkan graf bipartite lengkap adalah setiap titik M di
hubungkan ke setiap titik dari N dan di nyatakan Ks; m adalah
jumlah titik di M dan n adalah jumlah titik di N (Lipschutz dan
Lipson, 2000).
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Contoh 2.17:

Misalkan diberikan dua graf seperti pada Gambar 2.17 (a) dan
(b). maka graf pada Gambar 2.17 (a) disebut graf bipartite dan graf
pada Gambar 2.17 (b) adalah graf bipartite lengkap.

P

(a) (b)
Gambar 2.17 (a) Graf bipartite dan (b) K3 3

2.3.7 Graf Cycle (Cycle Graph)

Suatu graph disebut graph cycle jika titik dari sebuah graph
G berorde n > 3 dapat dinotasikan dengan v4, v5, ..., v, sedemikian
sehingga garisnya adalah v; v,,v, v ...,v,_1 v, dan v; v,. Graph
cycle berorde n =3 dinotasikan dengan C, (Chartrand dan
Oellermann, 1996).

Contoh 2.18:
Diberikan graf G yang tertutup (lihat Gambar 2.18). Maka graf

G disebut dengan graf cycle.

Gambar 2.18 n-cycle

2.3.8 Graf Bidang (Plane Graph) dan Graf Sebidang (Planar Graph)
Sebuah graf yang digambar pada bidang datar sedemikian
sehingga tidak ada garis-garis yang berpotongan disebut graf bidang
(plane graph).
Graf sebidang (planar graf) adalah graf yang dapat dipancang
pada bidang datar. Jadi, graf planar adalah graf yang isomorfik
dengan graf bidang (Chartrand dan Oellermann, 1996).
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Contoh 2.19:

Diberikan graf G = G' sebagaimana terlihat pada Gambar 2.19.
graf G (Gambar 2.19(a)) adalah graf sebidang (planar graph) dan
graf G’ (Gambar 2.19 (b)) adalah graf bidang (plane graph).

>

(a) (b)

Gambar 2.19 (a) Graf planar dan (b) Graf bidang

2.4 Operasi Pada Graf

Definisi 2.4.1

Misalkan G;=(V,E;) dan G,=(V,,E,) di mana V,; dan V, saling
asing. Gabungan (union) dari G; dan G, dinotasikan G = G; U G, =
(V, E) adalah graf dengan himpunan titik V' = V; U V, dan himpunan
garis E = E; U E;, (Rosen dan Kenneth, 1999).

Contoh 2.20:
Diberikan dua graf G; dan G, yang saling asing. Gabungan dari
G, dan G; (G VU G,) digambarkan pada Gambar 2.20 berikut.

G, G, G =G, UG,
Gambar 2.20 Gabungan G, dan G,
Definisi 2.4.2
Misalkan G]:(V[,E]) dan GZZ(VZ,EZ), Joint dari G] dan G2
dinotasikan G = G; + G, = (V, E) adalah union dari graf G = G; U
G, dan semua garis yang menghubungkan titik-titik di V; dan titik-
titik di V, (Rosen dan Kenneth, 1999).

Contoh 2.21:
Diberikan dua graf G, dan G, yang saling asing. join dari G; dan
G, (G + G,) digambarkan pada Gambar 2.21 berikut.
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| > X

G=G, +G,
Gambar 2.21 Join G, dan G,

Definisi 2.4.3

Graf fan (F,) adalah join K; + P,,_; di mana K; adalah graf
lengkap dengan 1 titik dan P,.; adalah graf lintasan dengan n-1/ titik.
Titik pada K; disebut core, garis-garis yang incident dengan core
disebut spoke. Graf fan F, mempunyai n titik dan 2n-3 garis. (Shiu
dan Lam, 2004).

Contoh 2.22:

Diberikan graf K; dan graf lintasan dengan 8 titik (Ps). Graf fan
adalah join dari K; dan Ps (K; + Pg). Gambar 2.22 berikut
menggambarkan graf fan Fy.

12
Gambar 2.22 Graf fan Fy

Definisi 2.4.4

Untuk n = 2, graf K; + C,, disebut graf wheel (wheel graph)
berorde n+/ dan dinotasikan W,,,. Titik yang berasal dari K; disebut
core dan dinotasikan dengan c. Garis cuy;, 1 < i < n disebut spoke.
cycle disebut juga cincin dari wheel.

Graf wheel disebut [-level wheel. Graf m-level wheel adalah
graf wheel yang mempunyai lebih dari satu cincin dan dinotasikan
dengan W(n,, n,, ..., n,,) (Shiu dan Lam, 2004).

Untuk menggambar cincin kedua pada graf W(n,, ny, ..., n,),
pilih 2 titik pada cincin pertama dan membagi titik-titik pada cincin
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kedua menjadi 2 himpunan titik. Kemudian salah satu dari 2 titik
terpilih pada cincin pertama dijoinkan dengan salah satu himpunan
titik pada cincin kedua. Joinkan 1 titik terpilih yang lain dengan
himpunan titik yang lain pula. Demikian seterusnya hingga cincin
ke-m.

Contoh 2.23:

Diberikan graf K; dan graf cycle dengan 8 titik. Join K; + Cg
disebut graf wheel (Wy) (lihat Gambar 2.23 (a)). Sedangkan pada
Gambar 2.23 (b) dan (c) cyclenya dibagi menjadi dua level yaitu
cycle pertama terdapat 4 titik dan cycle kedua terdapat 4 titik. Jika
demikian maka disebut dengan graf 2-level wheel.

Us

7 Uy

Ug Us
(@) (b) (c)
Gambar 2.23 (a) Graf [-level wheel, (b) dan (c) Graf 2-level wheel

2.5 Fungsi

Misalkan A dan B himpunan. Relasi biner f dari A ke B
merupakan fungsi jika setiap elemen di dalam A dihubungkan
dengan tepat satu elemen di dalam B. Himpunan A disebut daerah
asal (domain) dari f dan himpunan B disebut daerah kawan
(codomain) dari f. Jika f adalah fungsi dari A ke B, maka dapat
ditulis:

f: A—=>B.

Secara matematis, definisi fungsi dapat dituliskan sebagai
berikut:

f: A —>B Fungsis (Vaj, a;e A) (a;=a,= fla)) =flay)).

Fungsi f: A — B injektif jika dan hanya jika (Vf(a,), f(a;) €
A fal=fa? = al=a2 atau dengan kontraposisi Val,a2€A
a; # a; = f(ay) # f(a,). Fungsi :A—B surjektif (onto) jika
dan hanya jika (Va, € B)(3a, € A) f(a;) = a,. Fungsi f: A - B
bijektif (berkorespondensi satu-satu) jika dan hanya jika f adalah
fungsi injektif dan fungsi surjektif (Munir, 2005).
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2.6 Operasi Modulo
Misalkan m positif integer dan a integer. maka a mod m
didefinisikan sebagai sisa dari hasil a dibagi m. Dengan kata lain,

jika @ = gm + r dengan r,q € Z dan jika 0 < r < m maka a mod m
= r (Spring, 2008).

Contoh 2.24:
e 17mod5 =2 17=5(3) +2
e —2mod5=3©-2=5(-1)+3

2.7 Pelabelan Pada Graf

Definisi 2.7.1

Graf bebobot (weighted graph) adalah graf yang mempunyai
label atau bobot pada setiap garis-garisnya. Bobot dalam graf
dinotasikan dengan W(e) (Fletcher, et all 1991).

Contoh 2.25:
Misalkan graf G dengan 8 titik dan 12 garis. Masing-masing
garisnya diberi bobot sebagaimana pada Gambar 2.24 berikut:

Uz 5 ]
2 19 4 9| \l
Uuj u 3 Us Us
N |3 7| /4
Uy 5 Ug

Gambar 2.24 Graf berbobot

Definisi 2.7.2

Pelabelan titik (vertex labeling) dari graf G adalah suatu fungsi
V(G) —»P di mana P adalah himpunan label untuk titik-titik (Harary,
1994).

Contoh 2.26:
Graf G dengan 3 titik dan 2 garis dan masing-masing titiknya
terlabeli seperti pada Gambar 2.25.

1 2 3

e LT/ R R et
Gambar 2.25 Pelabelan titik
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Definisi 2.7.3
Pelabelan garis (edge labeling) dari graf G adalah fungsi
E(G) »Q di mana Q adalah himpunan label untuk garis-garisnya,

pada umumnya angka-angka tersebut mewakili suatu jarak atau arus
(Harary, 1994).

Contoh 2.27:
Graf G dengan 4 titik dan 3 garis dan masing-masing garisnya
terlabeli seperti pada Gambar 2.26.

Vi 25 V2 12 V3

20

V4
Gambar 2.26 Pelabelan garis

2.8 Pelabelan Graceful, Edge-Graceful dan Super Edge-Graceful
Definisi 2.8.1

Misal G = (V,E) sebuah graf dengan p titik dan g garis.
Pelabelan titik dari graf G adalah fungsi dari V(G) ke P. Graf G
disebut graceful jika terdapat fungsi injektif dari titik-titik di G ke
himpunan {0, ..., p}, sedemikian sehingga masing-masing garis xy
dilabeli dengan |f(x) — f(y)| (lihat Gambar 2.27) (Shiu dan Lam,
2004).

Contoh 2.28:
Diberikan graf lengkap dan tiap titiknya dilabeli secara berlainan
seperti pada gambar di bawabh ini.

0 0 0 6 6

I 1 2 3 4 3
Gambar 2.27 Pelabelan graceful pada graf K, K3, dan K,
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Definisi 2.8.2

Misal G (p,q)-graf dengan himpunan pasangan titik dan garis
(V,E). G (p,g)-graf disebut edge-graceful jika terdapat pemetaan
bijektif f:E — {1,2,..,q} dan pemetaan bijektif f*:V - Z, =
{0,1, ...,p — 1} dengan

fra= ) faw)(modp)
UveE(G)

(Shiu dan Lam, 2004).

Contoh 2.29:

Graf G adalah graf teratur berderajat 3. Garis-garis pada graf G
dilabeli dengan {1,2,3,4,5,6} dan titik-titik pada graf G dilabeli
dengan menjumlahkan setiap garis yang incident dengan suatu titik
pada graf dan dimodkan dengan p (lihat gambar 2.28).

6

Gambar 2.28 Pelabelan edge-graceful pada graf K,
Definisi 2.8.3

Misalkan Himpunan P dan Q adalah himpunan label titik dan
himpunan label garis dari graf G,

{—g,...,—l, 1, ,g} jika p genap
P:<{ N A p—l} w "
5o L0 = jika p ganji

dan
{—%,...,—1, 1%} jika q genap
C=1( q-1 q—1) 1
{— 5 -1,0,1, 'T} jika g ganjil

G (p,q)-graf disebut super edge-graceful jika terdapat pasangan
pemetaan (f,f*) sedemikian sehingga f:E — Q bijektif dan
f*:V > P juga bijektif yang didefinisikan dengan f*(u) =
Yuver(e) f (). f adalah pelabelan super edge-graceful dari graf G
(Shiu dan Lam, 2004).
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Menurut Lee (2005), jika graf G adalah  super
edge-graceful dan q = —1(modp) wuntuk ¢ genap dan
q =0 (mod p) untuk ¢ ganjil, maka graf G juga edge-
graceful.

Contoh 2.30:

Graf cycle dengan 5 titik (Cs) adalah graf super edge-graceful
sebagaimana terlihat pada gambar 2.29 (a). Karena jumlah garis pada
graf Cs adalah 5 (¢ ganjil) maka 5 = O (mod 5) terpenuhi. Sehingga
graf Cs juga merupakan graf edge-graceful sebagaimana terlihat
pada gambar 2.29 (b).

)

Gambar 2.29 (a) super edge-graceful pada Cs dan (b) edge-graceful
pada Cs
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BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada pembahasan berikut akan ditunjukkan cara menentukan
pelabelan super edge-graceful pada graf fan dan graf multi-level
wheel.

3.1 Pelabelan super edge-graceful pada graf fan.

Teorema 3.1:
Setiap graf fan F,,,; adalah super edge-graceful untuk n > 1

Bukti:

Pada graf fan F,,; himpunan titik-titik dan himpunan garis-
garisnya sebagai berikut:

V ={c,p1,02,03 """, D2n}
dan

E = {cpy, cpz, CP3,*+* ) CP2ns P1P2, P2P3) *** s Pan-1P2n}
Untuk graf F,, jumlah titiknya adalah n dan jumlah garisnya adalah

2n — 3. Jika F,,,; maka jumlah titik (p) dan jumlah garisnya (q)
sebagai berikut:

p=2n+1

q=22n+1)—-3
=4n+2-3
=4n -1

Sehingga dapat dikatakan bahwa graf F),,; selalu mempunyai jumlah
titik dan jumlah garis yang ganjil.

Menurut definisi, jika jumlah titik dan jumlah garisnya ganjil
maka himpunan label titik dan himpunan label garisya berturut-turut
sebagai berikut:

p={-2, . -101.. 2

Karenap = 2n + 1 maka P = {-—n,...,—1,0,1, ...,n}

0={-=,.,-101,.,2}

Karenaq = 4n — 1 maka Q = {—-(2n - 1),..,—1,0,1,...,2n — 1}.

Selanjutnya melabelkan garis-garis dan titik-titik pada graf fan.
tiap-tiap garis pada graf fan F,,,; dilabeli dengan himpunan label
garis-garisnya di mana f: E — Q bijektif dan tiap-tiap titik pada graf
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fan dilabeli dengan himpunan label titik-titiknya dimana f*:V — Q

juga bijektif.
i.  Untuk n ganjil
Pelabelan pada tiap-tiap garisnya dilakukan dengan 2 tahap,
yaitu:
a. spoke yang pertama cpj, cpz, ..., CPn, CpP, dilabeli dengan

22

aturan fungsi berikut:
I ,untuk i ganjil
flepy) = § =i ,untuk i genap
—N untuki = n

untuk i = 1,2,:--,n. Sehingga diperoleh label garis pada
spoke sebagai berikut:

i=1-f(p)=i=1
i=2> f(epy) ==i= -2
i=3-f(cp3)=i=3
[=4-f(epy) =—-i=—4

i=n—2-f(epp_pz) =i=n-—-2
i=n—1-f(epp1)=—-i=-(n-1
1=n > flepy) =<m
Didefinisikan E' = {cp;, cp2,cp3, =+, CP2n} dan Q' =
{£1,+2,---,4n}. f:E' > Q' bijektif jika f injektif dan
surjektif.
» Surjektif : (Va € Q")(3cp; €EE") 3 f(cp) = a
o i ganjil
Ambil sembarang ae€ Q'.
Akan dibuktikan (Jep, € E') 3 f(cp,) =a .
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = i, sedemikian
sehingga f(cp,) =i
o 1genap
Ambil sembarang a€ Q'.
Akan dibuktikan (decp, € E') 3 f(cp;)=a .



Berdasarkan definisi fungsi di atas a = -i,
sedemikian sehingga f(cp,) = —i
o i=n
Ambil sembarang a€ Q'
Akan dibuktikan (3cp, € E') 3 f(cp,)=a
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = -n,
sedemikian sehingga f(cp,;) =-n
> Injektif : (Vf(cp;"), f(cpi") € @), f(cpi) = f(cpi") =
cp; = cp;".
o i ganjil
Ambil sembarang f(cp,"), f(cp,")€ Q' dengan
flep)=f(cp,")
Akan dibuktikan cp,'= cp,"
Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp,') =i dan
flep") =i, flep,) =f(ep,") =i.
Sehingga cp,'=cp,"

o igenap
Ambil sembarang f(cp,'), f(ep;")€ Q' dengan

flep,) = f(ep,™)
Akan dibuktikan cp,'=cp

n
i

Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp,;") =—i dan
flep") ==i, flep,)=f(cp;") =i .
Sehingga ¢cp,'=cp,".
o i=n
Ambil sembarang f(cp,'), f(cp,")€ Q' dengan
flep,) = f(ep,™)
Akan dibuktikan cp,'= cp,"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp,')=-n

dan f(cp,")=-n. f(cp,')=f(cp,")=-n .
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Sehingga cp,'=cp,".

Untuk spoke yang lain yaitu cpni1, CPns2> ---» CP2n—1>
cpyy, dilabeli secara ‘skew-symmetrically’ dari label spoke
yang telah diperoleh di atas, sehingga diperoleh masing-
masing label garis-garisnya sebagai berikut:

fepps1) =1
flepps2) =n—1
flepps) = —(n—2)
f(Cpn+4) =n-3

f (Cp2n—1) =2
f(epzn) = —1.
Selanjutnya melabelkan path, garis-garis

P1P2, P2P3, " Pn—1Pn, PnPn+1  dilabeli  dengan fungsi
berikut:

0 ,untuki = n
f(PiPiy1) =y—(n+ i) ,untuk i ganjil
n+1l  untukigenap

untuk i = 1,2,---,n. Sehingga diperoleh label garis pada
path sebagai berikut:

i=1- f(pp) =—(n+i)=—-(+1)
i=2-f(pap3)=n+i=n+2
i =3 f(pspa) ==(n+ ) =-(n+3)
i=4-> f(paps)=n+i=n+4

i=n=2> f(propn-1) =—(n+i)=-2n-2)
i=n—1- f(pp_ipn) =n+i=2n-1
i=n-f(BPns1) =0.

Disefiniskan E" = {p1p;, P2P3, ", Pan-1P2n} dan Q" =
{0,£f(n+1),£(n+2),--,x(2n - 1)}. f:E" - Q"
bijektif jika finjektif dan surjektif.
> Surjektif : (Va € Q")3pipi+1 € E") 3 f(pivi+1) = a
o i ganjil
Ambil sembarang a€ Q"
akan dibuktikan p,p,. € E">f(p,p,,;)=a



@)

O

berdasarkan definisi fungsi di atas a = -(n+i),
sedemikian sehingga f(p,p,,,) =—(n+1)

i genap

Ambil sembarang a€ Q"

Akan dibuktikan 3p,p.., € E" > f(p,;p,,,) =a
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = n+i,
sedemikian sehingga f(p,p,,,)=n+i

i=n

Ambil sembarang ae Q"

Akan dibuktikan dp,p.., € E" > f(p,p,,;) =a
berdasarkan definisi fungsi di atas a = 0, sedemikian
sehingga f(p,p,,;) =0

> Injektif:  (Vf(pipiy1), f®ibisa") € Q") f(PiDis1) =
f@iPi+1") = DiDi+1 = PiPi+1"-

o

i ganjil

Ambil sembarang f(pipi+1), f(iPis1") € Q"
dengan f(p;p;4,) :,f(pipi+1")

Akan dibuktikan p;p; ;1 = PiPi+1"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f (pl-pi'H) =
—(n+1i) dan f(pipis1") = —(n +0), f(pip£+1) =
fPipis:") = —(n + D).

Sehingga piPis1 = PiPi+1"

[ genap

Ambil sembarang f(pipi+1), f(PiPis1") € Q"
dengan f(pipiss) = f(Pipi1")

Akan dibuktikan p;p; ., = PiPis1"

Berdasarkan definisi fungsi di atas

f(pivis1) = n+idan f(pipisa) = n+i,
f(Pipin) = fEipiea™) = n +i.

Sehingga piPis1 = PiPi+1"-

i=n

Ambil sembarang f(pipi11), f(Pipii1") € Q"
dengan f(pipis1) = f(DiPis1")
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Akan dibuktikan p;p;,; = DiPi+1"
Berdasarkan definisi fungsi di atas f (pipl-' +1) =0
dan fPipis1") = 0, f(Pipis1) = f@ipi+a™) = 0.
Sehingga pipiy1 = PiPi+1’"-
Untuk garis-garis yang lain yaitu
Pn+1Pn+2,Pn+2Pn+3, """, Pan—1P2n dilabeli secara ‘skew-
symmetrically’ dari label path yang telah diperoleh di atas,

sehingga diperoleh masing-masing label garis-garisnya
sebagai berikut:

f@n+1Pn+2) = —(2n—1)
f(pn+2pn+3) =2n—2
f (Pn+3Pn+a) = —(2n = 3)
f(pn+4pn+5) =2n—-4

f(p2;1—2p2n—1) ==(n+2)
fPan-1P2n) =n + 1.

Karena E' UE" = E dan Q' U Q" = Q dan untuk setiap elemen
dalam Q’ memiliki tepat satu kawan di E’ dan untuk setiap elemen
dalam Q” memiliki tepat satu kawan di E”, maka untuk setiap
elemen dalam Q = Q' U Q" memiliki tepat satu kawan di E = E' U
E". Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa fungsi f: E — Q satu-
satu dan onto. Karena f: E — Q satu-satu dan onto maka jelas bahwa
f:E — Q bijektif.

Setelah semua garis pada graf fan terlabeli, langkah selanjutnya
melabelkan titik-titik pada graf fan sedemikian sehingga pelabelan
titik-titiknya juga bijektif. Titik-titik pada graf fan F,.; dilabeli
dengan himpunan label titik-titiknya di mana fungsi f*:V — P yang
didefinisikan  f*(u) = Xyvepe) f(uv) dan diuraikan  sebagai
berikut:

f o) =f"(c) =0
fro) =1+ (-(n+1))=-n
ffp)=(n)+2n-1)+0=n-1
ff ) =D+ (DT 4+ i = 1) + (D + 1)
= (=11 —1) Untuki =2,..,n—1,
atau dapat ditulis dengan
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0 ,i=0
-n ,i=1

f*(pi) =S (_1)i—1(i n 1)[[ = 2,"',7’1— 1

Tl—l Ii:n

di mana py = ¢ dan f*(p;) juga fungsi bijektif, sehingga diperoleh
himpunan label titik-titiknya sebagai berikut:

i=0-f"(po) =f(c) =0
i=1-f"(py)=-n

i=2-f"(p) = (=D*1(2=1) = -1
i=3-f"(pa)=(-1*!1B-1) =2
i=4-f'(p)=CD*"(4-1)=-3
i=5-f"(s)=(CD>'(5-1)=4

i=r;—>f*(Pn)=n—1.

Sedangkan titik-titik yang lain yaitu untuk i > n dilabeli secara

‘skew-symmetrically’ dari pelabelan titik-titik {p;, p, -

yang sudah diperoleh.
f*:V — P bijektif jika f* injektif dan surjektif.
»  Surjektif

O

i=0

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = 0,
sedemikian sehingga f*(p;) = 0.

i=1

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = -n,
sedemikian sehingga f*(p;) = —n.

i=2, ..., n-1

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3Ip; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = (—1)'71(i — 1),
sedemikian sehingga f*(p;) = (—1)"1(i — 1).

»Pn—-1 pn}
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O

i=n

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = n-1,
sedemikian sehingga f*(p;) =n — 1.

» Injektif
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i=0

Ambil sembarang f*(p;), f*(P;") € P 3 f*(p;) = f*(P;")
Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas

f*(p)) = 0dan f*(p;") = 0 maka f*(py) = f*(p;") = 0,
sehingga p; = p;".

i=1

Ambil sembarang f*(p;),f*(P;") € P dengan f*(p;) =
NG

Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p;) = —n dan

f*(p;") = —m maka f*(p;) = f*(p;") = —n,

sehingga p; = p;".

i=2 ...,n-1

Ambil sembarang f*(p;), f*(P;") € P dengan f*(p;) =
fr (7"

Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas

ff@)=CED"E-1) dan fr(p") = (DTG -1)
maka f*(p;)) = f*(p;") = (=)' (i — 1),

sehingga p; = p;".

i=n

Ambil sembarang f*(p;), f*(P;") € P dengan f*(p;) =
fr (7"

Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p;) =n—1 dan
f (") =n—1maka f*(p;) = f*(p;") =n—1,

sehingga p; = p;".



Karena f*:V — P injektif dan surjektif, maka f*:V — P bijektif.
Dengan demikian diketahui bahwa setiap anggota himpunan titik-
titiknya mempunyai tepat satu label di himpunan label titik-titiknya.

ii. Untuk n genap

Pelabelan pada tiap-tiap garisnya dilakukan dengan 2 tahap,

yaitu:

a.

spoke yang pertama cp;, cp, ..., ¢pu.;, cp, dilabeli dengan
aturan fungsi berikut:

[ ,untuk i ganjil
fep) = =i ,untuk i genap
N untuki = n

di mana i = 1,2, ---,n. Sehingga diperoleh label garis pada
spoke sebagai berikut:

i=1-f(p)=i=1
[ =2-f(cpy) =—i=-2
i=3->f(ep3)=i=3
i=4-f(cpy) =—i=-4

i=n—=2-f(pp2)=-i=-(n—-2)
N Lo | e =\ 778 !
i=n- f(cpy) = n.
Didefinisikan E’ = {cp;, cp,, cps, -+, P2} dan Q' =
{+1,42,,4n}. f:E' > Q' bijektif jika f injektif dan
surjektif.
» Surjektif : (Va € Q")(3cp; € E") 3 f(ep;) = a
o i ganjil
Ambil sembarang ae Q'.
Akan dibuktikan (3cp, € E') 3> f(cp,)=a.
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = i, sedemikian
sehingga f(cp,) =1
o igenap
Ambil sembarang a€ Q'.
Akan dibuktikan (dep, € E') 3 f(cp;)=a.
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Berdasarkan definisi fungsi di atas a = -i,
sedemikian sehingga f(cp;) =—i
o i=n
Ambil sembarang a€ Q'
Akan dibuktikan (3cp, € E') 3 f(cp,)=a
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = n,
sedemikian sehingga f(cp,)=n
> Injektif : (Vf(cp"), f(cpi") € Q1) f (epi) = f(cpi") =
cp; = cp;"
o i ganjil
Ambil sembarang f(cp,'), f(cp,")€ Q' dengan
fep )= f(ep™)
Akan dibuktikan cp,'=cp,"
Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp;') =i dan
flep") =i, fep;) =f(ep,") =i .
Sehingga cp,'=cp,"
o 1genap
Ambil sembarang f(cp,'), f(cp,")€ Q' dengan

fep.) = f(cp,")

Akan dibuktikan cp,'= cp,"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp,')=—i

dan f(cp;,") = =i, f(ep;)=f(cp,")=—i .

Sehingga cp;'=cp,".

o i=n

Ambil sembarang f(cp;'), f(cp,")€ Q' dengan
flep) = flep;")

Akan dibuktikan cp,'=cp,"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f(cp,')=n dan

flep")=n. flep,)=f(ep;")=n .



Sehingga cp,'=cp,".

Untuk spoke yang lain yaitu cp,i1, CPniz> ---» CPan—1»
Cp,, dilabeli secara ‘skew-symmetrically’ dari label garis
yang telah diperoleh di atas, sehingga diperoleh masing-
masing label garis yang lain sebagai berikut:

f(cpps1) = —n
flePpsz) =—(n—1)
fleppys) = (n—2)
f(cPpsa) = —(n—3)

f (Cp2n—1) =2
f(epan) = —1
Selanjutnya melabelkan path, garis-garis

D1P2, D2P3, " » Pn-1Pn dilabeli dengan aturan fungsi
berikut:

0 ,untuki = n
f(P;Piy1) =y—(n+ i) ,untuk i ganjil
n+1 untukigenap

di mana i = 1,2,---,n. Sehingga diperoleh label garis pada
spoke sebagai berikut:

i=1-f(pip) =—-(m+i)=-(M+1)
i=2>f(pp3)=n+i=n+2
i =3 f(pspa) =—(n+ ) =-(n+3)
i=4->f(pups) =n+i=n+4

i=n—2- f(ppoPp-1) =n+i=2n-2
i=n—1-f(pp_1pp) = —(n+ ) =-(2n-1)
i=n- f(pp-1pn) = 0.
Disefiniskan E" = {p1p3, P2P3,** ) Pan-1P2n} dan Q" =
{0, £(n+ 1), £(n+ 2),---, £(2n - 1)}. fiE" - Q"
bijektif jika finjektif dan surjektif.
> Surjektif : (Va € Q")(3pipi+1 € E") 3 f(pivi+1) = a
o i ganjil
Ambil sembarang a€ Q"
akan dibuktikan 3p,p,,, € E"3 f(p,p,,,) =a
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O

berdasarkan definisi fungsi di atas a = -(n+i),
sedemikian sehingga f(p,p,,) =—(n+1i)

i genap

Ambil sembarang a€ Q"

Akan dibuktikan 3p, p,,, € E" 3 f(p,p,,)=a
Berdasarkan definisi fungsi di atas a = n+i,
sedemikian sehingga f(p,p;,)=n+i

i=n

Ambil sembarang a€ Q"

Akan dibuktikan 3p,p,,, € E"3 f(p,p,,;) =a
berdasarkan definisi fungsi di atas a = 0, sedemikian
sehingga f(p,p.,,) =0

> Injektif:  (Vf(pipis1) f @ipisa™) € Q") f(Pibis1) =
f@iPi+1") = DiDi+1 = PiPi+1"

O

i ganjil

Ambil sembarang f(p;pi+1), f (Pipi+1") € Q"
dengan f(p;pi+1) = f (PiPi+1")

Akan dibuktikan p;p;,; = DiPiz1"

Berdasarkan definisi fungsi di atas

fipis) = —(n+ 1) dan f(pipiss") = —(n+ 1),
f@ipis1) = f@ipisa") = —( +0).
Sehingga pipPis1 = PiPi+1"

i genap

Ambil sembarang f (pipi+1), f (Pipi+1") € Q"
dengan f(p;pi41) = f(@iPi+1")

Akan dibuktikan p;p; .1 = DiPis1"
Berdasarkan definisi fungsi di atas

f(pipis1) =n+idan f(pipi1") =n+1i,
fipis)) = f(Pipia) =n +i.

Sehingga p;pi 1 = PiPi+1"

L=n

Ambil sembarang f(p;pi11), f (Pipi+1") € Q
dengan f(p;pi+1) = f(Pipi+1")

Akan dibuktikan p;p;,; = DiPiz1"

"



Berdasarkan definisi fungsi di atas f(p;p;j.;) =0
dan f(p;pis1") = 0. f(0iPis1) = f(PiPi41") = 0.
Sehingga p;pj11 = PiPis1"-
Untuk garis-garis yang lain yaitu
Pn+1Pn+2 Pn+2Pn+3, ", Pan-1P2n dilabeli secara ‘skew-
symmetrically’ dari label garis path yang telah diperoleh di

atas, sehingga diperoleh masing-masing label garis yang
lain sebagai berikut:

f(Pns1Pn+2) =2n—1
f(pn+2pn+3) =-(2n-2)
fPn+3Pnsa) = 2n—3
f(pn+4pn+5) = —(271 - 4')

f(pZn—Z.pZn—l) =—(n+2)
f(Pan-1P2n) =n+1

Karena E' UE" = E dan Q' U Q" = Q dan untuk setiap elemen
dalam Q’ memiliki tepat satu kawan di E’ dan untuk setiap elemen
dalam Q” memiliki tepat satu kawan di E”, maka untuk setiap
elemen dalam Q = Q' U Q" memiliki tepat satu kawan di E = E’ U
E". Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa fungsi f: E = Q satu-
satu dan onto. Karena f: E — Q satu-satu dan onto maka jelas bahwa
f:E - Q bijektif.

Setelah semua garis pada graf fan terlabeli, langkah selanjutnya
melabelkan titik-titik pada graf fan. titik-titik pada graf fan Fu.;
dilabeli dengan himpunan label titik-titiknya di mana fungsi f*:V —
P yang didefinisikan f*(u) = Yy pep(e) f(uv) diuraikan sebagai
berikut:

fe)=0

ffp) =1+ (-(n+ 1)) =-n

fflon) =n+(-Cn-1))+0=-(n-1)

frp) =D+ (DT i =D+ (=D + D)

= (-1)"1( — 1) Untuk i = 2,...,n — 1,

atau dapat ditulis dengan
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0 i=0
-n ,i=1

f ) = (—l)i_l(i —1)i=2n=1

—-(n—-1) ,i=n

di mana p, = ¢ dan f*(p;) juga fungsi bijektif, sehingga diperoleh
himpunan label titik-titiknya sebagai berikut:

34

i=0-f"(po) =f(c)=0
i=1-f"(p))=-n
i=2-f"(p)=CD>12-1)=~-1
i=3-f"(p3) =(=1)°"'B-1) =2
i=4-f'(p)=CFD*"'4-1)=-3
i=5-f"(ps) =(-1)°'(5-1) =4

i=T;—>f*(Pn)=—(n—1)-

Sedangkan titik-titik yang lain yaitu untuk i > n dilabeli secara
‘skew-symmetrically’ dari pelabelan titik-titik {p;, P2, ", Pn-1,Pn}
yang sudah didapatkan.

f*:V — P bijektif jika f* injektif dan surjektif.
>  Surjektif

O

i=0

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan Ip; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = 0,
sedemikian sehingga f*(p;) = 0.

i=1

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = -n,
sedemikian sehingga f*(p;) = —n.

i=2, ..., n-1

Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; €V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = (—1)71(i — 1),
sedemikian sehingga f*(p;) = (—=1)"1(i — 1).
i=n



Ambil sembarang b € P

Akan dibuktikan 3p; € V 3 f*(p;) = b.
Berdasarkan definisi fungsi di atas b = n-1,
sedemikian sehingga f*(p;) =n — 1.

» Injektif
o i=0
Ambil sembarang f*(p;), f*(P;") € P dengan f*(p;) =
fr (&)

Akan dibuktikan p;’ = p;"
Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p;) =0 dan

f*(pi") = 0 maka f*(p;) = f*(p;") = 0,
sehingga p; = p;".

i=1

Ambil sembarang  f*(p;), f*(P;") € P denganf*(p;) =
fr ")

Akan dibuktikan p;" = P;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p;) = —n dan

(") = —nmaka f*(p)) = f*(p;") = —n,
sehingga p; = p;".

i=2, ..., n-1
Ambil sembarang  f*(p;), f*(P;") € P denganf*(p;) =
")

Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p}) = (—=1)""*(i — 1)
dan f*(p;") = (DM@ ~1) maka f*(p) = f(pi") =
D - D),

sehingga p; = p;".

i=n

Ambil sembarang  f*(p;), f*(P;") € P denganf*(p;) =
(B

Akan dibuktikan p;" = p;"

Berdasarkan definisi fungsi di atas f*(p;) =n—1 dan
f*@")=n—-1 maka f*(p;) = f(p;") =n— 1, sehingga
pi = pi".
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Karena f*:V — P injektif dan surjektif, maka f*:V — P
bijektif. Dengan demikian diketahui bahwa setiap anggota himpunan
titik-titikknya mempunyai tepat satu label di himpunan label titik-
titiknya.

Karena pasangan (f,f*) pada graf fan F,,; keduanya sama-
sama bijektif, maka f disebut pelabelan super edge-graceful.

Langkah-langkah pelabelan super edge-graceful pada pada graf
fan F,.; adalah sebagai berikut:

1. Mengkonstruksi graf fan
a. Mengkonstruksi P, secara horizontal dan K; di bawah P,.

b. Mengkonstruksi spoke (garis-garis yang incident antara K;
dan P,).

2. Tentukan jumlah titik-titik dan jumlah garis-garis pada graf
Fopsr.

3. Tentukan himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-
garis sesuai definisi.

4. Labeli garis-garis pada graf fan F,,,; dengan fungsi f:E — Q
bijektif.

5. Labeli titik-titik pada graf fan F,,,; dengan fungsi f*:V — P
bijektif.

6. Graf fan F,,.; memenuhi aturan super edge-graceful, maka f
merupakan pelabelan super edge-graceful pada graf fan.

Bentuk skematis langkah-langkah pelabelan super edge-
graceful pada graf fan F,,,; dapat dilihat pada Lampiran 1.

Contoh 3.1:
Pelabelan super edge-graceful pada graf Fy;.

Dapat diketahui jumlah titik pada Graf F;; adalah 11 dan jumlah
garisnya adalah 2n—3=(2.(11))-3=22-3=19
sebagaimana terlihat pada Gambar 3.1.

e~

Gambar 3.1 Graf Fy;
36



Himpunan titik-titik dan himpunan garis-garisnya berturut-turut
adalah sebagai berikut:
V = {¢, p1, P2, P3, P4 D5, D6, P7 P, P9 P10}
E = {cp1, cp2, cp3, cP4, CPs, CPs, CD7, CPg, CP9, CP10, P1P2) P2P3, P3P4s
P4Ps, PsPe PeP7, P7Ps, PgP9s PoP10}-

FZ‘)’H‘l = Fll e 4 2n+ 1 = 11
n =5 (n ganjil)

p=2n+l=2(5)+1 =11
g=4n-1=4(5-1=19

Karena jumlah titik-tittk dan garis-garisnya ganjil, maka
himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-garisnya adalah
sebagai berikut:

p={-2%, . -101.. 23}
2 2
Karena p = 11/ maka P = {0,+1,+2,+3, +4, +5}, dan

1

Karena ¢ = 19 maka Q = {0, +1,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,1+9}.

Pelabelan garisnya sebagai berikut:
1. Spoke pada graf F»,,; dilabeli dengan {+1, +2,4+3, +4, +5}.
spoke pertama cpq,Cpy, CP3, CP4, Cps dilabeli sebagaimana
berikut:

i=1->f(p)=i=1
i=2> f(epy) = —i= =2
i=3-f(epz) =i=3
i=4-f(cpy) =—-i=-4
i=5=n- f(cepg) =—n=-5
Untuk spoke yang lain yaitu cpg, cp7, CPg, CPo, CP1o dilabeli

secara ‘skew-symmetrically’ dari label spoke di atas sehingga
masing-masing label spoke yang lain adalah sebagai berikut:

f(eps) =5
f(cp;) =4
f(cpg) = =3
f(cpy) =2
f(epo) = —1
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2. Path pada graf F,,,; dilabeli dengan {0, +6,+7,+8, +9}.
Path p1p,, D203, 3P4, P4Ps, PsPe dilabeli sebagaimana berikut:

i=1-f(pp) =—-(m+i)=—-G+1) =-6

i=2-f(pp3)=n+i=5+2=7

i=3-f(Psp) =—(n+D)=-(5+3)=-8

i=4-> f(pyps) =n+i=5=4=9

i=5=n- f(pspe) = 0
Untuk path yang lain yaitu pgp;, p7Ps, PsPe PoP1o dilabeli
secara ‘skew-symmetrically’ dari label path di atas sehingga
masing-masing label path yang lain adalah sebagai berikut:

f(pep7) = =9
f(p7pg) = 8

f(pgpo) = =7
f(pop10) = 6

Dari pelabelan spoke dan path diatas diketahui bahwa f
berkorespodensi satu-satu (bijektif).

Pelabelan titiknya adalah sebagaimana berikut:

f*:V — P didefinisikan dengan:

0 ,i=0

. _ —n =1
f (pl) - (_1)1'—1(1:_1)',: — 2’...}-”_1

n—1 AL

(o) = f"(c)=0

f(p1) =-n=-5

frp) =(D*'2-1) = (DD =-1
frps) = (D' -1 = (-1)?*(2) =2
frp) = (D14 -1 = (-1)°@B) =-3
ffos) =f"(pp) =n-1=5-1=4

Untuk i > 5, titik-titiknya dilabeli secara ‘skew-symmetrically’ dari
bobot yang telah diperoleh pada titik-titik sebelumnya yaitu:

[ (ps) = —4
f*(p;) =3
[ (pg) = —2
fr(po) =1
f*(p10) = 5.
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Dari pelabelan titik-titiknya diatas, diketahui bahwa f*
berkorespondensi satu-satu (bijektif).

Sehingga F;; dapat dilabeli dengan aturan super edge-graceful
sebagaimana terlihat pada Gambar 3.2.

Jadi, f adalah pelabelan super edge-graceful dari graf fan.

Gambar 3.2 Pelabelan super edge-graceful untuk F;

Contoh 3.2:
Pelabelan super edge-graceful pada F.

Dapat diketahui jumlah titik pada Graf Fy adalah 9 dan jumlah

garisnya adalah 2n — 3 = (2.(9)) — 3 = 18 — 3 = 15 sebagaimana
terlihat pada Gambar 3.3.

pl p2 p3 8

Cc

Gambar 3.3 Graf Fy

Himpunan titik-titik dan himpunan garis-garisnya berturut-turut
adalah sebagai berikut:
V = {c, P1, P2, P3, P4 P Pe, P7, Pg}
E = {cpy, cpz2, cp3, €P4, €Ps, CP6, CD7, CD8, P1P2) P2P3, P3P4» Pals,
PsPe> DeP7, P7Ps}-
Fony1=F-> 2n+1=9
n = 4 (n genap)
p=2n+l=2(4)+1=9
q=4n-1=4(4)-1=15
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Karena jumlah titik-titik dan garis-garisnya ganjil, maka
himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-garisnya adalah
sebagai berikut:

AT et = r
41,

Karena p = 9 maka P = {0, +2,+3,+4}, dan

1

0={-* ., -101.., 24

Karena ¢ = 15 maka Q = {0,+1,+2,+3,+4,+5,+6,+7}.
Pelabelan garisnya sebagai berikut:

1. Spoke pada graf F, dilabeli dengan {+1, +2,43, +4}.
spoke pertama cpy, cp,, cP3, P4 dilabeli sebagaimana berikut:

i=1-f(p)=i=1
i=2>f(ep) =—-i=-2
i=3-f(ps)=i=3
i=4=n-f(cpy) =n=4

Untuk spoke yang lain yaitu cps, cpg, cp7, cpg dilabeli secara
‘skew-symmetrically’ dari label yang telah diperoleh di atas.
Sehingga diperoleh masing-masing label garisnya adalah:

f(eps) = —4
f(cpe) = -3
f(Cp7) =2

f(epg) = —1

2. Path pada graf F, dilabeli dengan {0, +5,+6,+7}.
Path p1p,, D203, P3D4, P45 dilabeli sebagaimana berikut:

i=1-f(pip) =—-(+i)=-(4+1)=-5
i=2->f(pp3) =n+i=4+2=6
i=3> f(pspy) ==(n+i)==(4+3)==7
i=4=n> f(psps) =0

Untuk path yang lain yaitu peps, p7Ps, PgPy PoP1o dilabeli

secara ‘skew-symmetrically’ dari label path di atas sehingga
masing-masing label path yang lain adalah sebagai berikut:

f(pspe) =7
f(pep7) = —6
f(p7pg) =5
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Dari pelabelan spoke dan path diatas, diketahui bahwa f
berkoresponsi satu-satu (bijektif).

Pelabelan titiknya adalah sebagaimana berikut:

f*:V — P didefinisikan dengan:

0 ,i=c=0
L) BV s
F@I=yn-ta-1 Li=2-m-1

(o) = f(c) =0

f(p) =—n=-4
frp)=D*2-D=(C-D'D=-1
frps) = (1)*TB -1 = (-1?*2) =2
ffa) =f"(pp) =—-(n—1)=-3

Untuk i > 4, titik-titiknya dilabeli secara ‘skew-symmetrically’ dari
bobot yang telah diperoleh pada titik-titik sebelumnya, yaitu:

f*(ps) =3
f (ps) = —2
frp) =1
f*(pg) = 4.

Dari pelabelan titik-titiknya, diketahui bahwa f* berkoresponsi satu-
satu (bijektif).

Sehingga Fy dapat dilabeli dengan aturan super edge-graceful
sebagaimana terlihat pada Gambar 3.4.

Jadi, f adalah pelabelan super edge-graceful pada graf fan.

Gambar 3.4 pelabelan super edge-graceful untuk Fog

Proposisi 3.2:
Graf fan F, bukan super edge-graceful
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Bukti:
F4=F2n.
Misalkan F, adalah pelabelan super edge-graceful.
Maka f:E(F,) = Q bijektif sedemikian sehingga f*:V(F,) = P
adalah bijektif.

Jumlah titik pada Graf F, adalah 4 dan jumlah garisnya adalah
2n—3=(2.(4))—3=8-3=5 secbagaimana terlihat pada

Gambar 3.5.
N7

Gambar 3.5 graf F,

Himpunan titik-titik dan himpunan garis-garisnya berturut-turut
adalah sebagai berikut:

V = {c,p1,p2, 03}
E = {cpy, cp2, ¢p3, P1P2, P2P3}
FZn = F4_ - 2n=4
n=2

p=2n=2(2)=4
q=4n-3=4(2)-3=5

Karena jumlah titik-titiknya genap dan jumlah garis-garisnya
ganjil, maka himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-
garisnya adalah sebagai berikut:

P= {—g =11, g} maka P = {~2,~1,1,2}, dan
Q= {—"7‘1 ', —1,0,1, "7‘1} maka Q = {=2,-1,0,1,2}.

Misalkan f(cp,) = 0.

Tanpa mengurangi keumuman, asumsikan f(p;p,) = 2.
karena f*(p;) < 2 dan f(cp;) = 0, maka f(p,p3) < 0.
Karena f*(p,) # 0 maka f(p,p3) = —1.

Karena f*(p3) # 0 maka f(cp;) # 1.
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Jadi f(cp3) = —2 sehingga pelabelan titik-titiknya dapat diketahui
sebagai berikut (lihat Gambar 3.6).

2 M)

Gambar 3.6 graf F,

Pada gambar 3.6 di atas, pada pelabelan titik-titiknya terdapat
f*(p3) = —3 dan f*(p3) =3 di mana —3 & P dan 3 € P, maka f~
tidak bijektif.

Misalkan f(cp;) # 0.

Tanpa mengurangi keumuman, asumsikan f(p,;p,) = 0, maka jelas
bahwa f*(p,) = f(cp1).

Karena f™ bijektif, maka f(cp,) + f(cp3) # 0.
Karena f bijektif, maka |f(cp,)| # |f(cp3)|.

Karena f bijektif lagi, maka |f(p,ps)| = |f(cp2)| atau |f (pops)| =
| f (cp3)|. Ini menunjukkan bahwa f*(p,) = 0 atau f*(p3) = 0.

Hal ini tidak mungkin karena 0 & P, maka f* tidak bijektif.

Oleh karena itu, F, tidak dapat dilabeli dengan aturan super edge-
graceful.
Jadi, F, bukan super edge-graceful.

Menurut Shiu dan Lam (2004), pelabelan super edge-graceful
pada graf fan F,, masih terbuka.
3.2 Pelabelan super edge-graceful pada graf multi-level wheel.

Teorema 3.3:
Untuk n = 1, W,,,; adalah super edge-graceful.

Bukti:

Pada graf wheel W,,,; ini, himpunan titik-titik dan himpunan
garis-garisnya berturut-turut sebagai berikut:
V = {c,uy,up, us, -+, upp}
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E = {cuy, cuy, cus, -+, Clpy, Uy Uz, UpUs, ***, Upp—1 Uzp, , Uppn Uy }.

Untuk graf W,,,, jumlah titiknya adalah a+/ dan jumlah
garisnya adalah 2a. Jika W5,,; maka jumlah titiknya adalah 2rn+1 dan
jumlah garisnya adalah:

a+l = 2n+1
a=2n

2a = 2(2n)
=4n

sehingga dapat diketahui bahwa jumlah titik-titik pada graf W,,,,
adalah ganjil dan jumlah gairs-garis pada graf W,,,; adalah genap.
Dari definisi super edge-graceful, himpunan label titik-titik pada graf
yang jumlah titik-titiknya ganjil adalah
p—1 p—1
p=f-P e —100,
2 2
dan himpunan label garis-garis pada graf yang jumlah garisnya
genap adalah
—J_9 .. _ L4
Q 2 { 2 ] ] 1! 1; ’ 2 ] }’
diketahui graf wheel W, ;
p=2n+Il,maka P = {-n,..,—1,0,1,..,n}
q = 4n, maka Q = {-2n,...,—1,1, ..., 2n}.

Setelah himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-
garisnya diketahui, berikutnya melabelkan garis pada graf wheel.
Fungsi pada pelabelan garis ini adalah f: E — Q dan f bijektif.

Pelabelan garis-garis pada graf wheel ini dibagi dua tahap, yaitu:
a. Spoke pada cu, cu,, ..., cuy, dilabeli dengan {-1,1, -2, 2, ..., -n,

n} searah jarum jam atau dapat dilabeli dengan fungsi f{cu;.;) =

-i dan f{cuy) = i,untuk 1 < i < n.

frE-Q

i=1- f(cuy—q1) = f(cuy) = —1,dan

fleuz) = fleup) =1

i =2 - f(cuy—4) = f(cuz) = —2, dan

fleug) = flcuy) =2

i =n- f(cuyi—1) = f(cuzp—1) = —n, dan

flcuy) = f(cuyy,) =n.
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b. Kemudian garis-garis pada cycle uzu;, ujuy, ..., Uz, Uz, dilabeli

dengan {n+1, -(n+1), ..., 2n, -2n} searah jarum jam atau dapat
dilabeli ~ dengan  fungsi  f(uy;_ouy;_1) =n+i dan
f(uyi_1uy;) = —(n+ i), untuk 1 < i < n. Pada pelabelan ini,

dimisalkan uy = uy,,.

i =1- f(uzi—upi—1) = f(uouy) = f(uznuy) =n+1,dan
fuzicquz) = fluuy) = -+ 1)

i =2- f(uzi—Upi—1) = f(uu3) =n+ 2, dan
fuzicquz) = fluguy) = —(n+2)

i =n- f(ugioUzi-1) = f(Uzn—2Uzn—1) = 21, dan
fugiquzi) = f(Uzn-quzn) = -—2n

Setiap anggota dari himpunan garis-garisnya memiliki tepat satu
label pada himpunan label garis-garisnya. Dengan demikian, dapat
dikatakan bahwa fungsi f: E — Q adalah fungsi satu-satu dan onfo
(berkorespondensi satu-satu). Karena f: E — Q adalah satu-satu dan
onto maka jelas bahwa f:E — Q bijektif.

Langkah selanjutnya melabelkan titik-titik pada graf wheel.
Fungsi pelabelan titiknya adalah f*:V — P yang didefinisikan
fru) = ZquE(G)f (uv).

Dari pelabelan spoke diatas dapat diketahui bahwa label core
adalah nol, f*(c¢) = 0. Dan titik yang lain dilabeli sebagaimana
berikut:

Untuk 1 < i < n, maka

[ @ai-1) = f(Uai—auzi1) + fugi—qug) + f(cuzi1)
=n+i—-(m+i)—i
=—i
[ (uai—2) = f(Uai—3uzi—2) + f(ugiouzi 1) + f*(cuzi—3)
=—m+i-D+m+D+0G—-1)
=1,
sehingga diperoleh label dari setiap titik pada graf wheel sebagai
berikut:
i=1- f"(uz-1) = [ (wy) = —1, dan
fraiz) = [ (uo) = f"(upn) =1
i =2 f*(uz—1) = f(uz) = —2, dan
fruziz) = f*(uy) = 2
i=3- f"(uzi—1) = f"(us) = =3, dan
fruziz) = f*(uy) =3
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i=n- f"(up-1) = f"(uzp—1) = —n, dan

f(uzi—z) = f"(uzn-p) = n.

Dari hasil di atas dapat diketahui bahwa setiap anggota dari
himpunan titik-titik pada graf wheel mempunyai tepat satu anggota
pada himpunan label titik-titiknya. Oleh karena itu, pelabelan pada
titik-titik dikatakan satu-satu dan onfo. Karena pelabelan titik-
titiknya adalah satu-satu dan onfo, maka f adalah bijektif.

Karena pasangan pemetaan (f,f*) pada graf wheel W,,,,;
keduanya sama-sama bijektif, maka f disebut pelabelan super edge-
graceful.

Dari pembuktian di atas, dapat diketahui langkah-langkah
pelabelan super edge-graceful pada graf wheel W5,,; adalah sebagai
berikut:

1. Mengkonstruksi graf wheel
a. Mengkonstruksi C, dan K; terletak di tengah cycle.
b. Mengkonstruksi spoke.

2. Menentukan jumlah titik-titik dan jumlah garis-garis pada graf
W2n+1 .

3. Menetukan himpunan label titik-titik dan himpunan label garis-
garis sesuai dengan definisi.

4. Labeli garis-garis pada graf W;,,; di mana f bijektif dengan dua
tahap, yaitu:
a. Labeli spoke dengan fungsi f{cuy.;) = -i dan f{cuy) = i,
untuk 1 <i < n.
b. Labeli cycle dengan fungsi f(uy;_,Uzi—1) =n+i dan
f(ugi_quy;)) = —(m+1),untuk 1 <i < n.
5. Labeli titik-titik pada graf W,.; dengan fungsi
[ (uzi-1) = fUgi—pupi—1) + f(ugi—1uz) + f(cuzi—1)
=n+i—(n+i)—i
=—i
[ (uzi—2) = fQugi—stni—p) + f(upi_oUpi—q) + [ (cuyi—p)
=—n+i—-D+Mm+D)+{—-1)
=1
Untuk 1 < i < ndanf bijektif.
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6. Graf fan W,,,; memenuhi aturan super edge-graceful, maka f
merupakan pelabelan super edge-graceful pada graf Wheel.

Bentuk skematis dari langkah-langkah pelabelan super edge-
graceful pada graf W,,,; dapat dilihat pada Lampiran 2.

Contoh 3.3:

Pelabelan super edge-graceful pada graf W.

Jumlah titik pada graf Wy = Ws,; adalah 9 dan jumlah garisnya
adalah 2n = 2(8) = 16 sebagaimana terlihat pada Gambar 3.7 di
bawah.

Gambar 3.7 graf Wy
Himpunan titik-titik dan himpunan garis-garisnya berturut-turut
adalah sebagai berikut:
V = {c,uy, uy, us, Uy, Us, Ug, U7, Ug}
E = {cuy, cuy, cus, Cuy, Cus, CUg, CUz, Clg, Uy Uy, UxUs, Uzly, UsUs,
UsUg, Ugl7, Uz Ug, Ugls }.

W2n+1:W9—> 2n+1=9
n=4%

p=2n+l=2(4)+1=9
q=4n=4(4)= 16

Karena jumlah titik-titiknya ganjil, maka himpunan label titik-
titiknya adalah:
p={-2,.,-101,.. 2}

2 2

Karena p = 9 maka P = {0, +1, +2, +3, +4}
dan jumlah garis-garisnya genap, maka himpunan label garis-
garisnya adalah:
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_ q q
0= {_E' 2T E}
Karena ¢ = 16 maka Q = {+1,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8}.
Pelabelan garisnya sebagai berikut:
a. Spoke pada cu;, cup cuz cug cus, cus cuz; cug dilabeli
dengan {-1,1, -2, 2, -3, 3, -4, 4} searah jarum jam atau dapat
dilabeli dengan fungsi f{cu,;.;) = -i dan f{cuy) = i, untuk
1<i<4.
fiE—=Q
i=1- f(cuyi_1) = f(cuy) = —i = =1, dan
fleuy) =fleup)=i =1

i =2- f(cuyi_q) = f(cuz) = —i = =2, dan
fleug)) =fleuy) =i =2

i =3 - f(cuyi_1) = f(cug) = —i = =3, dan
fleuz)) =f(cug) =i =3

i =4 - f(cuyi—q1) = f(cuy) = —n = —4, dan
fleuy)) = flcug) =n =4

Sehingga diperoleh
ff(c)=1+2+3+4-(1+2+3+4)=0

b. Kemudian garis-garis pada cycle ugu;, wuju; usus usity Ugis,
Usis, Uiz, uzug dilabeli dengan {5, -5, 6, -6, 7, -7, 8, -8}
searah jarum jam atau dapat dilabeli dengan fungsi
fQuaiauzi—1) = n+i dan f(uyq1uy) = —(n + i), untuk
1 < i < 4. Pada pelabelan ini, dimisalkan uy = uy,,.

i =1- f(uzi—auzi-1) = f(uouy) = f(uznuy) =5, dan
fugiquz) = fluuy) =-(m+1)=-5
i =2 - f(ugi-auzi-1) = f(upuz) =n+2 = 6, dan
fQuai—quz)  =flwuy) =-(n+2) =-6
[ =3 - f(ugi—2uzi—1) = f(upuz) =n+3 =7, dan
fQugiquz) = fuuy) = —-(n+3) =7
i =4 - f(uzi—aUzi-1) = f(Uzp—2Usn—1) = 2n. = 8, dan
fQuai-auy) = flugp-1tzn) = —2n=-8
Karena f satu-satu dan onto (berkorespodensi satu-satu), maka
Fungsi f bijektif.

Pelabelan titiknya adalah sebagaimana berikut:
i=1- f"(uzi—1) = f*(uy) = —1,dan
frugi—2) = fr(up) = f(ug) = 1
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i =2 f"(uzi—1) = f"(uz) = —2, dan
[T ugizp) = fr(up) =2

i =3- f"(uzi-1) = f*(us) = —3, dan
fr(uzi—z) = f"(uy) =3

i =4- f"(uz-1) = f"(uzn-1) = —4, dan
fr(uzi—2) = [ (Uzn—2) = 4.

Karena f* satu-satu dan onto maka f* bijektif.

Sehingga W, dapat dilabeli dengan aturan super edge-graceful
sebagaimana terlihat pada Gambar 3.8 berikut.

Jadi, f adalah pelabelan super edge-graceful pada graf wheel.

Gambar 3.8 Pelabelan super edge-graceful untuk Wy

Contoh 3.4:
Pelabelan super edge-graceful pada graf 3-level wheel W s ¢).

Jumlah titik pada graf W, s 6) = W248+6)+ 1 = W;7 adalah 17 dan
jumlah garisnya adalah 2n = 2(16) = 32 sebagaimana terlihat pada
Gambar 3.9 di bawah.

Gambar 3.9 Graf 3-level wheel W3
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W2n+1 S W17 - 27’l+ 1=17
n=2_8
p=2n+l=2(8)+1=17
q=4n=4(8)=32
Karena jumlah titik-titiknya ganjil, maka himpunan label titik-

titiknya adalah:
p={-2,.,-101,.., 2}

2 2
Karenap = 17 maka P = {0, +1,+2,+3, +4,+5,+6,+7, +8}

dan jumlah garis-garisnya genap, maka himpunan label garis-
garisnya adalah:

0 ={—%,...,—1,1,...,%}

Karena g = 32 maka Q = {+1,+2,43,+4,+5,+6,+7, 18, 19,

+10,+11,+12,4+13, +14,+15, +16}
Pelabelan garisnya sebagai berikut:

Pada graf W, 36 ini terdapat 3 buah cincin dengan 16 spoke dan
16 garis pada cincin. Oleh karena itu, himpunan garis Q dipartisi
menjadi dua barisan yaitu:

S = {£1,4+2,43,+4, 15,146, %7, £8} untuk himpunan label garis-
garis pada spoke, dan

R = {49, +10, +11, +12, +13, +14, +15, +16} untuk
himpunan label garis-garis pada cincin.

Karena graf W36 adalah graf 3-multi level wheel, maka
himpunan S dan R dipartisi lagi menjadi tiga bagian yaitu sebagai
berikut:

Level I: terdapat 2 spoke dan 2 garis pada cincin
Sl = {_111}
Rl = {9' _9}
Level II: terdapat 8 spoke dan 8 garis pada cincin
S, ={-2,2,-3,3,—4,4,-5,5}
R, = {10,—-10,11,—-11,12,-12,13,—13}
Level I1I: terdapat 6 spoke dan 6 garis pada cincin
S; ={-6,6,-7,7,-8,8}
R; = {14,—14,15,-15,16,—16}

Selanjutnya dipilih sebuah spoke e; = u;x;_; dan e/ = v;y;_4
di mana u; dan v; terletak pada cincin i-th level, x;; dan y;; terletak
pada cincin (i-1)-level dan xy = yyadalah core.

Spoke i-th level dilabeli dengan himpunan barisan §; searah
jarum jam dimulai dari ¢; di mana i = 1,2,3.
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Setelah semua spoke terlabeli, selanjutnya garis-garis yang
terletak pada cincin i-th level dilabeli dengan himpunan barisan R;
searah jarum jam dimulai dari uv;, i = 1,2,3. Hingga semua garis
pada graf W5 terlabeli sebagaimana Gambar 3.10 berikut.

dyg .= T~

16~

~ -

-7 dyg

Gambar 3.10 Pelab;:lan zc;raris pada graf Wi 56

Semua garis pada graf W(;ss memiliki tepat satu label pada
himpunan label garisnya. Sehingga f berkorespondensi satu-satu
(bijektif).

Pada Gambar 3.10 di atas, dapat dihitung hasil dari pelabelan
tiap-tiap titiknya. Misalkan himpunan titik-titiknya adalah {c, d;, d,,
ds, dy, ds, ds, d7, ds, do, djo, dy1, diz, dys, dis dis, dis},s
maka pelabelannya adalah sebagai berikut:

ff(c)=-1+1=0
ffd)=-1+(-2)+2+(=3)+3+(-9+9=-1
fid)=1+(-4)+4+(-5+5+(=9+9=1
f*(d3) = =2+ 10 + (=10) = -2

fr(dy) =2+11+(-10) =3
f*ds)=-3+6+(—6)+7+(-7)+11+ (—11) = -3
f*(dg) =3+12+(-11) =4

fi(d;) = —4+12+ (-12) = -4

f*(dg) =4+13+ (-12) =5

f*(dy) =—-5+8+(—8) + 13+ (-13) = -5

f*(di) =5+ 10+ (—13) = 2

f*(dy) = =6+ 14 + (—=14) = —6

fi(dy) =6+15+ (=14) =7

f*(dy3) = =7 + 15+ (=15) = =7

f*(dis) =7 +16+ (—15) =8
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f*(dys) = -8+ 16+ (—16) = -8
f*(dig) =8+ 14+ (-16) = 6

Titik-titik pada graf W6 memiliki tepat satu label pada
himpunan label titik-titiknya. Maka f* bijektif.

Karena (f,f*) keduanya bijektif, maka W6 dapat dilabeli
dengan aturan super edge-graceful.
Jadi, f adalah pelabelan super edge-graceful pada graf multi-level
wheel.

Dari contoh di atas, dapat diketahui langkah-langkah pelabelan
super edge-graceful pada graf wheel W, 36, adalah sebagai berikut:

1. Mengkonstruksi graf W)
2. Menentukan jumlah titik dan jumlah garis pada graf W, s ¢).
3. Menentukan himpunan label titik-titik dan himpunan label
garis-garis menurut definisi.
4. Labeli garis-garis pada graf W36 yaitu dengan beberapa
langkah:
a. Partisi O menjadi 2 barisan S dan R.
b. S dan R dipartisi lagi masing-masing menjadi 3 partisi yaitu
S], Sz, S3 dan R], Rg, R3.
c. dipilih sebuah spoke e; = u;x;_; dan el-' = V;Vi_1-
d. Labeli spoke i-th level dengan himpunan barisan S; searah
jarum jam dimulai dari e; di mana i = 1,2,3.
e. Labeli garis-garis yang terletak pada cincin i-th level dengan
himpunan barisan R; searah jarum jam dimulai dari uv;, i =
1,2,3.
5. Labeli titik-titik pada graf W,s6 dengan menjumlahkan bobot
dari garis-garis yang incident dengan tiap titik tertentu.
6. Graf W36 dapat dilabeli dengan pelabelan super edge-
graceful.
Bentuk skematis dari langkah-langkah pelabelan super edge-graceful
pada graf W,z ¢ dapat dilihat pada Lampiran 3.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dalam Skripsi ini adalah:

1. Pelabelan Super edge-graceful pada graf fan F,,,; dilakukan
dengan melabelkan garis pada spoke dan garis pada path
dengan fungsi f:E — Q adalah bijektif sedemikian sehingga
pelabelan titik-titiknya juga bijektif.

Graf fan F,, tidak dapat dilabeli dengan aturan pelabelan super
edge-graceful.

2. Pelabelan super edge-graceful pada graf wheel W,

dilakukan dengan melabelkan garis pada spoke dengan fungsi
flcuzig) = -i dan f{cu,;) = i dan garis pada cycle dengan fungsi
fQuaiaupi—1) =n+i dan f(uz—quy) = —(n+1i), untuk
1 <i<n di mana f bijektif sedemikian sehingga pelabelan
titik-titiknya juga bijektif.
Pelabelan super edge-graceful pada graf multi-level wheel
Wse dilakukan dengan melabelkan garis pada spoke dan
cycle searah jarum jam dengan mempartisi garis pada masing-
masing spoke dan cycle menjadi tiga sehingga pelabelan
garisnya bijektif, demikian pula dengan pelabelan titik-titiknya
harus bijektif.

4.2 Saran

Skripsi ini hanya membahas pelabelan super edge-graceful pada
graf fan dan graf multi-level wheel. Bagi mahasiswa yang berminat
dalam bidang ini, diharapkan untuk mengkaji pelabelan ini pada graf
path, graf Euler, graf actinia dan lain-lainnya.
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Lampiran 1. Pelabelan super edge-graceful (SEG) pada graf fan

F5,,; dapat disusun dalam diagram alir sebagai berikut:

v

Gambar graf F5,,;

v

Masukkan n

v

Hitung p dan ¢

v

Tentukan P dan Q

v

Melabeli garis-garis pada Spoke dan path

v

Melabeli titik-titik

Cek f*(p;) bijektif

A 4

f pelabelan SEG f bukan pelabelan SEG

1
<
A

A

selesai
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Lampiran 2. pelabelan super edge-graceful (SEG) pada graf W,
dapat disusun dalam diagram alir sebagai berikut:

v

Gambar graf W5,

v

Masukkan n

v

Hitung p dan ¢

v

Tentukan P dan Q

v

Labeli spoke dengan f{cu,.;) = -i dan
flcuy;)) = i untuk 1<i<n dan cycle
dengan flugioupi ) =n+i dan
flugi_quz) =—(Mm+1) untuk 1<i<n
dengan fungsi f: E = Q bijektif

Labelkan titik dengan
fr(ugi—q) = —i
frugi—z) =i

Untuk 1 <i<n.

Cek f* bijektif tidak

A

f pelabelan SEG f bukan pelabelan SEG

>

y
selesai
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Lampiran 3. pelabelan super edge-graceful (SEG) pada graf
Wny n,ny) dapat disusun dalam diagram alir sebagai berikut:

v

Gambar graf W, n, n.)

v

Masukkan n

v

Hitung p dan ¢

v

Tentukan P dan Q

v

1. Partisi Q ke S dan R. S dan R partisi ke Sy, S,, S3dan Ry, R, Rs.

Pilih spoke e; = u;x;_; dan e{ = v;y;_q.

3. Labeli spoke i-th level dengan S; searah jarum jam dimulai dari e;
dimana i = 1,2,3.

4. Labeli garis-garis pada cincin i-th level dengan R; searah jarum
jam dimulai dari uv;, i = 1,2,3.

N

Labelkan titik dengan
fr(ugi—q) = —i
fr(ugi2) =i

Untuk 1 <i<n.

Cek f* bijektif

h 4

f pelabelan SEG f bukan pelabelan SEG

«

4

selesai
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