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PERHITUNGAN FAKTOR PERSEKUTUAN TERBESAR 
(FPB) DARI POLINOMIAL BIVARIAT DENGAN 

TRANSFORMASI FOURIER DISKRIT 
 
 

ABSTRAK 
 
 

Polinomial bivariat atau polinomial dua variabel bukanlah ring 
Euclid (non Euclidean rings), yaitu ring polinomial yang tidak 
memenuhi algoritma pembagian dan algoritma Euclid sehingga 
kesulitan dalam mencari faktor persekutuan terbesar (FPB) yang 
sebenarnya. Salah satu metode yang digunakan untuk menghitung 
pendekatan FPB dari polinomial bivariat adalah transformasi Fourier 
diskrit sehingga diperoleh FPB yang mendekati FPB yang 
sebenarnya. 

  
Kata kunci: faktor persekutuan terbesar (FPB), interpolasi, 

transformasi Fourier diskrit, polinomial dua variabel. 
 
 



v 

 

DETERMINATION OF GREATEST COMMON DIVISOR 
(GCD) FROM BIVARIATE POLYNOMIALS USING 

DISCRETE FOURIER TRANSFORM (DFT) 

 

ABSTRACT 

Since bivariate polynomial do not satisfy division algorithm 
and Euclid algorithm then they are non Euclidean rings, so it is 
difficult to determine its real greatest common divisor (GCD). One 
of the methods which can be used to determine GCD of bivariate 
polynomials  is discrete fourier transform to get GCD which is close 
to its real GCD. 

Keywords: greatest common divisor (GCD), discrete Fourier 
transform (DFT), bivariate polynomials 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Faktor persekutuan terbesar (FPB) atau sering juga disebut 
greatest common divisor (GCD) banyak digunakan dalam kriptografi 
(Menezez, et al, 1996) dan perbaikan gambar (Pillai dan Liang, 
2004). FPB dua bilangan bulat biasanya dapat dihitung dengan 
menggunakan algoritma pembagian dan algoritma Euclid. Begitu 
juga dengan polinomial univariat (satu variabel) bisa dihitung dengan 
algoritma pembagian dan algoritma Euclid. Tapi pada polinomial 
bivariat maupun multivariat perhitungan FPB tidak bisa memakai 
algoritma pembagian ataupun algoritma Euclid, karena struktur 
dalam ring polinomial bivariat maupun multivariat berbeda 
strukturnya dengan ring polinomial univariat (satu variabel) yaitu 
bukan ring Euclid (non Euclidean rings). Non Euclidean rings adalah 
ring polinomial yang tidak memuat algoritma pembagian dan 
algoritma Euclid. Oleh karena itu terdapat kesulitan dalam 
menemukan FPB yang sebenarnya dari himpunan polinomial, 
sehingga diperlukan metode untuk mendapatkan pendekatan FPB 
yang dicari.  

Salah satu metode yang telah dikembangkan adalah 
transformasi Fourier diskrit. Dari metode tersebut hanya dapat 
dihasilkan pendekatan FPB tetapi bukan FPB yang sebenarnya. 

 
1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam skripsi  ini adalah bagaimana 
mengaplikasikan transformasi Fourier diskrit pada algoritma 
pendekatan FPB dari polinomial bivariat. 
 
1.3 Batasan Masalah 

Dalam pembahasan, FPB yang dihitung hanya dari dua 
polinomial. 
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1.4 Tujuan 

Tujuan dari skripsi ini adalah mengaplikasikan transformasi 
Fourier diskrit pada algoritma pendekatan FPB dari polinomial 
bivariat. 
 
1.5 Manfaat 

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah sebagai salah satu 
alternatif metode untuk menyelesaikan pencarian pendekatan FPB 
dari polinomial bivariat (polinomial dua variabel). 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini diberikan dasar teori untuk membantu 
memahami masalah yang akan dibahas dan juga digunakan sebagai 
acuan dalam pembahasan. 

 
2.1 Grup 

Sebuah himpunan tak kosong G  disebut grup terhadap 
suatu operasi biner •  jika untuk setiap Gcba ∈,,  berlaku: 
1. Tertutup : Gba ∈•  
2. Assosiatif : )()( cbacba ••=••  
3. Mempunyai elemen identitas : aaeeaGe =•=•∋∈∃  

4. Mempunyai invers : eaaaaGaGa =•=•∋∈∃∈∀ −−− 111  
Jika grup G  mempunyai sifat komutatif yaitu

Gbaabba ∈∀•=• ,, , maka ),( •G  disebut grup komutatif. 
  (Dummit, 2002) 
 
2.2 Ring 

Ring adalah salah satu struktur aljabar yang di dalamnya 
terdapat 2 operasi biner, yaitu operasi penjumlahan dan pergandaan. 

 
Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan φ≠R . ),,( ∗+R  disebut 
ring jika  memenuhi: 
I. Terhadap penjumlahan, R adalah suatu grup komutatif. 
II. Terhadap pergandaan 

1. Rba ∈∗ . 
2. )()( cbacba ∗∗=∗∗ . 

III. Hukum distributif: 
)()()( cabacba ∗+∗=+∗ . 
)()()( acabacb ∗+∗=∗+ . 

   (Arifin, 2000) 
  

Rcba ∈∀ ,,
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Definisi 2.2.2 Ring R disebut ring komutatif jika terhadap 
pergandaan berlaku komutatif (  maka ). 
   (Dummit, 1999) 
 
Definisi 2.2.3 Ring R disebut ring dengan elemen identitas jika 
terdapat ݁ untuk semua ܽ א ܴ sedemikian sehingga 

. 
   (Whitelaw, 1995) 
 
Definisi 2.2.4 ܴ adalah ring komutatif. Suatu elemen yang bukan 
nol ܽ א ܴ disebut pembagi nol, bila ada elemen yang bukan nol 
ܾ א ܴ sedemikian sehingga ܽ · ܾ ൌ 0. 
   (Wahyudin, 1989) 
 
Definisi 2.2.5 Ring komutatif R dengan identitas  disebut 
daerah integral jika R tidak mempunyai pembagi nol. 
   (Dummit, 1999) 
 
2.3 Field 

Suatu daerah integral dimana setiap anggota tak nol di 
dalamnya mempunyai invers terhadap pergandaan disebut  field yang 
didefinisikan sebagai berikut ini. 
 
 
Definisi 2.3.1 Misalkan φ≠F . F  disebut field jika: 
1.  ring komutatif. 
2.  mempuyai elemen satuan. 
3. FaFa ∈∃−∈∀ −1},0{  sedemikian sehingga 

eaaaa =⋅=⋅ −− 11 . 
   (Whitelaw, 1995) 
 
Teorema 2.3.1 Setiap field adalah daerah integral. 
  

Rba ∈, abba ∗=∗

aaeea =∗=∗

01 ≠

F
F
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Bukti: 
 
Misalkan  suatu field. Ambil  sehingga 

. Karena berlaku sifat tertutup terhadap pergandaan 
maka . Jadi  tidak memuat pembagi nol sejati. Jadi setiap 
field adalah daerah integral ( ). 
   (Whitelaw, 1995) 
 
2.4 Polinomial 

Definisi 2.4.1 Polinomial adalah jumlah dari satu atau lebih 
monomial yang mempunyai derajat berbeda yang dapat dinyatakan 
dalam bentuk: 
  ܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ڮ  ܽଵݔଵ  ܽ 
dimana ܽ, ܽିଵ, ڮ , ܽଵ, ܽ adalah koefisien polinomial, ݊  0 
adalah bilangan bulat positif dan ݔ adalah variabel. 
   (Sullivan, 1989) 
 
Definisi 2.4.2 Fungsi polinomial derajat ݊ adalah fungsi dengan 
bentuk: 
  ݂ሺݔሻ ൌ ܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ڮ  ܽଵݔଵ  ܽ 
dimana ܽ, ܽିଵ, ڮ , ܽଵ, ܽ adalah bilangan real, ܽ ് 0 dan ݊  
adalah bilangan bulat positif. 
   (Sullivan, 1989) 
 
Definisi 2.4.3 Jika ݂ሺݔሻ ൌ ܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ڮ  ܽଵݔଵ  ܽ, 
ܽ ് 0 maka ݂ሺݔሻ dikatakan berderajat ݊ dan dinotasikan dengan 
deg ݂ሺݔሻ ൌ ݊. 
   (Fraleigh, 1994) 
 
Definisi 2.4.4 Polinomial bivariat adalah polinomial dengan dua 
variabel yang diekspresikan dalam bentuk: 

∑∑=
m

i

n

j

ji
ji yxayxp ,),(  , mi ,,1,0 L= , nj ,,1,0 L= . 

   (www.math-wolfram.com) 
  

F { }0, −∈Fyx
0,0 ≠≠ yx
0≠xy F

DIF =
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Definisi 2.4.5 Misalkan ܴ ring komutatif dengan elemen 
identitas. Ring polinomial ܴሾݔሿ dengan variabel  dan koefisien-
koefisiennya dari ring ܴ, adalah himpunan semua bentuk ܽݔ 
ܽିଵݔିଵ  ڮ  ܽଵݔଵ  ܽ, dimana ݊ bilangan bulat tidak negatif 
dan setiap  adalah elemen di ܴ. 
   (Dummit, 1999) 
 
Definisi 2.4.6 Diketahui suatu polinomial berbentuk 

0
0

1
111)( xaxaxaxaxf nnnn ++++= −− L  adalah monik jika 

ܽ ൌ 1. 
   (Bhattacharya, 1990) 
 
Teorema 2.4.1 (Algoritma Pembagian). Jika  field dan 

][)(),( xFxgxf ∈ , , maka terdapat dengan tunggal 
hasil bagi )(xq  dan sisa pembagian )(xr  sedemikan sehingga 

,  dan  dimana 
0)( =xr  atau )(deg)(deg xgxr < . 

 
Bukti: 
 
Ambil sebarang ][)(),( xFxgxf ∈ , 0)(),( ≠xgxf . Misalkan 

mxfaxaxaaxf m
m

m =⇒≠+++= )(deg0,)( 10 L  

dan nxgbxbxbbxg n
n

n =⇒≠+++= )(deg0,)( 10 L . 
 
Terdapat 2 kasus yaitu: 
1. Jika  maka )(deg)(deg xgxf <  sehingga 

)()(0)( xrxgxf +⋅= , 
dimana )(deg)(deg xgxr < . Jadi  

0)( =xq dan )()( xfxr = , 
dengan )(deg)(deg xgxr < . 

2. Jika , maka )(deg)(deg xgxf ≥  (dibuktikan dengan 
induksi): 

  

x

ia

F
0)(),( ≠xgxf

)()()()( xrxgxqxf +⋅= )(xq ][)( xFxr ∈

nm <

nm ≥



 7

i. Jika , maka )(xf  dan )(xg  adalah polinomial 

konstan sehingga maxf =)(  dan mbxg =)( . 
Jadi, 

)()( xrbxqa nm +⋅= . 

Karena 
n

m

b
a

xq =)( maka 0)( =xr  atau )deg()(deg xxr < . 

ii. Misalkan teorema benar untuk suatu polinomial yang 
berderajat kurang dari . Maka 

)()()( 1 xfxg
xb
xa

xf n
n

m
m +⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

Karena ][)(1 xFxf ∈ , 
)()()()( 11 xrxgxqxf +⋅= , 

dimana . 
Sehingga diperoleh 

))()()(()()()( 1
1 xrxgxqxgxbaxf nm

nm +⋅+⋅= −− , 
dengan )(deg)(deg xgxr < . Jadi, 

)()()()( xrxgxqxf +⋅= , 

dengan )()( 1
1 xqxbaxq nm

nm += −−  dan . 
Jadi, teorema terpenuhi untuk .  

Akan ditunjukkan )(xq  dan )(xr  tunggal. Andaikan terdapat 
polinomial lain 0)(' ≠xq  atau )(deg)('deg xgxr < , maka 

)()()()( xrxgxqxf +⋅=  
)(')()(')( xrxgxqxf +⋅= , 

sedemikian sehingga 
)(')()(')()()( xrxgxqxrxgxq +⋅=+⋅  

)()(')()](')([ xrxrxgxqxq −=⋅− . 
Terdapat 2 kemungkinan: 
• 0)(')( =− xqxq dan 0)()(' =− xrxr , atau )(')( xqxq =  dan 

)()(' xrxr = . 
• 0)(')( ≠− xqxq dan 0)()(' ≠− xrxr , terdapat 2 kasus yaitu: 
  

0== nm

m

)(deg)(deg xgxr <

)(deg)(deg xgxr <
nm ≥
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1. nxgxqxq ≥⋅− )()](')(deg[ (karena 0)(')( ≠− xqxq  dan 
nxg =)(deg ). 

2. nxrxr <− )]()('deg[  (karena nxr <)(deg  dan 
nxr <)('deg ). 

Padahal )()(')()](')([ xrxrxgxqxq −=⋅− , sehingga tidak 
mungkin terjadi. Maka, 

0)(')( =− xqxq  dan 0)()(' =− xrxr . 
Jadi, terbukti )(')( xqxq =  dan )()(' xrxr =  (  dan )(xr  
tunggal). 
  (Raisinghania & Anggarwal, 1980) 
 
Teorema 2.4.2 (Teorema Sisa). Sisa pembagian polinomial )(xf  
oleh )( α−x  dalam ][xF  adalah )(αf . 
 
Bukti: 
 
Menurut algoritma pembagian, terdapat ][)(),( xFxrxq ∈  
sedemikian sehingga )()()()( xrxgxqxf +⋅= , dimana 0)( =xr  
atau )(deg)(deg xgxr < . Karena )()( α−= xxg  dan 

1)deg( =−αx  maka 1)(deg <xr , sehingga 0)(deg =xr , yaitu 

sisanya adalah suatu konstanta Fr ∈0  yang dapat ditulis dalam 
bentuk 

0)()()( rxgxqxf +⋅= .  
Bila disubsitusikan α=x , diperoleh hasil  

0)()()( rxqf +−⋅= ααα  

0)( rf =α . 
  (Wahyudin, 1989) 
 
Teorema 2.4.3 (Teorema Faktor). Untuk polinomial 

][)( xFxP ∈  dan  bilangan kompleks, maka 0)( =αP  bila dan 
hanya bila ሺݔ െ 1ሻ adalah faktor dari )(xP . 
  

)(xq

α
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Bukti: 
 

)(⇐  Diketahui 0)( =αP . Dengan Teorema Sisa diperoleh 
, 

sehingga 0)( =xr . Dengan kata lain  adalah faktor 
dari , untuk sebarang . 

)(⇒  Misalkan )( α−x  adalah faktor dari  maka 
)()()( α−⋅= xxQxP , ][)( xFxQ ∈ . Dengan algoritma 

pembagian, )(xP  dapat dituliskan dalam bentuk 
)()()()( xrxxQxP +−⋅= α . Diketahui bahwa )( α−x  

adalah faktor dari )(xP , maka sisa pembagiannya adalah 
 sehingga 0)( =αP . 

  (Hall, 2000). 
 
2.5 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) 

Definisi 2.5.1 Misal .  membagi , jika 
terdapat ][xFQ∈  sedemikian sehingga QPP 21 = . 
   (www.mathrefesher.com) 
 
Definisi 2.5.2 FPB dari polinomial  adalah ][xFD∈  
yang memenuhi: 
1. Jika  membagi  dan , maka  dan 2PD . 

2. Jika  adalah polinomial yang membagi  dan , maka 

DS . 
   (www.mathrefresher.com) 
 
Contoh 2.5.1 Untuk menentukan FPB dari polinomial 

 dan  adalah dengan memfaktorkan 
terlebih dahulu kedua polinomial tersebut, yaitu 

)1()6(672 ++=++ xxxx , 

)6()1(652 −+=−− xxxx . 
  

0)()()( +−⋅= αxxQxP
)( α−x

)(xP ][)( xFxQ ∈

)(xP

0=r

][, 21 xFPP ∈ 2P 1P

21, PP

D 1P 2P 1PD
S 1P 2P

672 ++ xx 652 −− xx
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Terlihat 67)1( 2 +++ xxx  dan 65)1( 2 −−+ xxx , maka FPB 

)1()65,67( 22 +=−−++ xxxxx . 
 
Definisi 2.5.3 Jika 1 adalah FPB dari polinomial  maka 

 dikatakan polinomial prima relatif (relative prime) atau juga 
sering disebut coprime. 
   (www.mathrefresher.com) 
 
Teorema 2.5.1 (Algoritma Euclid). Jika ada 2 polinomial  
maka terdapat tepat satu FPB. 
 
Bukti: 
 
Misal ][, 21 xFPP ∈ , 02 ≠P  dan )(deg)(deg 21 xPxP > . Untuk 
menghitung FPB dari polinomial  dan )(2 xP  digunakan 
algoritma Euclid yang diselesaikan dengan iterasi: 
1. Dengan menggunakan algoritma pembagian  untuk menemukan 

][)(),( 11 xFxRxQ ∈  dengan )(deg)(deg 21 xPxR <  
sedemikian sehingga 

. 
2. Jika 0)(1 =xR  maka iterasi berhenti. Sehingga )(2 xP  adalah 

FPB dari  dan . 
3. Jika 0)(1 ≠xR  maka )(1 xP  diganti dengan )(2 xP  dan )(2 xP  

diganti dengan )(1 xR  dan dilanjutkan ke langkah 2. 
, 
)()()()( 2122 xRxRxQxP +⋅= , 

)()()()( 3231 xRxRxQxR +⋅= , 
  

)()()()( 12 xRxRxQxR nnnn +⋅= −− , 

)()()()( 111 xRxRxQxR nnnn ++− +⋅= . 
  

21, PP

21, PP

21, PP

)(1 xP

)()()()( 1211 xRxPxQxP +⋅=

)(1 xP )(2 xP

)()()()( 1211 xRxPxQxP +⋅=

M
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Jika 0)(1 =+ xRn  maka )(xR  adalah FPB dari ଵܲ dan ଶܲ. 
Algoritma ini berakhir karena pada setiap iterasi 

)(deg),(deg,),(deg),(deg 121 xRxRxRxR nn +L  selalu berkurang. 
   (www.mathrefresher.com) 
 
Contoh 2.5.2 FPB dari polinomial  dan 

 adalah 
12)1()65()1(67 22 ++−−=++ xxxxx , 

0)1()6()65( 2 ++−=−− xxxx . 

Maka FPB )1()65,67( 22 +=−−++ xxxxx . 
 
Definisi 2.5.4 (Ring Euclid). Suatu ring R  disebut ring Euclid 
bila dan hanya bila dipenuhi syarat-syarat: 
1. Komutatif. 
2. Tidak memuat pembagi nol sejati. 
3. Ada suatu fungsi ݃ dari ܴ െ ሼ0ሽ ke himpunan bilangan-bilangan 

bulat non negatif sedemikian sehingga )()( agabg ≥ . Dengan 
kata lain, 0, ≠∈∀ aRa , dapat didefinisikan bilangan bulat non 
negatif ݃ሺܽሻ, apabila 0,0 ≠≠ ba  maka )()( agabg ≥ . 

4. Di dalam R terdapat algoritma pembagian, yaitu untuk setiap 
0,, ≠∈ aRba , berlaku: 

paqb +⋅=  
dimana 0=p  atau )deg()deg( ap < . 

   (Soehakso, 1990) 
 
2.6 Transformasi Fourier Diskrit 

Transformasi Fourier diskrit adalah salah satu bentuk 
spesifik dari analisis Fourier (Fourier analysis). Sebelumnya akan 
didefinisikan terlebih dahulu deret Fourier (Fourier series). 

 
Definisi 2.6.1 Jika )(xf  periodik dengan periode π2  dan 
terintegral pada ],[ ππ−  maka 
  

672 ++ xx
652 −− xx
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adalah derer Fourier (Fourier series) dengan koefisien-koefisiennya 
adalah 

∫
−

=
π

ππ
dttfa )(1

0 , 

∫
−

=
π

ππ
dtkttfak cos)(1

, 

∫
−

=
π

ππ
dtkttfbk sin)(1

. 

   (Soehardjo, 2001) 
   
Definisi 2.6.2 Transformasi Fourier dari fungsi ݂ሺݐሻ, ∞  ݐ  ∞ 
dapat diekspresikan dalam bentuk: 
ሺ߱ሻܨ  ൌ  ݂ሺݐሻ݁െݐ݀ݐ ߱ ܫஶ

ିஶ  
dan invers dari ܨሺ߱ሻ adalah 
  ݂ሺݐሻ ൌ ଵ

ଶగ  ஶ߱݀ݐ ߱ ܫሺ߱ሻ݁ܨ
ିஶ  

    (Demanis, 2007) 
 
Definisi 2.6.3 Misal  himpunan bilangan 
kompleks, 

1,,1,0,~ 1

0

/2 −== ∑
−

=

− NreXX
N

r

NrkI
rk Lπ  

 
∑
−

=

−=
1

0

N

r

rk
r WX   (2.6.6) 

dimana ܹ ൌ ݁ଶగூ/ே disebut transformasi Fourier diskrit dari barisan 
 . Sedangkan invers dari transformasi Fourier diskrit adalah: 

∑
−

=

=
1

0

~1 N

r

rk
kr WX

N
X ,  (2.6.7) 

  

( ) ( )∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

xf

1,,1,0, −= NkX k L

{ }kX
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1,,1,0 −= Nk L . Persamaan (2.6.6) dan (2.6.7) sering disebut 
sebagai pasangan transformasi Fourier diskrit (DFT pair). 
  (Ralston, 1978) 
 

Dengan menggunakan kesamaan Euler, pasangan 
transformasi Fourier diskrit pada persamaan (2.6.6) dan (2.6.7) dapat 
ditulis dalam bentuk 

[ ]∑
−

=

−=
1

0
)2sin()2cos(~ N

k
kkr NrkXINrkXX ππ  (2.6.8) 

[ ]∑
−

=

+=
1

0
)2sin(~)2cos(~1 N

r
kkk NrkXINrkX

N
X ππ  (2.6.9) 

 (Munir, 2004) 
 
Pada fungsi diskrit dua variabel, persamaan transformasi 

Fourier diskritnya adalah 

∑∑
= =

−−=
1

1

2

1

2211

0 0
212121 ),(),(~ M

k

M

k

rkrk WWkkXrrX , (2.6.10) 

∑∑
= =

−−=
1

1

2

2

2211

0 0
212121 ),(~1),(

M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

kkX  (2.6.11) 

dimana , )1()1( 21 ++= MMR  dan 
 adalah unit imajiner. 

  (Tzekis, 2007) 
  

2,1,12 =∀= + ieW iMI
i

π

I
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BAB III 
   PEMBAHASAN 
 

Pada bab ini diberikan definisi yang berkaitan dengan 
polinomial bivariat. Selanjutnya diberikan langkah-langkah 
perhitungan faktor persekutuan terbesar (FPB) dari polinomial 
bivariat melalui transformasi Fourier diskrit. Untuk memperjelas 
pembahasan perhitungan faktor persekutuan terbesar (FPB) dari 
polinomial bivariat, diberikan langkah-langkah pendekatan FPB dan 
contoh. 

 
3.1 Perhitungan Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) Dari 

Polinomial Bivariat Melalui Transformasi Fourier Diskrit 
 
Definisi 3.1.1 Misal R adalah himpunan bilangan real, 

],,,[ 21 nxxxR L adalah himpunan polinomial dengan koefisien real 

di dalam n  variabel 1 2, , , nx x xL . Polinomial dengan koefisien real 

dan n  variabel 1 2, , , nx x xL  disebut polinomial nD .  
  (McInerney, 1999) 
 
Definisi 3.1.2 Misal ],.,[][ 21 nxxxFxF L=  dinotasikan sebagai 

ring polinomial atas field F  dengan n  variabel. Elemen dari field 
F  diambil dari bilangan real atau bilangan kompleks. 
1. ][)(,),(),( 21 xFxFxFxF k ∈L  disebut koprime faktor (factor 

coprime) jika tidak terdapat faktor pembagi dari 
)(,),(),( 21 xFxFxF kL . 

2. ][)(,),(),( 21 xFxFxFxF k ∈L  disebut koprime akar (zero coprime) 
jika tidak terdapat akar dalam polinomial 

][)(,),(),( 21 xFxFxFxF k ∈L . 
 (McInerney,1999) 

 
Dalam skripsi ini pembahasan hanya dibatasi untuk 

polinomial 2D  atau polinomial bivariat yaitu polinomial dengan 
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koefisien real dengan dua variabel, x  dan y . Polinomial-polinomial 
tersebut dinyatakan sebagai ],[),( yxFyxpi ∈ . 

Misalkan barisan terbatas ( )21 , kkX  dan ( )21,
~ rrX , dimana 

11 ,,1,0 Mk L= , 22 ,,1,0 Mk L=  dan 11 ,,1,0 Mr L=  , 

22 ,,1,0 Mr L= . Pasangan transformasi Fourier diskrit dari 

( )21 , kkX  dan ( )21,
~ rrX  adalah 

( ) ( )∑∑
= =

−−=
1

1

2

2

2211

0 0
212121 ,,~ M

k

M

k

rkrk WWkkXrrX  (3.1.1) 

( ) ( )(∑
=

⋅−⋅− ++=
1

1

2211

0

1
11

0
211 1,0,

M

k

rrrk WkXWWkX  

 ( ) )2211
2121,

rMrk WWMkX −−+L  

( ) ( ) L++= ⋅−⋅⋅⋅ 21

1

21 1
2

00
2

0
1 1,00,0 rrrr WWXWWX  

( ) ( ) 21221 0
2

1
12

0
12 0,1,0 rrrMr WWXWWMX ⋅⋅−−⋅ ++

( ) 2211
2121,

rMrM WWMMX −−++L . 
 

( ) ( )∑∑
= =

=
1

11

2

2

2211

0 0
212121 ,~1,

M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

kkX  (3.1.2) 

 ( )( L+= ∑
=

⋅
1

1

211

0

0
211 0,~1 M

r

krk WWrX
R

 

  ( ) )2211
2121,

~ Mkrk WWMrX ⋅+  

 ( )( L+= ⋅⋅ 0
2

0
1

210,0~1 kk WWX
R

 

  ( ) L++ ⋅⋅ 221
2

0
12,0~ Mkk WWMX  

  ( ) L++ ⋅⋅ 0
2

1
1

210,1~ kk WWX  

  ( ) L++ ⋅⋅ 221
2

1
12,1~ Mkk WWMX  

  ( ) )2211
2121,~ MkMk WWMMX+ , 

  



 17

dimana 1
2
+= iM
I

i eW
π

, 2,1=∀i  dan ( )( )11 21 ++= MMR  dan I  

adalah bilangan imajiner. ( )21,
~ rrX  adalah transformasi fourier diskrit 

dan ( )21 , kkX  adalah invers dari transformasi fourier diskrit. 
 
Misalkan terdapat n  polinomial ],[),( yxFyxpi ∈ , 

1,,1,0 −= ni L . Polinomial ini dapat ditulis dalam bentuk 

∑∑
= =

=
1 2

0 0

),(
M

m

M

j

jm
ii yxpyxp  (3.1.3) 

dimana 1M  dan 2M  adalah derajat terbesar dari x  dan y  dalam 
),( yxpi , FPB dari ( )yxpi ,  adalah ),( yxp  yang dituliskan sebagai 

berikut: 

( ) ∑∑
= =

=
1

1

2

2

21

21

~

0

~

0
, )()(,

b

k

b

k

kk
kk yxpyxp  (3.1.4) 

dimana derajat terbesar untuk variabel x  dan y adalah: 

( )( ) 1

~,deg byxpx =  

   
( )( ){ }⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤=

−=
yxpix

ni
,degmin

1,,1,0 L

 (3.1.5) 

( )( ) 2

~,deg byxpy =  

  ( )( ){ }⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤=

−=
yxpiy

ni
,degmin

1,,1,0 L

. (3.1.6) 

21,kkp  dalam persamaan (3.1.4) adalah koefisien dari FPB yang dicari 

dengan menggunakan invers transformasi Fourier diskrit yang 
dijelaskan pada pembahasan selanjutnya. Banyaknya titik interpolasi 
dihitung dengan menggunakan: 

( )( )11 21 ++= bbR     (3.1.7) 
dengan titik interpolasinya adalah: 

( ) jr
iji Wru = ,    (3.1.8) 

2,1=i  dan ij br ~,,1,0 L= ,  
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dimana 1
2
+= ib
I

i eW
π

. Untuk mendapatkan koefisien 
21,kkp langkah-

langkah yang dilakukan adalah: 
a. Menentukan FPB dari polinomial ( )( )22, ruxpi , 

1,,1,0 −= ni L  yaitu ( )( )22,
2

ruxpr , 22
~,,1,0 br L= . 

b. Kemudian dengan mensubsitusikan ( )11 ru , 11
~,,1,0 br L=  ke 

dalam polinomial ( )( )222
, ruxp rr  dan ( )22 ru  ke dalam 

polinomial ( )( )yrup rr ,111
 didapatkan polinomial 

( ) ( )( )211, 221
, rurupp rrr =  (3.1.9) 

 
Dari persamaan (3.1.4) dan (3.1.9) didapatkan 

( )( )2211
1

1

2

2
2121 21

~

0

~

0
,,

~ krkr
b

k

b

k
kkrr WWpp −−

= =
∑∑=  

( )( )∑ ⋅−=
1

1

211

1

~
0

210,

b

l

kkr
k WWp  

 ( ) ( ) )2211

21

211

1

~

21,
1

211,
brkr

bk
rkr

k WWpWWp −−⋅−− +++ L  

( ) L+= ⋅−⋅− 0
2

0
10,0

21 rr WWp  

 ( ) L++ −⋅− 221

2

~

2
0

1~,0

brr

b
WWp  

 ( ) L++ ⋅−⋅− 0
2

1
10,1

21 rr WWp  

 ( ) L++ −⋅− 221

2

~

2
1

1~,1

brr

b
WWp  

 ( ) 2211

21

~

2

~

1~,~
brbr

bb
WWp −−+ . 

Berdasarkan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), 
21,

~
rrp  merupakan 

transformasi Fourier diskrit sehingga polinomial 
21,kkp  merupakan 

invers dari 
21,

~
rrp . Jadi polinomial 

21,
~

rrp  dan 
21,kkp  merupakan 

bentuk pasangan transformasi Fourier diskrit, dimana 
21,kkp  adalah 
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( )( )2211
1

1

2

2
2121 21

~

0

~

0
,,

~1 krkr
b

r

b

r
rrk WWp

R
p ∑∑

= =

=  (3.1.10) 

 ( )( L+= ∑
=

⋅1

1

211

1

~

0

0
210,

1 b

r

kkr
r WWp

R
 

  ( ) )2211

21

~

21~,

kbkr

br
WWp+  

 ( )( L+= ⋅⋅ 21 0
2

0
10,0

1 kk WWp
R

 

  ( ) L++ 221

2

~

2
0

1~,0

kbk

b
WWp  

  ( ) L++ ⋅⋅ 21 0
2

1
10,1

kk WWp  

  ( ) L++ ⋅ 221

2

~

2
1

1~,1

kbk

b
WWp  

  ( ) )2211

21

~

2

~

1~,~
kbkb

bb
WWp+ , 

dengan ii bk ~,,0 L=  dan 2,1=i . Jadi untuk menghitung FPB dari 
polinomial bivariat dengan menggunakan transformasi Fourier 
diskrit, langkah-langkahnya sebagai berikut: 
Langkah 1.  Menghitung derajat terbesar dalam persamaan FPB. 
Langkah 2. Menghitung banyaknya titik interpolasi. Kemudian 

menentukan titik-titik interpolasi. 

jr
iji Wru −=)( , 1

2
+= ib
I

i eW
π

, 1,0=i  dan ij br ,,1,0 L= , 
1,0=j . 

Langkah 3. Menentukan FPB dari ),(1 yxp  dan ),(2 yxp  yaitu 

dengan mensubsitusikan )(1 jruy =  ke dalam 
polinomial ),(1 yxp  dan ),(2 yxp , sehingga 

diperoleh ))(,( 1 jruxp . 

Langkah 4. Mensubsitusikan )(0 jrux=  ke dalam FPB satu 
variabel di atas untuk mendapatkan 

))(),((~
10, 10 jjrr rurupp = . 
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Langkah 5. Menggunakan invers transformasi Fourier diskrit, nilai 

10 ,
~

rrp  digunakan untuk menentukan koefisien 
10 ,kkp  

kemudian disubsitusikan ke dalam persamaan (3.1.4). 
 

Jika ),( yxpi
 adalah bukan koprime akar yaitu terdapat titik 

),( kj yx  sedemikian sehingga 0),( =yxpi
 maka pada perhitungan 

FPB satu variabel yaitu ),(~
kk yxp  akan terdapat faktor lain yaitu 

ሺݔ െ  ሻ sehingga penyelesaiannya adalah dengan mengambilݔ
sebarang dua bilangan real 1c  dan 2c , kemudian mengalikan 

bilangan real tersebut dengan 1
2
+= ib
I

i eW
π

. Perhitungan FPB-nya sama 
dengan langkah-langkah transformasi Fourier diskrit di atas, hanya 
berbeda pada pencarian titik-titik interpolasinya, yaitu pada Langkah 
2. Jadi, titik-titik interpolasinya adalah: 

jr
iiji Wcru −=)( , 1

2
+

−
− = ij b

I
r

i eW
π

, 1,0=i , ij br ,,1,0 L=  

dimana ic  adalah sebarang bilangan real acak. Perkalian ܿ pada titik 

ܹ tersebut dapat dilakukan jika transformasi Fourier diskrit pada 
persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) dimodifikasi seperti pada Lemma 3.1.1 
berikut. 
 
Lemma 3.1.1 Misal k

ii
k

i WcW =~
, 2,1=i , iMk ,,1,0 L=   

dimana ic  adalah bilangan acak dan k
iW  didefinisikan oleh 

kM
I

k
i

ieW )( 1
2
+=

π

, 2,1=i . Maka hubungan: 

( ) ( )∑∑
= =

−−=
1

1

2

2

2211

0 0
212121

' ~~,,~ M

k

M

k

rkrk WWkkXrrX  dan 

( ) ( )∑∑
= =

=
1

1

2

2

2211

0 0
2121

'
21

~~,~1,
M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

kkX  

merupakan pasangan transformasi Fourier diskrit juga. 
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Bukti: 
Diketahui k

ii
k

i WcW =~
, akan dibuktikan 

( ) ( )212121 ,~,'~ 21 rrXccrrX rr −−=  

( ) ( )∑∑
= =

−−=
1

1

2

2

2211

0 0
212121

' ~~,,~ M

k

M

k

rkrk WWkkXrrX  

 ( )( ) ( ) 22
1

1

2

2

11
22

0
1121 ,

rk
M

k

M

k

rk WcWckkX
−

=

−

∑∑=  

 ( )∑∑
= =

−−−−=
1

1

2

2

221121

0 0
212121 ,

M

k

M

k

rkrkrr WWkkXcc  

 ( )2121 ,~21 rrXcc rr −−=  
Dengan menggunakan ( ) ( )212121

' ,~,~ 21 rrXccrrX rr−=  dan 

( ) ( )∑∑
= =

=
1

1

2

2

2211

0 0
212121 ,~1,

M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

kkX , dapat dilihat hubungan 

( ) ( )∑∑
= =

=
1

1

2

2

2211

0 0
2121

'
21

~~,~1,
M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

kkX  dengan ),(~
21 rrX . 

( ) =∑∑
= =

1

1

2

2

2211

0 0
2121

' ~~,~1 M

r

M

r

rkrk WWrrX
R

  

( )[ ] 2211
1

1

2

2

21
21

0 0
2121

~~,~1 rkrk
M

r

M

r

rr WWrrXcc
R∑∑

= =

−−=  

( )( ) ( ) 2211
1

1

2

2

21
2211

0 0
2121 ,~1 rkrk

M

r

M

r

rr WcWcrrXcc
R∑∑

= =

−−=  

( ) 2211
1

1

2

2

2211
21

0 0
212211 ,~1 rkrk

M

r

M

r

rrrr WWrrXcccc
R∑∑

= =

−−=  

( ) ( )2121
0 0

21 ,,~1
2211

1

1

2

2

kkXWWrrX
R

rkrk
M

r

M

r

== ∑∑
= =
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Contoh 3.1.1 Misalkan dua polinomial 
yxyxyxp )1()(),(1 ++=  
)1()1(),(2 ++= xxyyxp . 

Akan dihitung FPB dari ),(1 yxp  dan ),(2 yxp . 
Langkah 1. Menghitung derajat terbesar dalam persamaan FPB. 

[ ] [ ]{ })1()1(deg,)2()(degmin1 ++++= xxyyxyxb xx  

{ })1(deg),(degmin 2222 ++++++= xxyyxxyyxyxy xx

}2,2min{=  

2= . 
[ ] [ ]{ })1()1(deg,)2()(degmin2 ++++= xxyyxyxb yy  

{ })1(deg),(degmin 2222 ++++++= xxyyxxyyxyxy yy

}1,2min{=  

1= . 
 

Langkah 2. Menghitung banyaknya titik interpolasi. 
)1()1( 211 ++= bbR  

  )11()12( ++=  
  6= . 
Jadi, banyaknya titik interpolasi adalah 6 titik. Kemudian 
menentukan enam titik interpolasi. 

jr
iji Wru −=)( ,  1

2
+= ib
I

i eW
π

,  1,0=i  dan ij br ,..1,0= , 1,0=j . 

Untuk 2,1,00 =⇒= jri  dan 1,01 =⇒= jri  

1)0( 0
00 ==Wu  1)0( 0

11 ==Wu  

12
2

1
00 )1( +

−
− ==

I

eWu
π

 1)1( 11
2

1
11 −=== +

−−
I

eWu
π

. 
  )866,05,0( I−−=  

12
221

00 )2( +
−
⋅− ==

I

eWu
π

 
 )866,05,0( I+−=  
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Langkah 3.  Menentukan FPB dari ),(1 yxp  dan ),(2 yxp  yaitu  

dengan mensubsitusikan )(1 jruy =  ke dalam 
polinomial ),(1 yxp  dan ),(2 yxp , diperoleh: 

)1,()0(,( 1 xpuxp =  
)1,())(,())1(,)1(( 1111

22 xpruxpxxFPB ==++  
  2)1( += x . 

)1,()1(,( 1 −= xpuxp  
)1,())(,())1()1(),1()1(( 1111 −==+−+− xpruxpxxxxFPB  

  )1(1)1( −−+= xx . 
Karena pada ݑଵሺ0ሻ ൌ 1 terdapat faktor lain yaitu 
ሺݔ  1ሻ dan pada ݑଵሺ1ሻ ൌ െ1 terdapat faktor lain 
yaitu ሺݔ െ 1ሻ. Jika langkah perhitungan pendekatan 
FPB dilanjutkan maka langkah selanjutnya adalah 
sebagai berikut. 
 

Langkah 4. Mensubsitusi )(0 jrux =  ke dalam FPB satu variabel 

di atas untuk mendapatkan ))(),((~
1100, 10

rurupp rr = . 

))0(,1(~)1())0(),0(( 10,0
2

10 uppxuup =⇒+=  

 4)11( 2 =+=  

))0(),866,05,0((~)1())0(),1(( 10,1
2

10 uIppxuup −−=⇒+=  
 )866,0499956,0( I−−=  

))0(),866,05,0((~)1())0(),2(( 10,2
2

10 uIppxuup +−=⇒+=  
 )866,0499956,0( I+−=  

))1(,1(~)1()1())1(),0(( 11,010 uppxxuup =⇒−+=  
 0=  

))1(),866,05,0((~)1()1())1(),1(( 11,110 uIppxxuup −−=⇒−+=  
  I866,0499956,1 −=  

))1(),866,05,0((~)1()1())1(),2(( 11,210 uIppxxuup +−=⇒−+=
  I866,0499956,1 +=  
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Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier 
diskrit, nilai 

10 ,
~

rrp  digunakan untuk menentukan 

koefisien 
10,kkp , kemudian disubsitusikan ke dalam 

persamaan (3.1.4), polinomialnya adalah: 
( ) yxpxpxypxpyppyxp 2

1,2
2

0,21,10,11,00,0
~~~~~~, +++++=  (3.2.11) 

 Invers transformasi Fourier diskritnya adalah: 

( )( )1100
1

0

2

1

1010 10

~

0

~

0
,,

~~~1 krkr
b

r

b

r
rrkk WWp

R
p ∑∑

= =

= , 

 2,1,0,,1,0 0 =⇒= kbk ii L  dan 1,01 =k . 

( )( )0
1

0
0

2

0

1

0
,0,0

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 1=   

( )( )1
1

0
0

2

0

1

0
,1,0

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 033330000293333,0 ≈=  

( )( )0
1

1
0

2

0

1

0
,0,1

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 19999706667,0 ≈=  

( )( )1
1

1
0

2

0

1

0
,1,1

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 19999853333,0 ≈=  

( )( )0
1

2
0

2

0

1

0
,0,2

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 033330000293333,0 ≈=  

( )( )1
1

2
0

2

0

1

0
,1,2

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp  

 19999706667,0 ≈= . 
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Jika 10,0 =p , 01,0 =p , 10,1 =p , 11,1 =p , 00,2 =p , dan 

11,2 =p  dimasukkan ke dalam persamaan (3.1.11), diperoleh: 

( ) yxxyxyxp 2001,~ +++++=  
 )1()1( ++= xyx . 
Jadi, FPB dari polinomial ),(1 yxp  dan ),(2 yxp adalah 

)1()1( ++ xyx . Hasil pendekatan FPB tersebut berbeda dengan FPB 
sebenarnya karena polinomial ),(1 yxp  dan ),(2 yxp  bukan 
koprime akar sehingga untuk ݑଵሺ0ሻ ൌ 1 terdapat faktor lain yaitu 
ሺݔ  1ሻ dan untuk ݑଵሺ1ሻ ൌ െ1 terdapat faktor lain yaitu ሺݔ െ 1ሻ. 
 

Permasalahan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan 
Lemma 3.1.1, yaitu pada perhitungan FPB dari polinomial univariat, 
digunakan titik interpolasi ܿ ܹ dengan ܿ, ݅ ൌ 1,2 adalah bilangan 
real sembarang. 

 Perbedaan perhitungan di atas dimulai dari Langkah 2 yaitu 
pada penentuan titik interpolasinya. 
Langkah 2. Misalkan 55,110 == cc , maka titik interpolasinya 

adalah: 

jr
iiji Wcru −=)( ,  1

2
+= ib
I

i eW
π

,  1,0=i  dan ij br ,..1,0= , 1,0=j . 

Untuk 2,1,00 =⇒= jri  dan 1,01 =⇒= jri  

55,155,1)0( 0
00 == Wu  55,155,1)0( 0

11 == Wu  

12
2

1
00 55,155,1)1( +

−
− ==

I

eWu
π

 1
11 55,1)1( −= Wu  

 )866,05,0(55,1 I−−=  11
2

55,1 +
−

=
I

e
π

 

12
221

00 55,155,1)2( +
−
⋅− ==

I

eWu
π

  55,1−=  
 )866,05,0(55,1 I+−= . 
 
Langkah 3.  Menentukan FPB dari ),(1 yxp  dan ),(2 yxp  yaitu  

dengan mensubsitusikan )(1 jruy =  ke dalam 
polinomial ),(1 yxp  dan ),(2 yxp , diperoleh: 
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 27

))55,1(,()0(,( 1 xpuxp =  
))155,255,1(),55,14025,2925,3(( 22 ++++ xxxxFPB  

 1))55,1(,(1 += xxp  
))55,1(,()1(,( 1 −= xpuxp  

))155,055,1(),55,14025,28525,0(( 22 +−−−+ xxxxFPB   
  )1())55,1(,(1 +=− xxp  

 
Langkah 4. Mensubsitusi )(0 jrux =  ke dalam FPB satu variabel 

di atas untuk mendapatkan . 

 
 ൌ 2,55 

 

  
 

  
 

 ൌ 2,55 
 

  
 

 . 
 
Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier 

diskrit, nilai  digunakan untuk menentukan 

koefisien , kemudian disubsitusikan ke dalam 
persamaan (3.1.4), polinomialnya adalah: 

( ) yxpxpxypxpyppyxp 2
1,2

2
0,21,10,11,00,0

~~~~~~, +++++=  (3.1.12) 
 Invers transformasi Fourier diskritnya adalah: 

, 

))(),((~
1100, 10

rurupp rr =

))0(),55,1((~1))0(),0(( 10,010 uppxuup =⇒+=

))0(),866,05,0(55,1(~1))0(),1(( 10,110 uIppxuup −−=⇒+=
)3423,1225,0( I−=

))0(),866,05,0(55,1(~1))0(),2(( 10,210 uIppxuup +−=⇒+=
)3423,1225,0( I+=

))1(,55,1(~1))1(),0(( 11,010 uppxuup =⇒+=

))1(),866,05,0(55,1(~1))1(),1(( 11,110 uIppxuup −−=⇒+=
)3423,1225,0( I−=

))1(),866,05,0(55,1(~1))1(),2(( 11,210 uIppxuup +−=⇒+=
)3423,1225,0( I+=

10 ,
~

rrp

10 ,kkp

( )( )1100
1

0

2

1

1010 10

~

0

~

0
,,

~~~1 krkr
b

r

b

r
rrkk WWp

R
p ∑∑

= =

=
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 dan . 

 

 ൌ 1 

 

 ൌ 1 

 

  

 

  

 

  

 

 . 
Jika 10,0 =p , 01,0 =p , 10,1 =p , 01,1 =p , 00,2 =p , 
dan 01,2 =p  dimasukkan ke dalam persamaan 
(3.1.12) diperoleh: 

 ( ) 00001, +++++= xyxp  
 ൌ ሺݔ  1ሻ. 
Jadi, FPB dari polinomial  dan  adalah ሺݔ  1ሻ. 

Proposisi 3.1.1 Misalkan terdapat n  polinomial dua variabel: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )4847644 844 7648476 yp

i

yxp

i

xp

ii

iii

ygypyxgyxpxgxpyxp
',''

,,, = , 
 1,,1,0 −= ni L . 

2,1,0,,1,0 0 =⇒= kbk ii L 1,01 =k

( )( )0
1

0
0

2

0

1

0
,0,0

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

( )( )0
1

1
0

2

0

1

0
,0,1

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

( )( )0
1

2
0

2

0

1

0
,0,2

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0)3340001092333,0( ≈=

( )( )1
1

0
0

2

0

1

0
,1,0

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0=

( )( )1
1

1
0

2

0

1

0
,1,1

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0=

( )( )1
1

2
0

2

0

1

0
,1,2

10

0 1

10

~~~
6
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0=

),(1 yxp ),(2 yxp
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Jika didefinisikan 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i ypyxgxgyxQ , 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i xpyxgygyxS , 

maka FPB-nya adalah 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ycQ
ycSyxQ

cxS
cxQyxSyxp

,
,,

,
,,, == , 

dimana c  adalah bilangan sebarang. 
 
Bukti: 

Diketahui bahwa ( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i ypyxgxgyxQ   

dan ( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i xpyxgygyxS  

maka 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∏

∏
−

=

−

== 1

0

1

0

',

',

),(
),(

n

i
i

n

i
i

xpcxgcg

cpcxgxg

cxS
cxQ  

( ) ( )

( ) ( )∏
−

=

= 1

0
2

1

',

,
),(
),(

n

i
i xpcxgC

Ccxgxg
cxS
cxQ

, 

dimana ( )∏
−

=

=
1

0
1 '

n

i
i cpC  dan ( )cgC =2 .  

Kemudian 
( )

( )∏
−

=

= 1

0
2

1

2

1

'),(
),(

n

i
i xpC

Cxg
cxQ
cxQ

 

 
( )

( ) ( )∏
−

=

= 1

1
0

2

1

''
n

i
i xpxp

xg
C
C
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( ) ( ) ( )∏
−

=

= 1

1
0

2

1

'

)(
n

i
i xpxgxp

xg
C
C

 

 
( ) ( )∏

−

=

= 1

1
0

2

1

'

1
n

i
i xpxpC

C
, 

dimana ),( cxQ  dan ),( cxS  adalah polinomial satu variabel, yaitu 
variabel x , sehingga FPB-nya adalah: 

( ) ( ) ( )
( )cxS

cxQyxSyxp
,
,,, =  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∏
∏ −

=

−

=
1

1
0

2

1
1

0 )(')(

1)('),()( n

i
i

n

i
i

xpxpC
Cxpyxgyg  

( )
∏

∏ −

=

−

=

= 1

1
0

1

1
0

2

1

)(')(

1)(''),()( n

i
i

n

i
i

xpxp
xpxpyxgyg

C
C

 

∏
∏ −

=

−

=

= 1

1
0

1

1
0

2

1

)(')(

1)(')()(),()( n

i
i

n

i
i

xpxp
xpxpxgyxgyg

C
C

)(),()(
2

1 xgyxgyg
C
C

=  (3.1.13) 

Selanjutnya dengan cara yang sama, akan ditunjukkan 
persamaan FPB dalam polinomial variabel y . Dengan menggunakan 

1C  dan 2C  di atas, didapatkan persamaan: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∏

∏
−

=

−

== 1

0

1

0

',

',

,
,

n

i
i

n

i
i

ypycgcg

cpycgyg

ycQ
ycS  
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( )

( )∏
−

=

= 1

0
2

1

'
n

i
i ypC

Cyg
 

 
( )

( ) ( )∏
−

=

= 1

1
02

1

''
n

i
i ypypC

Cyg
 

 
( )

( ) ( ) ( )∏
−

=

= 1

1
02

1

'
n

i
i ypygypC

Cyg
 

 
( ) ( )∏

−

=

= 1

1
0

2

1

'

1
n

i
i ypypC

C
. 

Persamaan FPB-nya adalah: 

( ) ( ) ( )
( )ycQ

ycSyxQyxp
,
,,, =  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∏
∏ −

=

−

=
1

1
0

2

1
1

0 )(')(

1)('),()( n

i
i

n

i
i

ypypC
Cypyxgxg  

( )
∏

∏ −

=

−

=

= 1

1
0

1

1
0

2

1

)(')(

1)(''),()( n

i
i

n

i
i

ypyp
ypypyxgxg

C
C

 

∏
∏ −

=

−

=

= 1

1
0

1

1
0

2

1

)(')(

1)(')()(),()( n

i
i

n

i
i

ypyp
ypypygyxgxg

C
C

 

)(),()(
2

1 ygyxgxg
C
C

=  (3.1.14) 
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Dari persamaan (3.1.13) dan (3.1.14) maka 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ycQ
ycSyxQ

cxS
cxQyxSyxp

,
,,

,
,,, ==  terbukti. 

Dengan menggunakan Proposisi 3.1.1 di atas, jika terdapat 
FPB yang berupa polinomial monik  untuk perhitungan FPB satu 
variabel dari polinomial ),(~

kk yxp , maka penyelesaiannya adalah 
sebagai berikut: 

Langkah 1. Menghitung ( )yxQ , dengan persamaan: 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i ypyxgxgyxQ . 

Langkah 2. Menghitung ( )yxS ,  dengan persamaan: 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i xpyxgygyxS . 

Langkah 3. Persamaan FPB-nya adalah 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ycQ
ycSyxQ

cxS
cxQyxSyxp

,
,,

,
,,, == , 

dimana c  adalah bilangan acak sebarang. 
 
Contoh 3.1.2  Misalkan terdapat dua polinomial: 
  
 . 
Akan dihitung FPB dari  dan . 
Langkah 1.  Menghitung derajat dalam FPB. 

 

  
  

  . 
 

  
  

  . 
  

)2()1(),(1 ++= yxyxp
)2()2(),(2 ++= yyxyxp

),(1 yxp ),(2 yxp

)]}2()2[(deg)],2()1[(min{deg1 ++++= yyxyxb xx

)}422(deg),22(min{deg 2 yyxxyyxxy xx ++++++=
}1,1min{=

1=
)]}2()2[(deg)],2()1[(min{deg2 ++++= yyxyxb yy

)}422(deg),22(min{deg 2 yyxxyyxxy yy ++++++=
}2,1min{=

1=
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Langkah 2. Menghitung banyaknya titik interpolasi. 
ܴଵ ൌ ሺܾଵ  1ሻ ሺܾଶ  1ሻ

  )11()11( ++=  
  . 
Jadi, banyaknya titik interpolasi adalah 4 titik. Kemudian 
menentukan keempat titik interpolasi. 

,  ,   dan , . 

Untuk  dan  

  

 . 
   
 
Langkah 3.  Menentukan FPB dari  dan  yaitu  

dengan mensubsitusikan  ke dalam 

polinomial  dan , diperoleh: 
 

3)1,())21()2(),21()1(( 1 ==++++ xpxxFPB  
 

1)1,())21()2(),21()1(( 1 =−=+−−+−+ xpxxFPB  
Karena terdapat FPB yang berupa polinomial monik  
untuk perhitungan FPB satu variabel dari polinomial 

),(~
kk yxp  yaitu pada 1)1,(~

1 =−xp . Jika langkah 
perhitungan pendekatan FPB dilanjutkan maka 
langkah selanjutnya adalah sebagai berikut. 
 

Langkah 4. Mensubsitusi  ke dalam FPB satu variabel 

di atas untuk mendapatkan . 

, 

, 

, 

4=

jr
iji Wru −=)( 1

2
+= ib
I

i eW
π

1,0=i ij br ,..1,0= 1,0=j
1,00 =⇒= jri 1,01 =⇒= jri

1)0( 0
00 ==Wu 1)0( 0

11 ==Wu

11
2

1
00 )1( +

−
− ==

I

eWu
π

1)1( 11
2

1
11 −=== +

−−
I

eWu
π

1−=

),(1 yxp ),(2 yxp
)(1 jruy =

),(1 yxp ),(2 yxp
)1,()0(,( 1 xpuxp =

)1,()1(,( 1 −= xpuxp

)(0 jrux =
))(),((~

1100, 10
rurupp rr =

3))0(,1(~3))0(),0(( 10,010 ==⇒= uppuup
3))0(,1(~3))0(),1(( 10,110 =−=⇒= uppuup

1))1(,1(~1))1(),0(( 11,010 ==⇒= uppuup
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. 
 
Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier 

diskrit, nilai  digunakan untuk menentukan 

koefisien , kemudian disubsitusikan ke dalam 
persamaan (3.1.2), polinomialnya adalah: 

 (3.2.17) 
 Invers transformasi Fourier diskritnya adalah: 

, 

  dan . 

 

 . 

 

 . 

 

 . 

 

 . 
Jika ҧ, ൌ ҧ,ଵ ,2 ൌ ҧଵ, ,1 ൌ 0, dan ҧଵ,ଵ ൌ 0 
dimasukkan ke dalam persamaan (3.1.17), diperoleh: 
,ݔҧሺ ሻݕ ൌ 2  ݕ  0  0 ൌ ݕ  2. 

Jadi, FPB dari polinomial  dan  adalah . 
Hasil pendekatan FPB tersebut memang sama dengan FPB 
sebenarnya tetapi terdapat FPB yang berupa polinomial monik  untuk 
perhitungan FPB satu variabel dari polinomial ),(~

kk yxp  yaitu pada 
1)1,(~

1 =−xp . 

1))1(,1(~1))1(),1(( 11,110 =−=⇒= uppuup

10 ,
~

rrp

10 ,kkp

( ) xypxpyppyxp 1,10,11,00,0
~~~~,~ +++=

( )( )1100
1

0

2

1

1010 10

~

0

~

0
,,

~~~1 krkr
b

r

b

r
rrkk WWp

R
p ∑∑

= =

=

1,0,,1,0 0 =⇒= kbk ii L 1,01 =k

( )( )0
1

0
0

1

0

1

0
,0,0

10

0 1

10

~~~
4
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

2=

( )( )1
1

0
0

1

0

1

0
,1,0

10

0 1

10

~~~
4
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

1=

( )( )0
1

1
0

1

0

1

0
,0,1

10

0 1

10

~~~
4
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0=

( )( )1
1

1
0

1

0

1

0
,1,1

10

0 1

10

~~~
4
1 ⋅⋅

= =
∑∑= rr

r r
rr WWpp

0=

),(1 yxp ),(2 yxp 2+y
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Permasalahan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan 
Proposisi 3.1.1 untuk mendapatkan FPB. Langkah-langkahnya 
adalah sebagai berikut. 
 

,ݔଵሺ ሻݕ ൌ ሺݔ  1ሻሺݕ  2ሻ      
( ) { { {

321
321

4342143421
321

)('

)()(
),('

),(),(

)('

)()(

1

1

1

1

1

1

1

)2(111)1(,

yp

ygyp
yxp

yxgyxp

xp

xgxp

yxyxp
=

+⋅⋅+=

 
 
,ݔଶሺ ሻݕ ൌ ሺݔ  ݕሻሺݕ2  2ሻ      

( ) { { {

321
321

4434421
43421

321
)('

)()(

),('

),(),(
)('

)()(
2

2

2

2

2

2

2

)2(1)2(11,

yp

ygyp

yxp

yxgyxp
xp

xgxp

yyxyxp
=

+⋅+⋅=  

 
Langkah 1. Menghitung ( )yxQ , dengan persamaan: 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i ypyxgxgyxQ . 

 )]2()2([11 +⋅+⋅⋅= yy  
 )2()2( +⋅+= yy  
 
Langkah 2. Menghitung ( )yxS ,  dengan persamaan: 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i xpyxgygyxS . 

 )]1[(1)2( +⋅⋅+= xy  
 )1()2( ++= xy  
 
Langkah 3. Persamaan FPB-nya adalah 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ycQ
ycSyxQ

cxS
cxQyxSyxp

,
,,

,
,,, == , 

dimana c  adalah bilangan acak sebarang. 
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Misalkan 1=c  maka FPB-nya adalah: 

( ) ( ) ( )
( )cxS

cxQyxSyxp
,
,,, =

 

 
)1()21(
)21()21()1()2(

++
+⋅+

++=
x

xy  

 )2(3 += y  
Jadi, FPB dari ),(1 yxp  dan ),(2 yxp  adalah )2(3 +y . 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah 
bahwa polinomial bivariat atau polinomial dua variabel bukan ring 
euclid (non Euclidean rings) sehingga untuk menghitung FPB-nya 
dikembangkan metode: 
1. Transformasi Fourier diskrit pada pendekatan FPB, yaitu: 

a. Jika ),( yxpi  adalah bukan koprime akar yaitu terdapat titik 
),( kj yx  sedemikian sehingga 0),( =yxpi  maka pada 

perhitungan FPB satu variabel yaitu ),(~
kk yxp  terdapat faktor 

lain yaitu ሺݔ െ  ሻ sehingga penyelesaiannya adalah denganݔ
mengambil sebarang dua bilangan real 1c  dan 2c , kemudian 

mengalikan bilangan real tersebut dengan 1
2
+= ib
I

i eW
π

. 
b. Jika terdapat FPB yang berupa polinomial monik  untuk 

perhitungan FPB satu variabel dari polinomial ),(~
kk yxp , 

maka FPB untuk polinomial dua variabel adalah: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )ycQ
ycSyxQ

cxS
cxQyxSyxp

,
,,

,
,,, == . 

dengan 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i ypyxgxgyxQ  

dan 

( ) ( ) ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

',,
n

i
i xpyxgygyxS . 

 
4.2 Saran 

Dalam pembahasan lebih lanjut disarankan untuk 
membahas penyelesaian FPB polinomial dua variabel dengan 
menggunakan program sehingga diketahui kecepatan dari algoritma 
transformasi Fourier diskrit. 
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