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PERHITUNGAN FAKTOR PERSEKUTUAN TERBESAR
(FPB) DARI POLINOMIAL BIVARIAT DENGAN
TRANSFORMASI FOURIER DISKRIT

ABSTRAK

Polinomial bivariat atau polinomial dua variabel bukanlah ring
Euclid (non Euclidean rings), yaitu ring polinomial yang tidak
memenuhi algoritma pembagian dan algoritma Euclid sehingga
kesulitan dalam mencari faktor persekutuan terbesar (FPB) yang
sebenarnya. Salah satu metode yang digunakan untuk menghitung
pendekatan FPB dari polinomial bivariat adalah transformasi Fourier
diskrit sehingga diperoleh FPB yang mendekati FPB yang
sebenarnya.

Kata kunci: faktor persekutuan terbesar (FPB), interpolasi,
transformasi Fourier diskrit, polinomial dua variabel.



DETERMINATION OF GREATEST COMMON DIVISOR
(GCD) FROM BIVARIATE POLYNOMIALS USING
DISCRETE FOURIER TRANSFORM (DFT)

ABSTRACT

Since bivariate polynomial do not satisfy division algorithm
and Euclid algorithm then they are non Euclidean rings, so it is
difficult to determine its real greatest common divisor (GCD). One
of the methods which can be used to determine GCD of bivariate
polynomials is discrete fourier transform to get GCD which is close
to its real GCD.

Keywords: greatest common divisor (GCD), discrete Fourier
transform (DFT), bivariate polynomials



BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Faktor persekutuan terbesar (FPB) atau sering juga disebut
greatest common divisor (GCD) banyak digunakan dalam kriptografi
(Menezez, et al, 1996) dan perbaikan gambar (Pillai dan Liang,
2004). FPB dua bilangan bulat biasanya dapat dihitung dengan
menggunakan algoritma pembagian dan algoritma Euclid. Begitu
juga dengan polinomial univariat (satu variabel) bisa dihitung dengan
algoritma pembagian dan algoritma Euclid. Tapi pada polinomial
bivariat maupun multivariat perhitungan FPB tidak bisa memakai
algoritma pembagian ataupun algoritma Euclid, karena struktur
dalam ring polinomial bivariat maupun multivariat berbeda
strukturnya dengan ring polinomial univariat (satu variabel) yaitu
bukan ring Euclid (non Euclidean rings). Non Euclidean rings adalah
ring polinomial yang tidak memuat algoritma pembagian dan
algoritma Euclid. Oleh karena itu terdapat kesulitan dalam
menemukan FPB yang sebenarnya dari himpunan polinomial,
sehingga diperlukan metode untuk mendapatkan pendekatan FPB
yang dicari.

Salah satu metode yang telah dikembangkan adalah
transformasi Fourier diskrit. Dari metode tersebut hanya dapat
dihasilkan pendekatan FPB tetapi bukan FPB yang sebenarnya.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam skripsi  ini adalah bagaimana
mengaplikasikan transformasi Fourier diskrit pada algoritma
pendekatan FPB dari polinomial bivariat.

1.3 Batasan Masalah

Dalam pembahasan, FPB yang dihitung hanya dari dua
polinomial.



1.4 Tujuan

Tujuan dari skripsi ini adalah mengaplikasikan transformasi
Fourier diskrit pada algoritma pendekatan FPB dari polinomial
bivariat.

1.5 Manfaat

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah sebagai salah satu
alternatif metode untuk menyelesaikan pencarian pendekatan FPB
dari polinomial bivariat (polinomial dua variabel).



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan dasar teori untuk membantu
memahami masalah yang akan dibahas dan juga digunakan sebagai
acuan dalam pembahasan.

21 Grup

Sebuah himpunan tak kosong G disebut grup terhadap
suatu operasi biner ® jika untuk setiap a,b,c € G berlaku:

1. Tertutup: aebeG
2. Assosiatif: (aeb)ec=ae(bec)
3. Mempunyai elemen identitas: FJee G>aee=ecea=a
4. Mempunyai invers: VaeG3a' eG>aea' =a ea=¢
Jika grup G mempunyai sifat komutatif yaitu
aeb=Dbea,Va,be G, maka (G,e) disebut grup komutatif.
(Dummit, 2002)

2.2 Ring

Ring adalah salah satu struktur aljabar yang di dalamnya
terdapat 2 operasi biner, yaitu operasi penjumlahan dan pergandaan.

Definisi 2.2.1  Diberikan himpunan R #¢. (R,+,*) disebut
ring jika V a,b,c € R memenuhi:
I. Terhadap penjumlahan, Fadalah suatu grup komutatif.
Il. Terhadap pergandaan
1. axbeR.
2. (axb)*c=ax*(b*c).
I1l. Hukum distributif:
ax*(b+c)=(axb)+(axc).
(b+c)xa=(b*a)+(c=*a).
(Arifin, 2000)



Definisi 2.2.2 Ring F disebut ring komutatif jika terhadap
pergandaan berlaku komutatif (a,beR maka a*b=Db=*a).
(Dummit, 1999)

Definisi 2.2.3 Ring F disebut ring dengan elemen identitas jika
terdapat e untuk semua a€R sedemikian sehingga
axe=e*xa=a.

(Whitelaw, 1995)

Definisi 2.2.4 R adalah ring komutatif. Suatu elemen yang bukan
nol a € R disebut pembagi nol, bila ada elemen yang bukan nol
b € R sedemikian sehingga a + b = 0.

(Wahyudin, 1989)

Definisi 2.2.5  Ring komutatif r dengan identitas 1= 0 disebut

daerah integral jika F tidak mempunyai pembagi nol.
(Dummit, 1999)

2.3 Field

Suatu daerah integral dimana setiap anggota tak nol di
dalamnya mempunyai invers terhadap pergandaan disebut field yang
didefinisikan sebagai berikut ini.

Definisi 2.3.1 Misalkan F # ¢. F disebut field jika:
1. F ring komutatif.
2. F mempuyai elemen satuan.
3. VaeF-{0},3a'eF sedemikian sehingga
a-at=a'-a=e.
(Whitelaw, 1995)

Teorema 2.3.1  Setiap field adalah daerah integral.



Bukti:

Misalkan F suatu field. Ambil x,yeF —{0} sehingga
x=#0,y#0. Karena berlaku sifat tertutup terhadap pergandaan
maka Xy = 0.Jadi F tidak memuat pembagi nol sejati. Jadi setiap

field adalah daerah integral ( F = DI ).
(Whitelaw, 1995)

2.4  Polinomial

Definisi 2.4.1 Polinomial adalah jumlah dari satu atau lebih
monomial yang mempunyai derajat berbeda yang dapat dinyatakan
dalam bentuk:
ApX™ + ap_1x" 1+ -+ ax! + ay
dimana a,,a,_1,::*,a,,a, adalah koefisien polinomial, n >0
adalah bilangan bulat positif dan x adalah variabel.
(Sullivan, 1989)

Definisi 2.4.2 Fungsi polinomial derajat n adalah fungsi dengan
bentuk:
f(x) = apx™ + ap_1x" 1+ 4+ ax! + aq
dimana a,,a,_;,'*,a;,a, adalah bilangan real, a, # 0 dan n
adalah bilangan bulat positif.
(Sullivan, 1989)

Definisi 2.4.3  Jika f(x) = a,x™ + ap_1x™ 1+ -+ ayxt + ay,
a, # 0 maka f(x) dikatakan berderajat n dan dinotasikan dengan
deg f(x) = n.

(Fraleigh, 1994)

Definisi 2.4.4 Polinomial bivariat adalah polinomial dengan dua
variabel yang diekspresikan dalam bentuk:

p(X,y)=iiai,jx‘yJ’, i=01:--,m, j=041---,n.

(www.math-wolfram.com)




Definisi 2.4.5 Misalkan R ring komutatif dengan elemen
identitas. Ring polinomial R[x] dengan variabel X dan koefisien-
koefisiennya dari ring R, adalah himpunan semua bentuk a,x™ +
Ap_1x™ 1 + -+ a;xt + a,, dimana n bilangan bulat tidak negatif
dan setiap a; adalah elemen di R.

(Dummit, 1999)

Definisi 2.4.6 Diketahui suatu polinomial berbentuk
f(x)=ax, +a,,Xx,, ++ax" +a,x° adalah monik jika

n-1""n-1
a, =1.
(Bhattacharya, 1990)

Teorema 2.4.1 (Algoritma Pembagian). Jika F field dan
f(x),9(x) e F[x], f(x),9(x) =0, maka terdapat dengan tunggal

hasil bagi g(x) dan sisa pembagian r(x) sedemikan sehingga
f(X)=9(x)-g(X)+r(x), q(x) dan r(x)e F[x] dimana
r(x) =0 atau deg r(x) < deg g(x).

Bukti:

Ambil sebarang f (x),g(x) € F[x], f(x),g(x) = 0. Misalkan
f(x)=a, +ax+---+a x", a,z0=>degf(x)=m
dan g(x) =b, +b,x+:--+b,x", b, #0=degg(x)=n.

Terdapat 2 kasus yaitu:
1. Jika m<n maka deg f (x) < degg(x) sehingga

f(x)=0-9(x)+r(x),
dimana deg r(x) < deg g(x) . Jadi
q(x) =0dan r(x) = f(x),
dengan deg r(x) < deg g(x).
2. Jika m>n, maka deg f(x)>degg(x) (dibuktikan dengan
induksi):



i. Jika m=n=0, maka f(x) dan g(x) adalah polinomial

konstan sehingga f (X) =4a, dan g(x) = bm .
Jadi,
a, =q(x)-b, +r(x).

a
Karena q(X) =b—m maka r(x) = 0 atau deg r(x) < deg(x).
n
ii. Misalkan teorema benar untuk suatu polinomial yang
berderajat kurang dari m . Maka

f(x>=(";mx j-g(x)+ ().

nxn
Karena f, (x) e F[x],
£, (¥) = 9, (x) - g (x) + 1 (x),
dimana deg r(x) < deg g(x).
Sehingga diperoleh
f () = (@b, " x™™")-g(X) + (4, () - () + r(x)),
dengan deg r(x) < deg g(x). Jadi,
f(x)=a(x)-90)+r(x),
dengan g(X)=a_b. "x™" +¢,(x) dan degr(x) <degg(x).
Jadi, teorema terpenuhi untuk m>n.
Akan ditunjukkan q(x) dan r(x) tunggal. Andaikan terdapat
polinomial lain q'(X) = 0 atau degr'(x) < degg(x) , maka
f(x)=a(x)-9(x) +r(x)
f(x) =a'(x)-9(x)+r'(x),
sedemikian sehingga
q(x) - g(x) +r(x) = q'(x)- 9(x) + r'(x)
[a(x) =a'(x)]- 9(x) = r'(x) = r(x).
Terdapat 2 kemungkinan:
e g(X)—q'(x)=0dan r'(x)—r(x)=0, atau q(x)=q'(x) dan
r'(x)=r(x).
e q(X)—q'(x) #0dan r'(x) —r(x) # 0, terdapat 2 kasus yaitu:

m




1. deg[g(x)—qg'(x)]- g(x) > n(karena q(x)—q'(x) =0 dan
degg(x)=n).
2. deg[r'(x)—r(x)]<n (karena degr(x)<n dan
degr'(x) <n).
Padahal [gq(x)—q'(xX)]-g(x)=r"(x)—r(x), sehingga tidak
mungkin terjadi. Maka,
q(x)—qg'(x) =0 dan r'(x)—r(x) =0.
Jadi, terbukti gq(x)=q'(x) dan r'(x)=r(x) (q(x) dan r(x)
tunggal).
(Raisinghania & Anggarwal, 1980)

Teorema 2.4.2 (Teorema Sisa). Sisa pembagian polinomial f (x)
oleh (X — ) dalam F[x] adalah f (@) .

Bukti:

Menurut algoritma  pembagian, terdapat q(x),r(x) € F[X]
sedemikian sehingga f(x)=q(x)-g(x)+r(x), dimana r(x)=0
atau degr(x) <degg(x). Karena g(x)=(Xx—«a) dan
deg(x—a) =1 maka degr(x) <1, sehingga degr(x) =0, yaitu
sisanya adalah suatu konstanta Iy €F yang dapat ditulis dalam
bentuk

f(x)=a(x)- g(x)+1,.
Bila disubsitusikan x = « , diperoleh hasil

f(@)=q(x)-(@-a)+1,

f(@)=r,.

(Wahyudin, 1989)

Teorema 2.4.3 (Teorema Faktor). Untuk polinomial
P(x) € F[x] dan o bilangan kompleks, maka P(¢)=0 bila dan

hanya bila (x — 1) adalah faktor dari P(x).



Bukti:

(<:) Diketahui P(a) = 0. Dengan Teorema Sisa diperoleh
P(x) =Q(x)- (x—a) +0,
sehingga r(x) =0. Dengan kata lain (x — ) adalah faktor
dari P(x), untuk sebarang Q(x) € F[x].

(:>) Misalkan (Xx—«) adalah faktor dari P(x) maka
P(x)=Q(x)-(x—a), Q(x)e F[x]. Dengan algoritma
pembagian, P(X) dapat dituliskan dalam bentuk
P(x) =Q(X):(x—a)+r(x). Diketahui bahwa (x—a)
adalah faktor dari P(x), maka sisa pembagiannya adalah
r =0 sehingga P(a) =0.

(Hall, 2000).

2.5 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB)

Definisi25.1  Misal P,P, e F[x]. P, membagi P,, jika
terdapat Q € F[x] sedemikian sehingga P, = P,Q .
(www.mathrefesher.com)

Definisi 2.5.2  FPB dari polinomial P,,P, adalah D e F[x]
yang memenuhi:
1. Jika D membagi P, dan P,,maka D|P, dan D‘P2 :
2. Jika S adalah polinomial yang membagi P, dan P,, maka
SD.
(www.mathrefresher.com)

Contoh 2.5.1 Untuk  menentukan FPB dari  polinomial

X’ +7x+6 dan x?—-5x-6 adalah dengan memfaktorkan
terlebih dahulu kedua polinomial tersebut, yaitu
X*+7X+6=(x+6)(x+1),

X —5X—6=(X+1) (x-6).



Terlihat (x Jrl)‘x2 +7x+6 dan (x +1)‘X2 —~5x -6, maka FPB
O +7X+6, X* —5X—6) =(X+1).

Definisi 2.5.3  Jika 1 adalah FPB dari polinomial P,,P, maka
P, P, dikatakan polinomial prima relatif (relative prime) atau juga

sering disebut coprime.
(www.mathrefresher.com)

Teorema 2.5.1  (Algoritma Euclid). Jika ada 2 polinomial P, P,
maka terdapat tepat satu FPB.

Bukti:

Misal P,P, e F[x], P,#0 dan deg P, (x) >degP,(x). Untuk
menghitung FPB dari polinomial P,(X) dan P,(x) digunakan
algoritma Euclid yang diselesaikan dengan iterasi:

1. Dengan menggunakan algoritma pembagian untuk menemukan
Q,(x), R,(x) € F[x] dengan deg R, (x) < deg P, (x)
sedemikian sehingga

Pl(x) = Ql(x) ) Pz (X) + Rl(x) :

2. Jika R,(x)=0 maka iterasi berhenti. Sehingga P,(x) adalah
FPB dari P,(x) dan P,(x).

3. Jika R;(x) #0 maka P,(x) diganti dengan P,(x) dan P,(x)
diganti dengan R, (x) dan dilanjutkan ke langkah 2.

PL(X) = Q,(X) - P,(X) + Ry (%),
P, (x) = Q,(X) - Ry (X) + R, (%),
R () =Q3(X) R (X) +R;(x),

R, () =Q,(%)-R.1(X) + R, (x),
Rn—l (X) = Qn+1 (X) i Rn (X) -- Rn+l (X) -

10



Jika R ;(X)=0 maka R(x) adalah FPB dari P, dan P,.

Algoritma ini  berakhir karena pada setiap iterasi
deg R, (x), deg R, (x),---,deg R, (x), deg R, ,, (x) selalu berkurang.
(www.mathrefresher.com)

Contoh 2.5.2 FPB  dari  polinomial X>+7x+6 dan
x> —5x —6 adalah

X +7X+6=(1) (x* —5x—6)+(x+1)12,
(X* —5x—6) =(X—6) (X+1)+0.
Maka FPB (X +7X+6, X —=5X—6) =(X+1).

Definisi 2.5.4  (Ring Euclid). Suatu ring R disebut ring Euclid

bila dan hanya bila dipenuhi syarat-syarat:

1. Komutatif.

2. Tidak memuat pembagi nol sejati.

3. Ada suatu fungsi g dari R — {0} ke himpunan bilangan-bilangan
bulat non negatif sedemikian sehingga g(ab) > g(a). Dengan

kata lain, Va € R, a # 0, dapat didefinisikan bilangan bulat non
negatif g(a), apabila a # 0,b # 0 maka g(ab) > g(a).
4. Di dalam R terdapat algoritma pembagian, yaitu untuk setiap
a,be R, a=0, berlaku:
b=qg-a+p
dimana p =0 atau deg(p) < deg(a) .
(Soehakso, 1990)

2.6 Transformasi Fourier Diskrit

Transformasi Fourier diskrit adalah salah satu bentuk
spesifik dari analisis Fourier (Fourier analysis). Sebelumnya akan
didefinisikan terlebih dahulu deret Fourier (Fourier series).

Definisi 2.6.1  Jika f(x) periodik dengan periode 27 dan
terintegral pada [-7, 7] maka

11



a % .

f(x)= ?°+ > (a, coskx + by sinkx)
k=1

adalah derer Fourier (Fourier series) dengan koefisien-koefisiennya

adalah

8, == [ fD.
72-*72'
a, :%jf(t)coskt dt

b, :%jf(t)sinkt dt.
(Soehardjo, 2001)

Definisi 2.6.2  Transformasi Fourier dari fungsi f(t), .o <t < o
dapat diekspresikan dalam bentuk:

F(w) = [, f(©e™ tdt
dan invers dari F(w) adalah
f@®) =55 F(w)e! tdw
(Demanis, 2007)

Definisi 2.6.3 Misal X,,k=01,---,N -1 himpunan bilangan
kompleks,

X, => X, e N r=01--,N-1

N-1
—kr
=> X, W (2.6.6)
r=0
dimana W = e?™/N disebut transformasi Fourier diskrit dari barisan
{X K } . Sedangkan invers dari transformasi Fourier diskrit adalah:

=

=
X = X W (2.6.7)

L
"N

Il
o
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k=0,1---,N—-1. Persamaan (2.6.6) dan (2.6.7) sering disebut

sebagai pasangan transformasi Fourier diskrit (DFT pair).
(Ralston, 1978)

Dengan menggunakan kesamaan Euler, pasangan
transformasi Fourier diskrit pada persamaan (2.6.6) dan (2.6.7) dapat

ditulis dalam bentuk
- N-1

X, =Y [X, cos(2zkr/N)—1 X,sin(2zkr/N)] (26.8)
X, :;f[fk cos(2zkr/N)+1 X, sin(2z k r/N)](2-6-9)

(Munir, 2004)

Pada fungsi diskrit dua variabel, persamaan transformasi

Fourier diskritnya adalah
M; M,

X(r,1) =D > X (kg k)W, " W, | (2.6.10)
ky,=0k, =0
1 W & ki —kor,
X(kl,kz):EZZX(rl,rZ)Wl W, % (2.6.11)
n=0r,=0
dimana W, =e®*'/M* = vi=12, R=(M,+1)(M, +1) dan

| adalah unit imajiner.
(Tzekis, 2007)

13
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini diberikan definisi yang berkaitan dengan
polinomial  bivariat. Selanjutnya diberikan langkah-langkah
perhitungan faktor persekutuan terbesar (FPB) dari polinomial
bivariat melalui transformasi Fourier diskrit. Untuk memperjelas
pembahasan perhitungan faktor persekutuan terbesar (FPB) dari
polinomial bivariat, diberikan langkah-langkah pendekatan FPB dan
contoh.

3.1 Perhitungan Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) Dari
Polinomial Bivariat Melalui Transformasi Fourier Diskrit

Definisi 3.1.1 Misal R adalah himpunan bilangan real,
R[Xl,Xz,“',Xn]adalah himpunan polinomial dengan koefisien real

di dalam n variabel X,X,, -+ X,. Polinomial dengan koefisien real

dan n variabel X,X,,--+ X, disebut polinomial ND .
(Mclnerney, 1999)

Definisi 3.1.2  Misal F[x]= F[x,,X,.---,X,] dinotasikan sebagai

ring polinomial atas field F dengan n variabel. Elemen dari field

F diambil dari bilangan real atau bilangan kompleks.

1. F(X),F,(x),,F (x)e F[x] disebut koprime faktor (factor
coprime) jika tidak terdapat = faktor = pembagi dari
F (), F 00, F (%)

2. F,(x),F,(x), -, F.(x) € F[x] disebut koprime akar (zero coprime)
jika tidak terdapat akar dalam polinomial
F (%), F, (%), F (x) € F[x].

(Mclnerney,1999)

Dalam skripsi ini pembahasan hanya dibatasi untuk
polinomial 2D atau polinomial bivariat yaitu polinomial dengan

15



koefisien real dengan dua variabel, x dan Y. Polinomial-polinomial
tersebut dinyatakan sebagai p; (X, y) € F[X,y].

Misalkan barisan terbatas X (k,,k, ) dan X(r,,r,), dimana
k,=0%---,M,, k,=01--,M, dan 1, =01--,M,
r,=01---,M,. Pasangan transformasi Fourier diskrit dari

X (k; .k, ) dan i(rl,rz) adalah

Z Z () A i (3.1.1)

k1 0k,=0

Z ( kl ’0 —k1r1 W20 r, (kl '1) -1 r2
o X (g, M W,
- x(o,o)wl0 "W, + X (0w W, +
+ X (0, M, W, W, ™22 4 X (LOW, "W, "
ER X(M17 Mz)Nl_erlWz_Mzr2 -

X (k, k) jz X (r,, 1, W, 5w, (3.1.2)

= (X (O, 55w, 4
+>’Z(rl,|v| MW, kZ'MZ)
-~ (X0, w, "
+x(o M )/vlkl k2M2+---
+ X (LOW, "W,

+X(L 2)N1k1 W,
X( 1 2)/\/1‘(1M1W2k2 )

16



2zl

dimana W, =e"™*, Vi=12 dan R=(M,+1)M, +1) dan |

adalah bilangan imajiner. )Z(rl,rz) adalah transformasi fourier diskrit
dan X (k,,k, ) adalah invers dari transformasi fourier diskrit.

Misalkan  terdapat n  polinomial  p,(x,y) e F[x Y],

i =0,,---,n—1. Polinomial ini dapat ditulis dalam bentuk
Ml MZ

P Y) =D pix"y! (3.1.3)

m=0 j=0
dimana M, dan M, adalah derajat terbesar dari x dan y dalam
p(X,y), FPB dari p (x,y) adalah p(x,y) yang dituliskan sebagai
berikut:
b b
P(X, y) = ZZ(ﬁkl‘kz)(Xklykz) (3'1'4)

k=0 k=0
dimana derajat terbesar untuk variabel x dan y adalah:

deg, (p(x, y))=b,

Z(S i:m_if'n_l{deg (P (x, Y))}j (3.1.5)
deg, (p(x,y))=b,
=(S i:m_i_pn_l{deg ,(pi(x, y))}) : (3.1.6)

Pes, dalam persamaan (3.1.4) adalah koefisien dari FPB yang dicari

dengan menggunakan invers transformasi Fourier diskrit yang
dijelaskan pada pembahasan selanjutnya. Banyaknya titik interpolasi
dihitung dengan menggunakan:

R=(b, +1)(b, +1) (3.17)
dengan titik interpolasinya adalah:
u(r)=w,", (3.1.8)

i=12danr; =01---,b,

17



2zl
b +1

dimana W, =e
langkah yang dilakukan adalah:
a. Menentukan ~ FPB  dari  polinomial p; (X, Uz(fz ))

i=0L--,n-1yaitu P, (xU,(r,)), r, =0%--,b,.

. Untuk mendapatkan koefisien f)kl’kz langkah-

b. Kemudian dengan mensubsitusikan u,(r,), , =01---,b, ke
dalam polinomial ﬁrz(x,urz(rz)) dan  u,(r,) ke dalam

polinomial r)rl (ur1 (I‘l), y) didapatkan polinomial
ﬁrl,r2 % ﬁ(ul(rl)’urz (I’2 )) (3.1.9)

Dari persamaan (3.1.4) dan (3.1.9) didapatkan

ﬁﬁ,fz = ii(pkl,kz )(Vvl_rlklvvz_r2k2 )
k=0k,=0

(s g,

Berdasarkan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), -ﬁrl’rz merupakan
transformasi Fourier diskrit sehingga polinomial TJKlykz merupakan
invers dari P, .. Jadi polinomial P, dan B, merupakan

bentuk pasangan transformasi Fourier diskrit, dimana P, adalah

18



P,

| 1ii(ﬁ Jww, ) (3.1.10)

R =0 r,=0

1&

T Rz((pﬁyo)vvfkle‘kz Yo

=0

n (pl ) )Wllkl W, Bk,
* (pa,az )WlﬁlklwzbZkz ) !

~

dengan k; =0,---,b dan i=12. Jadi untuk menghitung FPB dari

polinomial

bivariat dengan menggunakan transformasi Fourier

diskrit, langkah-langkahnya sebagai berikut:

Langkah 1.
Langkah 2.

Langkah 3.

Langkah 4.

Menghitung derajat terbesar dalam persamaan FPB.
Menghitung banyaknya titik interpolasi. Kemudian

menentukan titik-titik interpolasi.
2zl

U (r,) =W, W, =e", i=04 dan I, =01+l
Jj=01.

Menentukan FPB dari p,(x,y) dan p,(x,y) Yaitu
dengan  mensubsitusikan - Y=U,(r;) ke dalam
polinomial  p,(x,y) dan p,(X,y), sehingga
diperoleh p(X,u,(r;)).

Mensubsitusikan X=u0(rj) ke dalam FPB satu
variabel di atas untuk mendapatkan

5r0,r1 J p(uO(rj )lul(rj ).

19



Langkah 5.  Menggunakan invers transformasi Fourier diskrit, nilai
5%’& digunakan untuk menentukan koefisien Py \
kemudian disubsitusikan ke dalam persamaan (3.1.4).

Jika p,(x,y) adalah bukan koprime akar yaitu terdapat titik
(Xj i yk) sedemikian sehingga p,(x,y) =0 maka pada perhitungan
FPB satu variabel yaitu p (xy,) akan terdapat faktor lain yaitu

(x —x;) sehingga penyelesaiannya adalah dengan mengambil

sebarang dua bilangan real ¢, dan c,, kemudian mengalikan
27zl

bilangan real tersebut dengan W, =e*, Perhitungan FPB-nya sama

dengan langkah-langkah transformasi Fourier diskrit di atas, hanya

berbeda pada pencarian titik-titik interpolasinya, yaitu pada Langkah
2. Jadi, titik-titik interpolasinya adalah:

27zl

u, (r;) =cW, ", W" —e ™ i=04, r=01---h

dimana G adalah sebarang bilangan real acak. Perkalian c; pada titik

W; tersebut dapat dilakukan jika transformasi Fourier diskrit pada
persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) dimodifikasi seperti pada Lemma 3.1.1
berikut.

Lemma 3.1.1 Misal Vvik:CiWik, i=12, k=01---,M,

dimana G adalah bilangan acak dan Wik didefinisikan oleh
27l

Wik = (e™™)", i=12. Maka hubungan:

M, M,

)Z '(r]_a r2 ) = z Z X (kl’ k2 Wl—kﬂ’lvvz—kzrz dan
k;=0k,=0
1 e RARY VAL
X(kl,kZ):EZZX (rl,rz)Nl W2
n=0r,=0

merupakan pasangan transformasi Fourier diskrit juga.
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%i (k,, k )(chl) (CW kz)
K,
3 0141 Czir2 %1: %2: X (k17 kz )Nliklrlwzikzr2

ki=0k, =0
= Cl_rlcz_r2 )z(rli rz)
Dengan  menggunakan X (I,,r,)=c, "c,? X(r,,r,)  dan
X (k,,k, )= EZX (r,,r, W, "W, | dapat dilihat hubungan

r=0r,=0
Ml MZ ~

X (k. k,)= ZZ X (1,1, W, W, dengan X (I,,T,).

r1 =01,=0

1 VA vy Ko
EZZX (rlvrz)le“WZk“ N

M, M,

DO SRR (R T

r1 0r,=0

M; M,

— 222t R e e )

r1_0r2
M; M, . )
=—ZZC gy, e, X (n, 1, )W, W, e

r1 =0r1,=0

:_lez‘,)z I’ rz)lekazrz = X(klvkz) u

r1 0r,=l
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Contoh 3.1.1 Misalkan dua polinomial
P (%, y) = (x+y) (x+1)y
P (X, y) = (xy +1) (x+1).
Akan dihitung FPB dari p,(x,y) dan p,(X,y).
Langkah 1. Menghitung derajat terbesar dalam persamaan FPB.

b, =min{deg,[(x-+ y) (x-+2)y], deg [(xy +D (x+1]}
= min{degX (xy? +y? + X’y +Xxy), deg, (X°y + Xy + x+1)}
= min{2,2}
232

b, = minideg, [(x+ y) (x+2)y}, deg, [(xy+1) (x +1)];
= min {degy(xy2 +y? +x2y +xy), deg, (X*y +xy + x+1)}
= min{21}
=1

Langkah 2.  Menghitung banyaknya titik interpolasi.
R, = (b, +1)(b, +1)
=(2+1)(1+1)
=6.
Jadi, banyaknya titik interpolasi adalah 6 titik. Kemudian

menentukan enam titik interpolasi.
27zl

u(r)=w,", W, =" i=01dan r,=0L.b, j=01.
Untuk i=0=r;, =012 dan i=1=r; =01

U, (0) =Wy =1 U, (0)=W° =1
=27l _ﬂ
uO(l):WO%L :eﬁ U1(1)=W1_1=e 1+1 :_1
=(-0,5-0,8661)

27l

Uy (2) = Woi1 = e2' e
— (~0,5+0,8661)

22



Langkah 3. Menentukan FPB dari p,(x,y) dan p,(x,y) yaitu
dengan mensubsitusikan y=u1(rj) ke dalam
polinomial p,(x,y) dan p,(x,y), diperoleh:

p(x,u,(0) = p(x.1)

FPB((x+1)%,(x+1)*) = p,(x,u,(r)) = P,(x,)
=(x+1)*

p(x,u; (@) = p(x,=1)

FPB((x-D(x+1),1-x)(x+1)) = P.(x,u,()) = P,(x,~1)
=(x+1)-1Lx-1)

Karena pada u;(0) = 1 terdapat faktor lain yaitu
(x+ 1) dan pada u,(1) = —1 terdapat faktor lain
yaitu (x — 1). Jika langkah perhitungan pendekatan
FPB dilanjutkan maka langkah selanjutnya adalah
sebagai berikut.

Langkah 4. Mensubsitusi X =U, (rj) ke dalam FPB satu variabel
di atas untuk mendapatkan P, . = P(U (), Uy (1,)).
P(Uy (0),u,(0)) = (x+1)* = Py, = PL Y, (0))
=(1+1)*=4
P(U, @), u;(0) = (x+2)* = By, = p((-0,5-0,8661),u,(0))
= (-0,499956 - 0,8661)
P(Uy(2),u;(0) = (x+1)° = P, = p((-0,5+0,8661),u,(0))
= (—0,499956 + 0,8661)
P(Uy(0),u; (D) = (X +1)(1—X)= Py, = p(L,u, (1)
=0
P(Uy (@), u, (D) = (x+D(A-X)= p,, = p((-0,5-0,8661),u, (D)
=1,499956 - 0,866
P(Uy(2),u;, () = (X +1)(1-X)= p,, = p((-0,5-+0,866l),u, (1)
=1,499956 + 0,866
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Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier
diskrit, nilai 5,01& digunakan untuk menentukan

koefisien P, , kemudian disubsitusikan ke dalam

persamaan (3.1.4), polinomialnya adalah:
(X, Y)= Boo + Bor¥ + BroX+ Py + PpoXo + P, X0y (3:2.11)
Invers transformasi Fourier diskritnya adalah:

b b, . ~
= 2 2B )

rO =0r,=0

ki=0L1---b =k, =012 dan k, =0,1.

p 00 = %ZZ(pﬁ) n )( ~Oro'ovvlrl'o)

o=

=1
ZZ(pro N )( ~0r0.ov\~/lr1.1)

rO =0r=0

= 0,00002933333333 ~ 0

Py = ZZ (pr0 N )( Ny ro'wlrl'o)

rO =0r=0

=0,9999706667 ~1

[ Z Z (pro N )( ~0r0.1v\~/1r1-1)

r0 =0r=0

=0,9999853333 ~ 1

__ZZ(pro rl)(W " er )

r0 =0nr=0

= 0,00002933333333 = 0

ZZ(pro N TARTAS

I'O Ol’l

=0,9999706667 ~ 1.
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Jika ﬁo,o =1' ﬁo,l =0' bl,o :1' ﬁl,l :1' pZ,O N O,dan

ﬁz L= 1 dimasukkan ke dalam persamaan (3.1.11), diperoleh:

B(X, y)=1+0+x+xy+0+x%y
=(x+1(xy+1).
Jadi, FPB dari polinomial p,(x,y) dan p,(x,y)adalah
(x+21)(xy +1) . Hasil pendekatan FPB tersebut berbeda dengan FPB
sebenarnya karena polinomial p,(x,y) dan p,(x,y) bukan

koprime akar sehingga untuk u,(0) = 1 terdapat faktor lain yaitu
(x + 1) dan untuk u, (1) = —1 terdapat faktor lain yaitu (x — 1).

Permasalahan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan
Lemma 3.1.1, yaitu pada perhitungan FPB dari polinomial univariat,
digunakan titik interpolasi c;W; dengan c;,i = 1,2 adalah bilangan
real sembarang.

Perbedaan perhitungan di atas dimulai dari Langkah 2 yaitu
pada penentuan titik interpolasinya.

Langkah 2. Misalkan c,=c, =155, maka titik interpolasinya

adalah:
2l

U (r) =cW, ", W, =e®, i=01danr, =0L.b;, j=01.
Untuk 1=0= r, =012 dan i=1= r,=01

U, (0) =155V =155 u, (0) =1,55\,° =1,55
u, (1) =1,55W," = 1,55e% u, (1) =150,

—1,55(-0,5-0,8661) =1,55¢e o
U, (2) = 1,55W, " = 1556”21 =155

=1,55(~0,5+ 0,8661) .

Langkah 3. Menentukan FPB dari p,(x,y) dan p,(X,y) Yaitu
dengan mensubsitusikan Y =U,(r;) ke dalam
polinomial p,(x,y) dan p,(x,y), diperoleh:
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p(x,u,(0) = p(x,(155))
FPB((3,925X + 2,4025+155x%), (155X + 2,55X +1))

P, (X (155)=x+1

p(x,u, (1) = p(x,(-1,55))
FPB((0,8525x + 2,4025—155x2), (~1,55x — 0,55x + 1))
P, (X, (=1,95)) = (x +1)

Langkah 4. Mensubsitusi X =Uy(r;) ke dalam FPB satu variabel
di atas untuk mendapatkan 5%,& = p(Uy(ry),u, (1)) -

P(Uy(0),u,(0)) = x+1= 50,0 = p((1,55),u,(0))
= 2,55
p(u,(),u,(0)) = x+1= p,, = p(1,55(-0,5-0,8661),u, (0))
=(0,225-1,3423l)
p(U, (2),u,(0)) =x+1= p,, = p(1,55(-0,5+0,8661),u,(0))
= (0,225 +1,34231)
p(UO(O),Ul(l)) =X+1= 50,1 7 p(1’55!u1 (1))
= 2,55
p(Uy @), (@) = X +1=> By, = p(L55(-0,5-0,8661),u, (1))
=(0,225-1,34231)
p(Uy(2),u, (1) =x+1= p,, = p(1,55(-0,5+0,8661),u, (1))
=(0,225+1,34231) .

Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier
diskrit, nilai 5r0,r1 digunakan untuk menentukan
koefisien p, , ., kemudian disubsitusikan ke dalam
persamaan (3.1.4), polinomialnya adalah:

(X, Y)= Poo + Pos Y+ PuoX+ DXy + B, + P, X0y (31.12)

Invers transformasi Fourier diskritnya adalah:

" 1 2 & A Y Ko v 1Ky

pkovkl :Ezz(pﬁ)vﬁ)(\/\/or er )’

rh=0r=0
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k,=0L---,b,=>k, =012 dan k; =0,1.

EZ,O S % 22: 21: (5r0,r1 )(VVO ro'zwvlrl‘o )

r=01,=0
= (0,0001092333334) ~ 0
A |

Po1 = E ZZ: Zl: (ﬁro,q )(VVOrU.O\Nlrl.l)

r,=0r,=0

O

s

[

Il I
o

St
I
=

=
Il
o

ol
N
N

|

1l
o ol © ok

Jika ﬁo,o =1, ﬁo,l =0, ﬁl.o =1, ﬁl,lzo' ﬁz.o =0,
dan P, =0 dimasukkan ke dalam persamaan

(3.1.12) diperoleh:
p(X,y)=1+0+x+0+0+0

=(x+1).
Jadi, FPB dari polinomial p,(x,y) dan p,(x,Yy) adalah (x + 1).

Proposisi 3.1.1  Misalkan terdapat n polinomial dua variabel:

p'i(x) pi(x.y) pi(y)

p, (%, y) = p, (0)a(x) p; (x. Y)a(x, y) pi (y)a(y).
i=021---,n-1.
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Jika didefinisikan
Q(x,y)=g(x)g(x, y) P’ (y),

s(x,y)=g(y)a(x, y) P’ (x).

:Lo

maka FPB-nya adalah

p(x, y)=S(x, y)QéX C)) Q(x, y)S(C y)

dimana c adalah bilangan sebarang.

Bukti:
Diketahui bahwa Q(x, y) = g ()a(x y)[ ] P’ (¥)

dan S(x.y)=g(y)o(x, y)ﬁ " (x)

maka
Qg IWIkel]pile
S(x,c) c g H o'

Q(x,0) _ g(X)g(x C)Cl
S(x,c) c, xch.

dimana C, = H p' (c) dan C, = g(c).
Kemudian
Ql(X,C) — g(X)Cl
Q09 ¢ [T ()
C 9

S T (0

i=1

Qlc.y)’

29



_C 9(x)
© p g (0
c, W
“n [T

dimana Q(x,c) dan S(x,c) adalah polinomial satu variabel, yaitu
variabel x, sehingga FPB-nya adalah:

4 Q(x,c)
p(x,y)=S(x, y)s(x,c)

{g(y)g(x, ile (x)} =
* pu0o] [ 71 (9
= 2990y P W T Pl 00—
: O n e

= S (I IR W [ 00—
: RN N NS

=%g(y)g(x, V)g(x) (3.1.13)

2
Selanjutnya dengan cara yang sama, akan ditunjukkan
persamaan FPB dalam polinomial variabel Y. Dengan menggunakan

C, dan C, di atas, didapatkan persamaan:

Sey) FVIENITPE

Q(C’ Y) g(c)g(c, y)lj P (y)
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__9y)e,

n

1 Czlj P (y)

g(y)C1

n—

c, oo ([ Tr )

i=1

g(y)C1

n-1

\ C, po(¥)a(W)] T pi (v)

i=1

1

n—

po(y)lj P’ (y).

&
C,

Persamaan FPB-nya adalah:
s(c,y)

p(x,y)=Q(x, Y)W

- awaeenf w0 &3
B P P (y)
= 2L 9(990x y) Py (] P ) ——
z < e

1

- 29009 NIWR L [P ()——
, 0] § )

=%g(x>g(x, V)a(y)

(3.1.14)
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Dari persamaan (3.1.13) dan (3.1.14) maka

> Qlxc) _ 5(c.y) erbukti.
p(x,y)= S(X,y)m—Q(x,y)W’z)t bukt

Dengan menggunakan Proposisi 3.1.1 di atas, jika terdapat
FPB yang berupa polinomial monik untuk perhitungan FPB satu

variabel dari polinomial ﬁk (X, yk), maka penyelesaiannya adalah
sebagai berikut:

Langkah 1. Menghitung Q(x, y)dengan persamaan:

Qx y)= 9(x)a(x y)H o' (y):

Langkah 2.  Menghitung S(X, y) dengan persamaan:

s(x,y)=g(y)a(x, y)lin_!1 p'; (x)-

Langkah 3.  Persamaan FPB-nya adalah

A sl Q) _ o 1 56:Y)
p(x,y)=S( ,y)S(X’C) Q( ,y)Q(C’y),

dimana c adalah bilangan acak sebarang.

Contoh 3.1.2 Misalkan terdapat dua polinomial:
P (X y) = (x+D(y +2)
(X, y) = (x+2y)(y +2).
Akan dihitung FPB dari p,(x,y) dan p,(x,y).
Langkah 1.  Menghitung derajat dalam FPB.

b, = min{deg, [(x +1)(y + 2)],deg, [(x+ 2y)(y + 2)I}
= min{deg, (xy + 2x + y + 2),deg  (Xy + 2x+ 2y +4y)}
=min{L1}
=1 :

b, = min{deg, [(x +1)(y +2)].deg [(x + 2y)(y + 2)]}
= min{deg, (xy + 2x +y + 2),deg, (xy + 2x+2y* + 4y)}
=min{l,2}
=il .
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Langkah 2. Menghitung banyaknya titik interpolasi.
Ry =(b;+1) (b +1)
=1+ ([1+1)
=4.
Jadi, banyaknya titik interpolasi adalah 4 titik. Kemudian
menentukan keempat titik interpolasi.

2zl
u; (r;) W, W, =e®?, =01 dan r,=0L.b, j=01.

Untuk i=0= r; =0ldan i=1= r; =01
Uy (0) :Woo =1 u, (0) :Wlo =1
=27l 27l
Up (1) =Wg" =e ™ u@)=W,*t=e ¥ =-1.
=-1

Langkah 3. Menentukan FPB dari p,(X,y) dan p,(X,y) yaitu
dengan mensubsitusikan 'y =u,(r;) ke dalam
polinomial p,(x,y) dan p,(x,Y), diperoleh:
p(x,u;(0) = p(x.1)
FPB((x+1)(1+2),(x+2)(1+2))=p,(x) =3
p(x,u; @) = p(x,~1)
FPB((x+1)(-1+2),(x-2)(-1+2))=p,(x,-1) =1

Karena terdapat FPB yang berupa polinomial monik
untuk perhitungan FPB satu variabel dari polinomial

'ﬁk(x,yk) yaitu pada p (x,—1)=1. Jika langkah
perhitungan pendekatan FPB dilanjutkan maka

langkah selanjutnya adalah sebagai berikut.
Langkah 4. Mensubsitusi X =U,(r;) ke dalam FPB satu variabel
di atas untuk mendapatkan 5"0:"1 = p(u,(ry), uy(r)) .
P(U(0),u,(0)) =3= Py, = p(Lu,(0)) =3,
p(uo(l)rul (O)) =3= ﬁl,O = p(_l! ul(o)) =3,
p(UO(O), ul(l)) =1= ﬁo,l = p(l’ul(l)) =1,
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(U, (), u, (1) =1= Py, = p(-Lu, (M) =1.

Langkah 5. Dengan menggunakan invers transformasi Fourier
diskrit, nilai 5%’& digunakan untuk menentukan
koefisien p, , , kemudian disubsitusikan ke dalam

persamaan (3.1.2), polinomialnya adalah:
P(X,Y) = Poo + Posy + ProX+ Py (3.2.17)
Invers transformasi Fourier diskritnya adalah:

ﬁko,kl = % Z Z (ﬁro,rl )(\/VOrOkO\/-\ilrlk1 )’

=1.
Pio = % Zl: Zl: (5r0,r1 )( ~0r0'1V\71r1.0)
r,=0r,=0
=0.
11 A
Py _%22(5%,& )Mor()lwlrll)
=0.

Jika Poo =2, Pos =1, P1o=0, dan p;; =0
dimasukkan ke dalam persamaan (3.1.17), diperoleh:
px,y)=2+y+0+0=y+2.

Jadi, FPB dari polinomial p,(X,y) dan p,(X,y) adalah y+2.

Hasil pendekatan FPB tersebut memang sama dengan FPB
sebenarnya tetapi terdapat FPB yang berupa polinomial monik untuk

perhitungan FPB satu variabel dari polinomial p,(xy,) Yaitu pada
ﬁl(x’_l) =1

34



Permasalahan tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan
Proposisi 3.1.1 untuk mendapatkan FPB. Langkah-langkahnya
adalah sebagai berikut.

p(xy) =@+ +2) —>
p(xy)=(x+D)-1 1 -1 (y+2)

g(x) pi(x,y) g(xy)
\ﬁf__d

\—ﬁf—J
P(x) P(y)=9(y)

P1(xY)

p'y(x) pi(y)

p2(,y) = (x+2y)(y+2) —>
pOxy)=1-1(x+2y)- 1 (y+2)

p2(x)  9(x) g(x.y) N
O R(x) P2(¥)=9(y)
p'2(x) ' o
p'(x,y) p(Y)

Langkah 1. Menghitung Q(x, y)dengan persamaan:

Qlx,y)=g(x)Jg(x y)[ Tp' (y).
~11[(y+2)-(y+2)]
=(y+2)-(y+2)

Langkah 2.  Menghitung S(x, y) dengan persamaan:

S(x,y)=a(y)a(x, y)i:l[ p'; (x).

=(y+2)-1-[(x+1]
=(y+2)(x+1)

Langkah 3. Persamaan FPB-nya adalah

< v)= S(x Qlxc) X S(e.y)
p(x,y)=S( ,y)S(X’C) Q( ,y)Q(C’y),

dimana ¢ adalah bilangan acak sebarang.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah
bahwa polinomial bivariat atau polinomial dua variabel bukan ring
euclid (non Euclidean rings) sehingga untuk menghitung FPB-nya
dikembangkan metode:

1. Transformasi Fourier diskrit pada pendekatan FPB, yaitu:

a. Jika p.(X,y) adalah bukan koprime akar yaitu terdapat titik
(X;,y,) sedemikian sehingga p,(X,y)=0 maka pada

perhitungan FPB satu variabel yaitu p, (X, Y, ) terdapat faktor

lain yaitu (x — x;) sehingga penyelesaiannya adalah dengan
mengambil sebarang dua bilangan real ¢, dan c,, kemudian
2zl
mengalikan bilangan real tersebut dengan W, = eb*t,
b. Jika terdapat FPB yang berupa polinomial monik untuk
perhitungan FPB satu variabel dari polinomial P, (X,Y,),
maka FPB untuk polinomial dua variabel adalah:

)= S(x Q(x,c) _ ! s(c.y)
p(x, y)=S( ,y)—s(x,c) Q( ,y)Q(C’y)
dengan
Qlxy)=g(x)alx v T (v)
dan

n—

S(x,y)=a(y)a(x, y)lj P’ (x).
4.2 Saran

Dalam pembahasan lebih lanjut disarankan untuk
membahas penyelesaian FPB polinomial dua variabel dengan
menggunakan program sehingga diketahui kecepatan dari algoritma
transformasi Fourier diskrit.
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