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LEFT PURE IDEAL  

DALAM LEFT WEAKLY REGULAR SEMINEARRING 

 

ABSTRAK 

 

 Konsep mengenai seminearring kanan telah diperkenalkan 

oleh Ahsan pada tahun 1995. Kemudian konsep Seminearring kanan 

mengalami perkembangan menjadi left weakly regular seminearring. 

Skripsi ini memperkenalkan konsep ideal dan left pure ideal dalam 

left weakly regular seminearring dan sifat-sifatnya. Jika A dan B 

adalah ideal pada seminearring maka AB bukan merupakan ideal, 

sedangkan jika A dan B adalah ideal pada distributively generated 

seminearring maka AB adalah ideal. Disamping itu, jika I adalah 

ideal pada left weakly regular seminearring maka I juga merupakan 

left weakly regular seminearring. Selanjutnya, jika S adalah 

distributively generated left weakly regular seminearring maka 

setiap ideal pada S adalah left pure ideal. 

 

Kata kunci : Seminearring kanan, distributively generated, left 

weakly regular seminearring, left pure ideal 
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LEFT PURE IDEAL  

IN LEFT WEAKLY REGULAR SEMINEARRING 

 

ABSTRACT 

 

 The concept of the right seminearring has been introduced in 

1995 by Ahsan. Then it is developed to the left weakly regular 

seminearring. In this paper, we introduces the concepts of an ideal 

and left pure ideal in a left weakly regular seminearring and their 

properties. If A and B are ideals of right seminearring then AB is not 

an ideal, whereas if they are the ideal in distributively generated 

seminearring then AB is ideal. Besides that, if I is an ideal in the left 

weakly regular seminearring then it is also left weakly regular 

seminearring. Furthermore, if S is a distributively generated left 

weakly regular seminearring then every ideal of S are a left pure 

ideals. 

 

Keywords : Right seminearring, distributively generated, left 

weakly regular seminearring, left pure ideal 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang 

dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner. Struktur aljabar di 

mana operasi binernya memenuhi aksioma-aksioma tertentu 

dinamakan semigrup, grup, semiring, ring, modul, dan sebagainya 

Struktur Aljabar yang paling sederhana adalah semigrup. 

semigrup adalah suatu himpunan tidak kosong yang hanya 

dilengkapi dengan satu operasi biner saja dan memenuhi sifat 

ketertutupan dan keasosiatifan. Seperti halnya semigrup, grup juga 

merupakan suatu struktur aljabar yang hanya dilengkapi dengan satu 

operasi biner. Aksioma- aksioma yang berlaku pada grup adalah 

sama dengan aksioma-aksioma yang berlaku pada semigrup tetapi 

dalam grup harus memiliki elemen identitas dan setiap elemennya 

memiliki invers. Jadi dengan kata lain suatu grup merupakan 

semigrup yang memiliki elemen identitas dan setiap elemen pada 

semigrup memiliki invers. 

Berbeda dengan semigrup dan grup, semiring adalah suatu 

struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua operasi biner misalkan 

penjumlahan dan perkalian yang memenuhi aksioma-aksioma 

tertentu.  Seperti halnya dalam semiring, di dalam ring juga berlaku 

dua operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Suatu 

himpunan bagian dari ring yang merupakan subring dan memenuhi 

aksioma-aksioma tertentu dikenal dengan nama ideal. Pada 

umumnya ideal dibedakan dalam dua macam, yaitu ideal kiri dan 

ideal kanan. Suatu Ideal yang merupakan Ideal kiri dan Ideal kanan 

dikenal dengan nama Ideal dua sisi. Ahsan dan Thaheem (1989) 

dalam jurnalnya yang berjudul On Pure  Radical in Semigroup With 

Zero memperkenalkan suatu konsep baru dari ideal yang kemudian 

dikenal dengan nama left pure ideal. 

Kemudian pada tahun 1995 Javed Ahsan memperkenalkan 

suatu struktur aljabar baru yang memiliki dua operasi biner yang 

memenuhi aksioma-aksioma tertentu dan kemudian dikenal dengan 

nama seminearring kanan. Selanjutnya, M.Shabir dan I.Ahmed 

(2007) dalam jurnalnya yang berjudul Weakly Regular Seminearring 
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memperkenalkan konsep baru dari seminearring kanan yang 

dinamakan left weakly regular seminearring. Selain itu, akan 

dibuktikan teorema-teorema yang berhubungan dengan ideal dan left 

pure ideal  dalam left weakly regular seminearring, sehingga 

diketahui konsep ideal dan left pure ideal  dalam left weakly regular 

seminearring. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 
Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam skripsi ini 

adalah bagaimana sifat-sifat ideal dan left pure ideal  dalam left 

weakly regular seminearring. 

 

1.3 Batasan Masalah 

 
Pada skripsi ini akan dibahas definisi-definisi dan teorema-

teorema hanya pada left weakly regular seminearring.  

 

1.4       Tujuan 

 
Tujuan penulisan skripsi ini adalah membuktikan teorema dan 

proposisi tentang Ideal dan left pure ideal dalam left weakly regular 

seminearring sehingga dapat diketahui sifat Ideal dan left pure ideal 

dalam left weakly regular seminearring 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

 

Pada bab ini akan diberikan teori-teori dasar dalam bentuk 

definisi, teorema, lemma, dan proposisi yang akan menjadi dasar 

pembahasan dalam Bab 3, yaitu antara lain tentang semigrup, grup, 

semiring, ring dan yang terakhir adalah ideal.  

2.1 Semigrup 

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling sederhana. 

Semigrup merupakan suatu himpunan tak kosong yang di dalamnya 

memiliki satu operasi biner dan memenuhi syarat-syarat tertentu. 

Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengan semigrup akan 

diberikan sebagai berikut. 

 

Definisi 2.1.1 (Whitelaw,1995) 

Misalkan M  himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan 

operasi biner ∗ . Maka ),( ∗M disebut semigrup jika dan hanya jika: 

1. ),( ∗M  tertutup : ,Mba ∈∗  untuk setiap ,, Mba ∈  dan 

2. ),( ∗M  assosiatif : ),()( cbacba ∗∗=∗∗  untuk setiap 

Mcba ∈,,  

 

Berikut ini adalah contoh-contoh untuk lebih memudahkan dalam 

mempelajari suatu semigrup. 

 

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan }3,2,1,0{4 =Z . Maka ),( 4 +Z  merupakan 

semigrup. 

 

Bukti : Jadi akan ditunjukkan bahwa ),( 4 +Z  memenuhi syarat-

syarat sebagai berikut ini: 

1. untuk setiap 4, Zba ∈  maka 4Zba ∈+  

2. untuk setiap 4,, Zcba ∈  maka ( ) ( ),a b c a b c+ + = + +  
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Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada 4Z  

+ 0  1 2  3  

0  0  1 2  3  

1 1 2  3  0  

2  2  3  0  1 

3  3  0  1 2  

 

Berdasarkan Tabel 2.1 jelas bahwa 4Z  tertutup terhadap operasi 

penjumlahan. Selain itu, 4Z  juga memenuhi hukum assosiatif 

terhadap operasi penjumlahan. Jadi terbukti bahwa ),( 4 +Z  

merupakan semigrup.                   �

        

Contoh 2.1.3 

Misalkan himpunan }0{U+= ZS  dan ⊗  merupakan operasi pada 

S yang didefinisikan sebagai berikut : abbaba ++=⊗ . 

),( ⊗S merupakan suatu semigrup. 

 

Bukti : (1) Ambil sebarang ., Syx ∈ Akan dibuktikan Syx ∈⊗ . 

Jadi .Sxyyxyx ∈++=⊗  

(2) Ambil sebarang .,, Szyx ∈ Maka: 

xyzyzxzxyzyx

zxyyxzxyyx

zxyyxzyx

++++++=

++++++=

⊗++=⊗⊗

)()(

)(   )(

 

xyzxzyzxyzyx

yzzyxyzzyx

yzzyxzyx

++++++=

++++++=

++⊗=⊗⊗

)()(

)(   )(

 

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa ),( ⊗S  semigrup.                 �
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Berikut ini akan diberikan definisi-definisi mengenai semigrup 

komutatif, semigrup dengan elemen identitas dan subsemigrup serta 

teorema yang berhubungan dengan subsemigrup. 

 

Definisi 2.1.4 (Kandasamy,2002) 

Jika dalam semigrup ),( ∗M  berlaku ,abba ∗=∗  untuk setiap 

Mba ∈,  maka ),( ∗M  disebut semigrup komutatif. Sedangkan jika 

),( ∗M  adalah suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas 

e sedemikian sehingga ,aeaae =∗=∗  untuk setiap Ma ∈  

maka ),( ∗M  disebut semigrup dengan elemen identitas atau 

semigrup monoid 

Definisi 2.1.5 (Lallement, 1979) 

Jika ( ,*)S adalah semigrup dan T himpunan bagian dari S maka T 

dikatakan subsemigrup dari S jika ( ,*)T  adalah semigrup 

 

Teorema 2.1.6 (Whitelaw,1995) 

Misalkan H  himpunan tak kosong dan H  himpunan bagian dari 

M  di mana ),( ∗M  suatu semigrup. Maka ),( ∗H  subsemigrup 

dari ),( ∗M  jika dan hanya jika H  tertutup terhadap operasi ∗ . 

 

Bukti: (⇒ ) Jelas, jika ),( ∗H  subsemigrup dari ),( ∗M  maka 

),( ∗H  merupakan suatu semigrup (Definisi 2.1.5). Berdasarkan 

Definisi 2.1.1 maka H  tertutup terhadap operasi ∗ . 

  ( ⇐ ) H  tertutup terhadap operasi ∗ . Karena ),( ∗M  

suatu semigrup, maka berlaku: ),()( cbacba ∗∗=∗∗  untuk 

setiap .,, Mcba ∈  Selanjutnya karena H  himpunan bagian dari 

M maka juga berlaku : )()( cbacba ∗∗=∗∗ , untuk setiap 

.,, Hcba ∈  Berdasarkan Definisi 2.1.1 maka ),( ∗H merupakan 

semigrup. Jadi terbukti bahwa ),( ∗H  subsemigrup dari ),( ∗M . � 
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2.2 Grup 
 Seperti halnya semigrup, grup juga merupakan suatu struktur 

aljabar yang hanya dilengkapi dengan satu operasi biner. Perbedaan 

antara semigrup dan grup adalah grup memiliki elemen identitas dan 

setiap elemennya memiliki invers sedangkan pada semigrup tidak 

perlu memiliki elemen identitas dan setiap elemennya tidak harus 

memiliki invers. Jadi dengan kata lain suatu grup jelas merupakan 

semigrup sedangkan suatu semigrup belum tentu merupakan grup. 

Definisi dan teorema yang berkaitan dengan grup akan diberikan 

sebagai berikut 

 

Definisi 2.2.1 ( Fieseler, 2008 ) 

Grup adalah pasangan ),( ∗G , dimana G bukan merupakan himpunan 

kosong dan memiliki satu operasi biner ∗ , yang memenuhi aksioma–

aksioma berikut ini: 

1. Assosiatif, yaitu untuk setiap Gcba ∈,,  maka berlaku 

)()( bcacab = . 

2. Memiliki elemen satuan (identitas), yaitu untuk setiap Ga ∈  

terdapat Ge ∈  sedemikian sehingga berlaku aaeea == . 

3. Setiap elemen memiliki invers, yaitu terdapat Ga ∈−1
 

sedemikian sehingga berlaku eaaaa == −− 11
 untuk setiap 

Ga ∈ . 

Dimana operasi ∗  merupakan suatu pemetaan yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

 

abbababa

GGG

=∗=∗

→×∗

:),(),(

:

a
 

 

Dalam grup juga dikenal istilah grup komutatif. Suatu grup yang 

komutatif dikenal dengan istilah grup abelian. Berikut ini adalah 

definisi dari grup abelian 

 

Definisi 2.2.2 (Fieseler, 2008) 

Grup ),( ∗G  disebut suatu grup abelian atau grup komutatif jika 

baab =  untuk setiap Gba ∈, . 
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Dari definisi grup, diketahui bahwa suatu grup memiliki sifat – sifat 

sederhana, yaitu bahwa suatu grup memiliki elemen identitas tunggal 

dan setiap elemen memiliki invers yang tunggal. Berikut ini akan 

dibahas suatu sifat sederhana lainnya dari grup yang dikenal dengan 

nama hukum kanselasi atau hukum pencoretan 

 

Teorema 2.2.3 (Fraleigh, 1994) 

Jika G adalah grup dengan operasi biner * maka hukum kanselasi 

kanan dan kiri terpenuhi dalam G, yaitu untuk setiap , ,a b c G∈  

berlaku: 

1) Jika caba ∗=∗  maka cb =  

2) Jika acab ∗=∗  maka cb =  

 

Bukti : 1) Hukum kanselasi kiri: Jika Ga ∈  dan G adalah suatu 

grup maka terdapat Ga ∈−1
 sedemikian sehingga 

eaaaa =∗=∗ −− 11
 dimana e adalah elemen identitas dari ),( ∗G . 

Menurut ketentuan caba ∗=∗  jika kedua ruas dioperasikan 

dengan 
1−

a (invers dari a) dari kiri maka berlaku: 
1 1

1 1

*( * ) *( * )

( * )* ( * )*

* *

a a b a a c

a a b a a c

e b e c

b c

− −

− −

=

=

=

=

 

 

2) Hukum kanselasi kanan:  Jika Ga ∈  dan G adalah suatu 

grup maka terdapat Ga ∈−1
  sedemikian sehingga 

eaaaa =∗=∗ −− 11
 dimana e adalah elemen identitas dari ),( ∗G . 

Menurut ketentuan caba ∗=∗  jika kedua ruas dioperasikan 

dengan 
1−

a  (invers dari a) dari kanan maka berlaku: 
1 1

1 1

( * )* ( * )*

*( * ) *( * )

* *

b a a c a a

b a a c a a

b e c e

b c

− −

− −

=

=

=

=
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Definisi 2.2.4 (Durbin, 1992) 

Misalkan ),( ∗G  adalah suatu grup dan H adalah suatu himpunan 

bagian dari G. H dikatakan suatu subgrup dari G jika H merupakan 

suatu grup terhadap operasi biner ∗  yang didefinisikan pada G. 

Dengan kata lain, ),( ∗H  merupakan suatu grup. 

 

Dalam sistem bilangan real atau sistem bilangan kompleks 

telah dikenal mempunyai dua operasi biner yang dasar, yang disebut 

penjumlahan (addition) dan perkalian (multiplication). Semigrup dan 

grup belum cukup untuk merangkum semua struktur aljabar dari 

sistem bilangan tersebut, karena suatu semigrup dan grup hanya 

berkaitan dengan satu operasi biner saja. Misalkan terhadap 

penjumlahan atau terhadap perkalian, tetapi struktur tersebut 

mengabaikan hubungan antara penjumlahan dan perkalian, misalkan 

diketahui bahwa perkalian itu distributif  terhadap penjumlahan. 

Oleh karena itu sekarang akan dipandang struktur-struktur aljabar 

dengan dua operasi biner yang berlaku pada sistem-sistem bilangan 

tertentu. Suatu semiring dan ring adalah suatu struktur aljabar yang 

mempunyai dua operasi biner yang pada umumnya adalah 

penjumlahan dan perkalian. 

 

2. 3 Semiring 
Semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan dengan dua 

operasi biner. Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh yang 

berkaitan dengan semiring.  

 

Definisi 2.3.1 (Kandasamy, 2002) 

Misalkan S  himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan 

dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian yang memenuhi: 

1. ),( +S  semigrup komutatif, 

2. .),(S  semigrup, dan 

3. Untuk setiap Scba ∈,,  berlaku bcaccba +=+ )(  dan 

,)( acabcba +=+  

maka .),,( +S disebut semiring. 
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Berikut ini akan diberikan definisi-definisi mengenai semiring 

komutatif, semiring dengan elemen identitas, semiring dengan 

absorbing zero 

 

Definisi 2.3.2 (Kandasamy, 2002) 

Semiring .),,( +S  disebut semiring komutatif jika .),(S  suatu 

semigrup komutatif.  

 

Definisi 2.3.3 (Fieseler, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring. S disebut semiring dengan elemen 

identitas jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut: 

1. ),( +S  semigrup komutatif, 

2. .),(S  semigrup monoid,  

3. Untuk setiap Scba ∈,,  berlaku bcaccba +=+ )(  dan 

acabcba +=+ )( . 

 

Definisi 2.3.4 (Shabir dan Iqbal, 2007) 

Suatu semiring .),,( +S  dikatakan mempunyai absorbing zero 0  

jika sss =+=+ 00  dan 000 =⋅=⋅ ss , untuk setiap .Ss ∈  

 

 Jika suatu himpunan bagian dari semiring merupakan 

semiring terhadap operasi yang sama pada semiring, maka himpunan 

tersebut dikenal dengan nama subsemiring. Hal ini didefinisikan oleh 

Kandasamy (2002), yaitu misalkan diberikan suatu semiring S dan P 

adalah himpunan bagian  dari S. P disebut subsemiring dari S jika P 

merupakan semiring terhadap operasi yang sama pada S. 

2.4 Ring 
Ring juga merupakan struktur aljabar dengan dua operasi biner 

di dalamnya. Berdasarkan aksioma-aksioma yang berlaku pada ring, 

sebagaimana didefinisikan pada Definisi 2.4.1 berikut ini maka dapat 

dibuat suatu kesimpulan bahwa suatu ring dijamin merupakan suatu 

semiring sedangkan suatu semiring belum tentu merupakan ring. 
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Definisi 2.4.1 ( Fieseler, 2008 ) 

Suatu ring adalah rangkap tiga atau tripel ),,( ∗+R , dimana R  bukan 

merupakan suatu himpunan kosong dan memiliki dua operasi biner 

+  dan ∗ , yang memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. Pasangan ),( +R  merupakan grup komutatif 

2. Pasangan ),( ∗R  memenuhi assosiatif, yaitu )()( bcacab =  

untuk setiap Rcba ∈,,  

3. memenuhi hukum distributif 

bcaccba +=+ )(  

acabcba +=+ )(  untuk setiap Rcba ∈,,  

Dimana operasi +  dan ∗  merupakan suatu pemetaan yang 

didefinisikan sebagai berikut:    

 
bababa

RRR

+=+

→×+

),(),(     

:

a
 

dan     

 
abbababa

RRR

=∗=∗

→×∗

:),(),(    

:

a
 

 

Definisi 2.4.2 ( Fieseler, 2008 ) 

Misalkan R adalah ring, dan S adalah himpunan bagian dari R. S 

adalah subring dari R jika terhadap operasi biner yang sama pada R  

juga merupakan suatu ring. 

2.5 Ideal  

Dalam suatu ring, subring-subring tertentu mempunyai peranan yang 

mirip dengan subgrup normal dalam suatu grup. Tipe subring seperti 

ini disebut dengan ideal. Berikut ini adalah definisi dari ideal 

 

Definisi 2.5.1 (Bhattacharya, 1994) 

Himpunan bagian tak kosong I dalam ring R disebut ideal kanan 

(kiri) dari R jika memenuhi dua syarat berikut : 

1. ∅≠I  

2. ,a b I∈  berlaku Iba ∈+  

3. a I∈  dan r R∈  berlaku ar I∈  ( ra I∈ ) 

Suatu ideal yang sekaligus merupakan ideal kiri dan ideal kanan 

disebut ideal dua sisi. 
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Proposisi 2.5.2 (Spindler, 1994) 

Misalkan R suatu ring dengan elemen nol. Maka R dan {0} adalah 

ideal-ideal dalam R. 

 

Bukti: a. Akan dibuktikan bahwa ring R merupakan suatu ideal. 

Karena R merupakan suatu ring maka jelas bahwa ∅≠R  (R bukan 

himpunan kosong).  

Ambil sebarang Rba ∈, . Akan dibuktikan bahwa Rba ∈+ . 

Diketahui bahwa R adalah suatu ring, maka R memenuhi hukum 

ketertutupan terhadap operasi penjumlahan. Yaitu untuk setiap 

Rba ∈,  maka Rba ∈+ . 

Ambil sebarang Ra ∈  dan Rr ∈ . Akan dibuktikan Rar ∈  dan 

Rra ∈ . Diketahui bahwa R adalah suatu ring, maka R memenuhi 

hukum ketertutupan terhadap operasi perkalian. Yaitu untuk setiap 

Rba ∈,  maka Rab ∈  dan Rba ∈ . 

Dari ketiga bukti di atas maka terbukti bahwa R adalah suatu ideal. 

b. Akan dibuktikan }0{=M  merupakan suatu ideal.  

Jelas bahwa ∅≠M  karena M memiliki elemen yaitu 0 

Untuk setiap }0{0,0 =∈ M  maka }0{000 =∈=+ M . 

Untuk setiap }0{0 =∈ M  dan untuk setiap Rr ∈  maka 

}0{0.0 ∈=r  dan }0{00. ∈=r . 

Dari ketiga bukti di atas maka terbukti bahwa }0{=M  adalah suatu 

ideal.            �

         

Pada dasarnya suatu ring dan {0} merupakan suatu ideal. Ideal 

yang demikian dikenal dengan nama ideal tak sejati (Spindler, 1994). 

Definisi tentang Ideal sejati diberikan dibawah ini. 

 

Definisi 2.5.3 (Arifin, 2000) 

I disebut ideal sejati dalam ring R jika RI ⊂  dan RI ≠  

 

Definisi 2.5.4 (Spindler, 1994) 

Suatu ring yang tidak mempunyai ideal sejati disebut ring simple 
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Teorema 2.5.5 
Misal R adalah suatu ring dan S himpunan bagian  dari R. Maka S 

adalah ideal dalam ring R ⇔ memenuhi aksioma-aksioma sebagai 

berikut: 

1. S ≠ ∅  

2. S tertutup terhadap pengurangan  

3. s ∈  S dan r ∈  R maka rs (sr) ∈  S 

 

Bukti : )(⇒ Jika S adalah ideal dalam ring R maka S adalah subring 

dari R  sehingga kondisi (1) dan (2) terpenuhi. Karena S adalah ideal 

dari R maka kondisi (3) juga terpenuhi 

 )(⇐ Misal kondisi 1, 2, 3 terpenuhi. Dari kondisi 1 & 2 

terbukti bahwa S Subring dari R. Sedangkan kondisi 3 menunjukkan 

bahwa S tertutup terhadap pergandaan 

Dengan kata lain terbukti S ideal dalam R.   �

         

Berikut ini akan diberikan proposisi, teorema dan lemma mengenai 

sifat-sifat ideal dalam suatu ring R 

 

Proposisi 2.5.6 (Spindler, 1994) 

Misalkan I adalah ideal dalam ring R. Bila I memuat identitas 1  

maka I adalah ring R. 

 

Bukti : Diketahui bahwa I adalah ideal dalam ring R. 

1 I∈ dan r R∈  

Karena I adalah ideal maka 1.r I∈ . Sehingga r I∈  

Jadi setiap anggota di R juga merupakan anggota di I ∋  R = I.        � 

 
Teorema 2.5.8 (Spindler, 1994) 

Apabila I1 dan I2 masing-masing ideal dalam ring R, maka 1 2I II  

adalah suatu ideal dalam  ring R. 

 

Bukti : 1. Ambil sebarang 1 2 1 2,x x I I∈ I . Akan dibuktikan bahwa 

1 2 1 2x x I I− ∈ I . 

1 1 2 1 1 1 2&x I I x I x I∈ ⇒ ∈ ∈I  

2 1 2 2 1 2 2&x I I x I x I∈ ⇒ ∈ ∈I  
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Diketahui bahwa I1 ideal dan 1 2 1,x x I∈  maka: 

1 2 1x x I− ∈ . 

Diketahui bahwa I2 ideal dan 1 2 2,x x I∈  maka: 

1 2 2x x I− ∈ . 

1 2 1x x I− ∈  dan 1 2 2x x I− ∈  maka 1 2 1 2x x I I− ∈ I  

Jadi 1 2 1 2x x I I− ∈ I  

 2. Ambil sebarang 1 2 ,x I I r R∈ ∈I . Akan dibuktikan 

bahwa 1 2 1 2( )xr I I rx I I∈ ∈I I .  

Jika 1 2x I I∈ I  maka 1x I∈  dan 2x I∈ . 

Diketahui bahwa 1I  ideal maka: 

Jika 1x I∈  dan r R∈  maka 1Irx ∈  dan 1Ixr ∈  

Diketahui bahwa 2I ideal maka: 

Jika 2x I∈  dan r R∈  maka 2Irx ∈  dan 2Ixr ∈  

Karena 1xr I∈  dan 2xr I∈  maka 1 2xr I I∈ I . Kemudian diketahui 

bahwa 1rx I∈  dan 2rx I∈  maka  1 2rx I I∈ I  

Dari 1 dan 2 maka terbukti bahwa 1 2I II  adalah ideal pada R.     � 

 

Lemma 2.5.9 (Hartley dan Hawkes, 1994) 

Jika 1 2, ,...,
n

I I I  adalah ideal-ideal dalam ring R, maka 
1

n

ii
I

=I  

adalah ideal dari ring R. 

 

Bukti : 1) Ambil sebarang 
1

,
n

ii
x y I

=
∈I . Akan dibuktikan 

1

n

ii
x y I

=
− ∈I . iIyx ∈,  untuk setiap },...,2,1{ ni ∈  sehingga 

iIyx ∈−  maka mengakibatkan 
1

n

ii
x y I

=
− ∈I  

 2) Ambil sebarang 
1

,
n

ii
x I r R

=
∈ ∈I . Akan dibuktikan 

1

n

ii
rx I

=
∈I . 
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Jika 
1

n

ii
x I

=
∈I  maka iIx ∈  untuk setiap },...,2,1{ ni ∈  sehingga 

iIrx ∈  yang mengakibatkan 
1

n

ii
rx I

=
∈I  

Jadi 
1

n

ii
I

=I  adalah suatu ideal dalam R.    �

         

Berikut ini akan diberikan definisi mengenai ideal minimal dan ideal 

maksimal 

Definisi 2.5.10 (Bhattacharya, 1994) 

Suatu ideal I dalam ring R disebut ideal minimal jika memenuhi 

syarat-syarat sebagai berikut: 

1. { }0I ≠ . 

2. Jika J adalah ideal kanan (ideal kiri) tak nol dari R yang termuat 

dalam I maka J I= .  

 
Definisi 2.5.11 (Bhattacharya, 1994) 

Suatu ideal I dalam ring R disebut ideal maksimal jika : 

1. I R≠ . 

2. Untuk sebarang ideal J yang memuat I ( )J I⊇ , J I=  atau 

J R=  

 

Selain ideal maksimal dan ideal minimal, dikenal juga istilah 

Prime Ideal dan Primary Ideal. Pada definisi berikut ini akan 

dijelaskan tentang Prime Ideal dan Primary Ideal. 

 

Definisi 2.5.12 (Spindler, 1994) 

Misalkan R adalah ring komutatif dan misalkan I adalah ideal pada R 

dimana I R≠  

1) I disebut Prime Ideal jika ab I∈  maka berlaku Ia ∈  atau 

Ib ∈  

2) I  disebut Primary Ideal jika ab I∈  dan a I∉  maka 
n

b I∈  

untuk n N∈  

 

Proposisi yang berkenaan dengan Prime Ideal dan Primary 

Ideal akan diberikan pada Proposisi 2.5.13 dan Proposisi 2.5.14 

sebagai berikut 
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Proposisi 2.5.13 (Spindler, 1994) 

Misal :f R S→  adalah Isomorphisma Ring dimana R dan S adalah 

ring komutatif dan misalkan J adalah Prime Ideal pada S  maka 
1( )f J−

 adalah Prime Ideal pada R 

 

Bukti: Pertama-tama akan dibuktikan bahwa 
1( )f J−

 adalah ideal 

pada ring R : 

Ambil sebarang )(, 1 Jfba −∈ . Akan dibuktikan )(1 Jfba −∈− . 

Karena )(, 1 Jfba −∈  maka Jbfaf ∈)(),( . 

Diketahui bahwa J  adalah  suatu ideal pada S. Sehingga untuk setiap 

Jbfaf ∈)(),(  berlaku Jbfaf ∈− )()( . Karena f adalah suatu 

pemetaan yang homomorphisma maka 

Jbafbfaf ∈−=− )()()( . Diketahui bahwa Jbaf ∈− )(  maka 

)(1 Jfba −∈− . 

Ambil sebarang )(1 Jfa −∈  dan Rr ∈ . Akan dibuktikan 

)(1 Jfar −∈ . Karena )(1 Jfa −∈  dan Rr ∈  maka Jaf ∈)(  dan  

Srf ∈)( . 

Diketahui bahwa J  adalah ideal pada S. Sehingga untuk setiap 

Jaf ∈)(  dan Srf ∈)(  maka Jrfaf ∈)()( . Sedangkan f adalah 

suatu pemetaan yang homomorphisma, maka 

Jarfrfaf ∈= )()()( . Karena Jarf ∈)(  maka )(1 Jfar −∈ . 

Kemudian akan dibuktikan bahwa 
1( )f J−

 adalah Prime Ideal: 

Ambil sebarang )(1 Jfab −∈ . Akan dibuktikan )(1 Jfa −∈  dan 

)(1 Jfb −∉ . 

Karena )(1 Jfab −∈  maka Jabf ∈)( . Sedangkan diketahui 

bahwa J adalah Prime Ideal pada S. Karena Jabf ∈)(  dan f adalah 

suatu pemetaan yang homomorphisma maka 

Jbfafabf ∈= )()()( . Karena ( ) Jbfaf ∈)(  maka Jaf ∈)(  

dan Jbf ∉)( . Diketahui bahwa Jaf ∈)(  maka )(1 Jfa −∈  dan 

Jbf ∉)(  maka )(1 Jfb −∉ . Karena )(1 Jfa −∈  dan )(1 Jfb −∉  

maka terbukti bahwa 
1( )f J−

 adalah Prime Ideal pada R.    �      
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Proposisi 2.5.14 (Spindler, 1994) 

Misal :f R S→  adalah Isomorphisma Ring dimana R dan S adalah 

Ring komutatif dan misalkan J adalah Primary Ideal pada S maka 
1( )f J−

 adalah Primary Ideal pada R 

 

Bukti: Pertama-tama akan dibuktikan bahwa 
1( )f J−

 adalah ideal 

pada ring R : 

Ambil sebarang )(, 1 Jfba −∈ . Akan dibuktikan )(1 Jfba −∈− . 

Karena )(, 1 Jfba −∈  maka Jbfaf ∈)(),( . 

Diketahui bahwa J  adalah  suatu ideal pada S. Sehingga untuk setiap 

Jbfaf ∈)(),(  berlaku Jbfaf ∈− )()( . Karena f adalah suatu 

pemetaan yang homomorphisma maka 

Jbafbfaf ∈−=− )()()( . Diketahui bahwa Jbaf ∈− )(  maka 

)(1 Jfba −∈− . 

Ambil sebarang )(1 Jfa −∈  dan Rr ∈ . Akan dibuktikan 

)(1 Jfar −∈ . Karena )(1 Jfa −∈  dan Rr ∈  maka Jaf ∈)(  dan  

Srf ∈)( .  

Diketahui bahwa J  adalah ideal pada S. Sehingga untuk setiap 

Jaf ∈)(  dan Srf ∈)(  maka Jrfaf ∈)()( . Sedangkan f adalah 

suatu pemetaan yang homomorphisma, maka 

Jarfrfaf ∈= )()()( . Karena Jarf ∈)(  maka )(1 Jfar −∈ . 

Kemudian akan dibuktikan bahwa 
1( )f J−

 adalah Primary Ideal 

Ambil sebarang )(1 Jfab −∈ . 

Akan dibuktikan )(1 Jfa −∈  dan )(1 Jfb −∉ . 

Karena )(1 Jfab −∈  maka Jabf ∈)( . Sedangkan diketahui 

bahwa J adalah Primary Ideal pada S. Karena Jabf ∈)(  dan f 

adalah suatu pemetaan yang homomorphisma maka 

Jbfafabf ∈= )()()( . Karena ( ) Jbfaf ∈)(  maka Jaf ∉)(  

dan Jbf n ∈))(( .
44 344 21

n

n
bfbfbfbf )()...().())(( = = Jbf n ∈)( . 
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Diketahui bahwa Jaf ∉)(  maka )(1 Jfa −∉  dan Jbf n ∈)(  maka 

)(1 Jfbn −∈ . Karena )(1 Jfa −∉  dan )(1 Jfbn −∈  maka terbukti 

bahwa 
1( )f J−

 adalah Primary Ideal pada R.       � 

 

Jika pada sebelumnya telah diberikan definisi mengenai Prime 

Ideal dan Primary Ideal, maka pada definisi berikutnya akan 

diperkenalkan tentang Irreducible Ideal 

 

Definisi 2.5.15 (Spindler, 1994) 

Suatu ideal A dari ring R dikatakan Irreducible Ideal jika untuk 

setiap ideal I, J pada R maka berlaku : 

A = I I  J ⇒  I = A atau J = A. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 
Pada bab ini akan dibahas definisi-definisi dan teorema-teorema 

dari left weakly regular seminearring dan left pure ideal beserta 

bukti-buktinya. Weakly regular seminearring merupakan konsep 

baru dari seminearring kanan. Weakly regular seminearring pada 

dasarnya dibedakan menjadi dua sifat, yaitu right weakly regular 

seminearring dan left weakly regular seminearring. Pada skripsi ini 

hanya akan dibahas pada left wekly regular seminearring. 

 

3.1 Seminearring kanan 

Seminearring kanan adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan 

dengan dua operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu  

sebagaimana didefinisikan dibawah ini 

 

Definisi 3.1.1 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Seminearring kanan  adalah suatu himpunan tak kosong S  dengan 2 

operasi biner “+” dan ” ⋅ ” yang memenuhi aksioma – aksioma 

sebagai berikut: 

1. ),( +S adalah semigrup  

2. ),( ⋅S adalah semigrup 

3. ),,( ⋅+S  distributif kanan 

Untuk setiap Rzyx ∈,,  berlaku zxyxxzy +=+ )(  

 

Definisi 3.1.2 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Suatu himpunan tak kosong I yang merupakan himpunan bagian dari 

seminearring kanan disebut ideal kiri (kanan) jika: 

1. Untuk setiap Iyx ∈,  maka Iyx ∈+  dan 

2. Untuk setiap Ix ∈  dan Sr ∈  maka Irx ∈  ( Ixr ∈ ) 

Suatu ideal yang merupakan ideal kiri dan ideal kanan disebut 

dengan ideal dua sisi. 

Suatu seminearring kanan dikatakan memiliki absorbing zero jika 

terdapat S∈0  sedemikian sehingga aaa =+=+ 00  dan 

0.00. == aa  untuk setiap Sa ∈  (Shabir dan Ahmed, 2007). 
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Contoh-contoh himpunan yang merupakan suatu seminearring kanan 

diberikan dibawah ini: 

 

Contoh 3.1.3 

Himpunan }0{U+= ZS  merupakan seminearring kanan terhadap 

operasi penjumlahan dan pergandaan pada bilangan. 

 

Bukti: (1) Ambil sebarang Scba ∈,,  maka berlaku: 

(i) ,Sba ∈+  

(ii) ),()( cbacba ++=++  

Dari (i) dan (ii) maka ),( +S  merupakan semigrup. 

 (2) Ambil sebarang Scba ∈,,  maka berlaku: 

(i) ,Sba ∈⋅  

(ii) ).()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅  

Dari (i) dan (ii) maka ),( ⋅S  merupakan semigrup. 

(3) Ambil sebarang Scba ∈,,  maka 

berlaku cabaacb +=+ )( . 

Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa S  adalah seminearring 

kanan.         �

       

Contoh 3.1.4 

Diberikan suatu himpunan {0, , , , }.S a b c d=  Akan dibuktikan 

bahwa {0, , , , }S a b c d=
 

merupakan suatu seminearring kanan 

dengan  absorbing zero terhadap operasi ”+” dan ”.”  seperti yang 

didefinisikan dalam Tabel 3.1 dan Tabel 3.2 

 

Bukti : 1. Akan ditunjukkan bahwa ( , )S +  merupakan semigrup 

dengan elemen identitas 0: 

a) Untuk setiap ,x y S∈  maka x y S+ ∈  

b) Untuk setiap , ,x y z S∈  maka )()( zyxzyx ++=++  

c) memiliki elemen identitas 0 sedemikian sehingga 

xxx =+=+ 00  untuk setiap Sx ∈  
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Tabel 3.1 Operasi penjumlahan pada S 
 

+  0 a b c d 

0 0 a b c d 

a a a b d d 

b b b b d d 

c c d d c d 

d d d d d d 

 

Berdasarkan Tabel 3.1 jelas bahwa S  tertutup terhadap operasi 

penjumlahan. Selain itu, S  juga memenuhi hukum assosiatif 

terhadap operasi penjumlahan. Jadi terbukti bahwa ( , )S +  

merupakan semigrup dengan absorbing zero 

   2. Langkah berikutnya akan 

ditunjukkan bahwa ( , .)S  merupakan Semigrup terhadap perkalian: 

a) untuk setiap ,x y S∈  maka Syx ∈⋅  

b) untuk setiap , ,x y z S∈  maka ( . ) . . ( . ),x y z x y z=  

 

Tabel 3.2 Operasi perkalian terhadap S 
 

•  0 a b c d 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a b c d 

b 0 b b c d 

c 0 c b c d 

d 0 d d c d 
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Berdasarkan Tabel 3.2 jelas bahwa S  tertutup terhadap operasi 

perkalian. Selain itu, S  juga memenuhi hukum assosiatif terhadap 

operasi perkalian. Jadi terbukti bahwa ( , )S ⋅  merupakan semigrup 

 3. Berlaku hukum distributif kanan 

Untuk setiap Szyx ∈,,  maka yzxzzyx +=+ )( . 

Dari pembuktian 1,2 dan 3 maka terbukti bahwa himpunan 

{0, , , , }S a b c d= adalah suatu seminearring kanan.   � 

 Suatu elemen a pada seminearring kanan dikatakan elemen 

distributif jika untuk setiap Syx ∈,  maka ayaxyxa +=+ )( , 

seminearring kanan dikatakan seminearring distributif jika setiap 

elemennya adalah elemen distributif (Shabir dan Ahmed, 2007). 

Pada skripsi ini setiap seminearring kanan memiliki elemen identitas 

terhadap operasi perkalian. 

 

Definisi 3.1.5 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah seminearring kanan, maka S disebut distributively 

generated seminearring atau disingkat dengan d.g jika S memiliki 

subsemigrup D terhadap operasi perkalian yang elemen-elemennya 

merupakan elemen distributif sedemikian sehingga D membangun 

),( +S . 

 

 Jika S adalah distributively generated seminearring maka 

terdapat elemen-elemen distributif Dddd n ∈,...,, 21 sedemikian 

sehingga nnn dkdkdkr +++= ...211 ,untuk setiap Sr ∈  dan 

nkkk ,...,, 21  adalah nilai-nilai koefisien dimana Nkkk n ∈,...,, 21 . 

Ilustrasi mengenai distributively generated seminearring akan 

ditunjukkan dengan diagram Ven dibawah ini. Dimisalkan ,.),( +S  

adalah suatu seminearring kanan dan D adalah subsemigrup terhadap 

operasi perkalian. 

),,( ⋅+S  

        

    3322111 akakakx mmm ++=  

    3322112 akakakx nnn ++=  

    3322113 akakakx ppp ++=  

  1x  

  3x

 1x  2x

  

),( ⋅D  

1a 2a

3a  
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Berikut ini adalah contoh dari distributively generated seminearring 

 

Contoh 3.1.6 

Pandang ),,( 4 ⋅+Z  sebagai seminearring kanan. Akan ditunjukkan 

bahwa seminearring kanan ),,( 4 ⋅+Z  merupakan distributively 

generated seminearring 

Bukti: }2,1,0{=D  adalah subsemigrup dari }3,2,1,0{4 =Z  

terhadap operasi perkalian yang didefinisikan sebagai berikut 

 

Tabel 3.3 Operasi perkalian terhadap D 
 

⋅  0  1 2  

0  0  0  0  

1 0  1 2  

2  0  2  0  

 

Diketahui bahwa ),,( 4 ⋅+Z  merupakan suatu ring. Sehingga dijamin 

bahwa setiap elemennya memenuhi hukum distributif kanan dan 

distributif kiri, sehingga terbukti bahwa elemen-elemen di D adalah 

elemen-elemen distributif. 

Langkah berikutnya akan ditunjukkan bahwa setiap elemen di Z4 

dibangun oleh elemen-elemen di D  

0 =1. 0 +2.1+1. 2  

1 =1. 0 +3.1+1. 2  

2 =1. 0 +2.1+2. 2    

3 =1. 0 +1.1+1. 2  

Jadi terbukti bahwa ),,( 4 ⋅+Z  merupakan distributively generated 

seminearring.       � 

 

 Jika A dan B adalah suatu himpunan tak kosong dan 

merupakan himpunan bagian dari  seminearring kanan, maka AB 

dinotasikan sebagai himpunan penjumlahan berhingga yang 
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berbentuk ∑ kkba  dimana Aak ∈  dan 

Bbk ∈ . },{ BbAabaAB kk

finite

kk ∈∈= ∑  (Shabir dan Ahmed, 2007).  

 

Definisi 3.1.7 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah seminearring kanan. Untuk setiap Sa ∈ , maka Sa 

dinotasikan sebagai himpunan semua penjumlahan berhingga yang 

berbentuk ∑ ask  dimana Ssk ∈ . Dan aS adalah suatu himpunan 

semua penjumlahan berhingga yang berbentuk ∑ kas  dimana 

Ssk ∈ .  

Karena S merupakan distributif kanan maka }{ SssaSa ∈= . 

 

Lemma 3.1.8 

Misalkan S adalah  suatu seminearring kanan. Untuk setiap Sa ∈  

maka Sa adalah ideal kiri pada seminearring kanan yang dibangun 

oleh a. Dan aS adalah ideal kanan pada seminearring kanan. 

 

Bukti:  1. Ambil sebarang Sayx ∈, . Akan dibuktikan Sayx ∈+ . 

Karena Sayx ∈,  maka asx 1=  dan asy 2=  dimana Sss ∈21, . 

Saasassasasyx n ∈=+=+=+ )( 2121 , Ssn ∈  . Jadi terbukti 

bahwa Sayx ∈+  

2. Ambil sebarang Sax ∈ . Akan dibuktikan 

Sasx ∈ dimana Ss ∈ . Karena Sax ∈  maka asx 1= . 

Saasassasssx m ∈=== )()( 11 , Ssm ∈ . Jadi terbukti bahwa 

Sasx ∈  

Dari 1 dan 2 maka terbukti bahwa Sa adalah ideal kiri dari 

seminearring kanan. Karena seminearring kanan memiliki elemen 

identitas terhadap operasi perkalian maka Saa ∈ . 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa aS adalah ideal kanan 

a) Ambil sebarang aSyx ∈, . Akan dibuktikan bahwa 

aSyx ∈+ . Karena aSyx ∈,  maka ∑=
finite

iasx  dan ∑=
finite

iaty  

dimana Sts ii ∈, .  
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x+y ∑∑ +=
finite

i

finite

i atas  

 nn atatatasasas +++++++= ...... 2121  

Misalkan: nnnnn ststst +++ === ,....,, 2211  

Maka: 

 nnnnn asasasasasasyx +++ +++++++=+ ...... 2121  

 aSasyx
finite

i ∈=+ ∑  

b) Ambil sebarang aSx ∈  dan Ss ∈ . Akan 

dibuktikan bahwa aSxs ∈ . Karena aSx ∈  maka ∑=
finite

iasx  

xs =(∑
finite

ias )s 

  sasasas n )...( 21 +++=  

  sassassas n+++= ...21  

Karena seminearring kanan maka elemen-elemennya tertutup 

terhadap operasi pergandaan: Sussussuss nn ∈=== ,...,, 2211  

sehingga: 

xs  aSauauauau
finite

in ∈=+++= ∑...11  

Dari a) dan b) maka terbukti bahwa aS adalah Ideal kanan pada 

seminearring kanan.      � 

 

Lemma 3.1.9 
Misalkan S adalah seminearring kanan. Jika A dan B adalah ideal 

pada S  maka AabaAB kk

n

k

k ∈= ∑
=1

{ dan }Bbk ∈  bukan merupakan 

ideal. Tetapi jika S adalah distributively generated seminearring 

maka AB adalah ideal pada  S. 

 

Bukti : Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa AB bukan merupakan 

ideal pada seminearring kanan. 

Ambil sebarang AByx ∈, . Akan dibuktikan AByx ∈+  
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Karena ABx ∈  maka nn

n

k

kk babababax +++==∑
=

...2211

1

.  

Dan ABy ∈  maka nn

n

k

kk gfgfgfgfy +++==∑
=

...2211

1

 

dimana Afffaaa nn ∈,...,,,,...,, 2121   

Bgggbbb nn ∈,...,,,,...,, 2121 .   

=+ yx ∑
=

n

k

kkba
1

+∑
=

n

k

kk gf
1

 

=+ yx  ( nnbababa +++ ...2211 ) +  ( nn gfgfgf +++ ...2211 ) 

Dimisalkan: 11 += naf , 22 += naf ,…, nnn af += , 11 += nbg , 22 += nbg ,

…,  nnn bg +=  maka 

=+ yx nnnnnnnnnn babababababa ++++++ +++++++ ...... 22112211  

=+ yx ∑
=

n

k

kkba
2

1

 

Jadi terbukti bahwa AByx ∈+ . 

 

Ambil sebarang ABx ∈ .  

Akan dibuktikan bahwa ABrx ∈  dan ABxr ∈ dimana Sr ∈  

Karena ABx ∈  maka nn

n

k

kk babababax +++==∑
=

...2211

1

.  

)...( 2211

1

nn

n

k

kk bababarbarrx +++== ∑
=

 

Karena S bukan merupakan distributively generated seminearring 

maka elemen-elemennya bukan merupakan elemen distributif, 

sehingga  )...( 2211 nnbababar +++ nnbrabrabra +++≠ ...2211 . 

Sehingga ABrx ∉ . Jadi AB bukan ideal pada S 

 

Langkah berikutnya akan dibuktikan bahwa AB adalah ideal pada 

distributively generated seminearring 
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Ambil sebarang ABx ∈ .  

Akan dibuktikan bahwa ABrx ∈  dan ABxr ∈ dimana Sr ∈  

ABx ∈  maka nn

n

k

kk babababax +++==∑
=

...2211

1

. 

Karena S adalah distributively generated seminearring maka terdapat 

Subsemigrup D terhadap operasi perkalian yang elemen-elemennya 

adalah elemen distributif dan membangun ),( +S , misalkan 

Dddd n ∈,...,, 21  maka ndddr +++= ...21  dengan mengambil 

semua nilai koefisiennya adalah 1. 

∑∑
==

+++==
n

k

kkn

n

k

kk badddbarrx
1

21

1

)...(  

∑∑∑
===

+++=
n

k

kkn

n

k

kk

n

k

kk badbadbadrx
11

2

1

1 ...  

)...()...( 2211222111 nnnn bababadbababadrx +++++++= +… 

+ )...( 2211 nnn bababad +++  

)...()...( 22221121221111 nnnn badbadbadbadbadbadrx +++++++=

 +…+ )...( 2211 nnnnn badbadbad +++  

Karena A ideal maka Aadadadadadad nnnnn ∈,...,,,...,,,..., 1212111  

Jika dimisalkan : nn padpadpad === 1221111 ,...,,  

   nn qadqadqad === 2222112 ,...,,  
     

•

•

•
 

   nnnnn sadsadsad === ,...,, 2211 , maka 

)...()...( 22112211 nnnn bqbqbqbpbpbprx +++++++= + …+ 

   )...( 2211 nnbsbsbs +++  

...)...()...( 22221111 ++++++++= bsqpbsqprx  

    nnnn bsqp )...( ++++  

Karena Assqqpp nnn ∈,...,,,...,,,..., 111  dan  A Ideal maka: 

Acsqp ∈=+++ 1111 ...  

Acsqp ∈=+++ 2222 ...  
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•

•

•
 

Acsqp nnnn ∈=+++ ...  

Sehingga nnbcbcbcrx +++= ...2211  

rx = ∑
=

n

k

kkbc
1

 dimana Ack ∈ . Jadi ABrx ∈  

rbababarbaxr nn

n

k

kk )...()( 2211

1

+++== ∑
=

 

rbarbarbaxr nn )(...)()( 2211 +++=  

)(...)()( 2211 rbarbarbaxr nn+++=  

Karena B adalah ideal maka Brbrbrb n ∈,...,, 21 , sehingga: 

nn fafafaxr +++= ...2211  

∑
=

=
n

k

kk faxr
1

 dimana Bfk ∈ . Jadi ABxr ∈  

Jadi terbukti bahwa AB merupakan ideal pada distributvely generated  

seminearring.             � 

 

3.2 Weakly Regular Seminearring 

Pada definisi berikut ini akan diperkenalkan suatu pengembangan 

dari seminearring kanan yang dinamakan left weakly regular 

seminearring.  

 
Definisi 3.2.1 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Suatu seminearring kanan disebut left weakly regular seminearring  

jika 
2)(Sxx ∈  untuk setiap Sx ∈ . 

 

Contoh himpunan yang merupakan left weakly regular seminearring 

diberikan di berikut ini 

 

Contoh 3.2.2 

Diberikan himpunan {0, , , , }.S a b c d=  S  suatu seminearring 

kanan dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan 

sebagai berikut 
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Tabel 3.4 Operasi penjumlahan terhadap S 
 

+  0 a b c d 

0 0 a b c d 

a a a b d d 

b b b b d d 

c c d d c d 

d d d d d d 

 

Tabel 3.5 Operasi perkalian terhadap S 
 

•  0 a b c d 

0 0 0 0 0 0 

a 0 a b c d 

b 0 b b c d 

c 0 c b c d 

d 0 d b c d 

 

Tunjukkan bahwa S adalah left weakly regular seminearring 

 

Bukti: Berdasarkan Tabel 3.5 dapat disimpulkan bahwa ea =  

sedemikian sehingga xaxxa =⋅=⋅ (a adalah elemen identitas 

terhadap operasi pergandaan) dan 0 adalah elemen nol sedemikian 

sehingga 000 =⋅=⋅ xx  untuk setiap Sx ∈ . 

1. Pilih S∈0 . Akan dibuktikan bahwa 
2)0(0 S∈ . 

)0)(0(000 ⋅⋅=⋅= sr  untuk setiap Ssr ∈, . Jadi terbukti bahwa 

2)0(0 S∈  

2.  Pilih Sa ∈ . Akan dibuktikan bahwa 
2)(Saa ∈  
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 ))(( asarara ⋅⋅=⋅= untuk setiap Ssr ∈, . Jadi terbukti bahwa 

2)(Saa ∈  

3. Ambil sebarang Sx ∈ . Akan dibuktikan 
2)(Sxx ∈ . Berdasarkan 

Tabel 3.5  jika 0, ≠yx  dan ayx ≠,  maka yyx =⋅  dan 

xxy =⋅  dimana Syx ∈,  

))(( xsxrxxx ⋅⋅=⋅=  untuk Ssr ∈,  

Sehingga terbukti bahwa 
2)(Sxx ∈ . 

Dari 1, 2 dan 3 maka terbukti bahwa S adalah left weakly regular 

seminearring.             � 

 

Contoh 3.2.3 

Suatu himpunan }5,4,3,2,1,0{6 =Z  terhadap operasi ⊕  dan ⊗  

merupakan suatu left weakly regular seminearring dimana operasi 

⊕  dan ⊗  didefinisikan sebagai berikut : ),( bamaksba =⊕  dan 

=⊗ ba min ),( ba .  

 

Bukti: Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa )#,,( 6 ∗Z  adalah 

suatu seminearring kanan 

 

A. ),( 6 ⊕Z  merupakan semigrup  

1) tertutup (untuk setiap 6, Zba ∈ maka 6Zba ∈⊕ ) 

 Jika ba <  maka 6Zbba ∈=⊕  untuk setiap 6, Zba ∈  

 Jika ab <  maka 6Zaba ∈=⊕  untuk setiap 6, Zba ∈  

 Jika ba =  maka 6Zaaaba ∈=⊕=⊕  

2)  Berlaku hukum assosiatif (untuk setiap 6,, Zcba ∈  maka 

cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  ) 

a. Jika cba <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    cbca ⊕=⊕  

    cc =  

b. Jika acb <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    caca ⊕=⊕  

    aa =  
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c. Jika bca <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    cbba ⊕=⊕  

    bb =  

d. Jika abc <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    caba ⊕=⊕  

    aa =  

e. Jika cab <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    caca ⊕=⊕  

    cc =  

f. Jika bac <<  maka: cbacba ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

    cbba ⊕=⊕  

    bb =  

Dari pembuktian 1) dan 2) maka ),( 6 ⊕Z  merupakan semigrup 

terhadap operasi ⊕  yang didefinisikan sebagai Tabel berikut: 

 

Table 3.6 Operasi ⊕  pada 6Z  

 

⊕  0  1 2  3  4  5  

0  0  1 2  3  4  5  

1 1 1 2  3  4  5  

2  2  2  2  3  4  5  

3  3  3  3  3  4  5  

4  4  4  4  4  4  5  

5  5  5  5  5  5  5  

 

B. ),( 6 ⊗Z  merupakan semigrup 

1) tertutup (untuk setiap 6, Zba ∈ maka 6Zba ∈⊗ ) 

 Jika ba <  maka 6Zaba ∈=⊗  untuk setiap 6, Zba ∈  

 Jika ab <  maka 6Zbba ∈=⊗  untuk setiap 6, Zba ∈  

 Jika ba =  maka 6Zaaaba ∈=⊗=⊗  
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2)  Berlaku hukum assosiatif (untuk setiap 6,, Zcba ∈  maka 

cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()( ) 

 a.Jika cba <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    caba ⊗=⊗  

    aa =  

 b.Jika acb <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    cbba ⊗=⊗  

    bb =  

 c.Jika bca <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    caba ⊗=⊗  

    aa =  

 d.Jika abc <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    cbca ⊗=⊗  

    cc =  

 e.Jika cab <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    cbba ⊗=⊗  

    bb =  

 f.Jika bac <<  maka: cbacba ⊗⊗=⊗⊗ )()(  

    caca ⊗=⊗  

    cc =  

Dari pembuktian 1) dan 2) maka ),( 6 ⊗Z  merupakan semigrup 

terhadap operasi ⊗  yang didefinisikan sebagai Tabel berikut: 

 

Table 3.7 Operasi ⊗  pada 6Z  

 

⊗  0  1 2  3  4  5  

0  0  0  0  0  0  0  

1 0  1 1 1 1 1 

2  0  1 2  2  2  2  

3  0  1 2  3  3  3  

4  0  1 2  3  4  4  

5  0  1 2  3  4  5  
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C. operasi ⊗  terhadap operasi ⊕  berlaku hukum distributif 

a. Jika cba <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   aaac ⊕=⊗  

   aa =  

b. Jika acb <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   cbac ⊕=⊗  

   cc =  

c.Jika bca <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   aaab ⊕=⊗  

   aa =  

d. Jika abc <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   cbab ⊕=⊗  

   bb =  

e. Jika cab <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   abac ⊕=⊗  

   aa =  

f. Jika bac <<  maka: acabacb ⊗⊕⊗=⊗⊕ )(  

   caab ⊕=⊗  

   aa =  

Dari A,B dan C maka terbukti bahwa ),,( 6 ⊗⊕Z  adalah suatu 

seminearring kanan. 

 

Langkah berikutnya akan ditunjukkan bahwa ),,( 6 ⊗⊕Z  merupakan 

left weakly regular seminearring. 

 

Ambil sebarang 6Za ∈ . Akan dibuktikan bahwa 
2

6 )( aZa ⊗∈  

a. Jika cba <<  maka: )()( acabaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈ . Untuk setiap 6, Zcb ∈  

b. Jika acb <<  maka: )()( aaaaaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈ . 

c. Jika bca <<  maka: )()( acabaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈ . Untuk setiap 6, Zcb ∈  
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d. Jika abc << maka: )()( aaaaaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈  

e. Jika cab << maka: )()( acacaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈ . Untuk setiap 6Zc∈  

f. Jika bac <<  maka: )()( ababaaa ⊗⊗⊗=⊗=  

 Jadi 
2

6 )( aZa ⊗∈ . Untuk setiap 6Zb∈  

 

Jadi terbukti bahwa ),,( 6 ⊗⊕Z  merupakan suatu left weakly regular 

seminearring.       � 

 

Pada Teorema 3.2.4 berikut ini akan dibuktikan bahwa jika S adalah 

left weakly regular seminearring maka setiap ideal kiri pada S adalah 

ideal idempotent (I
2
=I). Begitu juga sebaliknya, misalkan S adalah 

seminearring kanan. Jika setiap ideal kiri pada S adalah ideal 

idempotent maka S adalah left weakly regular seminearring. Dimana 

},{)( 2
StsxxtsSx ii

finite

ii ∈= ∑ dan },{2
IjijiI kk

finite

kk ∈= ∑ . 

 

Teorema 3.2.4 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S merupakan seminearring kanan. Maka pernyataan berikut 

adalah ekivalen 

1. S adalah  left weakly regular seminearring 

2. Setiap ideal kiri dari S adalah idempotent ( yaitu A
2
 = A untuk 

setiap A ideal kiri pada S ) 

 

Bukti : )2()1( ⇒  Ambil sebarang J ideal kiri pada S. Akan 

dibuktikan J idempotent pada S atau J = J
2
. Pertama-tama akan 

ditunjukkan bahwa 
2

J J⊆ . Ambil sebarang 
2

x J∈ . Akan 

dibuktikan Jx ∈ . Karena 
2

x J∈  maka ∑=
finite

ii bax  dimana 

Jba ii ∈, . Sedangkan diketahui bahwa J adalah ideal kiri pada S 

sehingga untuk setiap Jba ii ∈,  maka Jxba
finite

ii ∈=∑ . Jadi 

terbukti bahwa 
2

J J⊆ . 
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Langkah berikutnya akan dibuktikan bahwa 
2

J J⊆ . Ambil 

sebarang x J∈ .  Akan dibuktikan bahwa 
2

Jx ∈ . Karena J adalah 

ideal kiri pada S maka SJ ⊆ . Sehingga x S∈ . Karena S adalah left 

weakly regular seminearring maka 
2)(Sxx∈ . Akan ditunjukkan 

bahwa 
22)( JSx ⊆ . Sehingga akan dibuktikan bahwa 

2
Jx ∈ . 

Karena 
2)(Sxx ∈ maka ∑=

finite

ii xtxrx ))((  dimana Str ii ∈, . Karena 

J merupakan ideal kiri pada S maka Jxtxr ii ∈, . Sehingga 

2))(( Jxxtxr
finite

ii ∈=∑ . Jadi terbukti bahwa 
22)( JSx ⊆ . Karena 

2)(Sxx ∈  maka 
2

x J∈  

 )1()2( ⇒  Diketahui bahwa setiap ideal kiri pada 

seminearring kanan adalah idempotent. Akan dibuktikan bahwa S 

adalah left weakly regular seminearring.  

Ambil sebarang Sx ∈ . Akan dibuktikan 
2)(Sxx∈ . Jika x S∈  

maka Sxx ∈ . Dimana Sx adalah ideal kiri yang dibangun oleh x. Sx 

adalah ideal kiri pada ring S. Karena setiap ideal kiri pada S adalah 

idempotent maka 
2( )Sx Sx= . 

Jadi terbukti bahwa 
2( )x Sx∈ .      � 

 

 Pada proposisi 3.2.5 berikut ini akan dibuktikan bahwa jika 

Sa ∈   maka SaS  adalah ideal dua sisi pada S yang dibangun oleh a 

dan akan ditunjukkan bahwa SaSa ∈ , dimana S adalah 

distributively generated seminearing dan },{ StsatsSaS ii

finite

ii ∈= ∑  

(Shabir dan Ahmed, 2007). 

 

Proposisi 3.2.5 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah distributively generated seminearring.  Jika  

Sz ∈  maka SzS  adalah ideal dua sisi pada S yang dibangun oleh z.  

 

Bukti: 1). Ambil sebarang SzSba ∈, . Akan dibuktikan 

SzSba ∈+ . 
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Jika SzSa ∈  maka i

finite

i tzsa ∑=  untuk setiap Sts ii ∈,  

Jika SzSb∈  maka '' i

finite

i ztsb ∑=  untuk setiap Sts ii ∈','  

a+b 









+= ∑∑

finite

ii

finite

ii ztszts ''  

 

 ''...''''... 22112211 nnnn ztsztsztsztsztszts +++++++=  

Misalkan  1111 '' ++= nn ztszts  

   2222 '' ++= nn ztszts  
    

•

•

•
 

   nnnnnn ztszts ++='' ,  maka: 

a+b nnnnnnnn ztsztsztsztsztszts 2222112211 ...... +++++++= ++++  

a+b= SzSzts
finite

ii ∈∑  

 2). Ambil sebarang SrSzSa ∈∈ , . Akan dibuktikan bahwa 

SzSar ∈  dan SzSra ∈ . 

Karena SzSa ∈ maka tsza
finite

∑=  untuk setiap Sts ∈,  

       ar rzts
finite

ii 









= ∑  

  rztsztszts nn )...( 2211 +++=  

  )...( 2211 rztsrztsrzts nn+++=  

Karena seminearring kanan, maka elemen-elemennya tertutup 

terhadap operasi pergandaan sehingga:  

Surturturt nn ∈=== ,...,, 2211  maka 

    ar )...( 2211 nn zuszuszus +++=  

 SzSzus
finite

ii ∈= ∑  

 Langkah berikutnya akan ditunjukkan bahwa SzSra ∈ . 

Karena seminearring kanan hanya memenuhi hukum distributif 
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kanan sehingga untuk setiap Scba ∈,,  maka acabcba +≠+ )( . 

Berdasarkan pernyataan tersebut maka untuk membuktikan bahwa 

SzSra ∈  perlu digunakan sifat distributively generated. Diketahui 

bahwa S adalah distributively generated maka terdapat subsemigrup 

D terhadap operasi perkalian yang elemen-elemennya adalah  elemen 

distributif (distributif kiri) dan membangun ),( +S , misalkan 

Dddd n ∈,...,, 21  maka ndddr +++= ...21  

ra 









+++= ∑ tszddd

finite

n )...( 21  

 









++










+









= ∑∑∑

finite

n

finitefinite

sztdsztdsztd ...21  

 

+++++++= )...()...( 2211222111 nnnn ztsztsztsdztsztsztsd

…+ )...( 2211 nnn ztsztsztsd +++  

 ++++++= 2221121221111 ()...( ztsdztsdztsdztsdztsd nn
 

 …+ )...(...) 22112 nnnnnnn ztsdztsdztsdztsd +++++  

Karena seminearring kanan, maka elemen-elemennya tertutup 

terhadap operasi pergandaan sehingga: 

Ssdsdsdsdsdsdsdsdsd nnnnnn ∈,...,,,,...,,,,...,, 212221212111  

Misalkan : nn jsdjsdjsd === 1221111 ,...,,   

  nn ksdksdksd === 2222112 ,...,,   
    

•

•

•
 

  nnnnn msdmsdmsd === ,...,, 2211  maka: 

)(...)()()(...)()( 222112211 ztkztkztkztjztjztjra nnn +++++++=

 +…+ )(...)()( 22211 ztmztmztm n+++  

...)...()...( 22221111 ++++++++= ztmkjztmkjra  

 nnnn ztmkj )...( ++++  

Misalkan:  1111 ... cmkj =+++  

   2222 ... cmkj =+++  
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•

•

•
 

  nnnn cmkj =+++ ...  

Maka : nn ztcztcztcra +++= ...2211  

 SzSztcra
n

k

kk ∈=∑
=1

 

 Jadi terbukti bahwa SzS adalah ideal dua sisi pada S yang 

dibangun oleh z. Karena seminearring kanan memiliki elemen 

identitas terhadap operasi perkalian maka SzSz ∈ . Jika dimisalkan I 

adalah ideal dua sisi yang memuat z maka Iszt ∈  untuk setiap 

Its ∈, . Sehingga mengakibatkan Izts
finite

ii ∈∑ . Karena Izts
finite

ii ∈∑  

maka ISzS ⊆ .        � 

 

 Pada Teorema 3.2.4 diketahui bahwa jika S adalah 

seminearring kanan maka pernyataan (1) dan (2) ekivalen, yaitu S 

adalah left weakly regular seminearring jika dan hanya jika setiap 

ideal kiri pada S adalah idempotent. Teorema tersebut juga berlaku 

jika S adalah distributively generated seminearring. Selain teorema 

tersebut, dalam distributively generated seminearring juga berlaku 

pernyataan bahwa irisan ideal kiri dan ideal dua sisi sama dengan 

perkalian keduanya. Dan pernyataan tersebut tidak berlaku jika S 

adalah seminearring kanan. 

 

Teorema 3.2.6 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah distributively generated seminearring. Maka 

pernyataan berikut ekivalen 

1. S adalah left weakly regular 

2. Setiap ideal kiri pada S adalah idempotent 

3. Untuk setiap ideal dua sisi I pada S maka berlaku J I IJ=I , J 

adalah ideal kiri pada S 

 

Bukti : )2()1( ⇒  (sesuai dengan Teorema 3.2.4) 

 )3()2( ⇒ Diketahui bahwa I adalah ideal dua sisi pada S 

dan J adalah ideal kiri pada S. Akan ditunjukkan bahwa J I IJ=I  
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a) akan dibuktikan bahwa IJIJ I⊆ . Untuk hal ini akan 

ditunjukkan bahwa  dan IJ J IJ I⊆ ⊆  

i) Ambil sebarang IJx ∈ . Akan dibuktikan x J∈ . Karena 

x IJ∈  maka ∑=
finite

ii jix . 

 nn jijijix +++= ...2211  dimana Iiii n ∈,...,, 21  dan 

Jjjj n ∈,...,, 21  

Karena Iiii n ∈,...,, 21  dan SI ⊆   maka jelas bahwa 

Siii n ∈,...,, 21 . Selanjutnya karena J merupakan ideal kiri 

pada S maka berlaku: 

Jjijijijix
finite

iinn ∈=+++= ∑...2211 . Sehingga terbukti 

bahwa IJ J⊆  
ii) Ambil sebarang IJx ∈ . Akan dibuktikan Ix ∈ . Karena 

x IJ∈  maka  ∑=
finite

ii jix . 

 nn jijijix +++= ...2211  dimana Iiii n ∈,...,, 21  dan 

Jjjj n ∈,...,, 21  

 

 Karena Jjjj n ∈,...,, 21  dan SJ ⊆  maka jelas bahwa 

 Sjjj n ∈,...,, 21  

 Karena I merupakan ideal dua sisi pada S maka berlaku: 

Ijijijijix
finite

iinn ∈=+++= ∑...2211 . Sehingga terbukti 

bahwa IJ I⊆  

Dari  i) dan ii) maka terbukti bahwa  IJ J I⊆ I  
b) IJIJ ⊆I  

 Ambil sebarang x J I∈ I . Akan dibuktikan x IJ∈  

Jika x J I∈ I  maka   dan x J x I∈ ∈ . Karena Sx adalah ideal 

kiri yang dibangun oleh x maka Sxx ∈ . Dari pernyataan (2) 

diketahui bahwa setiap ideal kiri dari S adalah idempotent maka 
2)(SxSxx =∈  sehingga ∑ ∑== xxtrxtxrx iiii ))(())(( . 
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Karena Ix ∈  dan I adalah ideal dua sisi maka ∑ ∈
finite

ii Ixtr . 

Sehingga ∑ ∑ ∈== IJxxtrxtxrx iiii ))(())(( , untuk setiap 

IJx I∈ . Jadi didapat IJIJ ⊆I . 

Dari a) dan b) diperoleh bahwa IJIJ =I . 

 )1()3( ⇒  Ambil sebarang Sx ∈ . Akan dibuktikan 

2)(Sxx ∈ . Karena Sx ∈  maka Sxx ∈ , dimana Sx adalah ideal kiri 

yang dibangun oleh x. Dari Proposisi 3.2.6 diketahui bahwa SxS 

adalah ideal dua sisi pada distributively generated seminearring, 

dengan menggunakan pernyataan (3) diperoleh: 

))(( SxSxSSxSSx =I  

Akan ditunjukkan bahwa 
2)())(( SxSxSxS =   

1.  Akan ditunjukkan bahwa 
2)())(( SxSxSxS ⊆ . Ambil sebarang 

))(( SxSxSx ∈ . Akan dibuktikan bahwa 
2)(Sxx ∈ . Karena 

))(( SxSxSx ∈  maka ))(( rxtxsx i

finite

i∑=  dimana Srts ii ∈,, .  

x rxxtsxtsxts nn )...( 2211 +++=  

 rxxtsrxxtsrxxts nn+++= ...2211  

Diketahui bahwa S adalah seminearring kanan, maka: 

Surturturt nn ∈=== ,...,, 2211  sehingga:  

x 
2

2211 )()(... Sxxxusxxusxxusxxus
finite

iinn ∈=+++= ∑  

jadi terbukti bahwa 
2)())(( SxSxSxS ⊆  

2. Langkah berikutnya akan ditunjukkan ))(()( 2 SxSxSSx ⊆ . 

Ambil sebarang 
2)(Sxx ∈ . Akan dibuktikan bahwa 

))(( SxSxSx ∈ . 

Karena 
2)(Sxx ∈  maka ∑=

finite

ii xxtsx  dimana Sts ii ∈,  

x )...( 2211 xxtsxxtsxxts nn+++=  

Karena St ∈  maka terdapat Se ∈  sedemikian sehingga  

tet = dimana e adalah elemen identitas terhadap operasi 

perkalian. Dari pernyataan tersebut maka: 
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x )...( 2211 exxtsexxtsexxts nn+++=  

x exxtsxtsxts nn )...( 2211 +++=  

x ∑ ∈=
finite

ii SxSxSesxts ))(()(  

Dari 1) dan 2) maka terbukti bahwa 
2)())(( SxSxSxS =  sehingga 

2)(SxSxSSx =I . Karena SxSSxx I∈  maka jelas bahwa 

2)(Sxx ∈  sehingga membuktikan bahwa S adalah left weakly 

regular seminearring.          � 

 

 Pada Proposisi dibawah ini akan dibuktikan bahwa setiap 

ideal dua sisi pada left weakly regular seminearring juga merupakan 

left weakly regular seminearring. Sehingga jika terdapat ideal kiri 

yang merupakan himpunan bagian dari ideal dua sisi tersebut, maka 

ideal kirinya adalah ideal idempotent ( sifat ke-idempotentan Ideal 

pada left weakly regular seminearring dibuktikan pada Teorema 

3.2.4 ). 

 

Proposisi 3.2.7 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Setiap ideal dari left weakly regular seminearring adalah left weakly 

regular seminearring 

 

Bukti : Misalkan S adalah left weakly regular seminearring. Ambil 

sebarang  J  ideal dua sisi pada S. Akan dibuktikan bahwa J adalah 

left weakly regular seminearring. 

Ambil sebarang Jx ∈ . Akan dibuktikan bahwa 
2)(Jxx ∈ . 

Diketahui Jx ∈  maka Jx  adalah suatu ideal kiri dari S karena: 

1. Ambil sebarang Jxba ∈, . Akan dibuktikan Jxba ∈+ . 

 Karena Jxba ∈,  maka xja 1=  dan xjb 2=  dimana 

Jjj ∈21, . Jxxjjxjxjba ∈+=+=+ )( 2121  

2. Ambil sebarang Jxa ∈ dan Sr ∈ . Akan dibuktikan Jxra ∈ . 

Karena Jxa ∈  maka xja 1= .    

Jxxjxrjxjrra n ∈=== )()( 11 , dimana Jjn ∈ . 

Karena S adalah left weakly regular seminearring dan  Jx adalah 

ideal kiri pada S maka 
2)(JxJx = (berdasarkan Teorema 3.2.4). 
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Karena x J∈  dan J S⊆  maka jelas bahwa x S∈ . Diketahui 

bahwa S adalah left weakly regular seminearring maka 
2( )x Sx∈ , 

sehingga 

x xtxs i

finite

i∑=  

 )...( 2211 xxtsxxtsxxts nn+++=  

 Jxxxtsxtsxts nn ∈+++= )...( 2211  

Karena x Jx∈  dan 
2( )Jx Jx=  maka 

2( )x Jx∈  

Dengan demikian maka J adalah left weakly regular seminearring. � 

 

Proposisi 3.2.8 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah distributively generated left weakly regular 

seminearring. Misalkan P adalah suatu ideal pada S maka pernyataan 

berikut ini ekivalen: 

1 I J P=I  maka I P=  atau J P=    I,J sebarang ideal di S 

2  atau I J P I P J P⊆ ⇒ ⊆ ⊆I  

3 PaPba ∈⇒⊆I  atau Pb ∈  untuk Sba ∈,  

 

Bukti: )2()1( ⇒ Ambil sebarang I,J ideal pada S. Dari pernyataan 

(1) maka berlaku bahwa jika I J P=I  maka I P=  atau J P= . 

Misalkan I J P⊆I  akan dibuktikan I P⊆  atau J P⊆ . 

Diketahui bahwa I J P=I  maka I J P⊆I  dan P I J⊆ I . 

P I J= I  

( ) ( )P I J I J= I U I  

( )P I J P= I U  

( ) ( )P I P J P= U I U  

Karena ( ) ( )P I P J P= U I U  maka PPI =U  atau PPJ =U  

Karena PPI =U  maka I P⊆  atau karena PPJ =U  maka 

PJ ⊆ . Jadi terbukti bahwa I P⊆  atau J P⊆ . 

 )3()2( ⇒ Ambil sebarang I, J ideal pada S, dari pernyataan 

2 maka didapat bahwa  atau I J P I P J P⊆ ⇒ ⊆ ⊆I . 
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Misalkan Pba ⊆I  maka akan dibuktikan bahwa a P∈  atau 

b P∈ . Dimana a adalah ideal dua sisi yang dibangun oleh a dan 

b  adalah ideal yang dibangun oleh b. Akan dimisalkan bahwa 

Ia = dan Jb = . Dari pernyataan (2) jika Pba ⊆I   maka 

Pa ⊆  atau Pb ⊆ . Karena seminearring kanan memiliki 

elemen identitas terhadap operasi perkalian maka aa ∈  dan 

bb∈ . Karena Pa ⊆  dan aa ∈ maka jelas bahwa a P∈  . 

Atau karena Pb ⊆  dan bb ∈ maka jelas bahwa b P∈ . Jadi 

terbukti bahwa a P∈  atau b P∈ . 

 )1()3( ⇒ Misalkan I J P=I  maka akan dibuktikan 

bahwa I P=  atau J P= , dimana I,J adalah ideal pada S. Untuk 

setiap Ia ∈  dan Jb ∈ . Dari pernyataan (3) maka didapat bahwa 

PaPba ∈⇒⊆I  atau Pb∈ . Dimana a adalah ideal dua 

sisi yang dibangun oleh  a dan b  adalah ideal dua sisi yang 

dibangun oleh b. Diketahui bahwa Ia ∈  dan Pa ∈  atau Jb ∈  dan 

Pb∈ . Karena berlaku untuk setiap, maka PI =  atau PJ = .      � 

 

3.3 Left Pure Ideal dan Left Pure Left Ideal 

 
Left pure ideal dan left pure left ideal merupakan suatu ideal yang 

memenuhi syarat-syarat tertentu. Misalkan S adalah distributively 

generated seminearring, jika setiap ideal dua sisi dalam S adalah left 

pure ideal maka S adalah left weakly regular seminearring. Begitu 

juga sebaliknya, jika S adalah distributively generated left weakly 

regular seminearrring maka setiap ideal dua sisi pada S adalah left 

pure ideal (dibuktikan dalam Proposisi 3.3.2). Berikut ini akan 

diberikan definisi dari left pure ideal dan left pure left ideal. 
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Definisi 3.3.1 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Ideal dua sisi I pada seminearring kanan dikatakan left pure ideal 

jika untuk setiap Ix ∈  terdapat Iy ∈  sedemikian sehingga x=yx. 

Dengan kata lain, I adalah left pure ideal jika dan hanya jika 

persamaan a=xa memiliki solusi di I. 

 

Sedangkan yang dimaksud dengan left pure left ideal adalah ideal 

kiri J yang untuk setiap Jx ∈  terdapat Jy ∈  sedemikian sehingga 

x=yx. Atau dengan kata lain, J adalah lef pure left ideal jika dan 

hanya jika persamaan a=xa memiliki solusi di J, untuk setiap Ja ∈  

(Ahsan dan Thaheem, 1989).  

 

Proposisi 3.3.2 (Shabir dan Ahmed, 2007) 

Misalkan S adalah Distributively generated seminearring. S adalah 

left weakly regular seminearring jika dan hanya jika setiap ideal I 

pada S adalah left pure ideal 

 

Bukti: )(⇒  Ambil sebarang I adalah ideal dua sisi pada 

seminearring kanan. Misalkan x I∈ , karena I S⊆  maka x S∈ . 

Diketahui bahwa S adalah left weakly regular seminearring maka 
2( )x Sx∈  sehingga 

x ∑=
finite

ii xxts )(  

 )...( 2211 xxtsxxtsxxts nn+++=  

 xxtsxtsxts nn )...( 2211 +++=  

 xxts
finite

ii∑= )(  

Dimisalkan ∑=
finite

ii xtsy )( , karena I adalah ideal dua sisi yang 

memuat x maka  Ixtsy
finite

ii ∈= ∑ )( , sehingga yxx = . 

Jadi terbukti bahwa I adalah left pure ideal karena untuk setiap 

Ix ∈  terdapat Iy ∈  sedemikian sehingga x=yx. 

   )(⇐  Diketahui bahwa setiap ideal dua 

sisi pada distributively generated seminearring  adalah left pure 
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ideal. Ambil sebarang Sa ∈  akan dibuktikan bahwa 
2)(Saa ∈  . 

Karena  Sa ∈  maka SaS  adalah ideal dua sisi yang dibangun oleh 

a ( sesuai dengan Proposisi 3.2.5 ) dan karena seminearring kanan 

memiliki elemen identitas terhadap operasi perkalian maka 

SaSa ∈ . Diketahui bahwa SaS  adalah ideal dua sisi maka untuk 

setiap SaSa ∈  terdapat SaSx ∈  sedemikian sehingga xaa = . 

Karena SaSa ∈  maka ∑=
finite

iiatsa  dimana Sts ii ∈,  sehingga : 

       a aats
finite

ii )(∑=  

 aatsatsats nn )...( 2211 +++=  

 )...( 2211 aatsaatsaats nn+++= \ 

 
2)()( Saaats

finite

ii ∈= ∑  

Jadi terbukti bahwa S adalah left weakly regular seminearring.    � 

 
Corollary 3.3.3 ( Ahsan dan Thaheem, 1989) 

Jika I adalah left pure ideal pada seminearring kanan maka I=I
2
 

 

Bukti : (1) Pertama-tama akan dibuktikan bahwa 
2

II ⊆ . Ambil 

sebarang Ix ∈ . Akan dibuktikan 
2

Ix ∈ . Diketahui bahwa I adalah 

left pure ideal, maka untuk setiap Ix ∈  terdapat Iy ∈  sedemikian 

sehingga 
2Iyxx ∈= .  

   (2) Langkah berikutnya akan dibuktikan 

bahwa II ⊆2
. Ambil sebarang 

2
Ix ∈ . Akan dibuktikan bahwa 

Ix ∈ .  Karena 
2

Ix ∈  maka abx = , dimana Iba ∈, . Karena I 

adalah ideal maka Iabx ∈=  (sifat ketertutupan). Dari (1) dan (2) 

maka terbukti bahwa I=I
2
.      � 

 

Lemma 3.3.4 (Ahsan dan Thaheem, 1989) 

Jika I1 dan I2 adalah left pure ideal pada seminearring kanan maka 

21 II I  adalah left pure ideal. 
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Bukti : Ambil sebarang 21 IIx I∈ . Akan dibuktikan bahwa 

21 IIy I∈ , sedemikian sehingga yxx = . Karena 21 IIx I∈  

maka 1Ix ∈  dan 2Ix ∈ . Diketahui bahwa I1 dan I2 adalah left pure 

ideal maka terdapat 11 Iy ∈  sedemikian sehingga xyx 1=  dan 

terdapat 22 Iy ∈  sedemikian sehingga xyx 2= . Dari pernyataan 

tersebut maka diperoleh xyxyx 21 ==  dengan menggunakan 

hukum kanselasi kanan maka 21 yy =  sehingga 21 Iy ∈ . Karena 

11 Iy ∈  dan 21 Iy ∈  maka 211 IIy I∈  sedemikian sehingga 

xyx 1= . Jadi terbukti bahwa 21 II I  adalah left pure ideal.           � 

 

 Bagan yang menunjukkan perkembangan dari definisi yang 

satu menjadi definisi yang lain, serta hubungan definisi dengan 

pembuktian (teorema, proposisi dan lemma) terlampir dalam 

lampiran (Halaman 51). Selain itu akan diperlihatkan bagaimana 

hubungan antara pembuktian yang satu dengan  pembuktian yang 

lain, dalam artian bahwa pembuktian sebelumnya digunakan untuk 

membuktikan pembuktian berikutnya. 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 

4.1 Kesimpulan 

 
Dari hasil pembahasan di atas dapat diambil kesimpulan: 

1. Setiap  ideal dua sisi pada left weakly regular seminearring  

adalah suatu left weakly regular seminearring 

2. Setiap  ideal kiri pada left weakly regular seminearring  adalah 

ideal idempotent 

3. Jika S adalah distributively generated left weakly regular 

seminearring maka setiap ideal dua sisi pada S adalah left pure 

ideal. 
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