
 i

 

QUASI-IDEAL DALAM Γ -SEMIRING 
 

 

 

 

SKRIPSI 
 

 

 

 

Oleh  : 

MOKHAMAD HARIS 

0410940034-94 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
PROGRAM STUDI MATEMATIKA 

JURUSAN MATEMATIKA 
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS BRAWIJAYA 

MALANG 

2008 
 

 

 



 ii

 

QUASI-IDEAL DALAM Γ -SEMIRING 
 

 

 

SKRIPSI 

 

 

Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar  

Sarjana Sains dalam bidang Matematika 
 

 

 

Oleh  : 

MOKHAMAD HARIS 

0410940034-94 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
PROGRAM STUDI MATEMATIKA 

JURUSAN MATEMATIKA 

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS BRAWIJAYA 

MALANG 

2008 

 



 iii

 

LEMBAR PENGESAHAN SKRIPSI 

 

 

QUASI-IDEAL DALAM Γ -SEMIRING 

 

 

 

Oleh : 

MOKHAMAD HARIS 

0410940034-94 

 

 

Setelah dipertahankan di depan Majelis Penguji 

pada tanggal 28 Juli 2008 

dan dinyatakan memenuhi syarat untuk memperoleh gelar 

Sarjana Sains dalam bidang matematika 

 

 

  

                  Pembimbing I                                   Pembimbing II 

 

 

 

          Dra. Ari Andari, MS               Drs. M. Muslikh, M.Si 

               NIP. 131 652 679                         NIP. 131 871 740

                              

 

 

Mengetahui, 

Ketua Jurusan Matematika 

Fakultas MIPA Universitas Brawijaya 

 

 
 

 

Dr. Agus Suryanto, M.Sc   

NIP. 132 126 049 

 

 



 iv

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 v

 

LEMBAR PERNYATAAN 

Saya yang bertanda tangan di bawah ini : 

Nama                                  : MOKHAMAD HARIS 

NIM                                         : 0410940034 

Jurusan                              : MATEMATIKA 

Penulis Skripsi berjudul  : QUASI-IDEAL DALAM Γ - 

:.SEMIRING 

 

 

Dengan ini menyatakan bahwa :  

1. Isi Skripsi yang saya buat adalah benar-benar karya sendiri 

dan tidak menjiplak karya orang lain, selain nama-nama 

yang termaktub di dalam isi dan tertulis di daftar pustaka 

dalam Skripsi ini. 

2. Apabila di kemudian hari ternyata Skripsi yang saya tulis 

terbukti hasil jiplakan, maka saya bersedia menanggung 

segala resiko yang akan saya terima.  

 

Demikian pernyataan ini dibuat dengan segala kesadaran.  

 

 

 

 

 

Malang, 28 Juli 2008 

Yang menyatakan, 

 

 

 

(Mokhamad Haris) 

NIM. 0410940034 

 

 

 



 vi

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 vii

 

 

QUASI-IDEAL DALAM Γ -SEMIRING 

 

 

ABSTRAK 

 
Konsep tentang quasi-ideal, yang pada mulanya hanya 

diperkenalkan dalam ring dan semigrup, telah mengalami 

perkembangan menjadi quasi-ideal dalam semiring dan Γ -semigrup. 

Dalam Skripsi ini diperkenalkan bentuk baru dari quasi-ideal, yaitu 

quasi-ideal dalam Γ -semiring. Γ -semiring merupakan generalisasi 
dari semiring, di mana sifat-sifat (aksioma-aksioma) yang berlaku 

pada semiring tetap dipertahankan dalam Γ -semiring. Quasi-ideal 

dalam Γ -semiring merupakan subsemigrup terhadap penjumlahan 

dari Γ -semiring dan sekaligus irisan dari ideal kiri dan ideal kanan 
dalam Γ -semiring tersebut. 

 

Kata kunci : Γ -semiring, quasi-ideal. 
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QUASI-IDEALS IN Γ -SEMIRINGS 

 

 

ABSTRACT 

 

Concept of quasi-ideal, which is previously introduced only 

in ring and semigroup, has been developed into quasi-ideal in 

semiring and Γ -semigroup. This final project introduces a new form 

of quasi-ideal i.e. quasi-ideal in Γ -semiring. Γ -semiring is a 

generalization of semiring, where the properties or axioms valid in 
semiring are kept valid in Γ -semiring. Quasi-ideal in Γ -semiring is 

both additive subsemigroup of Γ -semiring and intersection of left 

and right ideal in that Γ -semiring. 

 
Keywords : Γ -semirings, quasi-ideals. 
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qX )(   : Quasi-ideal terkecil dalam Γ -semiring yang   

memuat X  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu 

operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang 

menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi ring. Di 
dalam ring, terdapat subring dan ideal. Ideal dibedakan atas dua 

macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal memenuhi 

kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal dua sisi, atau 

cukup disebut dengan ideal. Struktur aljabar yang lebih lemah 

daripada ring dinamakan semiring. Definisi semiring hampir sama 
dengan ring, hanya saja terdapat sedikit perbedaan pada aksioma 

yang harus dipenuhi. 

Dari beberapa konsep dasar di atas, bentuk–bentuk struktur 

aljabar terus mengalami perkembangan. Konsep tentang semigrup 

dan semiring, masing-masing berkembang menjadi Γ -semigrup  dan 
Γ -semiring. Seperti halnya Γ -semigrup yang merupakan 

generalisasi dari semigrup, Γ -semiring juga merupakan perluasan 
dari semiring, di mana sifat-sifat (aksioma-aksioma) yang berlaku 

pada semiring tetap dipertahankan dalam Γ -semiring. Sementara itu, 
konsep tentang quasi-ideal, yang pada mulanya ditemukan terdapat 

dalam ring oleh Otto Steinfeld pada tahun 1953, juga terus 

mengalami perkembangan. Pada tahun 1956, Steinfeld kembali 

mengemukakan konsep quasi-ideal dalam semigrup. Selanjutnya, 

pada tahun 2004 M. Shabir dkk memperkenalkan quasi-ideal dalam 
semiring, yang kemudian dilanjtkan oleh R. Chinram yang 

menjabarkan quasi-ideal dalam Γ -semigrup. 
Oleh karena itu, dalam skripsi ini diperkenalkan bentuk baru 

dari quasi-ideal, yaitu quasi-ideal dalam Γ -semiring. 
 

1.2 Rumusan Masalah 

 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang 

akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi quasi-ideal 

dalam Γ -semiring dan apa saja teorema–teorema yang berkaitan 
dengan quasi-ideal dalam Γ -semiring, beserta bukti–buktinya. 
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1.3 Batasan Masalah 

 

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas dibatasi 

hanya pada definisi–definisi dan teorema–teorema dari quasi-ideal 

dalam Γ -semiring, beserta bukti–buktinya, dan tidak dibandingkan 
dengan bentuk–bentuk aljabar abstrak yang lain. 

 

1.4 Tujuan 

 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah memaparkan beberapa 

definisi, serta membuktikan teorema–teorema yang berhubungan 

dengan quasi-ideal dalam Γ -semiring. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk 

membantu memahami permasalahan yang akan dibahas dan juga 

digunakan sebagai acuan dalam pembahasan. 

 

2.1 Grup dan Semigrup 

 

Definisi 2.1.1 Operasi Biner (Dummit dan Foote, 2002) 

Suatu operasi biner ∗  atas suatu himpunan tak kosong G  adalah 

suatu fungsi GGG           :  →×∗ . Untuk sebarang Gba    , ∈ , ditulis 

ba   ∗  untuk ) ,( ba∗ . 

 

Definisi 2.1.2 Grup (Dummit dan Foote, 2002) 

Suatu grup adalah suatu pasangan terurut ) ,( ∗G , di mana G  adalah 

suatu himpunan tak kosong dan ∗  adalah suatu operasi biner atas G  

yang memenuhi aksioma–aksioma: 

1. tertutup: GbaGba          , ∈∗⇒∈∀ ; 

2. asosiatif: cbacbaGcba   )  (  )  (       , , ∗∗=∗∗⇒∈∀ ; 

3. untuk setiap Ga   ∈  terdapat elemen identitas Ge   ∈  

sedemikian sehingga aaeea         =∗=∗ ; 

4. untuk masing–masing Ga   ∈  terdapat elemen invers 

Ga   1∈−
 sedemikian sehingga eaaaa         11 =∗=∗ −−

. 

 

Grup ) ,( ∗G  dikatakan abelian (komutatif) jika abba       ∗=∗ , 

Gba    , ∈∀ . 

 

Definisi 2.1.3 Subgrup (Dummit dan Foote, 2002) 

Misalkan H  subset tak kosong dari suatu grup G . Himpunan H  

disebut subgrup dari G  jika H  membentuk grup terhadap operasi 

yang sama dengan operasi di dalam G . 
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Definisi 2.1.4 Semigrup (Lallement, 1979) 

Misalkan M  himpunan tak kosong dan ∗  merupakan operasi biner 
pada M . ) ,( ∗M  disebut semigrup jika M  terhadap operasi ∗  
memenuhi tertutup dan asosiatif. 

 

Definisi 2.1.5 Semigrup Komutatif (Lallement, 1979)  

Suatu semigrup M  dikatakan semigrup komutatif jika M  bersifat 

komutatif terhadap operasi di dalamnya. 

 

Definisi 2.1.6 Subsemigrup (Lallement, 1979) 

Misalkan N  subset tak kosong dari suatu semigrup M . Himpunan 

N  disebut subsemigrup dari M  jika N  membentuk semigrup 

terhadap operasi yang sama dengan operasi di dalam M . 

 

2.2 Ring dan Semiring 

 

Definisi 2.2.1 Ring (Dummit dan Foote, 2002) 

Suatu himpunan tak kosong R  dengan dua operasi biner, yaitu 

penjumlahan (+) dan pergandaan )(⋅ dikatakan ring jika: 
1. ) ,( +R  membentuk grup komutatif; 

2. ) ,( ⋅R  membentuk semigrup; 

3. ) , ,( ⋅+R  memenuhi hukum distributif, yaitu 

cabacba         )  (  ⋅+⋅=+⋅  dan cbcacba           )  ( ⋅+⋅=⋅+ , 

Rcba    , , ∈∀ . 

 

Definisi 2.2.2 Subring (Dummit dan Foote, 2002) 

Misalkan M  subset tak kosong dari suatu ring ) , ,( ⋅+R . M  disebut 

subring dari R  jika M  membentuk ring terhadap operasi 
penjumlahan dan pergandaan. 

 

Definisi 2.2.3 Semiring (Shabir dkk, 2004) 

Suatu himpunan tak kosong R  dengan dua operasi biner, yaitu 
penjumlahan (+) dan pergandaan )(⋅ dikatakan semiring jika: 
1. ) ,( +R  membentuk semigrup komutatif; 

2. ) ,( ⋅R  membentuk semigrup; 
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3. ) , ,( ⋅+R  memenuhi hukum distributif, yaitu 

cabacba         )  (  ⋅+⋅=+⋅  dan cbcacba           )  ( ⋅+⋅=⋅+ , 

Rcba    , , ∈∀ . 

 
Definisi 2.2.4 Semiring Komutatif (Andhikari dan Sen, 2000) 

Suatu semiring R  disebut semiring komutatif jika R  terhadap 
operasi pergandaan memenuhi komutatif. 
 

Definisi 2.2.5 Ideal dalam Ring (Dummit dan Foote, 2002) 

Misalkan R  ring dan I  subset tak kosong dari R . Himpunan I  

disebut ideal kiri (kanan) dalam R  jika Iba     ∈−  dan Ira   ∈  

)  ( Iar∈ , Iba    , ∈∀  dan Rr    ∈∀ . Jika I  adalah ideal kiri dan ideal 

kanan dalam R , maka I  disebut ideal dua sisi dalam R , atau cukup 
disebut dengan ideal dalam R . 
 

Definisi 2.2.6 Ideal dalam Semiring (Shabir dkk, 2004) 

Misalkan R  semiring dan I  subset tak kosong dari R . Himpunan 

I  disebut ideal kiri (kanan) dalam R  jika Iba     ∈+  dan Ira   ∈  

)  ( Iar∈ , Iba    , ∈∀  dan Rr    ∈∀ . Jika I  adalah ideal kiri dan ideal 

kanan dalam R , maka I  disebut ideal dua sisi dalam R , atau cukup 
disebut dengan ideal dalam R . 
 

2.3 Γ -semigrup 

 

Definisi 2.3.1 Γ -semigrup (Sen dan Saha, 1986) 
Misalkan N  dan Γ  adalah himpunan tak kosong. Jika diberikan 
pemetaan NNN       →×Γ×  yang didefinisikan dengan 

baba γγ   ) , ,( a , maka N  disebut Γ -semigrup jika memenuhi 
)(  )( cbacba µγµγ = , Ncba    , , ∈∀   dan Γ∈∀    , µγ . 

 

Sebelum menjelaskan definisi berikutnya tentang Γ -
semigrup, perlu didefinisikan terlebih dulu notasi yang akan 

digunakan. Misalkan A  dan B  adalah subset tak kosong dari suatu 

Γ -semigrup N . Didefinisikan { }BbAabaBA    ,   ,      ∈Γ∈∈=Γ γγ . 
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Definisi 2.3.2 SubΓ -semigrup (Chinram dan Jirojkul, 2007) 
Suatu subset tak kosong A  dari Γ -semigrup N  dikatakan subΓ -
semigrup dari N  jika Aba   ∈γ , Aba    , ∈∀ , dan Γ∈∀    γ , atau 

dengan kata lain AAA   ⊆Γ . 

 

Contoh 2.3.1 

Misalkan [ ]1 ,0  =M , { }+∈=Γ Znn     1   , dan [ ]21 ,0  =K . Jika 

diberikan pemetaan MMM       →×Γ× , maka M  adalah Γ -
semigrup dan K  adalah subΓ -semigrup dari M . 
 

Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang Mba    , ∈  dan Γ∈  γ . Jadi 1    0 ≤≤ a , 

1    0 ≤≤ b , dan 1  0 ≤< γ , sehingga diperoleh 111    000 ⋅⋅≤≤⋅⋅ baγ  

atau 1    0 ≤≤ baγ . Dengan demikian, Mba   ∈γ . Selanjutnya, 

misalkan diberikan pula sebarang Mc   ∈  dan Γ∈  µ . Jadi 
m

1
  =γ  

dan 
n

1
  =µ , untuk suatu m  dan n  bilangan bulat positif, sehingga 

)(  )
1

(
1

  
1
)

1
(  )( cbac

n
b

m
ac

n
b

m
acba µγµγ === . Karena Mba   ∈γ  

dan )(  )( cbacba µγµγ = , terbukti M  adalah Γ -semigrup. 
Berikutnya, akan ditunjukkan K  adalah subΓ -semigrup dari M . 

Jelas K  adalah subset tak kosong dari M . Selanjutnya, misalkan 

diberikan sebarang Klk    , ∈ . Jadi 
2

1
    0 ≤≤ k  dan 

2

1
    0 ≤≤ l , sehingga 

2

1
1

2

1
    000 ⋅⋅≤≤⋅⋅ lkγ  atau 

2

1
  

4

1
    0 <≤≤ lkγ . Dengan demikian, 

Klk   ∈γ . Terbukti K  adalah subΓ -semigrup dari M .          � 

 

Lemma 2.3.1 (Chinram, 2006) 

Misalkan ) ,( ⋅N  adalah semigrup dan Γ  adalah sebarang himpunan 
tak kosong. Jika diberikan pemetaan NNN       →×Γ×  yang 
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didefinisikan dengan abba   =γ , Nba    , ∈∀ , dan Γ∈∀    γ , maka N  

adalah Γ -semigrup. 
 

Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang Ncba    , , ∈  dan Γ∈   , µγ . Maka 

cabcba µµγ )(  )( =      (definisi pemetaan) 

 )( cba µ=           (asosiatif) 

 )( bca=       (definisi pemetaan) 

 cab)( =           (asosiatif) 

 cba )( γ=       (definisi pemetaan) 

 )( bcaγ=           (asosiatif) 

 )( cba µγ=      (definisi pemetaan) 

Jadi, terbukti N  adalah Γ -semigrup.      � 

 

Definisi 2.3.3 Ideal dalam Γ -semigrup (Jun, 2003) 
Suatu subset tak kosong A  dari Γ -semigrup N  disebut ideal kiri 

(kanan) dalam N  jika )(   AnaAan ∈∈ γγ , Nn    ∈∀ , Γ∈∀    γ , dan 

Aa    ∈∀ , atau dengan kata lain )  (   ANAAAN ⊆Γ⊆Γ . Jika A  

ideal kiri dan ideal kanan dalam N , maka A  disebut ideal dua sisi 

dalam N , atau cukup disebut dengan ideal dalam N . 

 

2.4 Γ -semiring 

 

Definisi 2.4.1 Γ -semiring (Chinram, 2008) 
Misalkan S  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan dan 

Γ  adalah himpunan tak kosong. S  disebut Γ -semiring jika S  
adalah Γ -semigrup dan Scba    , , ∈∀ , dan Γ∈∀    α  berlaku: 

1. cabacba ααα     )  ( +=+ ; 

2. cbcacba ααα     )  ( +=+ . 

 

Definisi 2.4.2 Γ -semiring komutatif (Rao, 1995) 
Suatu Γ -semiring S  dikatakan komutatif jika abba αα   = , 

Sba    , ∈∀  dan Γ∈∀    α . 
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Contoh 2.4.1 

Misalkan ) ,( +×nmM  adalah semigrup dari matriks–matriks nm   ×  

atas himpunan bilangan bulat tak negatif dan ) ,( +Γ ×mn  adalah 

semigrup dari matriks–matriks mn   ×  atas himpunan yang sama. Jika 

diberikan pemetaan nmnmmnnm MMM ×××× →×Γ×        : ϕ , maka M  

adalah Γ -semiring. 
 

Bukti: 

Misalkan diberikan [ ] { }{ } 0        ∪∈= +
×× ZAAM ijnmnm  dan 

[ ] { }{ } 0        ∪∈=Γ +
×× Zijmnmn αα  adalah semigrup terhadap 

penjumlahan. Karena operasi penjumlahan pada matriks bersifat 

komutatif, jadi M  adalah semigrup komutatif. Selanjutnya, 

misalkan diberikan sebarang MCBA    , , ∈  dan Γ∈   , βα . Maka: 

1. [ ] [ ] [ ]∑
=

=
m

p

pjipij CBACBA
1

  )( βαβα  

[ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑
= ==

























=

m

p

m

r

rjpr

n

k

kpik CBA
1 11

 βα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑ ∑∑
= = ==









































=

m

p

m

r

rj

n

q

qrpq

n

k

kpik CBA
1 1 11

 βα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑∑
= = ==



























=

m

p

m

r

rj

n

q

qrpq

n

k

kpik CBA
1 1 11

 βα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑∑
= = = =









=

m

p

n

k

m

r

rj

n

q

qrpqkpik CBA
1 1 1 1

 βα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑∑∑
= = = =

=
m

p

n

k

m

r

rj

n

q

qrpqkpik CBA
1 1 1 1

 βα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑∑
= = = =









=

n

q

m

p

n

k

m

r

rjqrpqkpik CBA
1 1 1 1

 βα  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑ ∑
= == =

























=

n

q

m

r

rjqr

m

p

pq

n

k

kpik CBA
1 11 1

 βα  

[ ] [ ] [ ]∑ ∑
= =



















=

n

q

qj

m

p

pqip CBA
1 1

 βα  

[ ] [ ]∑
=

=
n

q

qjiq CBA
1

 βα  

[ ]
ijCBA βα )( =  

 

2. [ ] [ ] [ ]∑
=

+=+
m

p

pjipij
CBACBA

1

  )( αα  

 [ ] [ ] [ ]( )∑
=

+=
m

p

pjpjip CBA
1

 α  

 [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑
==

+=
m

p

pjip

m

p

pjip CABA
11

   αα  

 [ ] [ ]ijij CABA αα    +=  

 

3. [ ] [ ] [ ]∑
=

+=+
n

p

pjipij CBACBA
1

  )( αα  

 [ ] [ ]( )[ ]∑
=

+=
n

p

pjipip CBA
1

 α  

 [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑
==

+=
n

p

pjip

n

p

pjip CBCA
11

   αα  

 [ ] [ ]ijij CBCA αα    +=  

 

Dengan demikian, terbukti M  adalah Γ -semiring.    � 

 
Lemma 2.4.1 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring dan Γ  adalah sebarang himpunan tak 
kosong. Jika diberikan pemetaan SSS       →×Γ×  yang didefinisikan 
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dengan abba   =γ , Sba    , ∈∀ , dan Γ∈∀    γ , maka S  adalah Γ -
semiring. 

 

Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang Scba    , , ∈  dan Γ∈   , µγ . 

1. Jelas bahwa ) ,( +S  adalah semigrup komutatif, sebab S  adalah 

semiring. 

 

2. Dari definisi pemetaan jelas Sabba     ∈=γ . 

Selanjutnya, cabcba µµγ )(  )( =     (definisi pemetaan) 

)( cba µ=        (asosiatif) 

)( bca=     (definisi pemetaan) 

cab)( =        (asosiatif) 

cba )( γ=     (definisi pemetaan) 

)( bcaγ=        (asosiatif) 

)( cba µγ=     (definisi pemetaan) 

Karena Sba   ∈γ  dan )(  )( cbacba µγµγ = , terbukti S  adalah 

Γ -semigrup. 
 

3. )  (  )  ( cbacba +=+γ      (definisi pemetaan) 

acab   +=       (distributif) 

caba γγ    +=      (definisi pemetaan) 

acbacb )  (  )  ( +=+ γ      (definisi pemetaan) 

 caba    +=       (distributif) 

 acab γγ    +=      (definisi pemetaan) 

 

Dari ketiga bukti di atas, terbukti bahwa S  adalah Γ -semiring.   � 
 
Corollary 2.4.2 (Chinram, 2008) 

Jika R  adalah ring, Γ  adalah sebarang himpunan tak kosong dan 
didefinisikan pemetaan seperti pada Lemma 2.4.1, maka R  adalah 
Γ -semiring. 
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Bukti: 

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R  adalah semiring. Menurut 
Lemma 2.4.1, terbukti R  adalah Γ -semiring.        � 

 

Selanjutnya diasumsikan bahwa setiap Γ -semiring S  

mempunyai suatu Γ -absorbing zero, yaitu terdapat S  0∈  

sedemikian sehingga xxx     0  0  =+=+  dan 0  0  0 == γγ xx , Sx    ∈∀  

dan Γ∈∀    γ . 

Sebelum membahas lebih lanjut tentang Γ -semiring, perlu 
diberikan terlebih dulu notasi yang akan digunakan. Misalkan A  dan 

B  adalah subset tak kosong dari Γ -semiring S , dan Ν  adalah 
himpunan bilangan asli. Didefinisikan 

{ }BbAabaBA    ,          ∈∈+=+ , 









∈Γ∈∈=Γ ∑
=

BbAabaBA iii

n

i

iii    ,   ,      
1

γγ , 

dan 









∈Ν∈=Ν ∑
=

AapapA ii

n

i

ii    ,      
1

. 

 

Definisi 2.4.3 SubΓ -semiring (Chinram, 2008) 
Misalkan S  adalah Γ -semiring dan T  subset tak kosong dari S .  
T  disebut subΓ -semiring dari S  jika T  adalah subsemigrup dari 

) ,( +S  dan Tba   ∈γ , Tba    , ∈∀  dan Γ∈∀    γ , atau dengan kata lain 

TTT   ⊆Γ . 

 
Lemma 2.4.3 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring, T  adalah subsemiring dari S , dan Γ  
adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan pemetaan 

SSS       →×Γ×  yang didefinisikan dengan abba   =γ , Sba    , ∈∀ , 

dan Γ∈∀    γ , maka T  adalah subΓ -semiring dari Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Jelas bahwa T  adalah subsemigrup dari ) ,( +S  dan Tab   ∈ , 

Tba    , ∈∀ , sebab T  adalah subsemiring dari S . Menurut Lemma 
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2.4.1, S  adalah Γ -semiring. Selanjutnya, misalkan diberikan 
sebarang Tba    , ∈  dan Γ∈  γ . Jadi Tabba     ∈=γ . Dengan demikian, 

terbukti T  adalah subΓ -semiring dari Γ -semiring S .       � 

 

Corollary 2.4.4 (Chinram, 2008) 

Jika R  adalah ring, T  subring dari R , Γ  adalah sebarang 
himpunan tak kosong dan didefinisikan pemetaan seperti pada 

Lemma 2.4.3, maka T  adalah subΓ -semiring dari Γ -semiring R . 
 

Bukti: 

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R  adalah semiring. Dengan 
demikian, menurut Lemma 2.4.3, terbukti T  adalah subΓ -semiring 
dari Γ -semiring R .         � 

 

Definisi 2.4.4 Ideal dalam Γ -semiring (Chinram, 2008) 
Misalkan S  adalah Γ -semiring dan T  subset tak kosong dari S .  
T  disebut ideal kiri (kanan) dalam S  jika T  adalah subsemigrup 

dari ) ,( +S  dan )  (   TxtTtx ∈∈ γγ , Sx    ∈∀ , Γ∈∀    γ , dan Tt    ∈∀ , 

atau dengan kata lain )  (   TSTTTS ⊆Γ⊆Γ . Jika T  adalah ideal kiri 

dan ideal kanan dalam S , maka T  disebut ideal dua sisi dalam S , 

atau cukup disebut dengan ideal dalam S . 
 

Lemma 2.4.5 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring, T  adalah ideal kiri (kanan) dalam S , 
dan Γ  adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan 
pemetaan SSS       →×Γ×  yang didefinisikan dengan abba   =γ , 

Sba    , ∈∀ , dan Γ∈∀    γ , maka T  adalah ideal kiri (kanan) dalam 

Γ -semiring S . Demikian juga, jika T  adalah ideal dalam semiring 
S , maka T  adalah ideal dalam Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Jelas bahwa T  adalah subsemigrup dari ) ,( +S , sebab T  adalah 

ideal kiri (kanan) dalam semiring S . Menurut Lemma 2.4.1, S  
adalah Γ -semiring. Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang 

Sx   ∈ , Γ∈  γ , dan Tt   ∈ . Jadi ) (   txxtxttx == γγ . Karena T  ideal 

kiri (kanan) dalam S , maka )    (     TtxxtTxttx ∈=∈= γγ . Dengan 
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demikian, terbukti T  adalah ideal kiri (kanan) dalam Γ -semiring 
S . Jika T  adalah ideal dalam semiring S , maka Sx    ∈∀ , Γ∈∀    γ , 

dan Tt    ∈∀ , berlaku Txttx     ∈=γ  dan Ttxxt     ∈=γ . Sedangkan 

menurut Lemma 2.4.1, S  adalah Γ -semiring. Terbukti T  adalah 
ideal kiri dan ideal kanan dalam Γ -semiring S , atau dengan kata 
lain T  adalah ideal dalam Γ -semiring S .      � 

 

Corollary 2.4.6 (Chinram, 2008) 

Jika R  adalah ring, T  adalah ideal kiri (kanan, ideal) dalam R , Γ  
adalah sebarang himpunan tak kosong dan didefinisikan pemetaan 

seperti pada Lemma 2.4.5, maka T  adalah ideal kiri (kanan, ideal) 
dalam Γ -semiring R . 
 

Bukti: 

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R  adalah semiring. Menurut 
Lemma 2.4.5, terbukti T  adalah ideal kiri (kanan, ideal) dalam Γ -
semiring R .          � 
 

Selanjutnya, didefinisikan pula notasi yang akan digunakan 

dalam Teorema 2.4.7 dan 2.4.8. Misalkan X  adalah subset tak 

kosong dari Γ -semiring S . Didefinisikan lX )(  adalah ideal kiri 

terkecil dalam S  yang memuat X , rX )(  adalah ideal kanan 

terkecil dalam S  yang memuat X , dan iX )(  adalah ideal terkecil 

dalam S  yang memuat X . 
 

Teorema 2.4.7 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring, X  adalah suatu subset tak 
kosong dari S , dan Ν  adalah himpunan bilangan asli. Maka 

1. XSXX l Γ+Ν=     )(  

2. SXXX r Γ+Ν=     )(  

3. SXSSXXSXX i ΓΓ+Γ+Γ+Ν=         )(  

 

Bukti: 

1. Misalkan XSXL Γ+Ν=     . 

i) Akan dibuktikan LX   ⊆ . 
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Misalkan diberikan sebarang Xx   ∈ . Karena S  mempunyai Γ -

absorbing zero 0, yaitu 0  0  0 == γγ xx , untuk setiap Γ∈  γ , jadi 

Lxxxx   0  1  0  1  ∈+=+= γ . Terbukti LX   ⊆ . 

 

ii) Akan dibuktikan L  adalah ideal kiri dalam S . 

Misalkan diberikan sebarang Lba    , ∈ . Jadi 21     aaa +=  dan 

21     bbb += , untuk suatu Xba Ν∈   , 11  dan XSba Γ∈   , 22 . 

∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xpaXa
1

11         , untuk suatu Ν∈  ip  dan Xxi   ∈ , 

untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . ∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xqbXb
1

11         , untuk 

suatu Ν∈  iq  dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii xqpxqxpba
111

11 )  (        . Karena Ν  

tertutup terhadap penjumlahan, jadi Ν∈+     ii qp , untuk setiap 

ni  ......, ,2 ,1  = , sehingga Xxqpba
n

i

iii Ν∈+=+ ∑
=

  )  (    
1

11 . 

∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xkaXSa
1

22         γ , untuk suatu Sk i   ∈ , Γ∈  iγ , dan 

Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xlbXSb
1

22         γ , untuk 

suatu Sli   ∈ , Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii xlkxlxkba
111

22 )(       γγγ . Karena S  

adalah semigrup, jadi Slk ii     ∈+ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ , sehingga 

XSxlkba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

22 γ . Karena Xba Ν∈+     11  dan 

XSba Γ∈+     22 , jadi LXSXba         =Γ+Ν∈+ . 

 

 



 15

Selanjutnya akan ditunjukkan LLS   ⊆Γ . 

XSSXSXSXSLS ΓΓ+ΓΝ=Γ+ΝΓ=Γ     )  (   

  LXSXSSXSSXS     )  (     ⊆Γ⊆ΓΓ+Ν=ΓΓ+ΓΝ= . 

Terbukti L  ideal kiri dalam S . 
 

iii) Akan dibuktikan L  adalah ideal kiri terkecil dalam S  yang 

memuat X . 

Misalkan K  adalah sebarang ideal kiri dalam S  yang memuat 

X . Karena KX   ⊆ , jadi KX ⊆Ν   dan KKSXS     ⊆Γ⊆Γ . 

Dengan demikian, KXSXL       ⊆Γ+Ν= . Terbukti L  adalah 

ideal kiri terkecil dalam S  yang memuat X . 
 

Dari i), ii), dan iii), terbukti XSXLX l Γ+Ν==       )( . 

 

2. Misalkan SXXR Γ+Ν=     . 

i) Akan dibuktikan RX   ⊆ . 

Misalkan diberikan sebarang Xx   ∈ . Karena S  mempunyai Γ -

absorbing zero 0, yaitu 0  0  0 == γγ xx , untuk setiap Γ∈  γ , jadi 

Rxxxx   0  1  0  1  ∈+=+= γ . Terbukti RX   ⊆ . 

 

ii) Akan dibuktikan R  adalah ideal kanan dalam S . 

Misalkan diberikan sebarang Rba    , ∈ . Jadi 21     aaa +=  dan 

21     bbb += , untuk suatu Xba Ν∈   , 11  dan SXba Γ∈   , 22 . 

∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xpaXa
1

11         , untuk suatu Ν∈  ip  dan Xxi   ∈ , 

untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . ∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xqbXb
1

11         , untuk 

suatu Ν∈  iq  dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii xqpxqxpba
111

11 )  (        . Karena Ν  

tertutup terhadap penjumlahan, jadi Ν∈+     ii qp , untuk setiap 
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ni  ......, ,2 ,1  = , sehingga Xxqpba
n

i

iii Ν∈+=+ ∑
=

  )  (    
1

11 . 

∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii kxaSXa
1

22         γ , untuk suatu Sk i   ∈ , Γ∈  iγ , dan 

Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii lxbSXb
1

22         γ , untuk 

suatu Sli   ∈ , Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii lkxlxkxba
111

22 )(       γγγ . Karena S  

adalah semigrup, jadi Slk ii     ∈+ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ , sehingga 

SXlkxba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

22 γ . Karena Xba Ν∈+     11  dan 

SXba Γ∈+     22 , jadi RSXXba         =Γ+Ν∈+ . 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan RSR   ⊆Γ . 

SSSXSSXXSR ΓΓ+ΓΝ=ΓΓ+Ν=Γ X    )  (   

   RSXSSSSSX     )  (X  X   ⊆Γ⊆Γ+ΝΓ=ΓΓ+ΝΓ= . 

 Terbukti R  ideal kanan dalam S . 
 

iii) Akan dibuktikan R  adalah ideal kanan terkecil dalam S  yang 

memuat X . 

Misalkan K  adalah sebarang ideal kanan dalam S  yang 

memuat X . Oleh karena KX   ⊆ , maka KX ⊆Ν   dan 

KSKSX     ⊆Γ⊆Γ . Dengan demikian, KSXXR       ⊆Γ+Ν= . 

Terbukti R  adalah ideal kanan terkecil dalam S  yang memuat 

X . 
 

Dari i), ii), dan iii), terbukti SXXRX r Γ+Ν==       )( . 

 

3. Misalkan SXSSXXSXI ΓΓ+Γ+Γ+Ν=         . 

i) Akan dibuktikan IX   ⊆ . 
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Misalkan diberikan sebarang Xx   ∈ . Karena S  mempunyai Γ -

absorbing zero 0, yaitu 0  0  0 == γγ xx , untuk setiap Γ∈  γ , jadi 

Ixxxxxx   00  0  0  1  0 0 0  1  ∈+++=+++= γγγγ . Terbukti 

IX   ⊆ . 

 

ii) Akan dibuktikan I  adalah ideal dalam S . 

Misalkan diberikan sebarang Iba    , ∈ . Jadi  

4321         aaaaa +++=  dan 4321         bbbbb +++= , untuk suatu 

Xba Ν∈   , 11 ,  XSba Γ∈   , 22 ,  SXba Γ∈   , 33 , dan 

SXSba ΓΓ∈   , 44 . ∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xpaXa
1

11         , untuk suatu 

Ν∈  ip  dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xqbXb
1

11         , untuk suatu Ν∈  iq  dan Xxi   ∈ , 

untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . Dengan demikian, 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii xqpxqxpba
111

11 )  (        . Karena Ν  

tertutup terhadap penjumlahan, jadi Ν∈+     ii qp , untuk setiap 

ni  ......, ,2 ,1  = , sehingga Xxqpba
n

i

iii Ν∈+=+ ∑
=

  )  (    
1

11 . 

∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xkaXSa
1

22         γ , untuk suatu Sk i   ∈ , Γ∈  iγ , dan 

Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xlbXSb
1

22         γ , untuk 

suatu Sli   ∈ , Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii xlkxlxkba
111

22 )(       γγγ . Karena S  

adalah  semigrup,  jadi  Slk ii     ∈+ ,  ni  ......, ,2 ,1   =∀ ,  sehingga 

XSxlkba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

22 γ . 
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∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii kxaSXa
1

33         γ , untuk suatu Sk i   ∈ , Γ∈  iγ , dan 

Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii lxbSXb
1

33         γ , untuk 

suatu Sli   ∈ , Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii lkxlxkxba
111

33 )(       γγγ . Karena S  

adalah  semigrup,  jadi  Slk ii     ∈+ ,  ni  ......, ,2 ,1   =∀ ,  sehingga 

SXlkxba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

33 γ . 

∑
=

=⇒ΓΓ∈
n

i

iiiii kxkaSXSa
1

44         γγ , untuk suatu Sk i   ∈ , 

Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑
=

=⇒ΓΓ∈
n

i

iiiii lxlbSXSb
1

44         γγ , untuk suatu Sli   ∈ , 

Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑∑
==

+=+
n

i

iiiii

n

i

iiiii lxlkxkba
11

44      γγγγ  

∑
=

++=
n

i

iiiiiii lkxlk
1

)()( γγ . 

Karena S  adalah semigrup, jadi Slk ii     ∈+ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ , 

sehingga SXSlkxlkba
n

i

iiiiiii ΓΓ∈++=+ ∑
=

  )()(   
1

44 γγ . 

Karena Xba Ν∈+     11 , XSba Γ∈+     22 , SXba Γ∈+     33 , dan 

SXSba ΓΓ∈+     44 , dengan demikian dapat disimpulkan 

ISXSSXXSXba             =ΓΓ+Γ+Γ+Ν∈+ . 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan IIS   ⊆Γ  dan ISI   ⊆Γ . 

)      (  SXSSXXSXSIS ΓΓ+Γ+Γ+ΝΓ=Γ  

         SXSSSXSXSSXS ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+ΓΝ=  
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SXSSSXSXSSXS ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+ΓΝ=         

SXSSSXSS ΓΓΓ+Γ+ΓΓ+Ν= )  (  )  (  

ISXXS      ⊆Γ+Γ⊆ . 

SSXSSXXSXSI ΓΓΓ+Γ+Γ+Ν=Γ )      (   

S       ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+ΓΝ= SXSSSXSXSSX  

SSXSSSXSXSSX ΓΓΓ+ΓΓ+ΓΓ+ΝΓ=         

)  (  )  ( SSSXSSSX ΓΓ+ΓΓ+Γ+ΝΓ=  

IXSSX      ⊆Γ+Γ⊆ . 

Terbukti I  ideal dalam S . 
 

iii) Akan dibuktikan I  ideal terkecil dalam S  yang memuat X . 

Misalkan K  adalah sebarang ideal dalam S  yang memuat X . 

Oleh karena KX   ⊆ , maka KX ⊆Ν  , KKSXS     ⊆Γ⊆Γ , 

KSKSX     ⊆Γ⊆Γ , dan KSKSSXS     ⊆ΓΓ⊆ΓΓ . Dengan 

demikian, KSXSSXXSXI           ⊆ΓΓ+Γ+Γ+Ν= . Terbukti I  

adalah ideal terkecil dalam S  yang memuat X . 
 

Dengan demikian, dari i), ii), dan iii), terbukti bahwa 

SXSSXXSXIX i ΓΓ+Γ+Γ+Ν==          )( .       � 

 

Corollary 2.4.8 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring dan X  adalah suatu 

subsemigrup dari ) ,( +S . Maka 

1. XSXX l Γ+=     )(  

2. SXXX r Γ+=     )(  

3. SXSSXXSXX i ΓΓ+Γ+Γ+=         )( . 

 

Bukti: 

Cukup dibuktikan bahwa XX Ν=  . Misalkan diberikan sebarang 

Xx   ∈ . Jadi Xxx Ν∈=   1  . Dengan demikian, XX Ν⊆  . 

Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang Xa Ν∈  . Jadi 

∑
=

=
n

i

ii xpa
1

, untuk suatu Ν∈  ip  dan Xxi   ∈ , untuk setiap 

ni  ......, ,2 ,1  = . Karena X  adalah subsemigrup dari ) ,( +S , jadi 
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Xxp ii   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = , sehingga Xxpa
n

i

ii   
1

∈= ∑
=

. 

Dengan demikian, XX   ⊆Ν . Karena XX Ν⊆   dan XX   ⊆Ν , 

terbukti bahwa XX Ν=  . Untuk bukti–bukti selanjutnya analog 

dengan bukti–bukti pada Teorema 2.4.7.      � 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 

Pada bab ini dibahas tentang definisi–definisi dan teorema–

teorema dari quasi-ideal dalam Γ -semiring beserta bukti–buktinya. 
 

Definisi 3.1 Quasi-Ideal dalam Ring (Chinram dan Kemprasit, 2005) 

Misalkan R  adalah ring dan Q  subset tak kosong dari R . 

Himpunan Q  disebut quasi-ideal dalam R  jika Q  adalah subgrup 

dari ) ,( +R  yang memenuhi QQRRQ     ⊆∩ . 

 

Contoh 3.1 

Misalkan 

















= bulatbilangan   , , ,    dcba

dc

ba
R  adalah ring dan 

















= bulatbilangan    

00

0
  x

x
Q . Jadi Q  adalah quasi-ideal dalam 

R . 
 

Bukti: 

Jelas Q  subset tak kosong dari R . Selanjutnya, misalkan diberikan 

sebarang QNM    , ∈ . Jadi 







=

00

0
  
x

M  dan 







=

00

0
  
y

N , untuk 

suatu x  dan y  merupakan bilangan bulat, sehingga diperoleh 

Q
yxyx

NM   
00

0
  

00

0
  

00

0
  ∈







 −
=








−








=− . Dengan demikian, 

Q  adalah subgrup dari ) ,( +R . Berikutnya, misalkan diberikan 

sebarang RK   ∈ . Jadi 







=

dc

ba
K   , untuk suatu dcba  , , ,  bilangan 

bulat, sehingga RQ
cx

axx

dc

ba
MK   

0

0
  

00

0
  ∈








=
















=  dan 
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QR
xbxa

dc

bax
KM   

00
  

00

0
  ∈








=
















= . Dengan demikian, 









∈







= Zxca

cx

ax
RQ ,,  

0

0
dan 









∈







= Zxba

xbxa
QR ,,  

00
. 

Jika RQ  diiriskan dengan QR , maka xaax   = , 0  =xb , dan 

0  =cx , sehingga QZxa
ax

QRRQ     ,  
00

0
  ⊆









∈







=∩ . Karena 

Q  subgrup dari ) ,( +R  dan QQRRQ     ⊆∩ , terbukti Q  adalah 

quasi-ideal dalam ring R .           � 
 

Definisi 3.2 Quasi-Ideal dalam Semigrup (Chinram, 2006) 

Misalkan S  adalah semigrup dan Q  subset tak kosong dari S . 

Himpunan Q  disebut quasi-ideal dalam S  jika memenuhi 

QQSSQ     ⊆∩ . 

 

Contoh 3.2 

Misalkan [ ]1 ,0  =S  adalah semigrup terhadap pergandaan, dan 

[ ]21 ,0  =Q . Jadi Q  adalah quasi-ideal dalam S . 

 

Bukti: 

Jelas Q  subset tak kosong dari S . Selanjutnya, misalkan diberikan 

sebarang Ss   ∈  dan Qq   ∈ . Terlihat  bahwa 1    0 ≤≤ s  dan 

2

1
    0 ≤≤ q , sehingga 

2

1
1    00 ⋅≤≤⋅ sq  atau 

2

1
    0 ≤≤ sq . Jadi, 

[ ]21 0,  =SQ . Sebaliknya, 1
2

1
    00 ⋅≤≤⋅ qs  atau 

2

1
    0 ≤≤ qs . Jadi, 

[ ]21 0,  =QS . Dengan demikian, [ ] QQSSQ   21 0,    ⊆=∩ . Terbukti 

Q  adalah quasi-ideal dalam semigrup S .       � 
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Definisi 3.3 Quasi-Ideal dalam Semiring (Shabir dkk, 2004) 

Misalkan S  adalah semiring dan Q  subset tak kosong dari S . 

Himpunan Q  disebut quasi-ideal dalam S  jika Q  adalah 

subsemigrup dari ) ,( +S  yang memenuhi QQSSQ     ⊆∩ . 

 

Contoh 3.3 

Misalkan 

















= negatifbulat tak bilangan   , , ,    dcba

dc

ba
S  

adalah semiring terhadap penjumlahan dan pergandaan, dan 

















= negatifbulat tak bilangan    

00

0
  x

x
Q . Jadi Q  adalah 

quasi-ideal dalam S . 
 

Bukti: 

Jelas Q  subset tak kosong dari S . Selanjutnya, misalkan diberikan 

sebarang QNM    , ∈ . Jadi 







=

00

0
  
x

M  dan 







=

00

0
  
y

N , untuk 

suatu x  dan y  merupakan bilangan bulat tak negatif, sehingga 

Q
yxyx

NM   
00

0
  

00

0
  

00

0
  ∈







 +
=








+








=+ . Dengan demikian, 

Q  subsemigrup dari ) ,( +S . Berikutnya, misalkan diberikan pula 

sebarang SK   ∈ . Jadi 







=

dc

ba
K   , untuk suatu dcba  , , ,  bilangan 

bulat tak negatif, sehingga SQ
cx

axx

dc

ba
MK   

0

0
  

00

0
  ∈








=
















=  

dan QS
xbxa

dc

bax
KM   

00
  

00

0
  ∈








=
















= . Dengan demikian, 

















= negatifbulat tak bilangan   , ,  

0

0
xca

cx

ax
SQ , sedangkan 
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= negatifbulat tak bilangan   , ,  

00
xba

xbxa
QS . Jika SQ  

diiriskan dengan QS , maka xaax   = , 0  =xb , dan 0  =cx , sehingga 

diperoleh { } QZxa
ax

QSSQ   0  ,  
00

0
  ⊆









∪∈







=∩ +

. Karena 

Q  subsemigrup dari ) ,( +S  dan QQSSQ     ⊆∩ , terbukti Q  adalah 

quasi-ideal dalam semiring S .           � 

 

Definisi 3.4 Quasi-Ideal dalam Γ -semigrup (Chinram, 2006) 
Misalkan M  adalah Γ -semigrup dan Q  subset tak kosong dari M . 

Q  disebut quasi-ideal dalam Γ -semigrup M  jika memenuhi 

QMQQM     ⊆Γ∩Γ . 

 

Contoh 3.4 

Misalkan [ ]1 ,0  =M  adalah semigrup terhadap pergandaan, 

{ }+∈=Γ Znn     1   , dan [ ]21 ,0  =Q . Jika diberikan pemetaan 

MMM       →×Γ× , maka Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semigrup 
M . 

 

Bukti: 

Jelas Q  subset tak kosong dari M  dan menurut Lemma 2.3.1, M  

adalah Γ -semigrup. Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang 

Mm   ∈ , Qq   ∈ , dan Γ∈  γ . Jelas bahwa 1    0 ≤≤ m , 
2

1
    0 ≤≤ q , dan 

1  0 ≤< γ , sehingga 
2

1
11    000 ⋅⋅≤≤⋅⋅ qmγ  atau 

2

1
    0 ≤≤ qmγ . Jadi, 

[ ]21 0,  =ΓQM . Sebaliknya, 11
2

1
    000 ⋅⋅≤≤⋅⋅ mqγ  atau dengan 

kata lain 
2

1
    0 ≤≤ mqγ . Jadi, [ ]21 0,  =ΓMQ . Dengan demikian, 

[ ] QMQQM   21 0,    ⊆=Γ∩Γ . Terbukti Q  adalah quasi-ideal dalam 

Γ -semigrup M .            � 
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Definisi 3.5 Quasi-Ideal dalam Γ -semiring (Chinram, 2008) 
Misalkan S  adalah Γ -semiring dan Q  subset tak kosong dari S . 
Q  disebut quasi-ideal dalam S  jika Q  adalah subsemigrup dari 

) ,( +S  yang memenuhi QSQQS     ⊆Γ∩Γ . 

 

Contoh 3.5 

Misalkan 

















= negatifbulat tak bilangan   , , ,    dcba

dc

ba
S  

adalah semiring terhadap penjumlahan dan pergandaan, 

{ }








∪∈







=Γ + 0   

0

0
  Zγ

γ
γ

, dan { }








∪∈







= + 0   

00

0
  Zx

x
Q . 

Jika diberikan pemetaan SSS       →×Γ× , maka Q  adalah quasi-ideal 

dalam Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Menurut Contoh 3.2, Q  adalah quasi-ideal dalam semiring S , 

sehingga Q  subsemigrup dari ) ,( +S . Selanjutnya, menurut Lemma 

2.4.1, S  adalah Γ -semiring. Misalkan diberikan sebarang SK   ∈ , 

QM   ∈ , dan Γ∈Φ   . Jadi 







=

dc

ba
K   , 








=

00

0
  
x

M , dan 









=Φ

γ

γ

0

0
  , untuk suatu { }0 , , , , , ∪∈ +Zxdcba γ , sehingga 

QS
xc

xax

dc

ba
MK Γ∈








=
























=Φ   

0

0
  

00

0

0

0
  

γ

γ

γ

γ
. Sebaliknya, 

SQ
bxax

dc

bax
KM Γ∈








=
























=Φ   

00
  

0

0

00

0
  

γγ

γ

γ
. Dengan 

demikian, { }








∪∈







=Γ + 0 dan  , , ,  

0

0
Zxca

xc

xa
QS γ

γ
γ

 dan 

{ }








∪∈







=Γ + 0   , , ,  

00
Zxba

bxax
SQ γ

γγ
. Jika QSΓ  diiriskan 
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dengan SQΓ , maka axxa γγ   = , 0  =bxγ , dan 0  =xcγ , sehingga 

{ } QZxa
xa

SQQS   0  , ,  
00

0
  ⊆









∪∈







=Γ∩Γ +γ

γ
. Karena Q  

subsemigrup dari ) ,( +S  dan QSQQS     ⊆Γ∩Γ , terbukti Q  adalah 

quasi-ideal dalam Γ -semiring S .          � 

 

Lemma 3.1 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah semiring, Q  adalah quasi-ideal dalam S , dan Γ  
adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan pemetaan 

SSS       →×Γ×  yang didefinisikan dengan abba   =γ , Sba    , ∈∀ , 

dan Γ∈∀    γ , maka Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Karena Q  adalah quasi-ideal dalam semiring S , jelas Q  adalah 

subsemigrup dari ) ,( +S  dan QQSSQ     ⊆∩ . Selanjutnya, menurut 

Lemma 2.4.1, S  adalah Γ -semiring. Misalkan diberikan sebarang 
Sa   ∈ , Γ∈  γ , dan SQq     ⊆∈ . Jadi SQaqqa     ∈=γ , atau dengan 

kata lain SQQS   ⊆Γ . Demikian juga, QSqaaq     ∈=γ , atau dengan 

kata lain QSSQ   ⊆Γ . Jadi, QQSSQSQQS         ⊆∩⊆Γ∩Γ . Karena 

Q  adalah subsemigrup dari ) ,( +S  dan QSQQS     ⊆Γ∩Γ , terbukti 

Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring S .       � 

 
Corollary 3.2 (Chinram, 2008) 

Jika R  adalah ring, Q  adalah quasi-ideal dalam R , Γ  adalah 
sebarang himpunan tak kosong, dan didefinisikan pemetaan seperti 

pada Lemma 3.1, maka Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring R . 
 

Bukti: 

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R  adalah semiring. Menurut 

Lemma 3.1, Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring R .    � 

 

Teorema 3.3 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring, X  adalah subset tak kosong 
dari S , dan Ν  adalah himpunan bilangan asli. Himpunan 



 27

)  (  SXXSX Γ∩Γ+Ν  adalah quasi-ideal terkecil dalam S  yang 

memuat X , dan dinotasikan dengan qX )( . 

 

Bukti: 

Misalkan )  (    )(  SXXSXXQ q Γ∩Γ+Ν== . 

i) Akan dibuktikan QX   ⊆ . 

Misalkan diberikan sebarang Xx   ∈ . Karena S  mempunyai Γ -

absorbing zero 0, yaitu 0  0  0 == γγ xx , untuk setiap Γ∈  γ , jadi 

Qxx   0  1  ∈+= . Terbukti QX   ⊆ . 

 

ii) Akan dibuktikan Q  adalah quasi-ideal dalam S . 

Misalkan diberikan sebarang Qba    , ∈ . Jadi 21     aaa +=  dan 

21     bbb += , untuk suatu Xba Ν∈   , 11  dan 

SXXSba Γ∩Γ∈      , 22 . ∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xpaXa
1

11         , untuk suatu 

Ν∈  ip  dan Xxi   ∈ , untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . 

∑
=

=⇒Ν∈
n

i

ii xqbXb
1

11         , untuk suatu Ν∈  iq  dan Xxi   ∈ , 

untuk setiap ni  ......, ,2 ,1  = . ∑∑
==

+=+
n

i

ii

n

i

ii xqxpba
11

11        

∑
=

+=
n

i

iii xqp
1

)  ( . Karena Ν  tertutup terhadap penjumlahan, 

jadi    Ν∈+     ii qp ,    untuk    setiap    ni  ......, ,2 ,1  = ,   sehingga 

Xxqpba
n

i

iii Ν∈+=+ ∑
=

  )  (    
1

11 . 

SXXSa Γ∩Γ∈     2  maka ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xkaXSa
1

22 γ  dan 

∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii kxaSXa
1

22 γ , untuk suatu Sk i   ∈ , Γ∈  iγ , dan 

Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . SXXSb Γ∩Γ∈     2  maka 
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∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii xlbXSb
1

22         γ dan ∑
=

=⇒Γ∈
n

i

iii lxbSXb
1

22         γ , 

untuk suatu Sli   ∈ , Γ∈  iγ , dan Xxi   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii xlkxlxkba
111

22 )(       γγγ , dan juga 

∑∑∑
===

+=+=+
n

i

iiii

n

i

iii

n

i

iii lkxlxkxba
111

22 )(       γγγ . Karena S  

adalah  semigrup,  jadi  Slk ii     ∈+ ,  ni  ......, ,2 ,1   =∀ ,  sehingga 

XSxlkba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

22 γ  

dan 

SXlkxba
n

i

iiii Γ∈+=+ ∑
=

  )(    
1

22 γ . 

Dengan demikian, SXXSba Γ∩Γ∈+       22 . Karena 

Xba Ν∈+     11   dan  SXXSba Γ∩Γ∈+       22 ,   jadi    Qba     ∈+ . 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan QSQQS     ⊆Γ∩Γ . 

))  (  (      SXXSXSQSSQQS Γ∩Γ+ΝΓ=Γ⊆Γ∩Γ  

XSSXSXSXS ΓΓ+ΓΝ=Γ+ΝΓ⊆     )  (  

XSSXSSXS ΓΓ+Ν=ΓΓ+ΓΝ= )  (      

XSΓ⊆ . 

Juga, SSXXSXSQSQQS ΓΓ∩Γ+Ν=Γ⊆Γ∩Γ ))  (  (       

 SSXSXSSXX ΓΓ+ΓΝ=ΓΓ+Ν⊆     )  (  

 )  (     SSXSSXSX Γ+ΝΓ=ΓΓ+ΝΓ=  

 SXΓ⊆ . 

Dengan demikian, QSXXSSQQS         ⊆Γ∩Γ⊆Γ∩Γ . Terbukti 

Q  adalah quasi-ideal dalam S . 

 

iii) Akan dibuktikan Q  adalah quasi-ideal terkecil dalam S  yang 

memuat X . 
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Misalkan K  adalah sebarang quasi-ideal dalam S  yang memuat 

X . Oleh karena KX   ⊆ , maka KX ⊆Ν  , dan 

KSKKSSXXS   )  (  )  ( ⊆Γ∩Γ⊆Γ∩Γ . Dengan demikian, 

KSXXSXQ   )  (    ⊆Γ∩Γ+Ν= . Terbukti Q  adalah quasi-ideal 

terkecil dalam S  yang memuat X . 
 

Jadi, terbukti )  (     )( SXXSXQX q Γ∩Γ+Ν== .    � 

 

Teorema 3.4 (Chinram, 2008) 

Irisan dari ideal kiri L  dan ideal kanan R  dalam suatu Γ -semiring 
S  adalah suatu quasi-ideal dalam S . 
 

Bukti: 

Misalkan RLK     ∩= . Akan dibuktikan K  adalah quasi-ideal dalam 

Γ -semiring S . 
i) Akan dibuktikan K  adalah subsemigrup dari ) ,( +S . 

Misalkan diberikan sebarang RLKba      , ∩=∈ . Jadi La   ∈  dan 

Ra   ∈ , serta Lb   ∈  dan Rb   ∈ . Karena L  adalah ideal kiri 

dalam S , dan R  adalah ideal kanan dalam S , jadi Lba     ∈+  

dan Rba     ∈+ , sehingga KRLba =∩∈+       . Terbukti K  

adalah subsemigrup dari ) ,( +S . 

 

ii) Akan dibuktikan KSKKS     ⊆Γ∩Γ . 

))  ((  ))  ((     SRLRLSSKKS Γ∩∩∩Γ=Γ∩Γ  

  )  (  )  (  SRSLRSLS Γ∩Γ∩Γ∩Γ=  

   KRLSRLS          =∩⊆Γ∩Γ⊆ . 

 

Dari i) dan ii), terbukti RLK     ∩=  adalah quasi-ideal dalam S .    � 
 

Definisi 3.6 k -ideal (Chinram, 2008) 

Suatu ideal kiri (kanan, ideal) T  dalam Γ -semiring S  disebut suatu 
k -ideal kiri (kanan, ideal) dalam S  jika Txaa      , ∈+ , maka Tx   ∈ . 
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Contoh 3.6 

Misalkan diberikan 









∈







= Zdcba

dc

ba
S  , , ,     adalah semiring, 

{ }








∪∈







=Γ + 0   

0

0
  Zγ

γ

γ
, 









∈







= Zlk

l

k
L    ,  

0

0
   adalah 

ideal kiri dalam S , dan 








∈







= Znm

nm
R    ,  

00
   adalah ideal 

kanan dalam S . Jika diberikan pemetaan SSS       →×Γ× , maka L  

adalah k -ideal kiri dalam Γ -semiring S  dan R  adalah k -ideal 
kanan dalam Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Menurut Lemma 2.4.1, S  adalah Γ -semiring dan menurut Lemma 
2.4.5, L  adalah ideal kiri dalam Γ -semiring S  dan R  adalah ideal 
kanan dalam Γ -semiring S . Selanjutnya, misalkan diberikan 

sebarang LXAA      , ∈+  dan RYBB      , ∈+ . Jadi 







=

0

0
  
l

k
A , 









=+

0

0
    
q

p
XA , 








=

00
  

nm
B , dan 








=+

00
    

yx
YB , untuk suatu 

xnmqplk  , , , , , , , dan y  adalah bilangan bulat,  sehingga diperoleh 

L
lq

kp

l

k

q

p
X   

0

0
  

0

0
  

0

0
  ∈









−

−
=








−








=  

dan 

R
nymxnmyx

Y   
00

  
00

  
00

  ∈






 −−
=








−








= . 

Dengan demikian, terbukti L  adalah k -ideal kiri dalam Γ -semiring 
S  dan R  adalah k -ideal kanan dalam Γ -semiring S .     � 

 
Teorema 3.5 (Chinram, 2008) 

Misalkan Q  adalah suatu quasi-ideal dalam Γ -semiring S . 

Pernyataan-pernyataan berikut benar: 
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1. Jika QSQ Γ⊆   dan QSΓ  adalah k -ideal kiri dalam S , maka 

Q  adalah irisan dari ideal kiri QSQ Γ+   dan ideal kanan 

SQQ Γ+   

2. Jika SQQ Γ⊆   dan SQΓ  adalah k -ideal kanan dalam S , maka 

Q  adalah irisan dari ideal kiri QSQ Γ+   dan ideal kanan 

SQQ Γ+  . 

 

Bukti: 

Menurut Corollary 2.4.8, QSQ Γ+   adalah ideal kiri dalam S  yang 

memuat Q  dan SQQ Γ+   adalah ideal kanan dalam S  yang 

memuat Q . Misalkan )  (  )  (  SQQQSQA Γ+∩Γ+= . Akan 

dibuktikan QA   = . 

1. Dari permisalan )  (  )  (  SQQQSQA Γ+∩Γ+=  jelas bahwa 

AQ   ⊆ .        ...i) 

Selanjutnya, karena QSQ Γ⊆  , maka QSQSQ Γ=Γ+     , 

sehingga )  (    SQQQSA Γ+∩Γ= . Misalkan diberikan sebarang 

)  (      SQQQSAd Γ+∩Γ=∈ . Dengan demikian, QSd Γ∈   dan 

)  (  SQQd Γ+∈ . ∑
=

+=⇒Γ+∈
n

i

iii aqqdSQQd
1

        )  (  γ , untuk 

suatu Qqq i    , ∈ , Γ∈  iγ , dan Sai   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . Karena 

QSd Γ∈   dan QSQq Γ⊆∈     , serta QSΓ  adalah k -ideal kiri 

dalam S , jadi QSaq
n

i

iii Γ∈∑
=

  
1

γ . Juga, SQaq
n

i

iii Γ∈∑
=

  
1

γ . 

Dengan demikian, QSQQSaq
n

i

iii       
1

⊆Γ∩Γ∈∑
=

γ . Karena 

Qq   ∈  dan Qaq
n

i

iii   
1

∈∑
=

γ , jadi Qaqqd
n

i

iii       
1

∈+= ∑
=

γ . Terbukti 

QA   ⊆ .       ...ii) 

 

Dari i) dan ii), terbukti QA   = . 
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2. Dari permisalan )  (  )  (  SQQQSQA Γ+∩Γ+=  jelas bahwa 

AQ   ⊆ .        ...i) 

Selanjutnya, karena SQQ Γ⊆  , maka SQSQQ Γ=Γ+     , 

sehingga SQQSQA Γ∩Γ+=   )  (  . Misalkan diberikan sebarang 

)  )  (    SQQSQAd Γ∩Γ+=∈ . Jadi, )  (  QSQd Γ+∈  dan 

SQd Γ∈  . ∑
=

+=⇒Γ+∈
n

i

iii qaqdQSQd
1

        )  (  γ , untuk suatu 

Qqq i    , ∈ , Γ∈  iγ , dan Sai   ∈ , ni  ......, ,2 ,1   =∀ . Karena 

SQd Γ∈   dan SQQq Γ⊆∈     , serta SQΓ  adalah k -ideal kanan 

dalam S , jadi SQqa
n

i

iii Γ∈∑
=

  
1

γ . Juga, QSqa
n

i

iii Γ∈∑
=

  
1

γ . 

Dengan demikian, QQSSQqa
n

i

iii       
1

⊆Γ∩Γ∈∑
=

γ . Karena 

Qq   ∈  dan Qqa
n

i

iii   
1

∈∑
=

γ , jadi Qqaqd
n

i

iii       
1

∈+= ∑
=

γ . Terbukti 

QA   ⊆ .       ...ii) 

 

Dari i) dan ii), terbukti QA   = .        � 

 

Definisi  3.7 Elemen Identitas dari Γ -semiring (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring. Suatu elemen Sa   ∈  disebut 

identitas kiri (kanan) dari S , jika )  (   axxxax γγ == , Sx    ∈∀ , dan 

Γ∈∀    γ . Jika a  adalah identitas kiri dan identitas kanan, maka a  

disebut identitas dari S . 
 

Contoh 3.7 

Misalkan 

















= positif realbilangan   , , ,    dcba

dc

ba
S  adalah 

semiring dan 









∈







=Γ +Z   

0

0
  γ

γ

γ
. Jika diberikan pemetaan 
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SSS       →×Γ× , maka SM ∈







=

γ

γ

10

01
   adalah elemen identitas 

dari Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Menurut Lemma 2.4.1, S  adalah Γ -semiring. Selanjutnya, misalkan 

diberikan sebarang SK   ∈  dan Γ∈Φ   . Jadi 







=

dc

ba
K    dan 









=Φ

γ

γ

0

0
  , untuk suatu  dcba  , , ,  bilangan real positif, dan 

+∈ Zγ . Terdapat SM ∈







=

γ

γ

10

01
  , sedemikian sehingga 

K
dc

ba

dc

ba
KM     

0

0

10

01
  =








=
























=Φ

γ

γ

γ

γ
. Terbukti M  

adalah identitas kiri dari Γ -semiring S .     ...i) 

Sebaliknya, K
dc

ba

dc

ba
MK     

10

01

0

0
  =








=
























=Φ

γ

γ

γ

γ
. 

Terbukti M  adalah identitas kanan dari Γ -semiring S .  ...ii) 

 

Karena M  adalah identitas kiri dan kanan dari Γ -semiring S , 
terbukti M  adalah identitas dari Γ -semiring S .        � 

 

Corollary 3.6 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring. Pernyataan–pernyataan 
berikut benar: 

1. Jika S  mempunyai identitas kiri dan setiap ideal kiri dalam S  

adalah k -ideal kiri dalam S , maka setiap quasi-ideal dalam S  

adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S ; 

2. Jika S  mempunyai identitas kanan dan setiap ideal kanan dalam 

S  adalah k -ideal kanan dalam S , maka setiap quasi-ideal 

dalam S  adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S . 
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Bukti: 

1. Misalkan Q  adalah quasi-ideal dalam S . Akan ditunjukkan Q  

adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S . Karena S  

mempunyai identitas kiri, jadi Qq    ∈∀  dan Γ∈∀    γ , berlaku 

qaq γ  = , untuk suatu Sa   ∈ , sehingga QSQ Γ⊆  . Menurut 

Corollary 2.4.8, QSQ Γ+   adalah ideal kiri dalam S  yang 

memuat Q . Karena QSQ Γ⊆  , jadi QSQSQ Γ=Γ+     . Dengan 

demikian, QSΓ  adalah ideal kiri dalam S . Selanjutnya, 

menurut asumsi, QSΓ  adalah k -ideal kiri dalam S . Menurut 

Teorema 3.5 (1), jika QSQ Γ⊆   dan QSΓ  adalah k -ideal kiri 

dalam S , maka terbukti Q  adalah irisan dari ideal kiri dan ideal 

kanan dalam S . 
 

2. Misalkan Q  adalah quasi-ideal dalam S . Akan ditunjukkan Q  

adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S . Karena S  

mempunyai identitas kanan, maka Qq    ∈∀  dan Γ∈∀    γ , 

berlaku aqq γ  = , untuk suatu Sa   ∈ , sehingga SQQ Γ⊆  . 

Menurut Corollary 2.4.8, SQQ Γ+   adalah ideal kanan dalam S  

yang memuat Q . Karena SQQ Γ⊆  , jadi SQSQQ Γ=Γ+     . 

Dengan demikian, SQΓ  adalah ideal kanan dalam S . 

Selanjutnya, menurut asumsi, SQΓ  adalah k -ideal kanan dalam 

S . Menurut Teorema 3.5 (2), jika SQQ Γ⊆   dan SQΓ  adalah 

k -ideal kanan dalam S , maka terbukti Q  adalah irisan dari 

ideal kiri dan ideal kanan dalam S .       � 

 

Teorema 3.7 (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah suatu Γ -semiring dengan elemen identitas. 
Setiap quasi-ideal dalam S  adalah irisan dari ideal kiri dan ideal 

kanan dalam S . 
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Bukti: 

Misalkan Q  adalah quasi-ideal dalam S . Akan dibuktikan 

RLQ     ∩= , untuk suatu ideal kiri L  dalam S  dan ideal kanan R  

dalam S . 

i) Menurut Corollary 2.4.8, QSQ Γ+   adalah ideal kiri dalam S  

yang memuat Q  dan SQQ Γ+   adalah ideal kanan dalam S  

yang memuat Q . Misalkan QSQL Γ+=      dan SQQR Γ+=     . 

Jelas bahwa LQ ⊆  dan RQ ⊆ , sehingga RLQ    ∩⊆ . 

ii) Karena S  mempunyai elemen identitas, maka menurut bukti 

pada Corollary 3.6, QSQ Γ⊆   dan SQQ Γ⊆  , sehingga 

QSQSQL Γ=Γ+=        dan SQSQQR Γ=Γ+=       . Dengan 

demikian, SQQSRL Γ∩Γ=∩       . Karena Q  adalah quasi-ideal 

dalam S , jadi QSQQSRL         ⊆Γ∩Γ=∩ . 

 

Dari i) dan ii), terbukti RLQ     ∩= .       � 

 

Contoh 3.8 

Pada contoh 3.7, jika diberikan 









∈







= +R    

00

0
  x

x
Q , maka Q  

adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring S . 
 

Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang QNM    , ∈ . Jadi 







=

00

0
  
x

M  dan 









=

00

0
  
y

N , untuk suatu x  dan y  merupakan bilangan real 

positif, sehingga Q
yxyx

NM   
00

0
  

00

0
  

00

0
  ∈







 +
=








+








=+ . 

Dengan demikian, Q  subsemigrup dari ) ,( +S . Selanjutnya, 

misalkan diberikan sebarang SK   ∈  dan Γ∈Φ   . Jadi 







=

dc

ba
K    
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dan 







=Φ

γ
γ
0

0
  , untuk suatu 

+∈R , , , dcba  dan 
+∈Z  γ , 

sehingga QS
xc

xax

dc

ba
MK Γ∈








=
























=Φ   

0

0
  

00

0

0

0
  

γ
γ

γ
γ

 dan 

SQ
bxax

dc

bax
KM Γ∈








=
























=Φ   

00
  

0

0

00

0
  

γγ
γ

γ
. Dengan 

demikian, diperoleh himpunan ideal kiri 









∈∈







=Γ ++ Zxca

xc

xa
QS γ

γ
γ

dan  R   , ,  
0

0
 dan himpunan ideal 

kanan 









∈∈







=Γ ++ Zxba

bxax
SQ γ

γγ
dan  R   , ,  

00
. Jika QSΓ  

diiriskan dengan SQΓ , maka axxa γγ   = , 0  =bxγ , dan 0  =xcγ , 

sehingga QZxa
xa

SQQS   dan  R  ,  
00

0
  ⊆









∈∈







=Γ∩Γ ++ γ

γ
. 

Karena Q  subsemigrup dari ) ,( +S  dan QSQQS     ⊆Γ∩Γ , terbukti 

Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -semiring S .          � 

 
Definisi 3.8 Γ -semiring Regular (Chinram, 2008) 

Misalkan S  adalah Γ -semiring. Suatu elemen Sa   ∈  dikatakan 

regular jika terdapat Sx   ∈  dan Γ∈   , βα  sedemikian sehingga 

axaa βα  = . Suatu Γ -semiring S  dikatakan regular jika setiap 
elemen dalam S  adalah elemen regular. 
 

Contoh 3.9 

Misalkan diberikan himpunan bilangan real R  adalah semiring dan 

{ }0∪=Γ +Z . Jika diberikan pemetaan R  R    R →×Γ× , maka R  

adalah Γ -semiring regular, tetapi R  tidak mempunyai elemen 
identitas. 
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Bukti: 

i) Menurut Lemma 2.4.1, R  adalah Γ -semiring. Misalkan 
diberikan sebarang R  ∈a , 0  ≠a . Pilih Γ∈== 1βα  dan 

R 1 ∈= ax , sedemikian sehingga aa
a

aaxa =⋅⋅⋅⋅= 1
1

1βα . 

Jika 0  =a , maka bisa dipilih sebarang Γ∈βα  ,  dan R∈x , 

sedemikian sehingga 000 =⋅⋅⋅⋅= βαβα xaxa . Dengan 

demikian, untuk setiap R  ∈a , a  adalah elemen regular dalam 

R . Terbukti R  adalah Γ -semiring regular. 
 

ii) Misalkan diberikan sebarang R  ∈x  dan Γ∈  γ . Andaikan R  

adalah Γ -semiring dengan elemen identitas a , sehingga 
xax γ  =  dan axx γ  = . Hal ini hanya dapat terpenuhi jika 

γ1=a , sebab xx ⋅⋅= γγ1   dan γγ 1  ⋅⋅= xx . Akan tetapi, 

jika dipilih 0  =γ , maka R 01 ∉=a . Dengan demikian, terjadi 

kontradiksi, sehingga terbukti R  tidak mempunyai elemen 
identitas. 

 

Dari i) dan ii), terbukti bahwa R  adalah Γ -semiring regular, tetapi 
tidak mempunyai elemen identitas.      � 

  

Teorema 3.8 (Chinram, 2008) 

Setiap quasi-ideal dalam Γ -semiring regular S  dapat ditulis dalam 
bentuk RLQ     ∩= , untuk suatu ideal kiri L  dalam S  dan ideal 

kanan R  dalam S . 
 

Bukti: 

Misalkan Q  adalah quasi-ideal dalam S . Akan dibuktikan 

RLQ     ∩= , untuk suatu ideal kiri L  dalam S  dan ideal kanan R  

dalam S . 

i) Menurut Corollary 2.4.8, QSQ Γ+   adalah ideal kiri dalam S  

yang memuat Q  dan SQQ Γ+   adalah ideal kanan dalam S  

yang memuat Q . Misalkan QSQL Γ+=      dan SQQR Γ+=     . 

Jelas bahwa LQ ⊆  dan RQ ⊆ , sehingga RLQ    ∩⊆ . 
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ii) Misalkan diberikan sebarang Qq   ∈ . Karena S  adalah Γ -
semiring regular, jadi terdapat Sx   ∈  dan Γ∈   , βα  sedemikian 

sehingga qxqq βα  = . QSqxqqxqq Γ∈==   )(    βαβα , atau 

QSQ Γ⊆  . Juga, SQqxqqxqq Γ∈==   )(    βαβα , atau dengan 

kata lain SQQ Γ⊆  . Sehingga QSQSQL Γ=Γ+=        dan 

SQSQQR Γ=Γ+=       . Jadi, SQQSRL Γ∩Γ=∩       . Karena Q  

adalah quasi-ideal dalam S , jadi QSQQSRL         ⊆Γ∩Γ=∩ . 

 

Dari i) dan ii), terbukti RLQ     ∩= .       � 

 

Contoh 3.10 

Pada contoh 3.9, jika diberikan { }R  2 ∈= xxQ , maka Q  adalah 

quasi-ideal dalam Γ -semiring R . 
 

Bukti: 

Misalkan diberikan sebarang m  dan Qn   ∈ . Jadi xm 2=  dan 

yn 2= , untuk suatu x  dan R  ∈y , sehingga diperoleh 

Qyxyxnm ∈+=+=+ )(222 . Dengan demikian, Q  adalah 

subsemigrup dari ) (R, + . Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang 

R  ∈a  dan Γ∈  γ . Jadi Qxaxama Γ∈== R)(22 γγγ  dan      

R)(22 Γ∈== Qaxaxam γγγ ,    sehingga    diperoleh    ideal    kiri  

{ }Γ∈∈=Γ γγ  R,,  )(2R xaxaQ  

dan ideal kanan 

{ }Γ∈∈=Γ γγ  R,,  )(2RQ xaax . 

Jika QΓR  diiriskan dengan RΓQ , maka )(2)(2 axxa γγ = , 

sehingga { } QkkQQ ⊆∈=Γ∩Γ R  2RR , untuk suatu 

axxak γγ == . Karena Q  subsemigrup dari ) (R, +  dan 

QQQ ⊆Γ∩Γ RR , terbukti Q  adalah quasi-ideal dalam Γ -
semiring R .          � 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 

Dari hasil pembahasan dapat diambil kesimpulan: 

1. Suatu quasi-ideal Q  dalam suatu Γ -semiring S  didefinisikan 
sebagai suatu subsemigrup dari ) ,( +S  sedemikian sehingga 

QSQQS     ⊆Γ∩Γ . 

2. Setiap quasi-ideal dalam suatu semiring S  merupakan quasi-

ideal dalam Γ -semiring S . 
3. Setiap quasi-ideal dalam suatu Γ -semiring merupakan irisan 

dari ideal kiri dan ideal kanan dalam Γ -semiring tersebut. 
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