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QUASI-IDEAL DALAM I'-SEMIRING

ABSTRAK

Konsep tentang quasi-ideal, yang pada mulanya hanya
diperkenalkan dalam ring dan semigrup, telah mengalami
perkembangan menjadi quasi-ideal dalam semiring dan I -semigrup.
Dalam Skripsi ini diperkenalkan bentuk baru dari quasi-ideal, yaitu
quasi-ideal dalam I -semiring. I -semiring merupakan generalisasi
dari semiring, di mana sifat-sifat (aksioma-aksioma) yang berlaku
pada semiring tetap dipertahankan dalam I -semiring. Quasi-ideal
dalam I -semiring merupakan subsemigrup terhadap penjumlahan
dari I' -semiring dan sekaligus irisan dari ideal kiri dan ideal kanan
dalam [ -semiring tersebut.

Kata kunci: I -semiring, quasi-ideal.
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QUASI-IDEALS IN I'-SEMIRINGS

ABSTRACT

Concept of quasi-ideal, which is previously introduced only
in ring and semigroup, has been developed into quasi-ideal in
semiring and I -semigroup. This final project introduces a new form
of quasi-ideal i.e. quasi-ideal in I -semiring. [ -semiring is a
generalization of semiring, where the properties or axioms valid in
semiring are kept valid in I"-semiring. Quasi-ideal in I -semiring is
both additive subsemigroup of I -semiring and intersection of left
and right ideal in that I" -semiring.

Keywords : I -semirings, quasi-ideals.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu
operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang
menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi ring. Di
dalam ring, terdapat subring dan ideal. Ideal dibedakan atas dua
macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal memenuhi
kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal dua sisi, atau
cukup disebut dengan ideal. Struktur aljabar yang lebih lemah
daripada ring dinamakan semiring. Definisi semiring hampir sama
dengan ring, hanya saja terdapat sedikit perbedaan pada aksioma
yang harus dipenuhi.

Dari beberapa konsep dasar di atas, bentuk—bentuk struktur
aljabar terus mengalami perkembangan. Konsep tentang semigrup
dan semiring, masing-masing berkembang menjadi " -semigrup dan
I"-semiring. Seperti halnya I -semigrup yang merupakan
generalisasi dari semigrup, I’ -semiring juga merupakan perluasan
dari semiring, di mana sifat-sifat (aksioma-aksioma) yang berlaku
pada semiring tetap dipertahankan dalam I" -semiring. Sementara itu,
konsep tentang quasi-ideal, yang pada mulanya ditemukan terdapat
dalam ring oleh Otto Steinfeld pada tahun 1953, juga terus
mengalami perkembangan. Pada tahun 1956, Steinfeld kembali
mengemukakan konsep quasi-ideal dalam semigrup. Selanjutnya,
pada tahun 2004 M. Shabir dkk memperkenalkan quasi-ideal dalam
semiring, yang kemudian dilanjtkan oleh R. Chinram yang
menjabarkan quasi-ideal dalam I"-semigrup.

Oleh karena itu, dalam skripsi ini diperkenalkan bentuk baru
dari quasi-ideal, yaitu quasi-ideal dalam I"-semiring.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang
akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi quasi-ideal
dalam I -semiring dan apa saja teorema—tecorema yang berkaitan
dengan quasi-ideal dalam I -semiring, beserta bukti—buktinya.



1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas dibatasi
hanya pada definisi—definisi dan teorema—teorema dari quasi-ideal
dalam I -semiring, beserta bukti—buktinya, dan tidak dibandingkan
dengan bentuk—bentuk aljabar abstrak yang lain.

1.4 Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah memaparkan beberapa

definisi, serta membuktikan teorema—teorema yang berhubungan
dengan quasi-ideal dalam I -semiring.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk
membantu memahami permasalahan yang akan dibahas dan juga
digunakan sebagai acuan dalam pembahasan.

2.1 Grup dan Semigrup

Definisi 2.1.1 Operasi Biner (Dummit dan Foote, 2002)
Suatu operasi biner * atas suatu himpunan tak kosong G adalah
suatu fungsi * : G x G — G . Untuk sebarang a,be G, ditulis

a*b untuk *(a,b).

Definisi 2.1.2 Grup (Dummit dan Foote, 2002)
Suatu grup adalah suatu pasangan terurut (G, *), di mana G adalah
suatu himpunan tak kosong dan * adalah suatu operasi biner atas G

yang memenuhi aksioma—aksioma:
1. tertutup: Va,beG=a*beG;
2. asosiatif: Va,b,ceG=a*(bxc)=(a*b)*c;
3. untuk setiap a€G terdapat elemen identitas eeG
sedemikian sehingga a*e=e*a=a;

4. untuk masing-masing a <G terdapat elemen invers
1

a ' € G sedemikian sehingga a*a™ =a ' *a=e.
Grup (G,*) dikatakan abelian (komutatif) jika a*b=>b*a,
Va,beG.

Definisi 2.1.3 Subgrup (Dummit dan Foote, 2002)

Misalkan H subset tak kosong dari suatu grup G . Himpunan H
disebut subgrup dari G jika H membentuk grup terhadap operasi
yang sama dengan operasi di dalam G .



Definisi 2.1.4 Semigrup (Lallement, 1979)
Misalkan M himpunan tak kosong dan * merupakan operasi biner
pada M . (M,=*) disebut semigrup jika M terhadap operasi *

memenuhi tertutup dan asosiatif.

Definisi 2.1.5 Semigrup Komutatif (Lallement, 1979)
Suatu semigrup M dikatakan semigrup komutatif jika M bersifat
komutatif terhadap operasi di dalamnya.

Definisi 2.1.6 Subsemigrup (Lallement, 1979)

Misalkan N subset tak kosong dari suatu semigrup M . Himpunan
N disebut subsemigrup dari M jika N membentuk semigrup
terhadap operasi yang sama dengan operasi di dalam M .

2.2 Ring dan Semiring

Definisi 2.2.1 Ring (Dummit dan Foote, 2002)
Suatu himpunan tak kosong R dengan dua operasi biner, yaitu
penjumlahan (+) dan pergandaan (-) dikatakan ring jika:

1. (R,+) membentuk grup komutatif;

2. (R,-) membentuk semigrup;

3. (R,+,") memenuhi hukum distributif, yaitu
a-(b+c)=a-b+a-¢c dan (a+b)-c=a-c+b-c,
Ya,b,ceR.

Definisi 2.2.2 Subring (Dummit dan Foote, 2002)
Misalkan M subset tak kosong dari suatu ring (R, +,:). M disebut

subring dari R jika M membentuk ring terhadap operasi
penjumlahan dan pergandaan.

Definisi 2.2.3 Semiring (Shabir dkk, 2004)
Suatu himpunan tak kosong R dengan dua operasi biner, yaitu
penjumlahan (+) dan pergandaan (-) dikatakan semiring jika:

1. (R,+) membentuk semigrup komutatif;
2. (R,-) membentuk semigrup;



3. (R,+,") memenuhi hukum distributif, yaitu
a-(b+c)=a-b+a-c dan (a+b)-c=a-c+b-c,
Ya,b,ceR.

Definisi 2.2.4 Semiring Komutatif (Andhikari dan Sen, 2000)
Suatu semiring R disebut semiring komutatif jika R terhadap
operasi pergandaan memenuhi komutatif.

Definisi 2.2.5 Ideal dalam Ring (Dummit dan Foote, 2002)

Misalkan R ring dan [ subset tak kosong dari R. Himpunan [
disebut ideal kiri (kanan) dalam R jika a—bel dan rael
(arel),Va,bel dan ¥V reR.Jika [ adalah ideal kiri dan ideal

kanan dalam R, maka [ disebut ideal dua sisi dalam R, atau cukup
disebut dengan ideal dalam R .

Definisi 2.2.6 Ideal dalam Semiring (Shabir dkk, 2004)

Misalkan R semiring dan / subset tak kosong dari R . Himpunan
I disebut ideal kiri (kanan) dalam R jika a+bel dan rael
(arel),Va,bel dan VreR.Jika [ adalah ideal kiri dan ideal
kanan dalam R, maka [/ disebut ideal dua sisi dalam R, atau cukup
disebut dengan ideal dalam R .

2.3 I'-semigrup

Definisi 2.3.1 I" -semigrup (Sen dan Saha, 1986)

Misalkan N dan I' adalah himpunan tak kosong. Jika diberikan
pemetaan NxI'x N> N yang  didefinisikan  dengan
(a,y,b)> ayb, maka N disebut I -semigrup jika memenuhi

(ayp)uc =ay(buc), ¥V a,b,ce N dan Vy, uel .

Sebelum menjelaskan definisi berikutnya tentang 1 -
semigrup, perlu didefinisikan terlebih dulu notasi yang akan
digunakan. Misalkan 4 dan B adalah subset tak kosong dari suatu

I -semigrup N . Didefinisikan ATB=1{ayb|ae 4,y T, be B}.



Definisi 2.3.2 Sub I -semigrup (Chinram dan Jirojkul, 2007)

Suatu subset tak kosong A dari I'-semigrup N dikatakan subl" -
semigrup dari N jika aype A, Ya,be A, dan Vyel, atau
dengan kata lain ATAC 4.

Contoh 2.3.1
Misalkan M =[0,1], T'= {l/n‘ neZ+}, dan K =[0,1/2]. Jika

diberikan pemetaan M xI'xM —> M , maka M adalah I -
semigrup dan K adalah subI" -semigrup dari M .

Bukti:
Misalkan diberikan sebarang a,be M dan ye€l'. Jadi 0<a <1,

0<bh<1, dan 0 < y <1, sehingga diperoleh 0-0-0<ayp<1-1-1
atau 0<ayp<1. Dengan demikian, aybe M . Selanjutnya,

1
misalkan diberikan pula sebarang ce M dan pel’. Jadi y=—
m

1 : /4 :
dan 4 =—, untuk suatu m dan n bilangan bulat positif, sehingga
n

(aj/b);tcz(alb)lc=ai(blc)=a7/(b,uc). Karena aype M
m " n m n

dan (ayp)uc=ay(buc), terbukti M adalah I -semigrup.

Berikutnya, akan ditunjukkan K adalah subI -semigrup dari M .
Jelas K adalah subset tak kosong dari A . Selanjutnya, misalkan

1 1
diberikan sebarang k,/ € K . Jadi 0<k < - dan 0</< Bk sehingga

O-O~OSk7/I£%~1-% atau OSk}/lSi<%. Dengan demikian,

kyl € K . Terbukti K adalah sub I -semigrup dari M . a

Lemma 2.3.1 (Chinram, 2006)
Misalkan (V,-) adalah semigrup dan I" adalah sebarang himpunan

tak kosong. Jika diberikan pemetaan N XI'xN —> N yang



didefinisikan dengan ayp=ab, Va,be N ,dan V y €', maka N
adalah I -semigrup.

Bukti:

Misalkan diberikan sebarang a,b,ce N dan y, uel’. Maka

(ayb) uc =(ab) uc (definisi pemetaan)
=a(buc) (asosiatif)
=a(bc) (definisi pemetaan)
=(ab)c (asosiatif)
=(ayb)c (definisi pemetaan)
=ay(bc) (asosiatif)
=ay(buc) (definisi pemetaan)

Jadi, terbukti N adalah I" -semigrup. a

Definisi 2.3.3 Ideal dalam I -semigrup (Jun, 2003)

Suatu subset tak kosong A dari I'-semigrup N disebut ideal kiri
(kanan) dalam N jika nyjae A(ame A), Vne N, Vyel', dan
Vae A, atau dengan kata lain NI'Ac A(ATN c A). Jika A4

ideal kiri dan ideal kanan dalam N , maka A4 disebut ideal dua sisi
dalam N , atau cukup disebut dengan ideal dalam N .

2.4 I -semiring

Definisi 2.4.1 I -semiring (Chinram, 2008)

Misalkan § adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan dan
I' adalah himpunan tak kosong. S disebut I -semiring jika §
adalah I" -semigrup dan V a,b,ce S ,dan V a €I berlaku:

l. aa(b+c)=aab+aac;
2. (a+b)ac=aac+bac.

Definisi 2.4.2 I -semiring komutatif (Rao, 1995)
Suatu I -semiring S dikatakan komutatif jika aab=baa,
Ya,beS dan Vael .



Contoh 2.4.1
Misalkan (M, ,+) adalah semigrup dari matriks—matriks m x n

atas himpunan bilangan bulat tak negatif dan (I',  ,+) adalah

semigrup dari matriks—matriks # X m atas himpunan yang sama. Jika
diberikan pemetaan ¢o:M, xI' ~xM —>M, , maka M
adalah I -semiring.

Bukti:
Misalkan  diberikan M = {A

mxn

[A]ij VAROR(} } dan
., = {anxm ‘ [ ]y ez’ {0}} adalah  semigrup  terhadap

penjumlahan. Karena operasi penjumlahan pada matriks bersifat
komutatif, jadi M adalah semigrup komutatif. Selanjutnya,
misalkan diberikan sebarang 4, B,C € M dan «, f €1 . Maka:
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- i[Aa]ip [B]pj b i[A“]ip [C]pf

p=l
=) ([A ]ip +[B ]ip IO‘C ]pj
p=1
=2 l4],[ac],; + 3 [B], o],
p=1 p=1
=[4aC]; +[BaC],
Dengan demikian, terbukti M adalah I"-semiring. o

Lemma 2.4.1 (Chinram, 2008)
Misalkan S adalah semiring dan I" adalah sebarang himpunan tak
kosong. Jika diberikan pemetaan S xI'x S — § yang didefinisikan
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dengan ayp=ab, Va,beS, dan Vyel', maka § adalah I -

Misalkan diberikan sebarang a,b,ce S dan y, uel’.
Jelas bahwa (S, +) adalah semigrup komutatif, sebab S adalah

semiring.

Bukti:

1.
semiring.

2.
Selanjutnya, (ayb)uc =(ab)uc
I" -semigrup.

3. ay(b+c)=ab+c)

Dari definisi pemetaan jelas ayp=abe S .

=a(buc)

= (ayb)c
=ay(bc)
=ay(buc)

(definisi pemetaan)
(asosiatif)
(definisi pemetaan)
(asosiatif)
(definisi pemetaan)
(asosiatif)
(definisi pemetaan)

Karena aype S dan (ayb)uc=ay(buc), terbukti S adalah

=ab+ac
=ay+ajyc
(b+c)pa=(b+c)a

=ba + ca

=bya + cya

(definisi pemetaan)

(distributif)
(definisi pemetaan)
(definisi pemetaan)

(distributif)
(definisi pemetaan)

Dari ketiga bukti di atas, terbukti bahwa S adalah I" -semiring. H

Corollary 2.4.2 (Chinram, 2008)

Jika R adalah ring, I" adalah sebarang himpunan tak kosong dan
didefinisikan pemetaan seperti pada Lemma 2.4.1, maka R adalah
I" -semiring.

10



Bukti:
Karena setiap ring adalah semiring, jadi R adalah semiring. Menurut
Lemma 2.4.1, terbukti R adalah I -semiring. o

Selanjutnya diasumsikan bahwa setiap [ -semiring S
mempunyai suatu [ -absorbing zero, yaitu terdapat 0§
sedemikian sehingga x+0=0+x=x dan O)x=xy0=0, Vxe S
dan Vyel .

Sebelum membahas lebih lanjut tentang I -semiring, perlu
diberikan terlebih dulu notasi yang akan digunakan. Misalkan 4 dan
B adalah subset tak kosong dari I'-semiring S, dan N adalah
himpunan bilangan asli. Didefinisikan

A+B:{a+b‘aeA,beB},

Al'B = {i a,yb,

i=1

a, €A, y.€l’,b, EB},
dan

P, €N, a, eA}.

i=1

NA = {Zn: p.a;

Definisi 2.4.3 Sub I -semiring (Chinram, 2008)

Misalkan § adalah I'-semiring dan 7 subset tak kosong dari S .
T' disebut subI -semiring dari .S jika 7" adalah subsemigrup dari
(S,+) dan appeT, Va,beT dan V y €I, atau dengan kata lain

ITTrcT.

Lemma 2.4.3 (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah semiring, 7" adalah subsemiring dari S, dan I

adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan pemetaan
SxI'xS§S— S yang didefinisikan dengan ayp=ab, Va,be S,

dan V y €I, maka T adalah subI" -semiring dari " -semiring S .

Bukti:
Jelas bahwa T adalah subsemigrup dari (S,+) dan abeT,

Va,beT, sebab T adalah subsemiring dari S . Menurut Lemma

11



24.1, § adalah I -semiring. Selanjutnya, misalkan diberikan
sebarang a,beT dan y e€l'.Jadi aypb=ab eT . Dengan demikian,

terbukti 7' adalah subI -semiring dari I -semiring S . (=

Corollary 2.4.4 (Chinram, 2008)

Jika R adalah ring, T subring dari R, I adalah sebarang
himpunan tak kosong dan didefinisikan pemetaan seperti pada
Lemma 2.4.3, maka 7" adalah subI" -semiring dari I -semiring R .

Bukti:

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R adalah semiring. Dengan
demikian, menurut Lemma 2.4.3, terbukti 7' adalah subI -semiring
dari I -semiring R . a

Definisi 2.4.4 Ideal dalam I -semiring (Chinram, 2008)

Misalkan S adalah I -semiring dan 7' subset tak kosong dari S .
T disebut ideal kiri (kanan) dalam S jika 7 adalah subsemigrup
dari (S,+) dan xp el (tixeT), VxeS,Vyel ,dan VteT,
atau dengan kata lain ST7 T (IT'S < T'). Jika T adalah ideal kiri
dan ideal kanan dalam S, maka 7" disebut ideal dua sisi dalam S,
atau cukup disebut dengan ideal dalam S .

Lemma 2.4.5 (Chinram, 2008)

Misalkan § adalah semiring, 7" adalah ideal kiri (kanan) dalam S,
dan I' adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan
pemetaan SxI'x S — S yang didefinisikan dengan ayb=ab,

Va,beS, dan Vyel , maka T adalah ideal kiri (kanan) dalam

I -semiring S . Demikian juga, jika 7 adalah ideal dalam semiring
S, maka T adalah ideal dalam I -semiring S .

Bukti:
Jelas bahwa T adalah subsemigrup dari (S,+), sebab 7' adalah

ideal kiri (kanan) dalam semiring S . Menurut Lemma 2.4.1, S
adalah I'-semiring. Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang
xeS§, yel',dan teT . Jadi xy =xt (tyx=1tx). Karena T ideal

kiri (kanan) dalam §, maka xy=xteTl (tyx=txeT). Dengan
12



demikian, terbukti 7" adalah ideal kiri (kanan) dalam I"-semiring
S . Jika T' adalah ideal dalam semiring S, maka VxeS§, Vyel,

dan V¢eT, berlaku xpt=xteT dan tyx=txeT . Sedangkan

menurut Lemma 2.4.1, § adalah I -semiring. Terbukti 7" adalah
ideal kiri dan ideal kanan dalam I’ -semiring S, atau dengan kata
lain 7" adalah ideal dalam I" -semiring S . a

Corollary 2.4.6 (Chinram, 2008)

Jika R adalah ring, ' adalah ideal kiri (kanan, ideal) dalam R, I
adalah sebarang himpunan tak kosong dan didefinisikan pemetaan
seperti pada Lemma 2.4.5, maka 7 adalah ideal kiri (kanan, ideal)
dalam I -semiring R .

Bukti:

Karena setiap ring adalah semiring, jadi R adalah semiring. Menurut
Lemma 2.4.5, terbukti 7" adalah ideal kiri (kanan, ideal) dalam I -
semiring R . a

Selanjutnya, didefinisikan pula notasi yang akan digunakan
dalam Teorema 2.4.7 dan 2.4.8. Misalkan X adalah subset tak

kosong dari I -semiring S'. Didefinisikan (X'), adalah ideal kiri
terkecil dalam S yang memuat X, (X), adalah ideal kanan
terkecil dalam S yang memuat X', dan (X'), adalah ideal terkecil

dalam § yang memuat X .

Teorema 2.4.7 (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah suatu I'-semiring, X adalah suatu subset tak
kosong dari S, dan N adalah himpunan bilangan asli. Maka

1. (X),=NX+S8TX
2. (X),=NX+XTS
3. (X)), =NX+STX + XIS +STXT'S

Bukti:
1. Misalkan L =NX + ST'X .
i) Akan dibuktikan X < L.

13



ii)

14

Misalkan diberikan sebarang x € X . Karena S mempunyai I -
absorbing zero 0, yaitu 0yx =xy0=0, untuk setiap y €I, jadi
x=Ix+0=1x+0pxe L. Terbukti X c L.

Akan dibuktikan L adalah ideal kiri dalam S .
Misalkan diberikan sebarang a,beL. Jadi a=a, +a, dan

b=b +b,, untuk suatu a,,b,eNX dan a,,b, eST'X.

a, e NX = g, =Zpl.xl., untuk suatu p, eN dan x, e X,

i=1

untuk setiap i=1,2,.....,n. b eNX = ), =Zqixl. , untuk
i=l1
suatu ¢, €N dan x, e€X, untuk setiap i=12,....,¢.

a, +b, = Zpixi + Zqixi < Z(pi +q,)x,. Karena N
i=1 i=1 i=1
tertutup terhadap penjumlahan, jadi p, +¢, € N, untuk setiap
i=1,2,....,n, sehingga a1+b1=2(pi+ql.)xieNX.
i=1

a, eSI'X = a, :Zk%xi , untuk suatu k, €S, y, €l’, dan

i=1

x,€X,Vi=12,...,n. b,eSTX = b, =) Lyx, , untuk
i=1

suatu [, €S, y,el', dan x,eX, Vi=L2, ... 1.

ay+b, = kyx, + > Lyx,=> (k +1)yx, . Karena S
i=1 i=1 i=1

adalah semigrup, jadi k, +/. €S, Vi=1,2,.....,n, schingga

a, +b, =Z(ki +1)y,x, €eST'X. Karena a, +b, e NX dan

i=l1

a,+b,eST'X ,jadia+beNX +STX=L.



Selanjutnya akan ditunjukkan ST'L < L.
ST'L=ST(NX +STX)=SI'NX + ST'STX

=NSTX +STSTX=(N+SDSTX cSTX L.
Terbukti L ideal kiri dalam S .

iii) Akan dibuktikan [ adalah ideal kiri terkecil dalam S yang

memuat X .
Misalkan K adalah sebarang ideal kiri dalam S yang memuat
X . Karena XK, jadi NXc K dan ST XCcSTKcK.

Dengan demikian, L =NX +S8T'X < K. Terbukti L adalah
ideal kiri terkecil dalam S yang memuat X .

Dari 1), ii), dan iii), terbukti (X), =L=NX +ST'X .

2.
)

Misalkan R =NX + XT'S'.

Akan dibuktikan X — R.

Misalkan diberikan sebarang x € X . Karena S mempunyai I -
absorbing zero 0, yaitu 0yx =xy0=0, untuk setiap y €I, jadi
x=Ilx+0=1x+xy0e R . Terbukti X = R.

Akan dibuktikan R adalah ideal kanan dalam S .
Misalkan diberikan sebarang a,beR. Jadi a=a, +a, dan

b=b,+b,, untuk suatu a,,b,eNX dan a,,b, e XTS.

n
a, e NX = g, :Zpl.xi, untuk suatu p, €N dan x, € X,

i=1

untuk setiap i=1,2,.....n. by eNX = b, :Zqixl. , untuk
i=1
suatu g, €N dan x;, €X, untuk setiap i=12,...... N/

n

a, +b, =Zpl.xi+iqixi =i(pl. +¢g,)x,. Karena N
i=1 i=1

i=1
tertutup terhadap penjumlahan, jadi p, +¢q, € N, untuk setiap

15



iii)

i=1,2,...,n, sehingga a1+b1:2(pi+qi)xieNX.

i=l1

a, e XI'S = a, :le.y/ikl. , untuk suatu k, €S, y, €l’, dan

i=1
X, €X,Vi=12,..,n. bye XI'S = b, =) x,7,l,, untuk
i=1

suatu [, €S, y,el’, damn x,e€X, Vi=L2,...,n.

a, +b, =Zn:xi7/ikl. +Zn:xi7/i ; =Zn:xi7i(ki +/,). Karena §

i=l1 i=1 i=1

adalah semigrup, jadi k, +/, €S, Vi=12,.....,n, schingga

a, +b, =in]/i(kl. +/[)e XI'S. Karena a, +b, e NX dan
i=1

a,+b, e XI'S,jadi a+beNX + X['S=R.

Selanjutnya akan ditunjukkan RI'Sc R .
RI'S =(NX + XT'S)I'S =NXT'S + XI'ST'S

= XI'SN+XTSTS=XI'S(N+T'S)c XTScR.
Terbukti R ideal kanan dalam S .

Akan dibuktikan R adalah ideal kanan terkecil dalam S yang
memuat X .

Misalkan K adalah sebarang ideal kanan dalam S yang
memuat X . Oleh karena X c K, maka NX c K dan
XI'Sc KI'Sc K. Dengan demikian, R=NX+ XI'Sc K .
Terbukti R adalah ideal kanan terkecil dalam S yang memuat
X.

Dari i), ii), dan iii), terbukti (X), =R =NX + XI'S.

3.
1

16
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Misalkan diberikan sebarang x € X . Karena S mempunyai I -
absorbing zero 0, yaitu 0yx =xy0=0, untuk setiap y €I, jadi
x=Ix+0+0+0=1x+0x+xy0+0xy0el. Terbukti
Xcl.

Akan dibuktikan / adalah ideal dalam S .
Misalkan diberikan sebarang a,bel. Jadi

a=a,+a,+a,+a, dan b=b, +b, +b, +b,, untuk suatu
a,,b, eNX, a,,b, e STX, a,,b, e XI'S, dan

a,,b, e STXT'S . aleNX:>a1:Zpixi, untuk suatu

i=1
p,eN dan Xx,e€eX, untuk setiap i=1,2,.... N

byeNX = b, =Zqixl. , untuk suatu g, €N dan x, X,
i=l1
untuk setiap Bl .. /e Dengan demikian,

a, +b, =Zpixi+2qixi =Z(pl. +q.)x;,. Karena N
i=1 i=1 i=1
tertutup terhadap penjumlahan, jadi p, +¢q, € N, untuk setiap

i=1,2,.....,n, sehingga a1+b1=2(pi+qi)xieNX.

i=1

a, eSI'X = a, :Zk%xi , untuk suatu k, €S, y, €I, dan

i=1
x,eX,Vi=12,...n. b,eSTX = b2=Zli7/ixi,untuk
i=1
suatu [, €S, y,el', dam x,e€eX, Vi=lL2,...,n.

n

ay+b, =Y kyx,+> Lyx,=> (k;+1)yx,. Karena S
i=1 i=1

i=l1

adalah semigrup, jadi k, +/, €S, Vi=12,.....,n, sehingga

a,+b,=) (k;+1)yx, €STX.

i=l1

17
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a, € XI'S = a, =le.y/l.kl.,untuk suatu k, €S, y, €l', dan

i=1

X, €X, Vi=12,...,n. by e XI'S = b;=> x,7,/,, untuk
i=l1

suatu [, €S, y,el', dan x,e€eX, Vi=1L2,...,n.

a, + b, =Zn:xl.7ikl. +Zn:xi7i ; =Zn:xi7/l.(ki +/,). Karena §

i=1 i=1 i=l1

adalah semigrup, jadi k;, +/, €S, Vi=12,.....,n, sehingga

a, + b, =in7i(ki +1,)e XT'S.
i=1
a, eSTXI'S = a, =Zki7/ixi7iki , untuk suatu k€S8,
i=1

y;el’, dan x,eX, untuk setiap i=12,..... ,N.

b, eSTXT'S = b, =Zli7ixl.]/l.ll. , untuk suatu [ €S,

i=1
y;el’, dan Xx,€X, untuk setiap i=1,2,.... 1.

a, +b, = iki Xk + iliyixiyili
i=1 =1

:Z(ki +li)7/ixi7i(ki +li)'

i=1
Karena S adalah semigrup, jadi k, +/ €S, Vi=12,......n,

n

sehingga a,+b, =Z(kl. +1)yxy.(k +1)eSTXTS .

i=1
Karena a,+b, eNX, a,+b,eSI'X, a,+b,€XI'S, dan
a,+b, e STXT'S, dengan demikian dapat disimpulkan
a+beNX+STX +XT'S +STATS=1.

Selanjutnya akan ditunjukkan SI'/ </ dan IT'S /.
ST'T =ST'(NX + STX + XT'S + STXT'S)

=SI'NX + ST'STX + STXT'S + ST'STXT'S



=NSTX + STSTX +STXT'S + STSTXT'S
=(N+ST)STX + (ST + ST'ST)XT'S
cSTX+XI'Sc .

ITS =(NX +STX + XT'S + STXTS)['S
=NXT'S + STXT'S + XT'ST'S + STXT'ST'S
= XI'SN + STXT'S + XI'ST'S + ST XT'ST'S
=X['S(IN+ILS)+STX(I'S +T'STS)
cXI'S+STXcT.

Terbukti / ideal dalam S .

ii1) Akan dibuktikan / ideal terkecil dalam S yang memuat X .
Misalkan K adalah sebarang ideal dalam S yang memuat X .
Oleh karena X c K, maka NXc K, SIXcSTKcK,

XIScKI'ScK, dan STXTI'ScSTKI'Sc K. Dengan
demikian, /=NX + ST X + XT'S + STXI'S € K. Terbukti [
adalah ideal terkecil dalam S yang memuat X .

Dengan demikian, dari 1), 1i), dan 1ii1), terbukti bahwa
(X),=I=NX+STX +XT'S +STXTS. a

Corollary 2.4.8 (Chinram, 2008)
Misalkan S adalah suatu I -semiring dan X adalah suatu
subsemigrup dari (S, +). Maka

. (X),=X+STX

2. (X)), =X+XIS

3. (X),=X+S8TX+XI'S+STXTS.

Bukti:
Cukup dibuktikan bahwa X =NJX . Misalkan diberikan sebarang
xeX. Jadi x=IxeNX. Dengan demikian, X < NX.

Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang aeNX . Jadi

a= Zpl.xi , untuk suatu p,eN dan x, € X, untuk setiap
i=1

22 NN ,n. Karena X adalah subsemigrup dari (S,+), jadi
19



X, € X ,untuk setiap i =1,2,......,n, sehingga a = Zpl.xl. eX.
i=1

Dengan demikian, NX < X'. Karena X cNX dan NXc X,

terbukti bahwa X =NX . Untuk bukti-bukti selanjutnya analog

dengan bukti—bukti pada Teorema 2.4.7. a
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi—definisi dan teorema—
teorema dari quasi-ideal dalam I -semiring beserta bukti—buktinya.

Definisi 3.1 Quasi-Ideal dalam Ring (Chinram dan Kemprasit, 2005)
Misalkan R adalah ring dan ( subset tak kosong dari R.

Himpunan Q disebut quasi-ideal dalam R jika O adalah subgrup
dari (R,+) yang memenuhi RO N"QORC Q.

Contoh 3.1

a b
Misalkan R = {( dj‘ a, b, c, d bilangan bulat} adalah ring dan
c

x 0
0= {(O OJ‘ x bilangan bulat} . Jadi O adalah quasi-ideal dalam
R.

Bukti:
Jelas ) subset tak kosong dari R . Selanjutnya, misalkan diberikan

— — — (x 0 — (y O
sebarang M, NeQ. Jadi M = dan N = , untuk
0 0 0 0

suatu x dan ) merupakan bilangan bulat, sehingga diperoleh

— — (x O y 0 x—=y 0 y.
M —N = — = € Q. Dengan demikian,
0 0 0 0 0 O

O adalah subgrup dari (R,+). Berikutnya, misalkan diberikan

L, — (a
sebarang K € R. Jadi K :( , untuk suatu a, b, ¢, d bilangan
c

b
d
—— (a b)x 0 ax 0
bulat, sehingga KM = J = e RO dan

c 0 0 cx 0
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—— (x O)a b xa xb A
MK = = e OR. Dengan demikian,
0 ONc d 0 O

ax 0 xa xb
RO = ‘a,c,er dan QR = ‘a,b,er .
cx 0 0O O

Jika RQ diiriskan dengan QOR, maka ax=xa, xb=0, dan

ax 0
cx =0, sehingga RQmQRZ{[O Oj‘a,XEZ}QQ- Karena

O subgrup dari (R,+) dan RO N QORc O, terbukti O adalah
quasi-ideal dalam ring R . a

Definisi 3.2 Quasi-Ideal dalam Semigrup (Chinram, 2006)
Misalkan S adalah semigrup dan () subset tak kosong dari S .

Himpunan () disebut quasi-ideal dalam § jika memenuhi

SONOScO.

Contoh 3.2
Misalkan S = [O, 1] adalah semigrup terhadap pergandaan, dan

0= [O, 1/ 2]. Jadi Q adalah quasi-ideal dalam § .

Bukti:
Jelas O subset tak kosong dari S . Selanjutnya, misalkan diberikan

sebarang se€S dan ge@Q. Terlihat bahwa 0<s<1 dan

1 1
0<g<—, schingga O~O£Sqﬁl'§ atau 03sq£5. Jadi,

1

2
1

SQ=[O,1/2]. Sebaliknya, O-OSQSS%-I atau OSQSSE. Jadi,

0S =[0,1/2]. Dengan demikian, SO N OS =[0,1/2]c O . Terbukti
QO adalah quasi-ideal dalam semigrup S . a
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Definisi 3.3 Quasi-Ideal dalam Semiring (Shabir dkk, 2004)
Misalkan § adalah semiring dan () subset tak kosong dari .

Himpunan ( disebut quasi-ideal dalam S jika (@ adalah
subsemigrup dari (S, +) yang memenuhi SO N"QOS c Q.

Contoh 3.3

b
Misalkan S= {(a dJ ‘ a, b, c, d bilangan bulat tak negatif }
c

adalah semiring terhadap penjumlahan dan pergandaan, dan

0
0= {(g Oj ‘ x bilangan bulat tak negatif } . Jadi @ adalah
quasi-ideal dalam § .

Bukti:
Jelas O subset tak kosong dari S . Selanjutnya, misalkan diberikan

— — o — (x O — (v O
sebarang M, Ne Q. Jadi M = dan N = , untuk
0 0 0 O

suatu x dan ) merupakan bilangan bulat tak negatif, sehingga

— — (x O y 0 x+y 0 L
M+ N = + = € Q. Dengan demikian,
0 0 0 0 0 0

O subsemigrup dari (S,+). Berikutnya, misalkan diberikan pula

— — (a b
sebarang K € §. Jadi K =( dJ , untuk suatu a, b, c,d bilangan
c

. . —— (a b)x O ax 0
bulat tak negatif, schingga KM = = eSO
c d\0 O cx 0

—— (x O0Ya b xa xb N
dan MK = = € OS . Dengan demikian,
0 ONc d 0 O

ax 0
SO = {( Oj‘ a, ¢, x bilangan bulat tak negatif } , sedangkan
cx
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xa x , :
b .
oS = Xt ‘ a, b, x bilangan bulat tak negatif ;. Jika SQ

diiriskan dengan QOS', maka ax=xa, xb=0, dan cx =0, sehingga

ax 0 \
diperoleh SQ @\ QS = {( 0 Oj‘ a,xel U {O}} - Q . Karena

Q subsemigrup dari (S, +) dan SO N QOS < O, terbukti O adalah
quasi-ideal dalam semiring S . a

Definisi 3.4 Quasi-Ideal dalam I -semigrup (Chinram, 2006)
Misalkan M adalah I"-semigrup dan Q subset tak kosong dari M .

Q disebut quasi-ideal dalam [ -semigrup M jika memenuhi
MUONOI'M Q.

Contoh 3.4
Misalkan M = [O, 1] adalah semigrup terhadap pergandaan,

I'= {l/n‘ n eZ+}, dan Q= [O, 1/2]. Jika diberikan pemetaan
M xI'x M — M , maka Q adalah quasi-ideal dalam I -semigrup
M .

Bukti:
Jelas Q subset tak kosong dari M dan menurut Lemma 2.3.1, M

adalah I -semigrup. Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang

meM, geQ,dan yel'. Jelas bahwa 0 <m <1, OSqSl,dan
2
0 < y <1, sehingga O-O-OSm}/qSI-l-% atau OSm]/qS%.Jadi,
1
MFQ=[O,1/2]. Sebaliknya, O-O-OSq]fmSE-l-l atau dengan

1
kata lain OSquE. Jadi, OI'M 2[0, 1/2]. Dengan demikian,

MIU'QNQOI'M = [O, 1/ 2]g Q. Terbukti O adalah quasi-ideal dalam
I" -semigrup M . a
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Definisi 3.5 Quasi-Ideal dalam I"-semiring (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah I -semiring dan O subset tak kosong dari § .

Q disebut quasi-ideal dalam S jika ( adalah subsemigrup dari
(S, +) yang memenuhi STONQOI'Sc Q.

Contoh 3.5
b
Misalkan S= {(a dJ ‘ a, b, c, d bilangan bulat tak negatif }
c

adalah  semiring terhadap penjumlahan dan pergandaan,

r:{(g 2}\7ez+u{o}}, dan Q={(; gj\xefu{o}}.

Jika diberikan pemetaan S xI'x§ — §, maka Q adalah quasi-ideal
dalam I -semiring S .

Bukti:
Menurut Contoh 3.2, (O adalah quasi-ideal dalam semiring S,

sehingga O subsemigrup dari (S, +). Selanjutnya, menurut Lemma

2.4.1, § adalah I'-semiring. Misalkan diberikan sebarang KeS ,

— — | =¥\ R/ — (x O
MeQ, dan ®el'. Jadi K= , M= , dan
c d 0 0

— 0
O = (g J , untuk suatu a,b,c,d,x,y€Z" U {0}, sehingga
/4

——— (a b)Yy 0)x O apx 0 .

KOM = = eSI'Q. Sebaliknya,
c d 0 y) 0 O cyx 0

— 0 0 b

MOK = \ / . _[ X7 eOI'S. Dengan
0 ONO yNec d 0 0

X ap 0 4
demikian, ST'Q = g a,c,y,danxe Z" U {O} dan
cyx

ors = {(x(})/a x(;)/bj a,b,y,xeZ" U {O}} . Jika ST'Q diiriskan

25



dengan QOI'S, maka aww=xya, xyb=0, dan cyx =0, sehingga

SFQmQFS:{(“é“ gj\a,y,xezw{o}}gg. Knne

subsemigrup dari (S,+) dan STONQOI'S Cc O, terbukti () adalah
quasi-ideal dalam I -semiring S . o

Lemma 3.1 (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah semiring, O adalah quasi-ideal dalam S, dan T°

adalah sebarang himpunan tak kosong. Jika diberikan pemetaan
SxI'x§S —> S yang didefinisikan dengan ayp=ab, Va,be S,

dan V y €l" , maka Q adalah quasi-ideal dalam [ -semiring S .

Bukti:
Karena () adalah quasi-ideal dalam semiring S, jelas O adalah

subsemigrup dari (S,+) dan SQ N OS < Q. Selanjutnya, menurut
Lemma 2.4.1, § adalah I -semiring. Misalkan diberikan sebarang
aeS, yel',dan geQcS. Jadi ayg=aqeSQ, atau dengan
kata lain ST'Q < SQ . Demikian juga, gya =ga € QS , atau dengan
kata lain QI'S c OS . Jadi, STONQOI'S € SO N OS < O. Karena
Q adalah subsemigrup dari (S,+) dan STONQI'S c O, terbukti
QO adalah quasi-ideal dalam [ -semiring S . a

Corollary 3.2 (Chinram, 2008)

Jika R adalah ring, O adalah quasi-ideal dalam R, I adalah
sebarang himpunan tak kosong, dan didefinisikan pemetaan seperti
pada Lemma 3.1, maka Q adalah quasi-ideal dalam I -semiring R .

Bukti:
Karena setiap ring adalah semiring, jadi R adalah semiring. Menurut
Lemma 3.1, O adalah quasi-ideal dalam I -semiring R . a

Teorema 3.3 (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah suatu I -semiring, X adalah subset tak kosong
dari §, dan N adalah himpunan bilangan asli. Himpunan
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NX + (ST X N XT'S) adalah quasi-ideal terkecil dalam S yang

memuat X , dan dinotasikan dengan (X), .

Bukti:
Misalkan Q =(X), = NX + (ST'X N XT'S) .

1)

Akan dibuktikan X C Q.

Misalkan diberikan sebarang x € X . Karena § mempunyai I -
absorbing zero 0, yaitu 0yx =xy0=0, untuk setiap y €I, jadi
x=lx+0eQ. Terbukti X Q.

Akan dibuktikan Q adalah quasi-ideal dalam S .
Misalkan diberikan sebarang a,be (. Jadi a=a, +a, dan
b=b,+b,, untuk suatu a,,b, e NX dan

a,,b,eSTXNXIS. a, eNX = a1:2pixl.,untuk suatu

i=1
p,eN dan x,e€X, wuntuk setiap i=1,2,.... 7.

b eNX = blzz%xi, untuk suatu g, e N dan x, X,

i=1

:Z( p; +¢q,)x, . Karena N tertutup terhadap penjumlahan,
i=1
jadi  p.+¢q,eN, untuk setiap i=12,....,n, sehingga

a, +b, :Z(pi +q;)x; e NX.

i=1

a, eSIX " XI'S maka azeSFX:>a2=Zki7/l.xl. dan

i=l1

a, e XI'S = a, = le.)/iki , untuk suatu k, €S, y, €', dan
i=l1

x,eX, Y e AR AN VAY e b, e STX N XT'S maka
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b, eSTX = b, =) lyx,dan b, e XT'S = b, =) x,7l,,

i=l1 i=l1

untuk suatu /, €S, y,€l’, dan x, e X, Vi=12,.... 1.

a, +b, =Zki7/ixl. + Zli;/i r =Z(kl. +/)y.x;, dan juga
i=I i=1 i=1

a, +b, =Zn:xij/l.kl. +Zn:xi7/i ; =Zn:xi7i(ki +/,). Karena §

adalah semli:;grup, jadi lzi +1 € SZ,ZIV i=1,2,......n, sehingga
a, +b, =Zn:(ki +1)y.x, e STX
dan -
a,+b, =Zn:xi)/i(kl. +1,)e XT'S .
Dengan demikian, IZIaz +b, e STX N XTS'. Karena
a, +b,eNX dan a,+b,eSTX XIS, jadi a+beQ.

Selanjutnya akan ditunjukkan STONQOI'S € Q0.

STON QOIS c STQO=ST(NX + (STX n XT'S))

c ST(NX + ST'X)=SI'NX + STSTX
=NSTX + STSTX =(N+S8I)STX
cSTX.

Juga, STONQOI'S c OI'S =(NX + (ST X n XT'S))I'S
C(NX + XT'S)I'S =NXT'S + XT'ST'S
= XI'SN + XTSTS = XT'S(N+TS)
c XI'S'.

Dengan demikian, STQ N QOI'S < STX N XT'S < Q. Terbukti

Q adalah quasi-ideal dalam § .

iii) Akan dibuktikan () adalah quasi-ideal terkecil dalam § yang
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Misalkan K adalah sebarang quasi-ideal dalam S yang memuat
X. Oleh karena XcK, maka NXc K., dan

(STXNXTS)c(STK N"KI'S)c K. Dengan demikian,
OQ=NX+(STX N XT'S)c K. Terbukti O adalah quasi-ideal
terkecil dalam S yang memuat X .

Jadi, terbukti (X), = 0=NX + (STX N ATS). o

Teorema 3.4 (Chinram, 2008)
Irisan dari ideal kiri L dan ideal kanan R dalam suatu I -semiring
S adalah suatu quasi-ideal dalam S .

Bukti:
Misalkan K = L N R . Akan dibuktikan K adalah quasi-ideal dalam
I' -semiring § .
i) Akan dibuktikan K adalah subsemigrup dari (S, +).
Misalkan diberikan sebarang a,be K = LN R . Jadi a€ L dan

aceR, serta belL dan beR. Karena L adalah ideal kiri
dalam S, dan R adalah ideal kanan dalam S, jadi a+be L
dan a+beR, sehingga a+belL "R=K. Terbukti K
adalah subsemigrup dari (S, +).

ii)) Akan dibuktikan STK "KI'S € K .
STKN"KT'S =(ST(LNR)N((LNR)S)
=(STLNSTR)N(LT'S N RT'S)
cSITLNRIScLNR=K.

Dari i) dan ii), terbukti K =L N R adalah quasi-ideal dalam §. H
Definisi 3.6 & -ideal (Chinram, 2008)

Suatu ideal kiri (kanan, ideal) 7" dalam I -semiring S disebut suatu
k -ideal kiri (kanan, ideal) dalam S jika a,a+xe€T ,maka xeT .
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Contoh 3.6

a b
dJ‘ a,b,c,d e Z} adalah semiring,
c

r:{[g 2j\yez+u{0}}, L:{(]; gj\k,lez} adalah

m n
ideal kiri dalam S, dan R:{(O Oj‘ m,neZ} adalah ideal

Misalkan diberikan S = {(

kanan dalam S . Jika diberikan pemetaan S'xI'x§ — §, maka L
adalah £ -ideal kiri dalam I'-semiring S dan R adalah £k -ideal
kanan dalam I -semiring S .

Bukti:

Menurut Lemma 2.4.1, § adalah [ -semiring dan menurut Lemma
2.4.5, L adalah ideal kiri dalam I -semiring S dan R adalah ideal
kanan dalam I -semiring S. Selanjutnya, misalkan diberikan

— = = — = = — (kK O
sebarang A, A+ X el dan B,B+YeR. Jadi Az[l Oj,

— — (p 0) = (m n — = (x
A+ X = , B= ,dan B+Y = , untuk suatu
q O 0 O 0 O

k,l, p,q,m,n,x,dan y adalah bilangan bulat, sehingga diperoleh
— 0 k 0O -k 0
x=|" |- \ss L
qg 0 [0 g—I[ 0
)_/=x y|_(m n)_(x—m y—neR.
0 0 0 O 0 0

Dengan demikian, terbukti L adalah k -ideal kiri dalam I"-semiring
S dan R adalah k -ideal kanan dalam I -semiring S . o

dan

Teorema 3.5 (Chinram, 2008)
Misalkan () adalah suatu quasi-ideal dalam I -semiring S .

Pernyataan-pernyataan berikut benar:
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1. Jika Qc ST'Q dan ST'Q adalah £ -ideal kiri dalam S, maka
(Q adalah irisan dari ideal kiri QO+ ST'Q dan ideal kanan
O+0rs

2. Jika Qc OI'S dan OI'S adalah £ -ideal kanan dalam S, maka
Q adalah irisan dari ideal kiri QO+ ST'Q dan ideal kanan

O+0rS.

Bukti:
Menurut Corollary 2.4.8, O + SI'Q adalah ideal kiri dalam S yang

memuat O dan Q+ QI'S adalah ideal kanan dalam S yang

memuat Q. Misalkan A=(Q+STQO)N(Q+0OI'S). Akan

dibuktikan 4=0.

1. Dari permisalan A=(Q+STQ)N(Q+QOI'S) jelas bahwa
OcA. ..1)
Selanjutnya, karena QcST'Q, maka Q+S[Q=STQ,
sehingga 4 =ST'Q N (Q+ OI'S). Misalkan diberikan sebarang
de A=STON(Q+0OrI'S). Dengan demikian, d € STQ dan

de(Q+0rS). de(Q+0I'S) = d=q+ ) q,7,a, , untuk
i=1

suatu g,q, €Q, y,€l',dan g, €S, Vi=1,2,......,n. Karena
deSI'Q dan geQc ST'Q, serta ST'Q adalah £ -ideal kiri

dalam §, jadi Zqi)/iai eSI'Q. Juga, Zqi;/iai eoI's.

i=1 i=1

Dengan  demikian, Zqi y,a, €eSTONQOI'Sc Q. Karena

i=1

g € Q dan Zqi)/iai €0, jadi d=q+2qi7/iai € Q. Terbukti

i=1 i=1

AcO. ...ii)

Dari 1) dan ii), terbukti A =0.
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2. Dari permisalan A=(Q+STQ)N(Q+QOI'S) jelas bahwa
QcA. ..1)
Selanjutnya, karena QcQI'S, maka Q+Q0I'S=0IS,
sehingga A =(Q+ ST'Q) N QOI'S . Misalkan diberikan sebarang
deA=(Q+STQ)NQOI'S). Jadi, de(Q+STQ) dan

deQI'S. de(Q+STQ0) = d:q+2ai7iqi, untuk suatu

i=1
q,.9,€0Q, y;€l’, dan aq,€§, Vi=12,...,n. Karena
deQl'S dan ge Qc OI'S, serta OI'S adalah £k -ideal kanan
dalam §, jadi Zalyiqi eQI'S . Juga, Zaiy/iqi eST'Q.

i=l1 i=1

Dengan demikian, Zai 7,4, €OI'SNSI'QOc Q. Karena

i=1
g €@ dan Zalyiqi €0, jadi d:q+2ai7/iqi € Q. Terbukti

i=l1 i=l1

Ac Q. ..A1)
Dari 1) dan ii), terbukti 4 =0 . a

Definisi 3.7 Elemen Identitas dari [ -semiring (Chinram, 2008)
Misalkan § adalah suatu [ -semiring. Suatu elemen a € S disebut
identitas kiri (kanan) dari S, jika x =ax (x=xa), Vxe§, dan
V y el . Jika a adalah identitas kiri dan identitas kanan, maka a
disebut identitas dari S .

Contoh 3.7

b
Misalkan S = {(a dj ‘ a, b, c, d bilangan real positif } adalah
c

0
semiring dan Fz{[g ]‘ yel +}. Jika diberikan pemetaan
/4
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2 F gl 0
SxI'x S — S, maka M :£ i)?/ ’ / j € S adalah elemen identitas
Y
dari ["-semiring S .

Bukti:
Menurut Lemma 2.4.1, S adalah I -semiring. Selanjutnya, misalkan

> — L38 CaAND
diberikan sebarang K €S dan ®el'. Jadi K =£ dj dan
c

— 0
(D:[J/ j, untuk suatu a,b,c,d bilangan real positif, dan

0y
, — (Yr 0 1/ .
ye/Z . Terdapat M = 0 €S, sedemikian sehingga

1/y
——— (ly 0 Yy O0Ya b)) (a b)) — —
MOK = H =K . Terbukti M
0 1y\0 yNc d) \c d
adalah identitas kiri dari I" -semiring S . ...1)
, ——— (a by OYly O a b\ —
Sebaliknya, K®M = = =K.
c dNO y\NO 1/y) \c¢ d
Terbukti M adalah identitas kanan dari T -semiring S . ...11)

Karena M adalah identitas kiri dan kanan dari T -semiring S,
terbukti M adalah identitas dari I -semiring S . o

Corollary 3.6 (Chinram, 2008)

Misalkan § adalah suatu I -semiring. Pernyataan—pernyataan

berikut benar:

1. Jika § mempunyai identitas kiri dan setiap ideal kiri dalam S
adalah k -ideal kiri dalam S, maka setiap quasi-ideal dalam S
adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S ;

2. Jika S mempunyai identitas kanan dan setiap ideal kanan dalam
S adalah £ -ideal kanan dalam S, maka setiap quasi-ideal
dalam § adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S .
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Bukti:
1. Misalkan Q adalah quasi-ideal dalam §'. Akan ditunjukkan Q

adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam § . Karena S
mempunyai identitas kiri, jadi VgeQ dan V yel’, berlaku
qg=ayg, untuk suatu ae€S, sehingga Qc S['Q. Menurut
Corollary 2.4.8, O+ SI'Q adalah ideal kiri dalam S yang
memuat Q. Karena Q< SI'Q, jadi Q + ST QO =SI'Q . Dengan
demikian, ST'Q adalah ideal kiri dalam S . Selanjutnya,
menurut asumsi, ST'Q adalah £ -ideal kiri dalam §. Menurut
Teorema 3.5 (1), jika Q< ST'Q dan ST'Q adalah £ -ideal kiri
dalam S, maka terbukti O adalah irisan dari ideal kiri dan ideal
kanan dalam S .

2. Misalkan O adalah quasi-ideal dalam §'. Akan ditunjukkan O

adalah irisan dari ideal kiri dan ideal kanan dalam S . Karena §
mempunyai identitas kanan, maka VgeQ dan Vyel,

berlaku g=¢gya, untuk suatu ae€S§, sehingga QcQOI'S.
Menurut Corollary 2.4.8, Q + OI'S adalah ideal kanan dalam §
yang memuat Q. Karena Qc OI'S, jadi OQ+QI'S=0I'S.
Dengan demikian, QI'S adalah ideal kanan dalam S.
Selanjutnya, menurut asumsi, QI'S adalah k -ideal kanan dalam
S . Menurut Teorema 3.5 (2), jika Qc OI'S dan QOI'S adalah
k -ideal kanan dalam S, maka terbukti Q adalah irisan dari
ideal kiri dan ideal kanan dalam S . a

Teorema 3.7 (Chinram, 2008)

Misalkan S adalah suatu I -semiring dengan elemen identitas.
Setiap quasi-ideal dalam § adalah irisan dari ideal kiri dan ideal
kanan dalam S .
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Bukti:
Misalkan () adalah quasi-ideal dalam §. Akan dibuktikan

QO =L N R, untuk suatu ideal kiri L. dalam § dan ideal kanan R

dalam §'.
i) Menurut Corollary 2.4.8, O+ SI'Q adalah ideal kiri dalam §

yang memuat Q dan Q+ QOI'S adalah ideal kanan dalam S
yang memuat Q. Misalkan L=0Q+ SI['Q dan R=0+ QOIS
Jelas bahwa O < L dan Q < R, sehingga Q< LN R.

ii) Karena § mempunyai elemen identitas, maka menurut bukti
pada Corollary 3.6, Q< SI'Q dan Qc QOI'S, sehingga
L=0+STO=8STQ dan R=0Q0+Q0I'S=QI'S. Dengan
demikian, LN R=ST'Q N QOI'S . Karena Q adalah quasi-ideal
dalam §,jadi LN R=STONQOI'ScO.

Dari 1) dan ii), terbukti Q=L N R. a

Contoh 3.8

x 0
Pada contoh 3.7, jika diberikan Q:{(O Oj‘ xeR+}, maka Q
adalah quasi-ideal dalam I -semiring S .

Bukti:

\ =1 — (x O
Misalkan diberikan sebarang M, N Q. Jadi M :(O OJ dan

0
N :[i)/ 0) , untuk suatu x dan y merupakan bilangan real

itif, sehi M+ N x 0 + v 0 -y @)
OS1111, Senin a = = = 9
8 3% 0 0) 1o 0 0 0

Dengan demikian, ( subsemigrup dari (S,+). Selanjutnya,

ed — 1 =) V& A
misalkan diberikan sebarang K €S dan ® €l'. Jadi K :[ d}
c
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— 0
dan D= (?(; j , untuk suatu a,b,c,d eR" dan yeZ",
/4
. ——— (a b)Yy O0)x O apx 0
sehingga KOM = == e ST'Q dan
c d 0 )0 O cyx 0

— 0 0 b
MOK = A A J _[ X7 eQI'S. Dengan
0 ONO yNe d 0 0

demikian, diperoleh himpunan ideal kiri

a 0
STQ = 4 a,c,xeR" dan y € Z" } dan himpunan ideal
cyx 0

xya xyb . o
kanan OPS =4 " " |a,b,xeR" dany e Z" | . Jika STQ
diiriskan dengan QOI'S, maka amx=xpa, xyp=0, dan cx =0,

0
sehingga SFQﬂQFSz{(agx OJ‘a,xe R” dany/eZ+}gQ.

Karena Q subsemigrup dari (S, +) dan STQ "N QOI'S < O, terbukti
QO adalah quasi-ideal dalam [ -semiring § . =

Definisi 3.8 I -semiring Regular (Chinram, 2008)
Misalkan S adalah I -semiring. Suatu elemen a €S dikatakan
regular jika terdapat x€S§ dan «, f el sedemikian sehingga

a=aoxfa . Suatu I -semiring § dikatakan regular jika setiap
elemen dalam § adalah elemen regular.

Contoh 3.9
Misalkan diberikan himpunan bilangan real R adalah semiring dan

N {O} Jika diberikan pemetaan R xI'x R — R, maka R

adalah I -semiring regular, tetapi R tidak mempunyai elemen
identitas.
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Bukti:
1) Menurut Lemma 2.4.1, R adalah I -semiring. Misalkan
diberikan sebarang a€R, a#0. Pilih = =1l dan

1
x =1/ae R, sedemikian sehingga aaxfa=a-1-—-1-a=a.
a

Jika @ =0, maka bisa dipilih sebarang «, f €’ dan x €R,
sedemikian schingga aoxfa=0-a-x-f-0=0. Dengan
demikian, untuk setiap a € R, a adalah elemen regular dalam
R . Terbukti R adalah I -semiring regular.

ii)) Misalkan diberikan sebarang x€ R dan y el’. Andaikan R
adalah I -semiring dengan elemen identitas a, sehingga
x=ayx dan x=xpa. Hal ini hanya dapat terpenuhi jika
a=1/y, sebab x=1/y-y-x dan x=x-y-1/y. Akan tetapi,
jika dipilih =0, maka a =1/0 ¢ R . Dengan demikian, terjadi

kontradiksi, sehingga terbukti R tidak mempunyai elemen
identitas.

Dari 1) dan ii), terbukti bahwa R adalah I -semiring regular, tetapi
tidak mempunyai elemen identitas. =]

Teorema 3.8 (Chinram, 2008)
Setiap quasi-ideal dalam I'-semiring regular §' dapat ditulis dalam
bentuk Q=L N R, untuk suatu ideal kiri L dalam § dan ideal

kanan R dalam §'.

Bukti:
Misalkan (@ adalah quasi-ideal dalam §. Akan dibuktikan

Q=L N R, untuk suatu ideal kiri L dalam S dan ideal kanan R

dalam S .
i) Menurut Corollary 2.4.8, O+ ST'Q adalah ideal kiri dalam S

yang memuat 0 dan Q4+ QOI'S adalah ideal kanan dalam S
yang memuat Q. Misalkan L=0+S['Q dan R=0+ QOIS
Jelas bahwa Q < L dan Q c R, sehingga Qc LN R.
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ii) Misalkan diberikan sebarang ge (. Karena § adalah I'-
semiring regular, jadi terdapat x€ S dan «a, feI" sedemikian
schingga g=qoxfq. q=qoxfg=(qox)pqeSIQ, atau
OcSTQ. Juga, g=qaxfg=qa(xPq)cQOI'S, atau dengan
kata lain Qc QI'S. Sehingga L=0+S[Q=ST'Q dan
R=0+Q0I'S=0I'S.Jadi, LNR=STONQI'S . Karena Q
adalah quasi-ideal dalam S, jadi LN R=STOnQOI'S Q.

Dari i) dan ii), terbukti Q=L N R. o

Contoh 3.10
Pada contoh 3.9, jika diberikan Q = {2x‘ X € R}, maka () adalah

quasi-ideal dalam I" -semiring R .

Bukti:
Misalkan diberikan sebarang m dan ne . Jadi m =2x dan

n=2y, untuk suatu x dan ypyeR, schingga diperoleh
m+n=2x+2y=2(x+y)eQ. Dengan demikian, ( adalah
subsemigrup dari (R, +) . Selanjutnya, misalkan diberikan sebarang
acR dan yel'. Jadi am=ay2x=2(ayw)eRI'Q dan
mya =2xya =2(xya) € QI'R, sehingga diperoleh ideal kiri
RI'Q = {Z(a)oc)‘ a,xeR,y e F}
dan ideal kanan
QIR = {2(xya)‘ a,xeR,ye F}.
Jika RI'Q diiriskan dengan QI'R, maka 2(aw)=2(xy),
sehingga RICONQOI'R = {Zk‘ ke R} (@, untuk suatu
k=am=xyw. Karena (@ subsemigrup dari (R,+) dan
RICONQOI'R < O, terbukti O adalah quasi-ideal dalam I -
semiring R . a
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan dapat diambil kesimpulan:
1. Suatu quasi-ideal 0 dalam suatu I -semiring § didefinisikan

sebagai suatu subsemigrup dari (S,+) sedemikian sehingga
STONQOI'ScQ.
2. Setiap quasi-ideal dalam suatu semiring § merupakan quasi-

ideal dalam I -semiring S .
3. Setiap quasi-ideal dalam suatu I -semiring merupakan irisan
dari ideal kiri dan ideal kanan dalam I -semiring tersebut.
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