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MODEL MATEMATIKA
SISTEM IMUN PADA PENDERITA HIV
TANPA DAN DENGAN TERAPI

ABSTRAK

Pada skrips ini dibahas konstruksi dan analisis model
matematika sistem imun HIV tanpa dan dengan terapi. Pada
konstruksi model digunakan analisis kompartemen. Sistem imun
HIV dimodelkan dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa
non-linier dengan tiga variabel yaitu sel T CD4" yang tidak terinfeksi
(T), sel T CD4" yang terinfeksi (T'), dan virus yang hidup bebas
dalam darah (V). Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik
kesetimbangan untuk masing-masing model  vyaitu titik
kesetimbangan bebas infeksi dan titik kesetimbangan terinfeksi. Jenis
kestabilan dari titik kesetimbangan tersebut ditentukan dengan cara
melinierkan sistem di  sekitar titik  kesetimbangan. Titik
kesetimbangan bebas infeksi adalah stabil asimtotik untuk Ry < 1 dan
tidak stabil untuk Ry > 1. Ry didefinisikan sebagai angka reproduksi
dasar, yaitu angka yang menunjukkan tingkat infekst HIV. Pada saat
Ro < 1, sistem imun terbebas dari infeksi dan pada saat Rp > 1 sistem
imun berada dalam kondisi terinfeksi. Titik kesetimbangan terinfeksi
pada model tanpa terapi sama dengan model dengan terapi jika terapi
diberikan dalam periode tertentu, yaitu (3,7, 20,4, 55170). Titik
kesetimbangan ini adalah stabil asimtotik. Ketika terapi diberikan
tanpa batas waktu diperoleh titik kesetimbangan terinfeksi yang
bergantung pada nilai P yang digunakan. Untuk P=0,3 diperoleh titik
kesetimbangan terinfeksi (12,43, 19,79, 53517,89) stabil asimtotik.
Hasil analisis ini ditunjukkan secara grafis menggunakan metode
Runge-K utta orde empat.

Kata kunci : sistem imun, HIV, model tanpa terapi, model dengan

terapi, titik kesetimbangan, kestabilan, = metode
Runge-Kutta
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A MATHEMATICAL MODEL
OF THE HUMAN IMMUNE SYSTEM FOR HIV INFECTION
WITH AND WITHOUT THERAPY

ABSTRACT

In this final project we construct and analyze a mathematical
model of human immune system for HIV infection with and without
therapy. Using a compartment model, the human immune system for
HIV infection is modelled as a non-linear differential equation
system of three variables, that is non-infected CD4" T cells (T),
infected CD4" T cells (T') and the population of virus that is free
living in the blood (V). According to our analysis, the model has two
equilibrium states for each model, namely uninfected steady state
and infected steady state. By linearizing the system around each
equilibrium, stability of the equilibrium can be determined. The
uninfected steady state is asymtotically stable for R < 1 and
becomes unstable for Ry > 1. Ry defines a basic reproduction number,
i.e the number of HIV infection spread degree. When Rq < 1, the
human immune system is recovered from infection and when Ry > 1,
infection occured. The infected steady state of the first model is
equal to the second model when therapy is given in specified period,
that is ( 3,7, 20,4, 55170). This equilibrium state is asymtotically
stable. When therapy is given in unlimited time, the infected steady
state is found to depend on the value of P. For P=0,3, the infected
steady state (12,43, 19,79, 53517,89) is asymtotically stable. The
result of this analysis is shown graphicaly using the fourth order
Runge-K utta method.

Key words : immune system, HIV, model with therapy, model
without therapy, equilibrium state, stability, Runge-
Kutta method
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Human Immunodeficiency Virus (HIV) merupakan virus yang
merusak sistem kekebalan tubuh dengan menyerang sl T CD4"
(salah satu sel darah putih). Virus ini menyebabkan AIDS (Acquired
Imun Deficiency Syndrome). AIDS merupakan sekumpulan gejala
penyakit yang menyerang tubuh manusia setelah sistem
kekebalannya dirusak oleh HIV (Anonimus?, 2007).

Kasus AIDS di Indonesia mulai terlihat peningkatan tajam sejak
pertengahan tahun 1999 terutama akibat penularan melalui narkotika
suntik (RSPI-SS, 2007). Berdasarkan hasil laporan dari Departemen
Kesehatan RI, jumlah kumulatif orang yang hidup dengan
HIV/AIDS (ODHA) hingga 30 Juni 2007 adalah 9689, atau
bertambah 1495 orang sepanjang periode Januari-Juni 2007. Jumlah
itu diperkirakan belum menunjukkan angka sebenarnya (Anonimus®,
2007). Jumlah kasus AIDS di Indonesia 10 tahun terakhir
ditunjukkan pada Gambar 1.1.
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Gambar 1.1 Jumlah kasus HIV/AIDS di Indonesia 10 tahun
terakhir.

Beberapa fasilitas yang memberikan layanan dasar HIV yang
saat ini tersedia di Indonesia adalah 296 klinik VCT (Voluntary
Counseling and Testing atau tes dan anjuran sukarela); 153 Rumah
Sakit yang memberi layanan ART (Antiretroviral Therapy); 20
jaringan rujukan IMAI (Integrated Management of Adolescence and
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Adult Illness); 19 Rumah Sakit yang memberi layanan PMTCT
(Prevention of Mother to Child Transmission atau pencegahan
transmisi ibu ke anak), dan 4 Rumah Sakit Pengampu ditambah 10
Puskesmas yang memberi MMT (Methadon Maintenance Therapy)
atau PTRM (Program Terapi Rumatan Metadon) (Anonimus®, 2007).
Hingga saat ini ada beberapa jenis obat yang diberikan dalam terapi
seperti AZT, DDC, DDI dan D4T. Namun masih terdapat
kontrovers: mengenai kapan harus diberikan terapi, atau pola terapi
seperti apa yang harus digunakan. Hal ini dikarenakan kebanyakan
laboratorium dan klinik menjaga untuk tidak memberitahukan data
tentang metode perawatan pasiennya, keefektifan,  dan
keberhasilannya (Kirschner, 1996).

Secara umum pemodelan matematika yang terkait dengan
masalah HIV ada dua macam yaitu model epidemik penyakit AIDS
dan model sistem imun HIV. Pada skripsi ini yang akan dibahas
model sistem imun HIV. Kontruksi model ada dua macam yaitu
tanpa terapi dan dengan diberikan terapi. Dalam kontruksi model
sistem imun HIV digunakan analisis kompartemen. Model populasi
juga dipakai dalam memberikan hipotesa interaksi populasi sel. Di
dalam model ini populasi dibagi menjadi tiga kompartemen yaitu sel
T CD4" yang tidak terinfeksi (T), sel T CD4" yang terinfeksi (T,
dan virus yang hidup bebas dalam darah (V). Setelah diperoleh
model sistem imun HIV, akan dicari solus numeriknya
menggunakan Runge-Kutta orde empat. Sebagaimana diketahui
metode Runge-Kutta memberikan nilai pendekatan lebih baik
daripada metode Euler.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, pokok permasalahan yang
dikemukakan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana mengkontruksi model sistem imun HIV?

2. Bagaimana menentukan kestabilan titik kesetimbangan
model sistem imun HIV?

3. Bagaimana solusi numerik dari model sistem imun HIV?

4. Bagaimana pengaruh pemberian terapi terhadap sistem
imun?



1.3 Batasan Masalah

Penulisan skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan
beberapa batasan masalah, yaitu:

1
2.

L

Inokulum awal merupakan sel yang tidak terinfeksi.

Sel T CD4" yang dihasilkan thymus, sumsum tulang atau
organ lainnya pada individu sehat adalah konstan.

Andlisis kestabilan untuk titik kesetimbangan ditentukan
tidak secara umum, tetapi menggunakan parameter-
parameter yang tersedia pada literatur.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan skripsi ini adalah untuk:

1
2.
3.
4,

Mengkontruksi model sistem imun HIV.

Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan sistem imun
HIV.

Mencari solusi numerik dari model sistem imun HIV.
Mempelgjari pengaruh pemberian terapi terhadap sistem
imun






BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Definisi 2.1

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu turunan
atau lebih dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Edwards dan
Penney, 2001).

Definisi 2.2

Persamaan diferensial biasa ialah persamaan diferensial yang
mengandung hanya satu peubah bebas. Suatu persamaan diferensial
biasa orde n adalah suatu persamaan yang dapat ditulis dalam bentuk

Fx,y,y, =0 (2.1)
dimana y, y’, ..., """ adalah fungsi dari x (Finizio dan Ladas, 1982).

Definisi 2.3
Sistem persamaan diferensial biasa adalah suatu sistem yang terdiri
dari n persamaan diferensial biasa dengan » fungsi yang tidak
diketahui, dimana » merupakan bilangan bulat positif > 2. Bentuk
umum sistem persamaan diferensial dengan n fungsi yang tidak
diketahui adalah
czctlzX] (%) 505X, 58)
: (2.2)

dx
=X, (X ey X5t
df n( 1 )

dengan X; untuk i = 1, ..., n adalah fungsi dari n+1 variabel (Birkhoff
dan Rota, 1989).

2.2 Sistem Otonomus

Definisi 2.4
Sistem persamaan diferensial orde 1 yang berbentuk:
dx;
E=X (X ,e0x,), =1, ..,0 2.3
” (x, ) (2.3)



dengan X; adalah fungsi bernilai riil yang tidak bergantung secara
eksplisit terhadap ¢ disebut sistem otonomus (Birkhoff dan Rota,
1989).

Definisi 2.5
Misalkan diberikan suatu sistem otonomus
dx
9 f(X, J’)
dt
(2.4)
@7 g(x,»)
dt "

Titik (x, ') dimana f{x", y") = 0 dan g(x, y*) = 0 disebut titik kritis

pada sistem (2.4). Titik kritis (x, y') merupakan solusi sistem (2.4)
_ dx dy

yang bernilai konstan sebab o = 0 dan . = 0. Keadaan yang

X d
menyebabkan 7 =0 dan ?); = (0 disebut dengan keadaan

setimbang dan titik yang memenuhi disebut fitik kesetimbangan
(Edwards dan Penney, 2001).

2.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Definisi 2.6
Titik kesetimbangan (x, y") disebut
(a) stabil jika Ve >0, 36>0  sedemikian  sehingga

[(x(0), »(0)~ (", y)] < 6
berlaku ||(x(t), y@)-(x",y)|<e, 120
(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atau tidak memenuhi
kriteria (a)
(c) stabil asimtotik jika ia stabil dan 35, 0 < 5, < §, sedemikian
sehingga sebuah solusi X =x(¢)dan y = y(f) memenuhi
IGe(0), ()= ",y < 6,
berlaku lij}cl(x(t ), 0(1)=(x", "), >0 (Robinson, 2004).



2.3.1 Sistem Otonomus Linier

Teorema 2.1
Misalkan 4; dan 4, adalah nilai eigen matriks koefisien A dari sistem
otonomus linier dua dimensi

dx
—=ax+by
dt (2.5)
Q=0x+dy
dt
dengan ad — bc # 0 . Titik kritis (0,0) adalah
1. stabil asimtotik jika bagian riil dari 4; dan 4, keduanya adalah
negatif,
2. stabil (tapi bukan stabil asimtotik) jika bagian riil dari A, dan 4,
keduanya adalah nol atau 4,, 1, = + ¢i,
3. tidak stabil jika baik A, atau 4, memiliki bagian riil yang positif
(Edwards dan Penney, 2001).

2.3.2 Sistem Otonomus Non-Linier

Perhatikan sistem otonomus non-linier berikut.

d
;’“ — f(x,y)
’ 2.6)
BN B
e
di g\, y

Asumsikan f dan g mempunyai turunan parsial yang kontinu
di titik (x', y). Deret Taylor fungsi f dan g di sekitar (x', y')
adalah

*

* * 6 x*, ' % a X 5 T
Fap)=f Gy )L E Y ) oY)
ax ay
0BC Y )y ) 08 Y)
Ox b
dimana 7,(x,y) dan 7,(x,y) adalah suku sisa. Untuk hampiran orde

(y=y)+m(x,y) 2.7)

(y=y")+n,(x,) (2.8)

g(x,y)=g(x",y" )+

satu di atas, suku sisa tersebut memenuhi

lim 5D 0 dan 1 25D g 2.9)
SR I

dengan w=(x—x",y—)").




dx d ]
Dari persamaan di atas dan mengingat bahwa ke gmeth b %4

dt d(t-t")
serta Q=M , persamaan (2.7) dan (2.8) dapat ditulis dalam
dt d(t-t)

bentuk matriks, yaitu

@”(x,y) ) & X,y

e {f(x 5 )} & ) e O [mx,y)}
atry 186 ]| ') oy o) o Flnee)

& o

atau

¥y Iy
Ix—x} {f(x v )} & {(H)} {m(x,y)}
diyy | | & .y) || %e('y) ae’y) |02 [71,(x))

ax o
(2.10).
Matriks
CACIBRIACID.
. ox oy
DF(x ,y )= NN (2.11)
ox oy

disebut matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative
matrix).

Jika dimisalkan u=x-x", v=y—)", sehingga w=(u,v) dan
dengan mengingat bahwa f(x",y )= g(x",y )=0, maka persamaan
(2.10) dapat ditulis menjadi

@] [0 ) ¥ )

dt |_ 0ox ay |: :|+‘:771:| 212
dv || agxy") aer ) v L, &
dt ox oy

atau
aw o
—=DFw+ 2.13).
o w+n (2.13)



Jika (x,y) — (x",»") maka (u,v) bernilai kecil, sehingga ||77||S||VT/||
Dengan demikian 7 dapat diabaikan dan sistem non-linier (2.6)
dapat dihampiri oleh sistem linier

dii
& DF (2.14).
dt

Untuk x=x" dan y=y* diperoleh (u*,v*)=(0,0), sehingga

sistem linier (2.14) memiliki titik kesetimbangan (u",v*)=(0,0) dan
DF identik dengan [g 3} pada persamaan (2.5) (Boyce dan
DiPrima, 2005).

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistem Otonomus Non-L.inier)

Titik kesetimbangan dari sistem otonomus non-linier (2.6) adalah

1. stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan
adalah stabil asimtotik.

2. tak stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan adalah
tak stabil (Robinson, 2004).

2.4 Model Kompartemen

Model kompartemen adalah suatu model matematika yang
digunakan untuk menjelaskan energi atau materi yang dipindahkan
oleh suatu kompartemen atau antar kompartemen dalam suatu
sistem. Ada dua macam model kompartemen yaitu kompartemen
tunggal dan multi kompartemen.

Contoh kompartemen tunggal dapat dilihat pada Gambar 2.1.
Misalkan sebuah tangki yang berisi larutan garam dimasukkan
larutan garam dengan konsentrasi ¢; g/l dan laju konstan »; L/s.
Tangki tersebut juga mengeluarkan larutan dengan laju 7y L/s.



Input : ¢; g/L, r; L/s

Massa x(¢)
Volume v(?) ¥
Konsentrasi ¢o(f) =,

Output :
Cy g/L, ro L/s

Gambar 2.1 Diagram alir model kompartemen tunggal

Misalkan x(f) menyatakan massa garam yang terkandung dalam
larutan pada waktu ¢, maka dapat dihitung besarnya perubahan massa
dalam selang waktu [z, ¢ + At].

Ax = [input massa] — [output massa] = r,c,At — ryc,At

%zlﬁci—l’oco (215)

Untuk Ar —0, jika semua fungsi kontinu dan x(f) dapat
didiferensialkan maka error bisa diabaikan dan diperoleh persamaan
diferensial

%:I",’C,’—I’()Co (216)

dimana r;, ¢;, dan r, adalah konstan, sedangkan ¢, dinyatakan sebagai
fungsi konsentrasi larutan pada waktu ¢

co(t) = Ei0) 2.17).

v(t)
Dengan mensubstitusikan (2.17) pada persamaan (2.16),
diperoleh persamaan diferensial biasa sebagai berikut.

dx A
—=ric— —X (2.18).
dt %
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Contoh  berikutnya adalah model multi-kompartemen,
sebagaimana yang dapat dilihat pada Gambar 2.2.

C)(ff— -

Vi V3

ry 2
—> V) —

e G =

Gambar 2.2 Diagram alir model multi-kompartemen

Misalkan terdapat tiga kompartemen yang masing-masing
memiliki volume larutan v, v, dan v;. Laju keluaran dari
kompartemen 1 ke 2, dari kompartemen 2 ke 3 dan dari
kompartemen 3 ke 1 secara berurutan adalah 7, 7, dan r;. Besarnya
perubahan massa pada waktu ¢ dapat ditulis dalam sistem persamaan
diferensial berikut:

A% _p o, (2.19)

T k2X2 _k3 X3 .
x; menyatakan massa garam yang terkandung dalam kompatemen i

pada waktu ¢, k; = g untuk 7 =1, 2, 3 (Edwards dan Penney, 2001).

i

2.5 Mekanisme Michaelis — Menten

Mekanisme Michaelis-Menten adalah mekanisme sederhana
tentang kinetika enzim. Menurut mekanisme ini, substrat S
dikombinasikan dengan molekul enzim E membentuk kompleks
enzim-substrat ES. Kemudian senyawa kompleks ES mengalami dua
kemungkinan penguraian yaitu menjadi E dan S kembali atau
menghasilkan E dan produk P (Lehninger, 1997).
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kl k3
E+S< ES—P+E
ky

Reaksi enzim tersebut dapat dimodelkan dalam sistem
persamaan diferensial berikut:
ds

- kc—kise
ek, + ke~ kise
(2.20)
% =kise—(k, +ky)e
dp _
E = k3C

dimana

e(?) = [E](¥) = konsentrasi enzim pada saat ¢

s(#) = [S](¢) = konsentrasi substrat pada saat ¢

c(f) = [ES](#) = konsentrasi kompleks substrat-enzim pada saat ¢
p(?) = [P](¥) = konsentrasi produk pada saat ¢.

Kemudian sistem persamaan (2.20) direduksi hingga diperoleh

ap _ Mo

dt k,+s

Pereduksian keempat persamaan dalam persamaan (2.21) yang

menghasilkan persamaan Michaelis-Menten diberikan pada bagian

Lampiran 1. Sementara itu grafik hubungan antara laju reaksi enzim

dan konsentrasi substrat menurut Michaelis-Menten dapat dilihat
pada Gambar 2.3.

@2.21).

dp 4
dt

Mmax [~~~ -~----=------“-=--------=°-----"-

,umax/2 F-

v

ko S

Gambar 2.3 Laju reaksi enzim terhadap konsentrasi substrat
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Persamaan Michaelis—Menten di atas seringkali digunakan
untuk menjelaskan laju pertumbuhan dari suatu organisme ketika laju
pertumbuhannya tergantung pada konsentrasi nutrisi dan mencapai
kondisi jenuh saat konsentrasi dari nutrisi cukup melimpah. Misalkan
konsentrasi dari nutrisi adalah s, maka laju pertumbuhan 7(s)
dinyatakan secara matematis sebagai:

r(s)=tmd s> (2.22)
k,+s
dimana g, dan k, adalah konstanta positif. Persamaan (2.22)
dikenal sebagai fungsi pertumbuhan Monod.
Grafik dari r(s) akan mendekati nilai jenuh ., yang
merupakan laju pertumbuhan maksimal. Ketika s = k,,, maka r(s) =
I /2, karena itu k, disebut sebagai konstanta setengah saturasi

(half-saturation constant). Konstanta ini juga sering disebut sebagai
tetapan Michaelis-Menten (Neuhaser, 2000).

2.6 Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta merupakan metode satu langkah. Hal ini
karena metode tersebut hanya memerlukan satu titik sebelumnya
untuk menghitung nilai yang baru. Metode Runge-Kutta yang paling
terkenal adalah Runge-Kutta orde empat.

Misalkan untuk masalah syarat awal

x’ =flt, x), x(tp) = xo
dapat digunakan metode Runge-Kutta orde empat dengan rumus
rekursif berikut:

Uil = Uy +h
Xps1 =Xn T %(k1+2k2+2k3+k4), n=0,1, ... (2.23)
dimana / adalah ukuran langkah dan
k,=hf(,,x,)
k=i +2 5 +L1py
2 = n 2’ n 2 1
L
3 n 2’ n 2 2
ky =hf(t, +h,x, +k;) (2.24).
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Misalkan x(f), ..., x,(¢) adalah solusi dari sistem dengan m
persamaan orde 1

() =S, %o %y - o
x2(t) = fz(l: x1’x2a'-->xm),

x;n(t) = fm(t’ xl’ xz,"‘, xm)

yang memenuhi syarat awal

X1(t()) = Ao, )Q(to) =ay, ..., xm(t()) = apy.
Misalkan x,; merupakan taksiran untuk x«(¢,) untuk i = 1, 2, ...,
mdan t, = ty+ nhuntuk n =0, 1, .... Maka rumus rekursif metode

Runge-Kutta orde empat untuk sistem persamaan diperoleh dari
rumus pada (2.23) dan (2.24) dengan mengganti x,, ki, k, k3, dan k4
sebagai vektor yaitu Xp = (X1, «- s Xum)> K1 = (k115 -5 K1.m), Ko = (ka,1,
..., k2.m), dan seterusnya.
Oleh karena itu bentuk umum metode Runge-Kutta orde empat
untuk sistem adalah
tn+l =1y + h;

1
Xp+l,i = Xpi T g (kv + 2ky; + 2ks; + k) (2.25),

dimana /4 adalah ukuran langkah dan
kl,i zhfi(tnaxn,lvx X, m)

n,2°*>%n.m
h 1 1 1
kZ,[ = hf;(tn +§7‘xn,1 +§k1,17'xn,2 +§k1,29"'7'xn,m +§k1,m)
h 1 1 1
k},i = hﬁ(ln +§9xn,l +§k2,lﬂxn,2 +§k2,2 7"'3xn,m +§k2,m)
ky; =hfi(t, + hx, +hy1,%, 5+ kg5, , +h3,,) (2.26)
dengann=0, 1, ..., i=1,2,...,m (Nagie dan Saff, 1993).

2.7 Imunologi HIV (Human Immunodeficiency Virus)
2.7.1 Sistem imun

Ketika suatu partikel asing (antigen) masuk ke dalam tubuh,
tubuh akan mengeluarkan suatu respon imun. Respon imun tubuh
terbagi menjadi dua yaitu, respon imun seluler dan respon imun
humoral.

Antigen yang masuk mula-mula berhadapan dengan makrofag,
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yaitu suatu sel yang mampu mencari, menelan, dan mengeliminasi
antigen dan mengekspresikan substansi yang ditelan tersebut kepada
sel T CD4". Kode CD4" yaitu suatu marker protein yang ada pada
permukaan sel T, sedangkan sel T adalah timus, yaitu organ yang
berperan dalam pematangan sel T CD4" setelah bermigrasi dari
sumsum tulang yang merupakan tempat produksinya. Sel T CD4"
biasa disebut sel T helper (sel T penolong) dan berperan sebagai
pusat respon imun. Jika sel ini merasa respon imun dibutuhkan, maka
respon imun primer akan dikeluarkan. Tahap pertama, sel T helper
akan bereproduksi (membelah diri) untuk membentuk suatu pasukan
yang selanjutnya mampu memberikan respon baik seluler maupun
humoral.

e

T+ It oA
o

W
ke ,
| t '}-‘{I- Macrophage
«“:-

‘\0 ‘
o w,ib

CD4+ TlhEl[JLr cells

Pathogen

_J__

‘ s o St ITll‘”;nlon- . . . Stmsiation .

CDE* T (killer) cells CD4° T (helper) cells BCells

I R LI L | v v ' e
| | |
Ll ERHB

| Antibodies |
| |

."I' --------:i \-‘
a® oo
“'r‘-—_; e r

Infected, Cells Memaory Cells

Gambar 2.4 Skema kerja sistem imun
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Pada respon imun seluler, tipe sel T yang kedua diaktifkan
yaitu sel T CD8" atau disebut juga sel T killer (sel T pembunuh) yang
mampu mencari dan membunuh sel yang terinfeksi patogen.
Sementara pada respon imun humoral (sering disebut sebagai respon
oleh antibodi), sel T helper akan memberikan sinyal kepada sel yang
ketiga yaitu sel limfosit B (sel B). Sel B merupakan sel darah yang
mampu menghasilkan senjata berupa bahan kimia yang disebut
antibodi untuk melawan antigen yang masuk ke dalam tubuh. Antibodi
dibuat secara spesifik untuk menghancurkan patogen secara langsung.

Ketika respon imun berhasil dilaksanakan, sel-sel tertentu dari
masing-masing tipe akan menyimpan suatu memori tentang antigen
yang baru saja dilawan. Jika antigen yang sama menyerang kembali,
maka dapat dikenali oleh sel-sel imun sehingga respon yang diberikan
dapat lebih cepat, akurat, dan agresif (Kirschner, 1996).

menstimulasi sel T menstimulasi sel B untuk mem-

untuk membelah diri P belah diri dan mengha-
menja(ﬁfl atogen @kan antibodi

sel T helper + sel T killer sel T memori sel B membelah
(saat proses penyerangan) (setelah penyerangan menjadi sel B plasma

berakhir) dan sel B memori

Gambar 2.5 Pengaruh keberadaan patogen

2.7.2 Infeksi HIV (Human Immunodeficiency Virus)

Virus tidak memiliki kemampuan untuk bereproduksi secara
independen (tanpa bergantung dengan makhluk hidup lain). Oleh
karena itu virus harus menempati suatu host untuk dapat bereproduksi.
Hampir semua virus membawa copy dari DNA (Deoxyribonucleic
Acid)-nya dan menyisipkannya ke dalam DNA host. Selanjutnya
ketika sel host bereproduksi, maka DNA virus akan ikut bereplikasi
bersama dengan DNA host.

Ketika HIV (Human Immunodeficiency Virus) menginfeksi
tubuh, maka target utama dari virus ini adalah sel T CD4" yang
merupakan kunci utama dalam respon imun (sumber lain
menyebutkan virus ini juga menyerang makrofag dan thymosit). Hal
yang pertama dilakukan dengan menempelkan glikoprotein selubung
virus (GP120) pada protein CD4 di permukaan sel T. Ketika terjadi
pengikatan, isi/materi yang terdapat di dalam tubuh virus akan
diinjeksikan ke dalam tubuh sel host.
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Virus HIV berbeda dengan virus-virus lainnya yang retrovirus.
Virus ini membawa copy dari RNA (Ribonucleic Acid) yang
ditranskripsi terlebih dahulu menjadi DNA dengan bantuan enzim
reverse transcriptase. Setelah DNA dari virus terduplikasi dengan
bantuan sel host, DNA ini akan mengalami penyusunan ulang untuk
membentuk partikel virus baru yang akan keluar melalui permukaan
sel host dengan cara budding (terbentuk seperti tunas). Mekanisme
budding ini dapat terjadi secara perlahan-lahan atau secara cepat
dengan membunuh/merusak sel host (Kirschner, 1996).

Gambar 2.6 HIV setelah mernperbaya diri tampak sebagai
bulatan-bulatan kecil pada permukaan limfosit (Anonimus, 2008).

2.7.3 Tahap Perkembangan HIV menjadi AIDS

1. Stadium awal infeksi HIV dan periode jendela (window period).

Pada tahap awal infeksi, tidak semua penderita menunjukkan
gejala, tapi kebanyakan menunjukkan gejala demam, sakit kepala,
otot dan sendi yang sakit, sakit perut, kelenjar getah bening yang
bengkak, atau ruam pada kulit selama 1-2 minggu setelah tertular
kurang lebih 2-3 minggu. Gejala ini biasanya hilang tanpa diobati.
Kebanyakan orang menganggap ini flu (Josephine, 2006).
Periode jendela adalah waktu antara masuknya virus HIV ke
dalam tubuh dengan terbentuknya antibodi yang cukup untuk
dapat dideteksi dengan tes HIV. Tes HIV yang dilakukan pada
masa jendela ini akan mendapatkan hasil negatif meskipun
sebenarnya HIV terus menggandakan diri dan telah merusak
sejumlah besar sel T CD4". Setelah kira-kira 3-6 bulan, umumnya
telah terbentuk cukup antibodi untuk memberikan hasil positif
dalam pemeriksaan standar (Anonimus, 2006).

2. Stadium tanpa gejala atau HIV+.

Pada tahap ini tidak ada gejala apapun, penderita seperti orang
sehat tetapi sistem imun menurun. Pada umumnya berlangsung
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selama 5-10 tahun. Pada orang yang sehat, jumlah sel T CD4"
antara 450-1.200 sel/mm’. Jika jumlahnya menurun hingga 200
maka penderita masuk stadium AIDS (Josephine, 2000).

3. Stadium dengan gejala dan stadium AIDS.
Pada tahap ini penderita mudah sekali diserang penyakit karena
kekebalan tubuh sudah sangat lemah (infeksi oportunistik).
Depkes secara resmi mengeluarkan daftar infeksi oportunistik
yang mendefinisikan AIDS. Yang paling umum adalah
e Pneumonia Pneumocystis (infeksi paru).
o Kandidiasis, infeksi jamur pada mulut atau vagina.
o CMV (Cytomegalovirus), infeksi mempengaruhi mata.
e Sarkoma Kaposi/kanker kulit (Anonimus', 2007).

2.7.4 Cara Penularan HIV

HIV ditemukan dalam cairan tubuh manusia, dan paling
banyak ditemukan pada darah, cairan sperma dan cairan vagina. Pada
cairan tubuh lain juga ditemukan (seperti air mata, air susu ibu dan
urin) tetapi jumlahnya sedikit (Sasongko, 1996). Jalan utama
penularan HIV adalah kontak seksual (homoseksual atau
heteroseksual), tranmisi jarum suntik dan alat kesehatan lain,
tranmisi perinatal (dari ibu ke anak dalam persalinan), tranmisi darah
dan produk darah serta tranmisi dalam pelayanan kesehatan yaitu
pada pekerja rumah sakit yang berkontak dengan darah atau cairan
tubuh pasien dengan infeksi HIV (Pintauli, 2000).

2.7.5 Terapi

Hingga saat ini, belum ada obat yang dapat menyembuhkan
AIDS. Namun ada terapi yang memperlambat perkembangan HIV
dan kerusakan pada sistem kekebalan tubuh yaitu Antiretroviral
Therapy (ART), dahulu dikenal sebagai HAART (Highly Active
Antiretroviral Therapy). Terapi ini menggunakan obat-obatan yang
disebut dengan antiretroviral (ARV) seperti AZT, DDC, DDI dan
DAT. Terapi lain yang juga terdapat di beberapa negara antara lain
VCT (Voluntary Counseling and Testing), PMTCT (Prevention of
Mother to Child Transmission), IMAI (Integrated Management of
Adolescence and Adult lllness) dan MMT (Methadon Maintenance
Therapy) (Anonimus', 2007).
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BAB IlI
PEMBAHASAN

3.1 Model Kompartemen

Dalam bagian ini akan dibahas model sistem imun HIV. Pada
model sistem imun HIV ini, populasi dibagi ke dalam tiga
kompartemen, yaitu populasi sel T CD4" yang terinfeksi (7°) dan
yang tidak terinfeksi (7) serta virus yang hidup bebas di dalam darah
.

Arus perpindahan materi dari masing-masing kompartemen
disajikan dalam Gambar 3.1 berikut:

TV (2)
"Civ @)

3
|
D
Q‘&Q
ke, T()V(2) — 4, T'(0)
> T(5) -
infeksi Mati
e
. < 3 '@V
Ny LOV@ 8 1 C+ (1)
i o
V(1) - FCHV()
{
Mati ] bursting
yy
&V (@)
b+ V(1)

makrofag / timosit
yang terinfeksi

Gambar 3.1 Diagram kompartemen sistem imun HIV
(Model Pertama / tanpa terapi)
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Jika dalam model sistem imun HIV diberikan terapi maka
diagram kompartemennya sebagai berikut.

T@V (@)
C+V (1)
S
(S
> terapi
z(Ok, T () () ) w1, T'(2)
i > T(n b—»
infeksi Mati
,, | Tore
e LOVO 2 ey
w1V (1) C+V(r) A
— v
Mati J bursting
A
&V (@)
b+ V(t)

makrofag / timosit
yang terinfeksi

Gambar 3.2 Diagram kompartemen sistem imun HIV
(Model Kedua / dengan terapi)

dengan

T () = jumlah sel T CD4" yang tidak terinfeksi pada waktu ¢

T (f) = jumlah sel T CD4" yang terinfeksi terinfeksi pada
waktu ¢

V' (f) = jumlah virus bebas dalam darah pada waktu ¢

s(f) = jumlah sel T CD4" baru yang dihasilkan thymus pada
waktu ¢

4, = laju kematian sel T CD4" yang tidak terinfeksi

#,. = laju kematian sel T CD4" yang terinfeksi
M, = laju kematian virus karena antibodi
ky = lajusel T CD4" terinfeksi oleh virus bebas
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r = laju proliferasi maksimal dari sel T CD4" yang tidak
terinfeksi

7 = laju proliferasi maksimal dari sel T CD4" yang
terinfeksi

N = jumlah virus yang dihasilkan oleh setiap sel T
CD4 yang terinfeksi

C = konstanta setengah saturasi pada proses poliferasi

b = konstanta setengah saturasi dari sumber virus eksternal

gy = laju pertumbuhan sumber virus di luar sistem

dibanding sel T.

3.2 Konstruksi Model
3.2.1 Model Pertama

Misalkan T(¢), T'(¢), dan V(¢) berturut-turut menyatakan jumlah

populasi sel yang tidak terinfeksi, sel yang terinfeksi dan virus bebas
dalam darah pada saat 7. Laju perubahan dari ketiga populasi tersebut
diperoleh dengan asumsi berikut:

1.

3.

Misalkan s(#) menyatakan banyaknya sel T CD4" yang dilepaskan
thymus, sumsum tulang ataupun sumber lainnya karena kehadiran
virus pada saat ¢. Laju perubahan T pada waktu ¢ berbanding lurus
dengan banyak sel baru yang dihasilkan, s(7)

dr (’) =5(f) 3.1).

Sel T CD4" memiliki masa hidup yang terbatas, misalkan rata-
rata hidupnya adalah 1/u7. Laju perubahan 7 akibat kematian
alami adalah

dT(t)
dt

Selain dari thymus, pertumbuhan sel T CD4" juga disebabkan
adanya aktivitas proliferasi (membelah diri), sehingga laju
pertumbuhan sel T karena pembelahan sel adalah

TO_gr ) (3.3)

dengan ¢ menyatakan koefisien proliferasi.

1. T(2) (3.2).

Aktivitas proliferasi ini dipicu oleh kehadiran virus. Semakin
banyak jumlah virus dalam darah, maka proliferasi akan lebih
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banyak dilakukan. Laju proliferasi sel diasumsikan mengikuti
fungsi pertumbuhan Monod pada persamaan (2.13) dan dapat
ditulis secara matematis sebagai berikut.

Ra40)
$= C+V (1)

dimana r» adalah laju proliferasi maksimal dan C adalah
konstanta setengah saturasi pada proses proliferasi.
Substitusi persamaan (3.4) ke (3.3), diperoleh

dre) TV ()
diC+V()

Jumlah sel T CD4" yang terinfeksi virus ditentukan oleh banyak
pertemuan yang terjadi antara sel T CD4" dengan virus. Dengan
demikian laju perubahan sel T CD4" menjadi sel T CD4" yang
terinfeksi berbanding lurus dengan jumlah sel T CD4" yang
melakukan kontak dengan virus, yaitu

ar@)
==k IOV (3.6)

dengan ky adalah laju pertemuan sel T CD4" dengan virus.
Dari persamaan (3.1) — (3.6) dapat dibuat model laju perubahan
sel T CD4" terhadap waktu yaitu

dr(t) TV ()

~ —S(l)—ﬂTT(t)+VC+V(t)

(3.4)

(3.5).

—k, T(OV (2) (3.7).

. Berdasarkan persamaan (3.6), laju perubahan sel T CD4" yang

terinfeksi adalah
dT' (¢)
dt
Sel T CD4" yang terinfeksi akan mengalami kematian baik alami
ataupun karena sel T CD8+'. Diasumsikan laju kematian konstan
4, , maka laju perubahan 7" karena kematian alami adalah
dr'(t)
ar

=k, TtV () (3.8).

41, T (0) (3.9).

. Adanya ledakan populasi virus di dalam sel yang terinfeksi

menstimulus sel untuk berproliferasi. Dan selama proliferasi
terjadi  bursting (pembakaran). Akibatnya sel mengalami



kerusakan (mati). Analog dengan proliferasi pada populasi T
CD4", maka dapat diperoleh laju perubahan T* pada waktu .
dT'(t) TV (1)
—t = 3.10
dt CCHV(1) (3.10)
dengan r; adalah laju proliferasi maksimal dari sel yang terinfeksi.
Dari persamaan (3.8) — (3.10) dapat dibuat model laju perubahan
sel T CD4" yang terinfeksi terhadap waktu yaitu

dT'(¢t) , IG40)

=k, TV @) —p. T ()1 ————=

8. Dari proses bursting pada sel yang terinfeksi akan dihasilkan

virus-virus baru. Misalkan N menyatakan jumlah rata-rata virion
dilepaskan setiap sel T CD4" yang terinfeksi sebelum mati.

dv(t) Ny TV (1)

dt T CHV(@)

9. Keberadaan virus menstimulus respon imun yang spesifik

(misalnya sel T CD8" atau antibodi) untuk membunuh virus. Jika
diasumsikan laju kematian konstan u,, maka

avie)
— 2= © (3.13).

10.Virus di dalam darah ini juga dapat berasal dari sel-sel lain yang
terinfeksi (seperti sel makrofag dan thymosit). Laju perubahan V
pada waktu ¢ berbanding lurus dengan banyak virus dari sel-sel
lain yang terinfeksi, s(z).

dv(e)
T—SV(t) (314)

Laju pertumbuhan virus dari organ lain yang terinfeksi tergantung
pada konsentrasi virus itu sendiri. Oleh karena itu berdasarkan
fungsi pertumbuhan Monod, s,(¢) dapat dinyatakan sebagai

N 140)
S O=3"70

(3.11).

(3.12).

(3.15)

dengan gy adalah laju pertambahan virus yang berasal dari
sumber di luar kompartemen dan b adalah konstanta setengah
saturasi.
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Substitusi persamaan (3.15) ke (3.14), diperoleh
v _ g V()
d  b+V(t)

Dari persamaan (3.12) — (3.16) dapat dibuat model laju perubahan
virus terhadap waktu yaitu

ae ., T'OVe R 40)
@ Vi A0 T

(3.16).

(3.17).

Dengan demikian laju perubahan 7(f), T(¢), dan J(7)
memenubhi sistem persamaan diferensial non-linier berikut.

B9 s - 10+ rEX D v )
- T

Tdt(t) :kVT(t)V(t)—uT,T'(t)—ﬁC(j;V((tt)) [ G18).
vy . T'OV(@) gV

a e AT O

Misalkan keadaan awal dari tiap variabel pada sistem
persamaan (3.18) adalah

7(0) = Ty, T'(0) = T’y dan 7(0) = V,.

3.2.2 Model Kedua

Hingga saat ini terdapat beberapa jenis obat yang digunakan
dalam terapi HIV seperti AZT tahun 1987, dan tiga jenis obat lain
yaitu DDC, DDI, D4T. Semua obat ini bekerja dengan cara
menghambat kerja enzim reverse transkriptase yang menghambat
transkripsi dari RNA menjadi DNA. Namun obat-obat ini tidak dapat
mengobati infeksi, tetapi hanya mencegah perkembangan virus lebih
lanjut dan mengurangi infeksi selular secara temporer. Berikut ini
akan dimodelkan pengaruh terapi pada sistem imun penderita HIV.

Terapi yang diberikan bertujuan untuk mengurangi
kemampuan virus menginfeksi sel T CD4". Terapi dikatakan makin
efektif jika terapi yang diberikan mampu menekan laju sel T
terinfeksi menjadi sekecil mungkin. Oleh karena itu, laju perubahan
sel T menjadi sel T' pada persamaan (3.6) dan (3.7) akan dikalikan
dengan sebuah fungsi z(?).
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1, jika di luar periode terapi
z() = { (3.19)

P, jika dalam masa terapi

dimana P adalah prosentase keefektifan terapi yang nilainya antara 0

sampai 1.
Oleh karena itu diperoleh model kedua sebagai berikut.
dT TV
% — 5(t) - i, T(1) + rc(?—VEg Ok TEV (@) )
dTi(t) By R (140
o = ORTOV O T O s (3.20)
dr(O)_p TOVQ e 2 V0O

dr () b+ V(1) )
dengan kondisi awal T(0) = T, T'(0) = T, dan ¥(0) = V.
Berdasarkan persamaan (3.19) maka fungsi z(¢) dapat

digambarkan sebagai fungsi tangga seperti yang tampak pada
Gambar 3.3.

1 2 g PN
Ple---4—3 Pl----4
- > >
At ! !
(a)
(b)

Gambar 3.3 Grafik fungsi z(¢) dimana: (a) terapi yang dilakukan
dalam waktu At¢, (b) terapi yang dilakukan tanpa batas waktu

Pada skripsi ini terapi diasumsikan ada dua macam yaitu terapi
yang dilakukan selama periode tertentu yaitu Az sebagaimana yang
terlihat pada Gambar 3.3(a) dan terapi yang dilakukan tanpa batas
waktu.

3.3 Penentuan Nilai Parameter dan Variabel
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Berdasarkan studi yang dilakukan Kirschner (1996) dan
dimodifikasi oleh Elsady (2008), diperoleh estimasi untuk setiap
variabel dan parameter pada sistem persamaan (3.18) dan (3.20).

Pada individu yang sehat setiap harinya dihasilkan sel T baru
sebesar 10 mm’. Sementara itu, fungsi #hymus sebagai penghasil sel
T dipengaruhi oleh kehadiran virus karena virus dapat menginfeksi
thymus. Akibatnya jumlah sel imun yang dihasilkan berkurang.
Diasumsikan dengan ledakan populasi virus maka jumlah sel T baru
yang dihasilkan akan turun hingga setengahnya. Sehingga ditentukan
fungsi s(¢) yang berbanding terbalik dengan V(¢) yaitu

0.5s,
1+V ()

Nilai variabel dan parameter yang lainnya disajikan dalam Tabel
3.1 dan Tabel 3.2.

s(¢) =0.5s, + , s, =10 mm*/hari.

Tabel 3.1 Syarat awal

Parameter Nilai

Ty 1000 sel/m’

I8 0 sel/mm’

Vo 0.001 virus/mm’

Tabel 3.2 Nilai parameter

Parameter Nilai

7 0,02/hari

yz 0,24/hari

1y 7,4 x 10 /hari
s 2,4x10°

r 0,003/hari

2 0,002/hari

N 1000

C 100 virus/mm?>
b 15 virus/mm?®
gy 0,1 /hari

3.4 Titik Kesetimbangan
3.4.1 Model pertama
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Untuk penyederhanaan dalam hal ini fungsi-fungsi terhadap ¢
ditulis sebagai T=T o, T =T ), V= V(¢), dan 5=s(f). Berdasarkan
Definisi 2.5, titik kesetlmbangan sistem persamaan (3.18) dapat

dr _, dT' _ dv
diperoleh jika —- d =0, 7 0 dan T =0.

(3.21)
b TV -1 T -T2 3.22
LR T A7 (3.22)
FV gVV
Nr——"—— v+ 3.23).
cv " ey ©-23)
Dari persamaan (3.23) diperoleh
— Ti g
V| Nr, —u, +—= (=0
( civ b+V]
V =0 atau
T 8y
= +—=—=( 3.24).
C+V W b+V ( )

Dengan mensubstitusikan V=0 ke persamaan (3.21) dan
(3.22) diperoleh titik kesetimbangan awal (trivial) dari sistem (3.18)
. s
yaitu (—
T

_ 0.5s
,0,0). Mengingat bahwa s =0.5s, +ﬁ maka titik
kesetimbangannya menjadi

A S,
(7;1’7—171’1/11) (EO,O,O) b
Titik (7,,77,V;;) disebut juga sebagai titik kesetimbangan
bebas infeksi (uninfected steady state) karena pada kondisi ini tidak

ada populasi sel T CD4" yang terinfeksi serta tidak ada virus HIV
dalam darah.

Dari persamaan (3.21) diperoleh
§=T My —rL_+kVI7
Cc+V
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T= L (3.25).

—r——+k,V
Hr o
Dengan memindahkan suku-suku yang mengandung 77 dari
persamaan (3.22) ke ruas kanan diperoleh

| i

i

ka?:IuTIF_‘_ri

c+V
TV =T g+, 2L
c+rV
=t IVCHV) (3.26).
(C+V)pp +1V
Substitusi persamaan (3.26) ke persamaan (3.24) diperoleh
Nr, &1V N L
C+V)p +1V b+V

T ]XrikVV NS 8r_

C+NMyu, +rV b+V
= CH+V)u, +rV
= [ sy gy_) (C+P)pr+7, (3.27).

b+V Nrk,V

Dengan menyamakan persamaan (3.25) dan persamaan (3.27)
diperoleh

5 _(u g, ) (C+Nyp, +rV
v 7 Nrk, V.

=T —+k, V
Tocyry

g Y C+Np +rV AR e
_ & = il Bl g
(”V b+Vj{ NV N car (.28)

Persamaan yang terakhir akan menghasilkan persamaan
polinomial berderajat lima. Untuk mencari titik kesetimbangan non-
trivial dari sistem persamaan (3.18) akan kesulitan tanpa
mensubstitusikan nilai dari semua parameter. Substitusikan nilai
parameter pada Tabel 3.2 ke dalam persamaan (3.28) diperoleh
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0,9.107° (7 +100)(V +0,9)(V =55170)(¥_ +16,5V +195,4)
V(15+V)100+V)(1+V)

=0  (3.29).

¥ menunjukkan jumlah virus yang hidup bebas dalam darah

maka kondisi yang memenuhi adalah »=55170. Nilai ini
disubstitusikan ke persamaan (3.26) dan (3.27) diperoleh titik
kesetimbangan yang kedua yaitu

(T, TS V) =37, 20,4, 55170).

Titik (7,,,T5,V,;) disebut juga sebagai titik kesetimbangan

terinfeksi (infected steady state) karena pada kondisi ini infeksi HIV
berada dalam kondisi tetap.

3.4.2 Model kedua

Analog dengan model pertama, jika dimisalkan z(¢)=Zz , maka

titik kesetimbangan dari sistem persamaan (3.20) diperoleh dengan
menyelesaikan persamaan berikut.

v

Fin QA V7 3.30

R S (3.30)

2k, TV — U T it o= 3.31)
v Hr C1V

e LV v &Y g (3.32).

‘c+v T bty
Pada bagian sebelumnya, diperoleh penyelesaian untuk
persamaan (3.32) yaitu
V =0 atau
Nr; r__ py + =2
c+Vv b+V

Dengan mensubstitusikan ¥ =0 ke persamaan (3.30) dan (3.31)
diperoleh titik kesetimbangan awal (trivial) yang sama dengan sistem
(3.18), yaitu

=0 (3.33).

(T, To V) = ( -0 00)
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Dari persamaan (3.30) dan (3.31) diperoleh

T = ;S (3.34)
— —+zk,V
1P A
= TVCHV) (3.35).
(C+ Py +1,V
Substitusi persamaan (3.35) ke persamaan (3.33) diperoleh
P C+V)py +1V
b+V Nrzk, V

Dengan menyamakan persamaan (3.34) dan persamaan (3.36)
diperoleh

g Y C+Nu, +1V [
— oV S —r —+zk V |-5=0 3.37).
(”V b+V)( Nrzk,V N (3:37)

Persaman (3.37) mengandung dua fungsi terhadap ¢ yaitu
¥ dan z . Untuk mencari solusi terhadap ¥ dari persamaan (3.37)
maka nilai z akan diganti dengan suatu konstanta. Karena itu perlu
dicari kekonvergenan nilai z .

Pada bagian sebelumnya telah diasumsikan pemberian terapi
dilakukan dengan dua cara. Ketika terapi dilakukan dalam periode
tertentu yaitu At maka untuk r—oo nilai z selalu bernilai 1. Hal ini
berarti untuk persamaan (3.37) akan sama dengan persamaan (3.28),
sehingga solusinya akan sama pula yaitu (3.29). Dengan demikian
titik kesetimbangan terinfeksi (non-trivial) dari model kedua untuk
kasus terapi dengan periode tertentu adalah

(T),. T, V,.)=(3,7, 20,4, 55170).

2257220

Pada saat terapi dilakukan tanpa batas waktu maka untuk #—oco nilai
z(¢) selalu bernilai P. Dengan mensubstisusikan semua parameter ke
persamaan (3.37) dan memisalkan z = P diperoleh

[0.06( +117.65)(7 +99.17)(¥ +1)(V ~120,14)] .\
V(A5+1V)100+V)(1+V)
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[895.10°P(7 +100)(¥ +15,22)(V +1.98)V (V ~55878,13)] _, (338).
V(15+V)100+V)1+7)

Jika dipilih nilai P=0,3 maka diperoleh solusi dari persamaan
(3.38) adalah V = -8,56-23,67i; V = -8,56+23,67i; V = 53517,89;
¥ =-99,98 dan ¥ = -0,98. Dengan demikian solusi yang memenuhi
adalah F=53517,89. Substitusikan nilai ini pada persamaan (3.35)
dan (3.36), diperoleh titik kesetimbangan terinfeksi (non-trivial) dari
model kedua untuk kasus terapi tanpa batas waktu adalah.

(T5, T Vi) = (12,43,19,79, 53517 89) .

235723°

Untuk mengetahui kestabilan titik kesetimbangan non-trivial
secara umum untuk 0 < P < 1 maka dicari solusi dari (3.36) untuk P
mendekati 0 dan P mendekati 1. Pada saat P—0 diperoleh solusi
terhadap V yang konvergen ke 120,14. Namun jika disubstitusikan ke
persamaan (3.34) dan (3.36), untuk P yang makin kecil (<10
diperoleh solusi terhadap 7" yang tidak sama untuk kedua persamaan
tersebut. Jika diambil nilai yang sangat kecil namun masil lebih besar
dari 10® diperoleh titik kesetimbangan yang konvergen ke (274,53,
0,33, 120,14). Untuk P—1 diperoleh titik kesetimbangan yang sama

dengan (T,,,T;.V,).

12°
3.5 Kestabilan Titik Kesetimbangan
3.5.1 Model pertama

Linierisasi sistem persamaan (3.18) menggunakan matriks
Jacobi menghasilkan

rV —1 rTC
- ——kV + k, T
SOOIV a+r)? c+rye "
. rV rT'C
DF (T, T',V)= k,V TN~ =
( ) ' ooy (CHr)?
NV NrT'C g,b
0 ;M 2
I C+V  (C+V) (b+V)* |
(3.39).
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Substitusikan (7;;,7;7,V;;) pada persamaan (3.39) diperoleh

DFT.TI V) =| 0 =m & (3.40).

Nilai eigen dari (3.40) diperoleh dari :

| _ - }"SO _ i

A 0 Lk
S

0 —u. -2 k, S =0

T
T

0 0 —m+%—ﬂ

Persamaan karakteristiknya adalah

(= fr = 2 )= piy =2 )= p + 3= 2) = 0 (3.41).
Dari persamaan (3.41) didapatkan nilai eigen, yaitu

A=ty A==ty dan A =-p, +5E.

Berdasarkan Teorema 2.1 titik (7,7}

11>°11 2

5

V) akan stabil
asimtotik jika ketiga nilai eigennya adalah real negatif. Jelas bahwa
A1, 42 < 0. Sementara itu A3 bernilai negatif jika

—,LJV+%<O

%<ﬂv

S
<1 (3.42).

v

Misalkan

_ &
Ry B (3.43),

untuk R, < 1, titik kesetimbangan (7;,,7",V;,) adalah stabil asimtotik.

Keadaan ini menyebabkan apabila sejumlah kecil populasi virus
dimasukkan dalam sistem, tidak akan menyebabkan infeksi itu
menetap. Dengan kata lain, sistem tersebut akan kembali ke titik
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kesetimbangan bebas infeksi. Sebaliknya untuk R, > 1, titik
kesetimbangan (7;,,7;7.,V;;) adalah tidak stabil. Keadaan ini

menyebabkan apabila sejumlah kecil populasi virus dimasukkan
dalam sistem, akan menyebabkan infeksi menetap.  Dengan
menggunakan parameter gy = 0,1, b = 15 dan uy = 7,4.10" akan
dipenuhi R, > 1, sehingga dengan syarat awal yang diberikan tidak
mungkin terjadi kondisi bebas infeksi. Dengan demikian, R, disebut
sebagai angka reproduksi dasar, yaitu suatu angka yang
menunjukkan tingkat infeksi suatu penyakit.

Kemudian dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan yang

* *

kedua yaitu (7,,,7;,V,,) pada persamaan (3.39) diperoleh

-1,341 0 -888.10°
DF (T,,,T; ,V,;)=| 1,324 —0,242 8,88.10° (3.44).
0 199 -7,39.10"

Nilai eigen dari (3.44) diperoleh dari :

—1341-1 0 —888.10~
1324 -0242-4 888.10° |=0.
0 1996  -739.10*-A4

Dari persamaan karakteristiknya akan didapatkan nilai eigen berikut.
A1 =-1,341, }, = -0,242 dan 13 = -7,29.10*.

Karena ketiga nilai eigen dari (3.44) bernilai negatif maka titik
kesetimbangan (7,,,7;.V;) adalah stabil asimtotik. Ini berarti
dengan syarat awal yang berbeda-beda akan didapatkan 7(¢), T'(¢)
dan V(f) yang masing-masing konvergen ke nilai 3.7, 20.4, dan
55170, dengan ketentuan menggunakan parameter pada Tabel 3.2.

3.5.2 Model kedua

Linierisasi sistem persamaan (3.20) menggunakan matriks
Jacobi menghasilkan

I -1 _, rIC
e (7% A (e i
D 4 __Tr'C_
DF(T,T',V) zkV e A L o 7
0 N/ Ni['C_ &b
C+V  (C+Vy T h+hy
(3.45).
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Substitusikan (7,,,T5; ,

DF(T.I" V) =

—Hr
0

0

V.)) pada persamaan (3.45) diperoleh

0 -1+

- /’lT'

0

Nilai eigen dari (3.46) diperoleh dari :

S
w,C
Y

zk, >

e

8y

_,UV+T

S
0
2k, 0

Hy

(3.46).

-4 0 -l g, S0
uC Hr
0 —pu.—A szS—O =0.
Hr
0 0 —u +%—

Karena persamaan karakteristiknya sama dengan persamaan
(3.41) maka akan diperoleh nilai eigen yang sama untuk persamaan
(3.46). Dan dengan ketentuan yang sama pula dapat dikatakan bahwa

titik (7,,,T,,,V,,) akan stabil asimtotik untuk R, = bg;,, < 1,

sedangkan untuk R, > 1 titik kesetimbangan (T,,,T..V,,) adalah

tidak stabil.

Berdasarkan perhitungan pada bagian sebelumnya (halaman
27), akan diamati kestabilan titik kesetimbangan ketika P=10" dan
P—1. Titik kesetimbangan pada saat P=10" adalah (274,5, 0,33,
120,14). Substitusikan nilai ini pada persamaan (3.45) diperoleh

-0,017 0 -0,128.10°°
DF (274,5, 0,33, 120,14) =| 0,132 -0,242 —-0,133.10°° (3.47).
0 1,996 -7,39.10"*
Nilai eigen dari (3.47) diperoleh dari :
-0,017-4 0 -0,128.10°*
0,132 -0,242-1 -0,133.10"° |=0.
0 1,996 -7,39.107-2
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Dari persamaan karakteristiknya akan didapatkan nilai eigen berikut.
A1 =-0,017, 4, = -0,242 dan A5 = -7,39.10™*.

Untuk P—1, diperoleh nilai eigen yang sama dengan nilai
eigen dari persamaan (3.35). Dengan demikian untuk 10° < P < 1,
diperoleh nilai eigen yang ketiganya bernilai negatif. Maka titik
kesetimbangannya adalah stabil asimtotik. Dengan demikian titik
kesetimbangan (T,,,Ty;,V,,) yang terjadi ketika nilai P yang dipilih
samgl dengan 0,3 adalah stabil asimtotik karena P berada pada selang
[107,1).

3.6 Penyelesaian Model Sistem Imun HIV dengan Metode
Runge-Kutta
3.6.1 Penyelesaian Model | dengan Metode Runge-Kutta

Misalkan sistem persamaan (3.18) ditulis dalam bentuk
berikut.

T =f.(t,.T.T'V)
T =f,(t,T,T',V) (3.48).
V =f,(t,T.T' V)

Akan dicari solusi numerik dari persamaan (3.48) pada selang
waktu [0, f,us]. Mula-mula selang waktu tersebut didiskritisasi
menjadi #+1 titik. Antara satu titik dengan yang lainnya memiliki
ukuran langkah yang sama yaitu 4. Besarnya /4 dihitung dengan

rumus % Dari diskritisasi ini diperoleh titik-titik pada domain
waktu yaitu ¢, =4, £, ..., ¢,,, . Selanjutnya untuk setiap titik dilakukan

perhitungan nilai 7(7), T(tj) dan 7¥(#) yang masing-masing
merupakan taksiran bagi 7(¢), T'(z) dan ¥(z).

h b B oco It b
[ [ [ | |
0 h h h tmaks

Gambar 3.4 Diskritisasi waktu pada interval [0, 4]
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Adapun algoritma metode Runge-Kutta orde empat untuk
menyelesaikan model I sebagai berikut:

Input

Output

Langkah 1 :
o

36

. taaks (batas atas dari interval waktu)

n (banyak langkah)

Ty (syarat awal untuk 7))

T', (syarat awal untuk 7°)
Vo (syarat awal untuk V)

T; (taksiran nilai 7 pada waktu ¢)
T'; (taksiran nilai 7" pada waktu 7))
V; (taksiran nilai V pada waktu t))

Langkah-langkah:

3:

10 :

h =ty /N
{inisialisasi syarat awal }
Ty=To;, T\=To Vi=Vo; 1, =0;
Untuk j = 1, ..., n lakukan metode Runge-Kutta dari
langkah (4) sampal dengan (8)
4: Untuk k=1,2,3 hltung
kie=h fk(ﬁ J /’ V)
5: Untuk k=1, 2, 3 hitung
kox= h*fk(tj+h/2, Ttk 112, T ki 5/2, Vit 3/2)
6 : Untuk k=1, 2, 3 hitung
k3,k = h*ﬂ(t,+h/2, 7}+k2,1/2, Tiﬂ'kz,z/z, Vj"'k2,3/2)
7: Untuk k=1, 2, 3 hitung
kax = W*filtith, Titks, T'tks o, Vitks3)
8 : Memperbarui nilai 7, T', V, dan ¢
Ty = T; + (ki i+ 2k 1 +2k3, k4 1)/6
T}H = le + (kl’2+2k2’2+2k3,2+k4’2)/6
Vier = Vi (ki 512k 512k3 5Hka 3)/6

tj+1 = tj +h \
. Plot solusi numerik untuk semua nilai 7, 7" dan ¥ pada
domain waktu yaitu ¢, =¢,, t,, ..., t,,.
Selesai



Flowchart skema numerik untuk menyelesaikan model I

adalah sebagai berikut.

Input
Lnakss s T0> T(), VO

!

h= tmaks/n

Y

T\=Ty T\=Ty
Vi="Vot;=0;
¥
----< Forj=1ton >---

!

Runge-Kutta

Plot grafik
T, T'; danV;

v

End

Gambar 3.5 Flowchart untuk mencari solusi
sistem PD pada model I

37



Flowchart dari metode Runge-Kutta orde empat untuk
menyelesaikan model I sebagai berikut.

Runge-Kutta

i I i
E kz,k = h*ﬂ([,+h/2, T,-+k1’1/2, T-,-+k1’2/2, V/-+k1,3/2) E
: ¥ :

o
ey
Il
=
o *
=
—~
I
+
=
~
)
Ry
+
I
RS
N
N~
+
o
[(*)
~
)
N
+
o
[95)
~
®)
N

Ty =T +(ky 12k, 142k 1 +ka 1)/6
T =T +(ky 212k ot 2k5 3 +k4 2)/6
Viei =V +(k1 54 2ko 312k3 31k 3)/6

l,‘+1:t,'+h
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3.6.2 Penyelesaian Model 11 dengan Metode Runge-Kutta

Dengan cara yang sama dengan bagian 3.6.1, sistem
persamaan (3.20) dapat ditulis dalam bentuk (3.48). Sebagaimana
dijelaskan sebelumnya bahwa pemberian terapi dilakukan dengan
dua cara yaitu diberikan tanpa batas waktu (kasus I) dan dalam
periode waktu tertentu (kasus II).

Algoritma metode Runge-Kutta orde empat untuk menye
lesaikan model II sebagai berikut.
1. Untuk kasus I
Input  baks, 1, To, To, V()
P (prosentase keefektifan terapi)
Treas (nilai T dimana terapi mulai diberikan)

Output : T, T, V;

Langkah-langkah:
Langkah 1: h=t,us/n
2: [{inisialisasi syarat awal}
T1 T(), Tl T(), Vl Vo,tl 0
3: Untuk;= , n lakukan langkah (4-5)
4: Apablla T < Teas makaz=P
dan jika sebahknya makaz=1
5 : Lakukan metode Runge-Kutta
6 : Plot solusi numerik untuk semua nilai 7, 7* dan V'
terhadap waktu
7 : Selesai

2. Untuk kasus II
Algoritma untuk kasus II sama dengan kasus [ hanya pada bagian
input ditambahkan /% ¢, yaitu lama pemberian terapi. Adapun
langkah-langkah untuk menyelesaikan kasus II sebagai berikut.
Langkah 1: h=t,us/n
2: [{inisialisasi syarat awal}
T1 To, Tl TQ, Vl Vo,tlzo;h_tzo;
3: Untukj=1, ..., nlakukan langkah (4-5)
4: Apabila T, < Ty danh_t <h_tyus
makaz=Pdanh t=h t+1
dan jika sebaliknya maka z = 1
5 : Lakukan metode Runge-Kutta
6: Plot solusi numerik untuk semua nilai 7, 7' dan V'
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terhadap waktu
7 : Selesai

Adapun flowchart skema numerik untuk menyelesaikan model
II kasus I dan kasus II dapat dilihat pada Gambar 3.7-3.8.

Input
Lnakss s T0> T’O:
VO, P, Ttreal

l

| h= Zmaks/n |

l

T\=Ty T\=Ty;
Vi="Vy ti=0;

l

Plot grafik
T;, T; danV;

End

Gambar 3.7 Flowchart untuk mencari solusi
sistem PD pada model II kasus I
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42

=

Input
Zmaksa n, TOa TOa
VO) P > Ttreat: h_tmak.\'

!

h= tmaks/n

!
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3.7 Interpretasi Model
3.7.1 Model Pertama

Pada simulasi pertama akan dicari solusi numerik dari model I
dengan menggunakan nilai gy = 0,008 dan b = 35. Pada kasus ini,
_ 8

b.u,
infeksi (trivial) yaitu (500, 0, 0) yang stabil asimtotik. Hal ini dapat
dilihat pada Gambar 3.9.
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Gambar 3.9 Solusi numerik untuk 7{(¢), 7'(¢), dan V(¢) dari model I
untuk kasus Ry < 1 dimana g, = 0,008 dan b =35

Selanjutnya digunakan nilai g = 0,1 dan 4 = 15. Dengan nilai
ini diperoleh R, > 1, sehingga titik kesetimbangan bebas infeksi
(trivial) tidak stabil.
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Gambar 3.10 Solusi numerik untuk 7(¢), T'(¢), dan V(¢) dari model I
untuk kasus Ry > 1 dimana gy=0,1 dan b= 15

Berdasarkan Gambar 3.10 dapat dilihat bahwa ada tiga
karakteristik dari model sistem imun HIV yaitu
1. Titik kesetimbangan bebas infeksi (trivial) dimana pada saat itu
infeksi masih bisa ditekan. Berbeda dengan kondisi sebelumnya
pada Gambar 3.9, untuk kasus Ry > 1 kurva 7(¢) masih terus
menurun sementara kurva 7'(f) dan ¥(f) masih terus naik.
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2. Perkembangan HIV menjadi penyakit AIDS yang ditandai dengan
menurunnya jumlah sel T pada level yang sangat rendah
sementara virus terus bertambah hampir secara linier.

3. Titik kesetimbangan terinfeksi dimana infeksi berada dalam
kondisi tetap. Dengan menggunakan parameter pada Tabel 3.2
maka kondisi ini dipenuhi ketika T(#)=3,7, T'(1)=20,4 dan
V(t)=55170.

Berdasarkan definisi Depkes RI, HIV akan berkembang
menjadi AIDS ketika jumlah sel T CD4" kurang dari 200 mm’
(Yayasan Spiritia, 2007). Dari model yang pertama dapat diketahui
bahwa perkembangan HIV menjadi AIDS terjadi dalam waktu
sekitar lima tahun. Hal ini telah sesuai dengan buku yang ditulis oleh
Hutapea (2003) bahwa rata-rata penderita HIV akan mengalami
penurunan jumlah sel T CD4" hingga 200 mm’ dalam waktu lima
tahun.

3.7.2 Model Kedua

Pada model kedua, digunakan prosentase keefektifan selama
terapi (P) adalah 0,3. Yang pertama akan dibandingkan pemberian
terapi yang dimulai pada saat T mencapai nilai 500 mm’, 350 mm’
dan 200 mm’ dimana terapi diberikan tanpa batas waktu. Diperoleh
kurva T(f), T(¢), dan W(¢) dari model II yang dapat dilihat pada
Gambar 3.11.
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Gambar 3.11 Perbandingan terapi yang dimulai pada saat 7(¢)
mencapai 500, 350 dan 200 (P = 0,3)

Berdasarkan Gambar 3.11 dapat dikatakan bahwa terapi yang
dilakukan lebih awal (sebelum 7(7) mencapai 200 mm’) memberikan
hasil yang lebih baik. Dikatakan ‘lebih baik’ jika penurunan grafik
T(¢) ataupun kenaikan grafik 7'(f) dan V(f) lebih lama. Karena
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memang terapi tidak dapat mengobati infeksi, tetapi hanya mencegah
perkembangan virus lebih lanjut secara temporer.

Seandainya terapi diberikan dengan batas waktu tertentu,
misalnya saja selama 200 hari maka dapat digambarkan kurva 7(¢),
T'(t), dan V(f) dari model II sebagaimana yang terlihat pada Gambar
3.12.
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Gambar 3.12 Perbandingan terapi yang dimulai pada saat 71(z)
mencapai 500, 350 dan 200 dan diberikan selama 200 hari (P = 0,3).

Berbeda dengan terapi yang diberikan tanpa batas waktu, pada
Gambar 3.12 terlihat bahwa pemberian terapi selama 200 hari yang
dimulai pada saat 7(f) mencapai jumlah 200 mm’ memberikan laju
penurunan grafik 7(¢) ataupun kenaikan grafik 7'(¢f) dan ¥(¢) yang
lebih lama dibanding dengan terapi yang dimulai saat 7(f) mencapai
jumlah 300 mm® dan 500 mm’.

Selanjutnya akan dibandingkan titik kesetimbangan model II
pada saat terapi diberikan selama 200 hari, 800 hari dan tanpa batas
waktu. Dalam hal ini pemberian terapi dimulai pada saat 71(7)
mencapai jumlah 500 mm’. Perbandingan titik kesetimbangan dari
ketiganya diperlihatkan pada Gambar 3.13.
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Gambar 3.13 Perbandingan titik kesetimbangan jika terapi diberikan
sejak 7(7) = 500 mm’ selama 200 hari, 800 hari dan tanpa batas
waktu.

Pada Gambar 3.13 dapat dilihat bahwa pada terapi yang
diberikan selama 200 hari atau 800 hari kurva 7(z), T'(f) dan ¥(?)
akan konvergen ke 3,7, 20,4 dan 55170. Hal ini berarti bahwa titik
kesetimbangan untuk terapi yang diberikan selama periode waktu
tertentu akan sama dengan titik kesetimbangan terinfeksi (non-
trivial) dari model I. Untuk terapi tanpa batas waktu dimana P=0,3,
kurva T(7), T'(tf) dan V(f) akan konvergen ke 12,43, 19,79 dan
53517,89.
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Gambar 3.14 Perbandingan titik kesetimbangan jika terapi diberikan
tanpa batas waktu (P =0,3; P=0,5; P=0,7)

Pada Gambar 3.14 dapat dilihat bahwa jika terapi dimulai
sejak 7(f) mencapai 500 mm® dan dilakukan tanpa batas waktu maka
dengan penggunaan nilai P yang berbeda yaitu 0,3, 0,5 dan 0,7 akan
menghasilkan titik kesetimbangan terinfeksi yang berbeda-beda.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut.

1. Dengan menggunakan model kompartemen, diperoleh model

sistem imun HIV tanpa terapi berupa sistem persamaan
diferensial non-linier sebagai berikut:

T =S O-mTO+r U TOV0
TO TV 0 -, T O %
sl TCZ(P\\//((:)) AV OBy

dan model dengan terapi adalah
IO 50 )+ 1 8 ~ 2Ok, T(OV.(1)
IO Ok TOY O 4,70 %\\,’(ﬂ?
el Tc—i(i)vv—((tt))_ 0+ B

2. Ada dua macam titik kesetimbangan dari model sistem imun
HIV yaitu bebas infeksi dan terinfeksi. Titik kesetimbangan
bebas infeks dari tanpa terapi (model 1) dan dengan terapi

(model 1) adalah(%,0,0). Titik ini akan stabil asimtotik untuk

Ro < 1 dan tidak stabil untuk Ry, > 1. Dengan menggunakan
parameter-parameter pada (Kirschner, 1996) dan (Elsady,
2008), titik kesetimbangan terinfeksi pada model | sama dengan
model Il jikaterapi diberikan dalam periode tertentu, yaitu (3,7,
20,4, 55170). Titik kesetimbangan ini adalah stabil asimtotik.
Dan untuk model Il dimana terapi diberikan tanpa batas waktu
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diperoleh titik kesetimbangan terinfeksi yang bergantung pada
kesetimbangan terinfeksi (12,43, 19,79, 53517,89) stabil
asimtotik.

Metode Runge-Kutta orde empat dapat digunakan untuk
mencari solusi numerik dari model sistem imun HIV baik
dengan atau tanpaterapi.

Pada saat pemberian terapi dilakukan tanpa batas waktu maka
pemberian terapi yang lebih awal memberikan hasil yang lebih
baik. Sementara itu jika terapi yang diberikan dengan periode
waktu tertentu pemberian terapi sejak saat T(t) mencapai jumlah
200 mm? hasil yang lebih baik.

4.2 Saran

Pada pembahasan selanjutnya ada beberapa hal yang dapat

dikembangkan dari skripsi ini antaralain :

1.
2.

Menambahkan kompartemen yang lain seperti sel T CD8" sel B.
Membedakan sel T CD4" ke dalam dua kompartemen yaitu sel
T CD4' yang resisten terhadap obat dan sel T CD4" yang tidak
resisten.

Pengembangan model untuk kemudian dicari pemberian dosis
obat yang tepat.
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