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IDEAL FUZZY QUASI-ASSOSIATIF
PADA BCI-ALJABAR

ABSTRAK

Pada skripsi ini akan dibuktikan beberapa teorema yang berhubungan
dengan ideal fuzzy quasi-assosiatif pada BCl-aljabar. Suatu
himpunan bagian fuzzy 4 dari BCl-aljabar X dengan fungsi

keanggotaan g, : X —>[O,1] disebut ideal fuzzy dari X jika untuk
setiap x,ye X :

i) uy (0) Z Hy (x) .

(i) ey ()= min{ g, (x# )., ()}

Ideal fuzzy quasi-assosiatif pada BCl-aljabar X adalah suatu
himpunan bagian fuzzy A yang memenuhi

,uA((x*y)*z)Z,uA(x*(y*z)), untuk setiap x, ),z € X . Ideal

fuzzy quasi-assosiatif ini merupakan subkelas sejati dari ideal fuzzy
tertutup, yaitu ideal fuzzy quasi-assosiatif pasti ideal fuzzy tertutup
tetapi belum tentu sebaliknya.

Kata kunci: ideal fuzzy, ideal fuzzy quasi assosiatif, ideal fuzzy
tertutup.
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QUASI-ASSOCIATIVE FUZZY IDEALS IN BCI-ALGEBRAS
ABSTRACT

This study will discuss about the proof of several theorems
associated with quasi-associative fuzzy ideal in BCI-Algebra. A

fuzzy subset 4 of X with membership function g, :X —>[O,1] is
called fuzzy ideal of X if it satisfies the following conditions:

@ #4(0)2 a1, (x).-

(i1). ,uA(x)Zmin{yA (x*y),,uA(y)}, forall x,ye X.
Quasi-associative fuzzy ideal in BCI-Algebra X is a fuzzy subset 4
which  satisfies ((x * y) = z) > U, (x = (y * Z)) , for all
x,y,z € X . This quasi-associative fuzzy ideal is a proper subclass

of closed ideal fuzzy which means that the quasi-associative fuzzy
ideal is always closed fuzzy ideal but not otherwise.

Keywords: fuzzy ideal, quasi-associative fuzzy ideal, closed fuzzy
ideal.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Menurut Wahyudin (1989), aljabar dapat didefinisikan
sebagai manipulasi dari simbol-simbol. Secara teoritis aljabar dibagi
menjadi dua periode waktu, dengan batas waktu sekitar tahun 1800.
Aljabar yang dibicarakan sebelum abad ke-19 disebut Aljabar
Klasikal, sedangkan sesudah abad ke-19 (hingga sekarang) disebut
Aljabar Modern atau Aljabar Abstrak.

Aljabar khususnya Aljabar Abstrak dalam perkembangannya
memiliki kelas-kelas tersendiri. Pada tahun 1966, Imai dan Iseki
memperkenalkan dua kelas dari Aljabar Abstrak, yaitu BCK-Aljabar
dan BCI-Aljabar. BCI-Aljabar merupakan perluasan dari BCK-
Aljabar. Kemudian pada tahun 1983, Hu dan Li memperkenalkan
kelas yang lebih luas dari Aljabar Abstrak, yaitu BCH-Aljabar yang
merupakan perluasan dari BCI-Aljabar.

Konsep himpunan bagian fuzzy diperkenalkan oleh Profesor
Zadeh pada tahun 1965. Menurut Zadeh pada logika klasik tidak
mempertimbangkan berbagai kondisi dalam dunia nyata. Nilai
keanggotaan logika klasik hanya terbatas pada O atau 1, berbeda
dengan nilai keanggotaan logika fuzzy yang terdiri dari bilangan riil
yang terletak pada interval tertutup dari 0 sampai 1.

Ideal quasi-assosiatif pada BCl-aljabar merupakan ideal
tertutup (closed ideal) pada BClI-aljabar. Ideal fuzzy quasi-assosiatif
pada BCl-aljabar juga merupakan ideal fuzzy tertutup (closed fuzzy
ideal). Oleh karena itu pada tugas akhir ini penulis tertarik menulis
tentang konsep dari ideal fuzzy quasi-assosiatif pada BCI-aljabar.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai
berikut:
1. Bagaimana definisi dan teorema-teorema yang berhubungan
dengan BCl-aljabar?
2. Bagaimana definisi dan teorema-teorema yang berhubungan
dengan ideal fuzzy quasi-assosiatif pada BCI-Aljabar?



1.3 Tujuan

Dengan melihat rumusan masalah di atas maka tujuan dari
penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
1. Membuktikan teorema-teorema yang berhubungan dengan BCI-
aljabar.
2. Membuktikan teorema-teorema yang berhubungan dengan ideal
fuzzy quasi-assosiatif pada BCI-Aljabar.

1.4 Batasan Masalah

Pada tugas akhir ini akan dianalisa definisi dan teorema-
teorema tentang ideal fuzzy quasi-assosiatif hanya pada BCI-Aljabar.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada Bab ini akan diberikan definisi-definisi dan teorema-
teorema yang mendukung dalam pembahasan.

2.1 Grup

Grup merupakan salah satu struktur aljabar yang paling
sederhana. Grup didefinisikan sebagai himpunan tidak kosong
dengan satu buah operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Berikut ini akan diberikan definisi-definisi yang berkaitan
dengan grup.

Definisi 2.1.1 Grup (Fraleigh, 1994)

Himpunan tidak kosong G dengan operasi biner * yang didefinisikan
pada G disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai
berikut:

1. tertutup, yaitu

(Va,b € G). a*beq,
2. assosiatif, yaitu
(Va,b,c € G). (a*b)*c=a*(b*c),
3. terdapat elemen identitas, yaitu
(VaeG), (EleeG). exa=a*e=a,
4. terdapat elemen invers, yaitu
(Va € G), (Ela_1 € G). a'*a=a*xal.

Grup G atas operasi biner * dinotasikan dengan (G,*) .

Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, 1994)

Suatu grup (G,*) dengan operasi biner * pada G disebut grup
komutatif (abelian) jika a*b=b*a, (Va,b € G).



Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, 1994)

Diberikan suatu grup (G,*) , dan himpunan bagian H dari G . H

disebut subgrup dari G, ditulis H <G, jika H merupakan grup
terhadap operasi biner pada G.

Teorema 2.1.1 Subgrup (Wahyudin, 1989)

Diberikan suatu grup (G,*) dan himpunan bagian tak kosong H
dari G. Jika
i. axbeH,Va,be H (Tertutup)

ii.a'eH YacH (Keberadaan invers)

maka (H ,*) adalah subgrup dari (G,*).
Bukti:

Akan dibuktikan (H,*) adalah subgrup dari (G,*).
1. Dari (i) jelas H tertutup.
2. Karena G grup maka assosiatif berlaku. H ¢ G maka H juga

bersifat assosiatif.

3. Terdapat elemen identitas, karena
a,a_1 eH=a*a'=ccH.
4. Dari (ii) jelas terdapat elemen invers.

Dari 1, 2, 3, 4 terbukti (H,*) disebut subgrup dari (G,*).

2.2. Ring dan Ideal

Ring merupakan salah satu stuktur aljabar yang didefinisikan
sebagai himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner
(penjumlahan dan pergandaan) yang memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Berikut ini akan diberikan definisi-definisi dan teorema
yang berkaitan dengan ring.

Definisi 2.2.1 Ring (Wahyudin, 1989)

Diberikan himpunan tidak kosong R, (R,+,¢) dengan + dan e

operasi-operasi biner pada R disebut ring jika memenuhi:
1. Terhadap operasi +

4



(Va,beR).a+beR,
ii). (Va,b,ceR). (a+b)+c=a+(b+c),
(VaeR), (EIeeR).e+a=a+e,
(VaeR), (EI(—a)eG).a+(—a)=(—a)+a=e,
V). (Va,beG).a-l—b:bJra,

2. Terhadap operasi o
1i1) (Va,beR). aeheR,
v) (Va,b,ceR). (aOb)oc=a0(boc),

3. Memenuhi hukum distributif , yaitu:
1i1) (Va,b,ceR). aO(b+c) =aeb+aec,

iv) (Va,b,ceR). (b+c)oa=boa+coa.

Definisi 2.2.2 Subring (Bhattacharya, 1994)

Diberikan suatu ring R dan himpunan bagian tidak kosong S dari R.
S disebut subring dari R jika S adalah ring terhadap operasi yang
sama dengan R.

Teorema 2.2.1 Subring (Bhattacharya, 1994)

Diberikan suatu ring (R,+,0). Suatu himpunan bagian tidak kosong
S dari R disebut subring dari R jika hanya jika Va,b e S berlaku:

i) a-beS
i) aebeS
Bukti:

(:>) Jika S subring dari R maka menurut Definisi 2.2.2 jelas
Ya,be S memenuhi a—beS dan aebeS§.

(c) Kondisi a—beS Va,beS menunjukkan (S,+) adalah
subgrup dari grup komutatif (R,+). Kondisi aebeS Va,beS
menunjukkan (S ,0) tertutup dan assosiatif. Karena R memenuhi dua
hukum distributif danS < R maka S juga memenuhi dua hukum
distributif. Jadi, terbukti (.S,+,e) subring dari (R,+,e).



Definisi 2.2.3 Ideal Kanan (Bhattacharya, 1994)

Suatu himpunan bagian tidak kosong / dari ring komutatif (R,+,e)

disebut ideal kanan pada R jika:
). abel=a-bel.

il). aerel,Vael dan reR.

Definisi 2.2.4 Ideal Kiri (Bhattacharya, 1994)

Suatu himpunan bagian tidak kosong / dari ring komutatif (R,+,e)

disebut ideal kiri pada R jika:
). abel=a-bel.

il). reael,Vaecl dan reR.

Jika setiap ideal pada R adalah ideal kanan dan ideal kiri,
maka ideal tersebut disebut sebagai ideal dua sisi (¢two-sided ideal).

2.3. BCI-Aljabar

Definisi 2.3.1 (Liu, dkk., 2000)

Diberikan suatu BCl-aljabar X. Didefinisikan sebuah relasi biner <
pada X sebagai berikut x< y < x*y=0.

Definisi 2.3.2 BCI-aljabar (Ahmad dan Khalid, 1996)
Diberikan suatu himpunan tidak kosong X dengan operasi biner *
dan konstanta 0, maka (X ;*,0) disebut BClI-aljabar jika Vx,y,ze X
memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut:

@) ((x*y)*(x*z))-<(z*y).

(i1) (x*(x*y))-<y.
(i) x<x.
(iv) x<ydany<x=>x=y.

v) x<0=>x=0.

Contoh 2.1:
Diberikan X ={0,a,b} dengan operasi biner * yang didefinisikan
oleh tabel Cayley berikut:

6



Akan dibuktikan (X ;*,0) merupakan suatu BCl-aljabar.

Tabel 2.1. BCI-Aljabar
*1 0l a]|b

0|01|Db
a|0]|b
b|b |0

oo O

(1). Akan ditunjukkan Vx,y,z € X memenuhi

a).

b).

d).

((x*y)*(x*z))*((z*y)):o.

Untuk x=0, y=a, danz =5, maka:
((0%a)*(0%b))*(b*a)=(0*b)*b
=bx*b
:O;
Untuk x=0,y=>5b dan z=a, maka:
((0%b)*(0%a))*(a*b)=(b*0)*b
=bx*b
:O;

. Untuk x=a,y =0 dan z =5, maka:

((a*O)*(a*b))*(b*O):(O*b)*b
=bx*h

Untuk x=a,y =5 dan z =0, maka:

((a*b)*(a*O))*(O*b)=(b*0)*b
=b*b

. Untuk x=b,y =0 dan z =a, maka:

((b%0)*(b*a))*(a*0)=(b*b)*0
=0x*0
=0;
Untuk x =5,y =a dan z =0, maka:
((b*a)*(b+*0))*(0%a)=(b*b)*0



=0x*0

=0.
Jadi, aksioma (i) terpenuhi Vx,y,ze X .

(i1). Akan ditunjukkan Vx,y € X memenuhi
(x*(x*y))*yzO.
a). Untuk x =0 dan y =a, maka:
(0%(0%a))*a=(0%0)*a
=0x*xq
=0;
b). Untuk x=0 dan y = b, maka:
(0%(0%b))xb=(0%b)*b
¢). Untuk x =a dan y =0, maka:
(a*(a%0))x0=(a*0)*0
d). Untuk x=a dany = b, maka:
(a*(axb))xb=(a*b)*b
e). Untuk x =5 dan y =0, maka:
(b*(b*0))*0=(b*b)*0
=0=0
=0;
f). Untuk x =5 dan y = a, maka:
(b*(b*a))*a=(b*b)*a
:O*a
=0.
Jadi, aksioma (ii) terpenuhi Vx,y € X .



(iii). Akan ditunjukkan Vx € X memenuhi x*x=0.
Perhatikan tabel cayley di atas, ambil x =0, jelas memenuhi

x*x=0. Hal ini berlaku juga untuk x=a dan x=5. Jadi,
aksioma (iii) terpenuhi Vx e X .

(iv). Akan ditunjukkan Vx,y € X memenuhi
x*y=0dany*x=0=>x=y.
Pembuktian akan dilakukan dengan kontraposisi.

a). Ambil x=0 dan y=a jelas x# y, sehingga dari tabel
cayley di atas diperoleh x*y=0*a=0 tetapi
yix=a*0=a#0.

b). Ambil x=0 dan y=» jelas x# y, sehingga dari tabel
cayley di atas diperoleh x*y=0*b=b=0 atau
yex=bx0=5b=0.

c). Ambil x=a dan y=5 jelas x# y, sehingga dari tabel
cayley di atas diperoleh x*y=axb=b=#0 atau
yix=b*xa=b#0.

Jadi, aksioma (iv) terpenuhi Vx,y e X .

(v). Akan ditunjukkan Vx € X memenuhi x*0=0=x=0.
Dari tabel cayley di atas bisa dilihat bahwa yang memenuhi
x*0=0=x=0 adalah x=0. Jadi, aksioma (v) terpenuhi
Vxe X .

Jadi dari (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) terbukti (X ;*,0) adalah suatu
BCl-aljabar.

Contoh 2.2:
Diberikan X ={0,1,2} dengan operasi biner * yang didefinisikan
sebagai berikut:
{O jikax<y
X * y= ).
x—y jikay<x

Akan dibuktikan (X ;*,0) merupakan suatu BCl-aljabar.



(i). Akan ditunjukkan Vx,y,z € X memenuhi

a).

b).

d.

((xxy)*(xx2))((z*))=0.
Untuk x=0, y =1, dan z =2, maka:
((0%1)%(0%2))*(2%1)=(0%0)*1
=01
=0;
Untuk x=0,y =2 danz =1, maka:
((0%2)%(0%1))*(1%2)=(0%0)*0
=0*0
=0;

. Untuk x=1,y=0 dan z =2, maka:

((1%0)*(1%2))*(2%0) =(1%0)*2
=1%*2
=0:

Untuk x=1,y=2 dan z =0, maka:

((1%2)#(1%0)) *(0%2) = (0*1)*2
=0%2
=0:

. Untuk x=2,y=0danz =1, maka:

((2%0)*(2%1))*(1%0) = (2*1)*1
=1=%1
=0;
Untuk x=2,y=1dan z=0, maka:
((2%1)*(2%0))*(0*1)=(1%2)*0
=0x0
=0.

Jadi, aksioma (i) terpenuhi Vx,y,z € X .

(i1). Akan ditunjukkan Vx,y € X memenuhi

10
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a). Untuk x=0dany =1, maka:
(0%(0%1))*1=(0%0)*1
b). Untuk x=0 dan y =2, maka:
(0%(0%2))*2=(0%0)*2
=0;
¢). Untuk x=1dany=0, maka:
(1%(1%0))*0=(1%1)*0
d). Untuk x=1dan y =2, maka:
(1#(1%2))*2=(1%0)*2
=0;
e). Untuk x =2 dan y =0, maka:
(2%(2%0))*0=(2%2)*0
f). Untuk x =2 dan y =1, maka:
(2%(2%1))*1=(2%1)*1
=0.
Jadi, aksioma (ii) terpenuhi Vx,y € X .

(iii). Akan ditunjukkan Vx € X memenuhi x*x=0.
Perhatikan definisi operasi biner * pada X di atas. Ambil
x =0, jelas memenuhi x*x=0. Hal ini berlaku juga untuk

x=1 dan x =2. Jadi, aksioma (iii) terpenuhi Vxe X .

11



(iv). Akan ditunjukkan Vx,y € X memenuhi
x*y=0dany*x=0=>x=y.
Pembuktian akan dilakukan dengan kontraposisi.
d). Ambil x=0 dan y=1 jelas x=#y, sehingga dari

definisi operasi biner * di atas diperoleh x*y=0*1=0
tetapi y*x=1%0=1-0=120.

e). Ambil x=0 dan y=2 jelas x=#y, sehingga dari
definisi operasi biner * di atas diperoleh
x*y=0%2=0 tetapi y*x=2*x0=2-0=2=0.

f). Ambil x=1 dan y=2 jelas x# y, schingga dari
definisi operasi biner * di atas diperoleh x*y=1%2=0
tetapi y*x=2%1=2-1=1%#0.

Jadi, aksioma (iv) terpenuhi Vx,ye X .

(v). Akan ditunjukkan Vx e X memenuhi x*0=0=x=0.
Dari definisi operasi biner * pada X di atas bisa dilihat bahwa
yang memenuhi x*0=0= x=0 adalah x=0. Jadi, aksioma
(v) terpenuhi Vxe X .

Jadi dari (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) terbukti (X ;*,0) adalah suatu
BCl-aljabar.

Teorema 2.3.1 BCI-aljabar (Ahmad dan Khalid, 1996)
Pada BClI-aljabar X dipenuhi:

1. x*0=x.
ii. x-<y:>(x*z)-<(y*z) dan (z*y)-<(z*x).
iil. (xxy)*z=(x*z)*y.
iv. 0%(0%(x*y))=(0%y)*(0xx).
V. (0*y)*(0*x)=0*(y*x).

Bukti:

i. Ambil sebarang x,y e X . Akan dibuktikan x*0=x. Menurut
Definisi 2.3.2 (iv) maka harus ditunjukkan
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(x*0)< x dan x < (x*O) Y
(a) Perhatikan bahwa
(x%0)%x=(x*(x%x))*x (Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (iii))

=0 (Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (ii))
Maka menurut Definisi 2.3.1 berlaku

(x*0)<x 2.1)
(b) Menurut Definisi 2.3.2 (ii), (x * (x * y)) <y.
Ambil y=0=>(x*(x*0))<0.
Sehingga menurut Definisi 2.3.2 (v) belaku x * (x * 0) =0.
Maka menurut Definisi 2.3.1 berlaku
x = (x * O) 2.2)
Dari (2.1) dan (2.2) maka terbukti x*0=x .

ii. Ambil sebarang x,y,z € X . Akan dibuktikan
x<y:>(x*z)<(y*z) dan (Z*y)<(z*x) .

(a) x*z=(x*z)*0 ( Teorema 2.3.2 (i))
=(x*z)*(x*y) (Definisi 2.3.1)
<(y*z) (Definisi 2.3.2 (1))

Maka diperoleh
(x*z)-<(y*z) 2.3)

(b) Menurut Definisi 2.3.1, diperoleh
(z#y)=<(z*x) <= (zxy)*(z*x)=0.
Akan ditunjukkan (z*y)*(z*x)=0.

Perhatikan bahwa
((z*y)*(z*x))-<(x*y) (Definisi 2.3.2 (i)
=0
Maka menurut Definisi 2.3.1 berlaku
(z*y)—<(z*x) 2.4)

Dari (2.3) dan (2.4) maka terbukti
x<y:>(x*z)<(y*z) dan (Z*y)<(z*x).
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iii. Ambil sebarang x, y,z € X . Akan dibuktikan
(xxy)xz=(x*z)*y.
Menurut Definisi 2.3.2(ii)) berlaku (x*(x* y)) < y. Dari
Definisi 2.3.1 maka berlaku
(x*(x*y))*yzO. (2.5)
Andaikan (x * y) *Z £ (x * Z) *y, maka Ja,b,c € X sedemikian
sehingga (a * b) *C# (a * c) *p. Dengan mensubstitusikan
a=x, b=x*y, c=y pada(2.5) maka diperoleh
(e () () ()
=0 (Definisi 2.3.1 dan 2.3.2(iii))
Kontradiksi dengan (2.5). Maka pengandaian harus diingkar,

yaitu (x*y)*zz(x*z)*y.
Jadi terbukti (x*y)*z=(x*z)*y.

iv. Ambil sebarang x,y,ze X .
Akan dibuktikan 0% (0 (x*y))=(0%y)*(0*x).
Menurut Definisi 2.3.2 (iv) maka harus ditunjukkan
(0*(0*(x*y)))-< ((O*y)*(O*x)) dan
((0%y)%(0%x))=< (0*(0*(x*y))) .
(a) Perhatikan bahwa
[(0%(0%(xx2)))#((0%2)*(0+x))]

v [(x* »)#((0%y) *(O*x))] (Definisi 2.3.2 (ii)
dan Teorema 2.3.2 (ii))

=< [(x * y) * (x * y)] (Definisi 2.3.2 (i)
dan Teorema 2.3.2 (i1))
=0 (Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (iii))

Sehingga menurut Definisi 2.3.2 (v) belaku

(0%(0%(x*)))*((0%y)* (0%x))=0.

Maka menurut Definisi 2.3.1 berlaku
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(0x(0(xx3)))<((0xx)*(05x))  @6)
(b) Perhatikan bahwa

[((0%2)(0%x))%(0%(0%(x 1))

<[(x=y)#(0%(0%(x*y)))]  (Definisi232 ()
dan Teorema 2.3.2 (ii))

< [(x * y) s (x * y)} (Definisi 2.3.2 (ii)
dan Teorema 2.3.2 (ii))
=0 (Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (iii))

Sehingga menurut Definisi 2.3.2 (v) belaku
((0%y)#(0%x))*(0%(0%(x*y)))=0.
Maka menurut Definisi 2.3.1 berlaku
(0% y)*(0%x))<(0%(0(x*y))) 2.7)
Dari (2.6) dan (2.7) maka terbukti
0*(0*(x*y))=(0*y)*(0*x).

. Ambil sebarang x,y,ze X .

Akan dibuktikan (0% y)*(0%x)=0%(yxx).
Maka
(0% 3)*(0%x)=(0+y)*((y*y) *x)

(Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (iii))

(Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (ii1))
() y) = (v x))2((2) )

(Teorema 2.3.2 (iii))

=(((r#x)22)*((rx)%2)) (7 )

(Teorema 2.3.2 (iii))

= 0%y »)
(Definisi 2.3.1 dan 2.3.2 (iii))
Jadi, terbukti (0% y)*(0*x)=0%(y*x).
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Definisi 2.3.3 (Liu, dkk., 2000)
BCl-aljabar X dikatakan assosiatif jika Vx,y,ze X berlaku

(x*y)*z=x*(y*z) atau secara ekuivalen 0* x = x.

Definisi 2.3.4 (Ahmad dan Khalid, 1996)
BCl-aljabar X dikatakan quasi-assosiatif jika Vx,y,ze X berlaku

((x#y)*z)<(x*(y*z)) atau secara ckuivalen (0%x)< x.

Definisi 2.3.5 (Jun, 1994)

Suatu pemetaan f:X —Y dengan X dan Y BCl-aljabar disebut
homomorphisma jika f(x*y) :f(x)*f(y), Vx,yeX.

Definisi 2.3.6 (Chaudry dan Fakharuddin, 1999)
Suatu BCl-aljabar X dikatakan BCK-aljabar jika Vx e X berlaku
0*xx=0.

Jadi setiap BCK-aljabar adalah BCl-aljabar, tetapi belum tentu
sebaliknya. Karena semua aksioma-aksioma pada BCl-aljabar pasti
dipenuhi oleh BCK-aljabar.

Contoh 2.3:
Contoh 2.2 merupakan BCK-Aljabar.
2.4. Subaljabar dan Ideal pada BCI-Aljabar

Pada BCl-aljabar terdapat istilah subaljabar dan ideal, namun
definisi ideal pada BCl-aljabar berbeda dengan definisi ideal pada
ring.

Definisi 2.4.1 (Akram, 2004)

Diberikan S himpunan bagian tidak kosong dari BCl-aljabar X. S
disebut subaljabar dari X jika Vx,y e S berlaku x*yeS.

Setiap subaljabar S dari BCl-aljabar X pasti memuat 0, tetapi
tidak sebaliknya. Sebab, misal S = {x} maka x*x=0.
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Contoh 2.4.

Perhatikan contoh 2.1, S= {O,a} adalah subaljabar dari
X ={0,a,b}. Karena

» untuk x=y=0 maka x*y=0*%0=0€eS;

» untuk x=y=a maka x*y=a*a=0eS;

» untuk x=0dany=qg maka x*y=0*%a=0eS§;

» untuk x=a¢ dany=0 maka x*y=a*0=aeS.

Jadi terbukti Vx,y e S berlaku x*y € S, yaitu S adalah subaljabar.

Definisi 2.4.2 (Akram, 2004)

Suatu himpunan bagian 4 dari BCI-aljabar (X ;*,0) disebut ideal
dari X jika Vx,y e X, memenuhi:

i. 0ed.
ii. Jika x*ye 4 dan ye 4 maka xe 4.

Definisi 2.4.3. (Ahmad dan Khalid, 1996)
Suatu ideal 4 dari BCl-aljabar X disebut quasi-assosiatif, jika

Vx € A4, berlaku
(0xx) =< (0#(0%x)).

Definisi 2.4.4. (Ahmad dan Khalid, 1996)

Suatu ideal 4 dari BCI-aljabar X disebut ideal tertutup (closed ideal)
jika Vxe A, maka O*xe 4.

2.5. Himpunan Fuzzy

Profesor Zadeh telah merumuskan konsep himpunan bagian
fuzzy secara matematika. Himpunan bagian fuzzy dari sebuah
himpunan tidak kosong didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-
elemen dengan tingkat keanggotaan dalam sebuah rangkaian
kesatuan, masing-masing elemen-clemen tersebut diberi nilai mulai
dari 0 sampai 1 melalui suatu fungsi keanggotaan. Teori himpunan
fuzzy didasarkan oleh asumsi bahwa himpunan klasik tidak natural
dan adanya masalah-masalah kepastian keadaan benda dalam
penggambaran kehidupan nyata, karena setiap obyek yang berada
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dalam dunia nyata ini memiliki beberapa derajat ketidakjelasan.
Namun konsep tingkat keanggotaan ini bukan konsep probabilitas
(Kandasamy, 2003).

Definisi 2.5.1 Himpunan fuzzy (Kusumadewi, 2003)
Diberikan sebarang himpunan tidak kosong X. Himpunan
Az{(x,yA (x))|xeX} disebut himpunan fuzzy. Di mana g, (x)

menunjukkan derajat keanggotaan x di 4 yang didefinisikan sebagai
fungsi keanggotaan gz, : X —>[O,1].

Contoh 2.5:
Misalkan X = {x|x > (0, x € bilangan cacah} . Didefinisikan fungsi
keanggotaan pada X sebagai berikut:
25-x
My (x) or 23
0, x=25
Dengan demikian, didapatkan himpunan fuzzy 4 pada X :
A={(0, 1),(1, 0,96),(2, 0,92),...,(24, 0,04),(25, 0),(26, 0),...}

, 0<x<25

Contoh 2.6:
Misalkan X ={0,1,2,3,4,5,6,7} . Didefinisikan fungsi keanggotaan
pada X sebagai berikut:

05 2x3 0<x<4

Ha(x)=

1-(0,2(x-5)), 4<x<7
Dengan demikian, didapatkan himpunan fuzzy 4 pada X :
4={(0, 0),(1, 0,2),(2, 0,4),(3, 0,6),(4, 0,8),(5, 1),(6, 0,8),(7, 0,6)}

2.6. Subaljabar Fuzzy dan Ideal Fuzzy pada BCI-Aljabar
Definisi 2.6.1 (Jun, 1994)

Diberikan suatu himpunan bagian fuzzy 4 dari BCI-aljabar X dengan
fungsi keanggotaan x,: X — [0,1]. Vx,y € X berlaku:
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ta (%) A g (v) =min( g (x), 124 (5))
dan

1 (5 () = maks (1 ()1, ().

Definisi 2.6.2 (Jun, 1994)

Suatu himpunan bagian fuzzy A dari BCl-aljabar X dengan fungsi
keanggotaan g, : X —>[0,1] disebut subaljabar fuzzy dari X jika
Vx,y € X berlaku

,UA(x*J’)SIUA(x)V/UA(J’)-

Definisi 2.6.3 (Jun, 1994)

Suatu himpunan bagian fuzzy 4 dari BCl-aljabar X dengan fungsi
keanggotaan u,: X — [0,1] disebut ideal fuzzy dari X jika:

(iil)) Vxe X, yA(O)ZuA(x).
(iv) Vx,ye X, ﬂA(x)ZﬂA(x*y)AﬂA(Y)-

Definisi 2.6.4 (Ahmad dan Khalid, 1996)

Ideal fuzzy 4 dalam X disebut quasi-assosiatif, jika Vx,y,ze X
berlaku

,uA((x*y)*z)Z,uA (x*(y*z)).

Definisi 2.6.5 (Ahmad dan Khalid, 1996)

Suatu ideal fuzzy 4 dari X disebut ideal fuzzy tertutup (closed fuzzy
ideal) jika untuk setiap Vx € X, berlaku

,uA(O*x)Z,uA(x).
2.7. Hubungan Ring dengan BCI-Aljabar

Pada suatu saat, suatu ring (R,+,*) bisa menjadi BCI-

aljabar, baik itu ring komutatif maupun ring dengan elemen satuan.
(R,+,*) bisa menjadi BCI-aljabar jika operasi biner * pada R dapat
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didefinisikan x* y =x—y,Vx,y € R, di mana operasi biner — adalah
pengurangan biasa yang didefinisikan sebagai berikut:
positif jikay<x
xkxy=x—y=40 jikax=y
negatif jikax <y

Contoh 2.7:

Diberikan Z ={+0,%1,42,43,..}. (Z,+,*) adalah ring terhadap
operasi biner + dan * yang berturut-turut dinamakan operasi
penjumlahan dan pergandaan biasa. Dengan mendefinisikan
x*y=x-—y,Vx,yeZ,maka (Z;0,*%) merupakan suatu BCI-aljabar.

Bukti:

=(x-x=y+z)-z+Yy
=0—y—z+z4y
=0-y+0+y
=0+0-y+y
=0+0
(i1). (x*(x*y)}hyz(x—(x—)ﬁ)—y
=(x-x=(-»))-»
=(x—x+y)—y
=(0+y)—y
=0+y-y
=0+0
=0;
(iii). x*x=x—x
20



=Y

=0 maka x

Odany*x=y—x
0 maka x =0.

xX—y=

*0=x-0

Jadi terbukti (Z;0,*)adalah suatu BCl-aljabar.

(iv). Jika x=*y
(v). Jikax=*0
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada Bab ini akan dibahas mengenai definisi dan teorema-
teorema yang berhubungan dengan “ideal fuzzy quasi-assosiatif
pada BCl-aljabar” berdasarkan paper yang telah diterbitkan oleh
International Center For Theoritical Physics (Ahmad dan Khalid,
1996).

3.1. Ideal Quasi-Assosiatif pada BCI-Aljabar

Theorema 3.1.1.

Pada BCl-aljabar X, pernyataan berikut ini ekuivalen:
1. BCl-aljabar X merupakan quasi-assosiatif.

(0%x)<(0%(0%x)).

R

. (O*x)-<x.
. (0*(x*y))-<(0*(y*x)).
: ((0*x)*y)<(0*(x*y)).

wm B~ W

Bukti:

(1=2)
Diketahui X merupakan quasi-assosiatif. Akan dibuktikan
(0%x)=<(0%(0%x)), VxeX.

Menurut Definisi 2.3.4, karena X merupakan quasi-assosiatif, maka
Vx,y,z € X berlaku

((x*y)*z)-<(x*(y*z))
Menurut Definisi 2.3.1 maka Vx,y,ze X berlaku
(Grxy)#z)*(x#(y*z))=0 3.1)
Andaikan O*x < 0* (0 * x) tidak dipenuhi maka menurut Definisi

2.3.1 Ja e X sedemikian sehingga
(0%a)*(0%(0*a))=0 (3.2)
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Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh
0%a=(0%0)*a.
Maka (3.2) menjadi

((0%0)*a)*(0%(0%a))=0
Kontradiksi dengan (3.1), maka pengandaian harus diingkar yaitu
(0%x) < (0%(0%x)). Jadi terbukti (0*x)<(0%(0*x)), Vxe X.

(2=3)
Diketahui (0*x)—<(0*(0*x)), Vxe X. Akan dibuktikan
(0*x)<x, VxeX.

Menurut Definisi 2.3.2 (ii), karena X merupakan BClI-aljabar maka
Vx,y e X berlaku

(y*(y*x))—<x. (3.3)
Misal y =0, maka (3.3) menjadi (0*(0*x)) <X.
Dari yang diketahui maka diperoleh
(0*x)-< (0*(0*x))-< X.

Jadi terbukti (0% x)< x, Vxe X.

(3=4)

Diketahui (0 * x) < x, Vxe X. Menurut Definisi 2.3.1 maka berlaku
(0*x)*x=0 (3.4)

Akan dibuktikan (0#(x*y))<(0#(y*x)), Vx,yeX. Menurut

Definisi 2.3.2 (ii), karena X merupakan BCl-aljabar maka
Vx,y € X berlaku

(y*(y*x))<x (3.5)
Misal y =0, maka (3.5) menjadi
(0%(0*x))<x (3.6)
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Andaikan (0*(x* y)) < (0*( y *x)) tidak dipenuhi maka menurut
Definisi 2.3.1 Ja,be X >

(0%(axb))*(0%(b*a))=0.
Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh 0x*x= 0*(x*0). Dengan

mensubstitusikan @ =x dan =0 pada 0=* (x * 0) dan berdasarkan
(3.6) maka diperoleh

I
2 [(0*(;(*0))*;(] Teorema 2.3.1(ii)

Kontradiksi dengan (3.4), maka pengandaian harus diingkar yaitu
(0*(x*y))< (0*(y*x)).

Jadi terbukti (O*(x*y)) = (0*(y*x)), Vx,y e X.

(4=5)
Diketahui (0*(x*y)) =< (O*(y*x)) , Vx,ye X. Menurut Definisi
2.3.1 maka Vx,ye X berlaku

(02(s3)» (00 () =0 6
Akan dibuktikan ((0 * x) * y) < (0*(x * y)), Vx,ye X.
Andaikan ((O*x)* y) < (O*(x* y)) tidak dipenuhi maka menurut
Definisi 2.3.1 da,be X >

((0%a)*b)*(0%(axb))%0.
Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh

0%(x#y)=(00)*(x*y)
Dengan mensubstitusikan ¢ =0 dan b = x * y pada (O * 0) * (x * y)
maka diperoleh
((0%0)(xxy))x(0%(0x (%)) =((0%0) # (v 7)) (0% *))

Teorema 2.3.1(iv)
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:(()*(x*y))*(O*(y*x))
=0
Kontradiksi dengan (3.7), maka pengandaian harus diingkar yaitu

((O*x)*y)<(0*(x*y)).

Jadi terbukti ((O*x)*y) =< (O*(x*y)), Vx,y e X.

(5=1)
Diketahui ((O * x) * y) < (0 * (x * y)) , Vx,ye€ X. Menurut Definisi
2.3.1 maka Vx,y e X berlaku

((0*x)*y)*(0*(x*y))=0 (3.8)
Akan dibuktikan X merupakan quasi-assosiatif. Menurut Definisi
2.3.4 akan ditunjukkan ((x * ) * z) =< (x * (y * z)) , Vx,y,ze X .
Andaikan ((x * ) % z) = (x * ( y* z)) tidak dipenuhi maka menurut
Definisi 2.3.1 Ja,b,ce X 3

((a*b)*c)*(a*(b*c)) #0.
Kontradiksi dengan (3.8), maka pengandaian harus diingkar yaitu
((x*y)*z)< (x*(y*z)). Jadi terbukti ((x*y)*z)< (x*(y*z)),
Vx,y,z € X. Dengan kata lain X merupakan quasi-assosiatif.

Teorema 3.1.2.

A suatu ideal dari BCl-aljabar X. Pada ideal 4, jika x < y dan y € 4
maka x € 4.

Bukti:

Diketahui x<y dan ye 4. Akan dibuktikan xe 4. Menurut
Definisi 2.3.1. x< y < x*y =0. Karena 4 ideal, menurut Definisi
2.42 (1) maka Oe 4, sehingga x*ye A. Karena x*ye A4 dan
y € A, menurut Definisi 2.4.2 (ii) diperoleh x e 4. Jadi terbukti
xeA.
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Berdasarkan Teorema 3.1.2. di atas, karena (x*(x* y)) <y
dan y € A4 diperoleh x * (x * y) € A . Khususnya, dari (3.6) diketahui
(0*(O*x))—<x, dimana x € 4, maka 0*(0*x)e 4.

Teorema 3.1.3.

Misal X merupakan BCl-aljabar dan A4 ideal dari BCl-aljabar X.
Pernyataan berikut ini ekuivalen:
1. A merupakan ideal quasi-assosiatif.

2. (O*x)<x.
5 ((0+9)%3) <(0%(x+))
4. (O*(x*y))—<(0*(y*x)).

Bukti:

(1=2)
Diketahui 4 merupakan ideal quasi-assosiatif. Akan dibuktikan
(0*x)<x, Vxe A. Menurut Definisi 2.4.3, 4 merupakan ideal

quasi-assosiatif maka Vx e 4 berlaku

(0%x)=<(0%(0+x)) (3.9)
Karena A ideal dari X, maka Vxe 4 juga merupakan anggota X,
sehingga 4 juga merupakan BCl-aljabar.

Menurut Definisi 2.3.2 (ii), karena 4 merupakan BCI-aljabar maka
Vx,y € A berlaku

(y*(y*x))=<x. (3.10)
Ambil y =0, maka (3.12) menjadi
(0%(0xx))<x. (3.11)
Dari (3.9) dan (3.11) diperoleh
(O*x)< (0*(0*x))< 5

Jadi terbukti (O*x) <x,Vxed.
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(2=3)
Diketahui (0 * x) < x, Vxe€ A. Menurut Definisi 2.3.1 maka Vx e 4
berlaku

(0#x)*x=0. (3.12)
Akan dibuktikan((O *x) *y) = (0 * (x * y)) , Vx,yeA.

Menurut Definisi 2.3.2 (ii), karena 4 merupakan BCl-aljabar maka
Vx,y € A berlaku

(y*(y*x))<x. (3.13)
Ambil y =0, maka (3.13) menjadi
(0%(0%x))<x. (3.14)

Andaikan ((O*x)* y) =< (0*(x* y)) tidak dipenuhi maka menurut
Definisi 2.3.1 da,be X >

((0%a)*b)*(0%(a*b))=0.
Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh
0%x=(0%0)*x

Dengan mensubstitusikan a=0danb=x pada (0 * O) *x dan
berdasarkan (3.14), maka diperoleh

0£[((0%0)#x)x(0x(0%x))]
< [((o #0)%x) x] Teorema 2.3.1(ii)
= (O * x) * X

Kontradiksi dengan (3.12), maka pengandaian harus diingkar yaitu
((0*x)*y)< (0*(x*y)).

Jadi terbukti ((O*x)*y) < (O*(x*y)), Vx,yed.

(3=4)

Diketahui((0#x)* y) < (0#(x*y)), Vx,yeA. Menurut Definisi
2.3.1 maka Vx,ye A berlaku
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((0%x)xy)*(0%(x*y))=0. (3.15)
Akan dibuktikan (0*(x*y)) < (0 #(y *x)) , Vx,yed.
Andaikan (0#(x*y))<(0#(y*x)) tidak dipenuhi maka menurut
Definisi 2.3.1 Ja,be X >

(0%(a*b))*(0%(b*a)) 0.

Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh

(0%x)*y=(0xx)*(y*0)
Dengan  mensubstitusikan  0=0*x, a=
(0 * x) * (y * O) maka diperoleh

((02)(y*0))((0%x)#(0%3)) =((0%x)# 7) #(0%(x+5))

Teorema 2.3.1(v)

y, b=0 pada

=0
Kontradiksi dengan (3.15), maka pengandaian harus diingkar yaitu

(0*(x*y))<(0*(y*x)).

Jadi terbukti (0#(x*y))<(0%(y*x)), vx,yeX.

(4=1)
Diketahui (0*(x*y))-< (0*(y*x)), Vx,y € A. Menurut Definisi
2.3.1 maka Vx,y e A4 berlaku

(0% (x*y))*(0%(y*x))=0 (3.16)

Akan dibuktikan A4 merupakan ideal quasi-assosiatif. Akan
ditunjukkan (0#x) < (0%(0%x)), Vxe 4.

Andaikan (0#x)<(0%(0%x)) tidak dipenuhi maka menurut

Definisi 2.3.1 3a,b € X 5 (0*a)*(0%(0%a))=0.

Dengan mensubstitusikan a = x * y pada O*(x* y) maka diperoleh

(0% (e 2))(0%(0% (2 2))) = (0% (7)) # (02 (y#))
Teorema 2.3.1(iv)
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#0.
Kontradiksi dengan (3.16), maka pengandaian harus diingkar yaitu

(0%x)<(0%(0%x)). Jadi terbukti  (0%x)=<(0%(0%x)),

Vx,y € X. Dengan kata lain 4 merupakan ideal quasi-assosiatif.

Teorema 3.1.4.

Setiap ideal quasi-assosiatif 4 pada BCl-aljabar X adalah ideal
tertutup (closed ideal).

Bukti:

Diketahui 4 ideal quasi-assosiatif pada BCl-aljabar X. Akan
dibuktikan 4 adalah ideal tertutup (closed ideal), yaitu menurut
Definisi 2.4.4 akan ditunjukkan O*xe 4, Vxe 4.

Dari Teorema 3.1.3 (1c>2), A merupakan ideal quasi-assosiatif

< berlaku (O*x)<x,VxeX. Karena (O*x)<x dan xe 4

menurut Teorema 3.1.2 maka 0*x e A. Jadi terbukti 4 adalah ideal
tertutup (closed ideal).

Ideal quasi-assosiatif merupakan subkelas sejati dari ideal
tertutup (closed ideal), yaitu setiap ideal quasi-assosiatif pada BCI-
aljabar merupakan ideal tertutup (closed ideal), tetapi belum tentu
sebaliknya. Hal ini dapat ditunjukkan dengan contoh berikut ini.

Contoh 3.1.

Diberikan BCl-aljabar X = {0,a,b,c,d,e} dengan * didefinisikan oleh
tabel Cayley berikut:
Tabel 3.1. Ideal Tertutup

* | 0 b d

o|alo (o o
o (oo (ol O
o |c|o oo o
oo [ajo|o (o
o ool | alc| e
Qoo oo
Olo oo |l

30



Akan dibuktikan A={0,a,b,c} merupakan ideal tertutup (closed
ideal).
Ambil xe 4.
Untuk x=0,maka 0x0=0e€ 4 ;

x=a,maka Oxa=aeA4;

x=b,maka O0*xb=ce 4;

x=c,maka Oxc=be 4.
Jadi terbukti 0*xe A, Vxe A, yaitu A={0,a,b,c} merupakan ideal
tertutup (closed ideal).
Kemudian akan dibuktikan 4={0,a,b,c} bukan ideal quasi-assosiatif.
Ambil xe 4.

Pilih x=b. Maka (0%b)*(0%(0%b))=c*(0%c)=c*b=d=0
atau menurut Definisi 2.3.1 tidak berlaku (0 *b) =< (0 * (0 *b)) Jadi

terbukti A4={0,a,b,c} bukan ideal quasi-assosiatif.

Contoh 3.2.
Diberikan Z, ={0,1} BCl-aljabar dengan operasi biner + yang
didefinisikan oleh tabel Cayley berikut:

Tabel 3.2. Ideal Quasi-Assosiatif

+ 10 |1
0101
1|10

Dalam hal ini unsur 0 pada Z, adalah 0.
(1). Akan dibuktikan A={6} merupakan ideal quasi-assosiatif,

yaitu ((_)+x)+((_)+(6+x))=0.
Ambil x=0 maka:
(040)«(0+(040)) ~0(0+8) =30 -0.

Jadi terbukti 4 = {(_)} merupakan ideal quasi-assosiatif.
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(i1). Akan dibuktikan A4 = {6 i} erupakan ideal quasi-assosiatif,
yaitu (0+x (0+ O+x))
» Untuk x=0 maka:
(0+0)#(0%(0+0)) = 0+(0+0) ~0+0 - 0.
» Untuk x=1 maka:
(6*1) (0*(0*1))—1*(6*i):i*i:6.

Jadi terbukti 4 = {6,1} merupakan ideal quasi-assosiatif.

3.2. Ideal Fuzzy Quasi-Assosiatif pada BCI-Aljabar

Teorema 3.2.1.
Jika 4 merupakan ideal fuzzy dari BCIl-aljabar X dan x < y, maka
diperoleh (x)ZyA (y), Vx,yeX.

Bukti:

Diketahui 4 merupakan ideal fuzzy pada BCl-aljabar X dan x <y .
Akan dibuktikan s, (x)=u,(y), Vx,yeX.
Menurut Definisi 2.3.1 Vx,y € X berlaku

X<y xxy=0 (3.17)
Karena 4 merupakan ideal fuzzy pada BCl-aljabar, maka menurut
Definisi 2.6.3(ii) Vx,y e X berlaku z(x)> u(x*y) A p(y).
Sehingga, berdasarkan (3.17) diperoleh

A (%)= g, (5% V) A g (9)
:/UA(O)/\/UA()’)
Dari Definisi 2.6.3(1), Vye X berlaku ,u() ( ), maka
,u(y):,u(O)/\,u(y).Sehinggadiperoleh yA( )2y (y)

Jadi terbukti g, (x)> 1, (), Vx,ye X .
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Teorema 3.2.2.
Diberikan A4 ideal fuzzy pada BCl-aljabar X dengan fungsi
keanggotaan s, : X —>[0,1], maka Vx,y e X, pernyataan berikut

ini ekuivalen:

Lo, (0%x)2 g1, (0%(0%x)).

2. (0%x)2 1, (x).

3. g, (0% (% p)) = g, (0%(y*x)).
Bukti:
(1=2)

Diketahui 4, (0%x)> u,(0*(0+x)), VxeX. Akan dibuktikan

,uA(O*x)Z,uA(x), Vxe X.

Karena X merupakan BCI-aljabar, maka menurut Definisi 2.3.2 (i)
Vx,y € X berlaku

(y*(y*x))-<x (3.18)

Ambil y =0, maka (3.18) menjadi (0% (0*x))<x
Karena (0 #(0* x)) < x maka dari Teorema 3.2.1 berlaku

,uA(O*(O*x))ZyA(x) (3.19)
Diketahui z, (O*x) >/, (0*(0*x))
Maka dari (3.19) dan dari yang diketahui diperoleh

)7y (O*x)z,uA (0*(0*x))2,uA (x) atau g, (O*x)ZyA (x)

Jadi terbukti x, (O*x) >, (x) , Vx e X.

(2=3)

Diketahui 4, (0%x)> yA( ), VxeX. Akan dibuktikan

,uA(O* x*y) ,u( ) Vx,y e X.

Andaikan ( ( ) (O*( y*x)) tidak dipenuhi maka
(0%(ax

b)) <u,(0+(b*a)).

da,be X > u,
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Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh
0%x=0%(x*0)

Dengan mensubstitusikan a=x dan »=0 pada 0 (x * O) maka

diperoleh
Uy (O*x)z,uA (0*(x*0))

<1, (0%(0%x))
Karena X merupakan BCI-aljabar, maka menurut Definisi 2.3.2 (ii)
Vx,y € X berlaku

(y*(y*x))=<x (3.20)
Ambil y =0, maka (3.20) menjadi (0 * (0 * x)) <x.
Karena (0 #(0* x)) < x maka dari Teorema 3.3.1 berlaku

w4 (0% (07 %)) > 1, (x)
Sehingga ada 2 kemungkinan, yaitu:

1. pu, (0*x)=uA (0*(x*0))<,uA (0*(0*x))>,uA (x)

Maka diperoleh (O*x) >, (x) atau u, (O*x) < py (x)
Atau
2. u, (O*X)zyA (0*(x*0))<yA (0*(0*x))=yA (x)

Maka diperoleh 1, (O*x) < p, (x)
Kontradiksi dengan yang diketahui, maka pengandaian harus
diingkar, yaitu g, (O*(a *b)) 2 Uy (0*(b*a)) , sehingga analog
dengan U, (0*(x*y)) 2, (O*(y*x)) . Jadi terbukti

7y (0*(x*y))2,uA(0*(y*x)), Vx,y e X.

(3=1)

Diketahui ,uA(O*(x*y))ZyA(O*(y*x)), Vx,ye X. Akan
dibuktikan g, (O*X)Z,uA (0*(0*x)), Vxe X.
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Andaikan g, (0* x) >, (0 *(0 *x)) tidak dipenuhi maka Ja e X >

)7y (0*a)<,uA (0*(0*a)).
Dari Teorema 2.3.1(i) diperoleh
0*a=0%(a*0).
Sehingga 4, (0*a) =41, (0%(a*0)) <, (0%(0*a)).
Kontradiksi dengan yang diketahui. Jadi pengandaian harus diingkar,
yaitu u, (O*x)ZuA (0*(0*x)).
Jadi terbukti s, (0%x)> 1, (0%(0#x)), Vxe X.

Dari definisi ideal fuzzy quasi assosiatif (Definisi 2.6.4) dan
Teorema 3.2.1. di atas dapat diperoleh Teorema berikut.
Teorema 3.2.3.
Jika X quasi-assosiatif, maka setiap ideal fuzzy pada X adalah quasi-
assosiatif,
Bukti:
Karena X quasi-assosiatif menurut Definisi 2.3.4 maka Vx,y,ze X
berlaku ((x* y)*z)=< (x *(y* z)) . Dari Teorema 3.2.1 maka
diperoleh 1, ((x*y)*z) >y (x*(y*z)) , Vx,y,ze X . Menurut
Definisi 2.6.4 terbukti ideal fuzzy pada X adalah quasi-assosiatif.

Teorema 3.2.4.

Setiap ideal fuzzy quasi-assosiatif 4 pada BCI-aljabar X adalah ideal
fuzzy tertutup (closed fuzzy ideal) pada BCI-aljabar X.

Bukti:

Karena 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif pada BCl-aljabar X,
maka Vx,y,z e X berlaku

py (e y)ez) =, (x*(y*z)) (3.21)
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Andaikan 4 bukan ideal fuzzy tertutup (closed fuzzy ideal) maka
daeA> /JA(O*a)<,uA(a).

Karena X merupakan BCl-aljabar, maka menurut Definisi 2.3.2 (ii)
Vx,y € X berlaku

(y*(y*x))<x (3.22)
Ambil y=0, maka (3.22) menjadi (O #(0* x)) <x. Karena
(0 * (0 * x)) < x maka dari Teorema 3.3.1 berlaku
1 (0%(0%0)) 2 1, (x)
Sehingga untuk x=a berlaku g, (0*(0*a)) >, (a). Dari Definisi
2.3.2 (iii) diperoleh z,((0%0)*a)=s,(0*a). Sehingga

,uA((O*O)*a):yA (O*a)<,uA(a)£,uA(0*(0*a)).
Kontradiksi dengan (3.21). Jadi pengandaian harus diingkar, yaitu

V' (O*x)ZyA (x), Vx € X. Terbukti.

Contoh berikut menunjukkan bahwa ideal fuzzy tertutup
(closed fuzzy ideal) pada umumnya belum tentu ideal fuzzy quasi-
assosiatif .

Contoh 3.3.
Diberikan X = {O,a,b,c} dengan * didefinisikan sebagai berikut:

*

o'|o|lo|lo | o
o|lo |[o|o| o

o |o|le | OO

[ = K=JKeg i)

O ||| O

Definisikan z,: X — [0,1] sebagai berikut:

ﬂA(a)=t1,/lA(C)=/lA(b)=l‘2 dan p, (0)=t0, dimana 7> ¢, > ¢t,.
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Akan dibuktikan A:{(O,IO),(a,tI),(b,tz),(c,t2 )} merupakan ideal

fuzzy tertutup (closed fuzzy ideal).
Ambil xe X .

» Untuk x=0, maka s, (0%x)=2,(0%0)=p,(0)=¢ dan

,uA(x)z,uA(O)zto.Jadi ,uA(O*x)z,uA(x).
» Untuk x=a, maka g,(0*x)=p,(0%a)=p,(0)=1 dan

,uA(x)z,uA(a)ztl.Jadi ,uA(O*x)>,uA x).
» Untuk x=b, maka u,(0%x)=p,(0%b)=y,(c)=¢t, dan

,uA(x)z,u(b)ztz.Jadi ,uA(O*x)z,uA(x).
» Untuk x=c, maka g, (0%x)=p,(0%c)=u,(b)=t, dan

Hy (x) =,u(c) =t,.Jadi u, (O*x)zyA (x)
Jadi Vxe X berlaku 4, (0%x)> u,(x). Terbukti A merupakan
ideal fuzzy tertutup (closed fuzzy ideal).

Selanjutnya akan dibuktikan 4 bukan ideal fuzzy quasi-assosiatif.
Ambil x=a,y=z=5, maka

#,((axb)*b) = py (cxb) = p, (b) =1y

(s (b28)) =, (@20) = e, (a) =1,

Diketahui ¢, > 1,, maka 1, ((a*b)*b) <, (a*(b*b)).

Jadi g1, ((a*b)*b)2p, (a*(b*b)) tidak dipenuhi. Terbukti A

bukan ideal fuzzy quasi-assosiatif .

Contoh 3.4.
Perhatikan Contoh 3.2. Jika pada Z,={0,1} didefinisikan

My Z, —)[0,1] sebagai berikut: sz, (6) =0,7 dan pu, (i) =0,5.

Akan dibuktikan A:{(ﬁ, 0,7),(1, 0,5)} merupakan ideal fuzzy

quasi-assosiatif.
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> Untuk x=0,y=0,z=0 maka
,uA((6+6)+6):,uA(6+6):,uA(6)=0,7 dan
/JA(6+(6+6))=yA(6+6)=yA((_))=O,7.
sadi, 1, ((0+0)+0) =, (0%(00)) =0.7.
» Untuk x=0,y=1,z=0 maka
(O+1 +O) ,uA 1+0 =0,5 dan

yA(0+ (1+0) ): u,(0+1) =0,5.

Jadi, yA((O+1) o) (0+(1+0))_o,5.

> Untuk x=0 ,y=0,z =1 maka

,uA((0+0)+1) I, (6+i)=,uA(i)=0,5 dan

uA(0+(0+1)) w,(0+1) =, (1)=0.5.
Jadi, ,uA((0+0) ):_yA((_)+(6+i))=O,5.

» Untuk x= ly 0,z =0 maka

((1+0)+0) (140)= 1, (1)=0.5 dan
a(1+(0+0))= 1, (1+0) = (1) =0,

Jadi, ,uA((1+0)+0)— A(1+(0+o))_0,5.
> Untuk x=1,y=0,z=1 maka
,uA((i+6)+i):yA(i+i)=yA(6):0,7 dan
,uA(i+(6+i))=yA(i+i)=/¢A(6)=O,7.
Jadi, 41, ((i+6)+i)=m (i+(6+i))=0,7.
> Untuk x=1,y=1,z=0 maka
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uA((lJrl) 6) ,uA((_)+6
(141

wi4(49)

1+1)=p,(0)=0,7.

Jadi, ﬂA((i i)+6)— (i+(i+6))=0,7.

» Untuk x = (_)y 1,z=1 maka

,uA((O+1)+l)=uA (1+1)=,(0)=0,7 dan
My (6+(i+i))=yA (6+6)=/¢A (6)=O,7.

sadi, gy ((T+0)41) =y (1+(0+1)) =0.7.

» Untuk xzi,yzi,zzi maka

My ((i+i)+i)=,uA (6+i) (1) 0,5 dan

i, (i+(i+1)) wy(140) =, (1) =0.5.

Jadi, ,uA((1+1 +1) (1+ (1+1 )

)=1,(0)=0,7 dan
)

Terbukti VXx,y,z € Z, berlaku ,uA((x*y)*z)Z,uA(x*(y*z)),

yaitu 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif.

Teorema 3.2.5.

Diberikan BCl-aljabar X. Maka Vte[O,l], himpunan level yang

didefinisikan g, = {x eX ‘ Hy (x) > t} merupakan ideal.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa himpunan level p, = {x eX ‘ Hy (x
Vte [0,1] merupakan ideal dari X. Diketahui X BCl-aljabar.

)Zt},
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Andaikan 4 bukan ideal maka menurut Definisi 2.4.2(i)
dt, € [0.1] > 0¢ 4, . Sehingga menurut definisi himpunan level My,

maka O¢ X .
Diketahui X BCl-aljabar maka 0e X, hal ini kontradiksi dengan

0¢ X . Maka pengandaian harus diingkar, jadi x4 merupakan ideal
dari X.

Teorema 3.2.6.

Diberikan BCl-aljabar X. Jika V¢e [0,1] , himpunan level
= {x eX ‘ U, (x) > t} merupakan ideal quasi-assosiatif, dimana
H, # ¢, maka ideal fuzzy 4 pada BCl-aljabar X juga merupakan

quasi-assosiatif.

Bukti:

Akan dibuktikan 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif.
Andaikan ideal fuzzy A4 bukan quasi-assosiatif, —maka

Ix,y, yy,2, €43
,UA((xo*J/o)*Zo)<,UA (xo*(YO*xo))

[,UA ((XO *yg)*Zo)"‘,UA (xo *(yo *ZO))] \
2

Misal #, = [0,1], maka
My ((xo*yo)*zo)<t0 (3.23)
dan
1, (%0 % (v *20)) > 1, (3.24)

Dari (3.24) diperoleh x, * ( Vo ¥ ZO) € u, . Karena g, merupakan
ideal quasi-assosiatif dari X, maka menurut Teorema 3.2.3 (1 & 2) ,
yaitu jika g, adalah ideal quasi-assosiatif maka berlaku 0*x < x,
Vx e u,. Berdasarkan Definisi 2.3.4, karena Vxey, berlaku
(0 * x) <x maka g  adalah  quasi-assosiatif.  Sehingga
VXx,, Y2y € K, berlaku
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((xo ”‘yo)*zo)< (xo *(yo *Zo))>
sehingga (xo * Yo ) *Zy € py dan mengakibatkan

My ((xo * Yo ) * ZO) >1t,, hal ini kontradiksi dengan (3.23). Maka

pengandaian harus diingkar, yaitu A4 merupakan ideal fuzzy quasi-
assosiatif.

Akibat 3.2.1.

Diberikan 4  ideal fuzzy dari BCl-aljabar X. Jika
1= {x eX | 7y (x) =u, (0)} merupakan ideal quasi-assosiatif, maka A4

juga merupakan quasi-assosiatif.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa [= {x € X| U (x) = I, (O)} , merupakan
ideal dari X. Diketahui X BClI-aljabar.

Andaikan [ bukan ideal maka menurut Definisi 2.4.2(i)
3u',(0)€[0.1]5 0¢ /. Sehingga menurut definisi himpunan level
I maka O¢ X .

Diketahui X BCl-aljabar maka 0e< X, hal ini kontradiksi dengan
0¢ X . Maka pengandaian harus diingkar, jadi / merupakan ideal
dari X.

Kemudian akan dibuktikan 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif.
Andaikan ideal fuzzy A bukan quasi-assosiatif, maka

Ixy, yp,2o € A3
Hy ((xo *YO)*ZO)</1A (xo *(J’o *xo))

[“A ((xo *yO)*ZO)Jr'uA (xO *(yo *ZO)>]

Misal s, (0)> [0,1],

<
maka
1, (%0 % 30) % 20) < 12, (0) (3.25)
dan
7y (xo*(yo*zo))z,uA(O) (3.26)
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Dari (3.26) diperoleh x, * ( Vo ¥ ZO) el . Karena / merupakan ideal
quasi-assosiatif dari X, maka menurut Teorema 3.2.3 (1< 2), yaitu

jika I adalah ideal quasi-assosiatif maka berlaku (0 * x) <X,
Vxel. Berdasarkan Definisi 2.3.4, karena Vxel berlaku
(0 * x) <x maka [  adalah quasi-assosiatif.  Sehingga

Xy, Vy>2o €1 berlaku

((xo *)’o)*Zo) P (xo *(J’O *Zo))
sehingga (xo *Yo ) *z,el dan mengakibatkan
14, (%o *vy)* 2 ) = 12,(0), hal ini kontradiksi dengan (3.25). Maka
pengandaian harus diingkar, yaitu A4 merupakan ideal fuzzy quasi-
assosiatif. Jadi terbukti 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif.
Definisi 3.2.1. Supremum (Soemantri, 2000)

Diberikan S suatu himpunan terurut, dan 7 < S, dan T terbatas ke
atas. Misal Ja € S yang memenubhi sifat-sifat berikut:
(1). a adalah suatu batas atas T
(i1). jika r <a maka » bukan batas atas T’
maka a disebut batas atas terkecil dari 7" atau supremum himpunan
T, dan dinotasikan
a=sup T.

Definisi 3.2.2.
Diberikan f: X — ¥ suatu pemetaan dari BCI-aljabar X dan Y. Jika

A merupakan ideal fuzzy dari X dengan fungsi keanggotaan s,
maka f (A) merupakan ideal fuzzy dari Y dengan fungsi
keanggotaan u £(4) YANg didefinisikan sebagai berikut:

(V)= sup p(x),ye¥

xe_/'*l(y)

dan

sy () = 0.k £ (3) =,
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Definisi 3.2.3.

Suatu himpunan fuzzy 4 dengan fungsi keanggotaan x, pada BCI-

aljabar X dikatakan mempunyai sup properti (sifat supremum), jika
untuk setiap himpunan bagian 7'dari X, 3¢, T >

Hy (to)zstu}),uA (t)

Kemudian A4 disebut sebagai himpunan sup fuzzy (supremum fuzzy).

Teorema 3.2.7.

Diberikan f: X — Y suatu pemetaan yang homomorfisma surjektif

dari BCl-aljabar X dan Y, dan 4 merupakan ideal fuzzy quasi-
assosiatif pada X yang mempunyai sup properti (sup ideal fuzzy

quasi-assosiatif), maka f (A) merupakan ideal fuzzy quasi assosiatif

pada Y.

Bukti:

Diketahui [ merupakan pemetaan surjektif, maka Vy,,y,,», €Y

. x5 € X5y, =f(x), =/ (x) dany, = f(x,). Jadi
setiap anggota di Y mempunyai kawan di X, sehingga dapat
dinyatakan x, € £ (yo),x1 ef’l(yl),x2 ef’l(yz).

Karena 4 merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif, maka menurut
Definisi 2.6.4 Vx,,x;,x, € X berlaku

My ((xo *xl)*xz)z My (xo *(xl *xz)),
di mana (xo *xl)*x2 e(f_l(yo)*f_l(yl))*f_l(yz) dan
X0 *(x % x,) ef_l(yO)*(f_l (n)=r (yz))'
Diketahui f homomorfisma maka f ! juga homomorfisma, maka
dapat  dinyatakan (x0 * X, ) xx, € f (( Vo X, ) * yz) dan
X, >l<(x1 *xz)ef_l(y0 *(y1 *yz)).

Karena 4 mempunyai sup properti maka menurut Definisi 3.2.3
untuk setiap himpunan bagian 7 dari X, 3¢, €T >
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p(tg) =sup (1)

teT
o) [( Yo* W, )*yzj dan [~ [ YoX( yl*yz)) merupakan himpunan bagian
dari X, maka

RETONA=N At
tef ™ ((vox31 )*3,)
dan yA(xO*(xl*xz)): sup ,uA(t)

fefil(yo*()’l*h))

Akan dibuktikan

i (o * 3% 32) 2 a1y (30 (31 ¥ 22))
Maka
luf(A)((yl *yz)*ys) = sup Hy (t) (Definisi 3.2.2)

e/ ((m*r2)*5;)
=Hy ((xo *xl)*xz)
2y (xo *(xl *xz))

sup My (l) (Definisi 3.2.2)

tefil( () *)’2))
)):
2 My

=ty (02 (2122,
Jadi terbukti bahwa 22, , (o * ;) )

9 (o2 3))-

Definisi 3.2.4.

Diberikan f: X — Y pemetaan surjektif dari BCl-aljabar X dan Y.
Misal B merupakan himpunan fuzzy dari Y dengan fungsi
keanggotaan 1, , maka f 3 (B) merupakan himpunan fuzzy dari X

dengan fungsi keanggotaan u y yang didefinisikan oleh

Hpi(p) (x) = ,uBf(x), WxeX.

(8)

Teorema 3.2.8.

Diberikan f: X — Y yang homomorfisma surjektif dari BCI-aljabar
X dan Y. Jika ideal fuzzy B dari Y dengan fungsi keanggotaan .,
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merupakan quasi-assosiatif, maka ideal fuzzy f~' (B ) dari X dengan

fungsi keanggotaan u g juga merupakan quasi-assosiatif.

(8)

Bukti:

Karena f merupakan pemetaan surjektif, maka Vy,,y,y, €Y
Fxy, X, X, € X 3y, =f(x0),y1 :f(xl) dan y, =f(x2).
Karena B merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif dari Y, maka
menurut Definisi 2.6.4 Vf(xo),f(xl),f(xz) €Y berlaku

Hp ((f(xo)*f()ﬁ))*f(xz))z/‘B (f(xo)*(f(x1)*f(x2)))'

Akan dibuktikan VX X, € X berlaku
) ((xo *xl)*xz) 2 H 1) (xo *(xl *xz)).
Maka

H i) ((XO *xl)*x2 = ny( X, *xl)*xz) (Definisi 3.2.4)

= yB( f(xo)*f(xl))*f(xz)) ( f homomorfisma)

> 115 (f (%) (£ (%)% £ (%))

= ny(xO *(x1 ® %3 )) ( f homomorfisma)

=H oy (xo >1<(x1 * X, )) (Definisi 3.2.4)
Jadi terbukti bahwa

/lf,I(B)((xO *xl)*xz) > Mg (xo *(x1 *xz)), Vg, X, X, € X.

Yaitu /™' (B) merupakan ideal fuzzy quasi-assosiatif pada X.
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah

sebagai berikut:

).

2).

Ideal fuzzy A pada BCl-aljabar dikatakan quasi-assosiatif jika
Vte [0,1] ,  himpunan level H, = {x € X‘,uA (x) > t}
merupakan ideal quasi-assosiatif, dimana p, #¢ atau
1= {x eXu, (x) =, (O)} merupakan ideal quasi-assosiatif.

Diberikan f: X — Y suatu pemetaan homomorfisma surjektif

dengan X dan ¥ BCl-aljabar. Kedua pernyataan berikut akan
berlaku.
(1). A sup ideal fuzzy quasi-assosiatif pada X dengan fungsi

keanggotaan u, = f (A) ideal fuzzy quasi assosiatif
pada Y dengan fungsi keanggotaan u (4)"

(ii). B ideal fuzzy quasi-assosiatif pada Y dengan fungsi
keanggotaan u, = f < (B) Ideal fuzzy quasi-assosiatif

pada X dengan fungsi keanggotaan u ()"
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