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ANALISIS DINAMIK  MODEL EPIDEMIK  PENYAKIT 
CAMPAK 

 

ABSTRAK 

 
Pada tugas akhir ini dibahas konstruksi dan analisis model SEIR 

untuk epidemik penyakit campak. Model yang diperoleh berupa 
sistem persamaan diferensial non-linier. Berdasarkan hasil analisis 
diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas 
penyakit ( ) dan titik kesetimbangan endemik ( ). Jenis 
kestabilan kedua titik kesetimbangan tersebut ditentukan dengan cara 
melinierkan sistem di sekitar titik kesetimbangan. Titik 
kesetimbangan bebas penyakit merupakan titik stabil asimtotik untuk 

, sedangkan titik kesetimbangan endemik merupakan titik 
stabil untuk .  didefinisikan sebagai angka reproduksi 
dasar, yaitu suatu angka yang menunjukkan tingkat penularan infeksi 
campak. Pada saat 

0U eU

10 <R
10 >R 0R

10 <R , populasi terbebas dari penyakit. 
Sedangkan pada saat , di dalam populasi terjadi epidemik. 
Nilai  merupakan nilai kritis. Untuk memberikan gambaran 
yang lebih nyata tentang model digunakan data kasus campak di 
Kabupaten Malang tahun 2000. Secara geometris, dinamik dari 
model dapat dilihat dari simulasi untuk beberapa nilai laju infeksi. 

10 >R
10 =R

  

Kata kunci :epidemik, angka reproduksi dasar, kesetimbangan,  
kestabilan. 
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DYNAMICAL  ANALYZE OF MEASLES EPIDEMIC MODEL 

 

ABSTRACT 

 

In this final project we construct and analyze SEIR model for 
measles epidemic. This model is a non-linier differential equation 
system. According to our analysis, the model has two equilibrium 
states, namely disease-free equilibrium ( ) and endemic 

equilibrium ( ). By linierizing the system around each 
equilibrium, stability of the equilibrium can be determined. The 
diseases-free equilibrium is asymtotically stable for  

0U

eU

10 <R . On the 
other hand, the endemic equilibrium is stable for .  is 
defined as basic reproduction number, i.e the number of measles 
infection spread degree. When , the population is free from 
disease and when , epidemic is occured. 

10 >R 0R

10 <R
10 >R 10 =R  is a critical 

value. To give more real view about  the model, we implement our 
model to the case of measles at Malang in year 2000. Geometrically, 
the dynamic of the model can be seen from the simulation using 
some values of infection rate. 

 

Key words: epidemic, basic reproduction number, equilibrium, 
stability. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Campak (Measles) adalah penyakit yang disebabkan oleh virus 
khususnya Paramyxovirus dari jenis Morbillivirus. Penyakit ini 
sangat berbahaya karena dapat menyebabkan cacat dan kematian 
yang diakibatkan oleh komplikasi seperti radang paru (pneumonia), 
berak-berak (diare), radang telinga (otitis media) dan radang otak 
(ensefalitis), terutama pada anak dengan gizi buruk.  Penyakit ini 
ditularkan melalui kontak fisik dengan orang yang terinfeksi campak.    

Model yang sering digunakan dalam mengkaji masalah 
epidemik adalah model deterministik dan model stokastik. Model 
deterministik adalah suatu model matematika di mana keadaan 
sebelumnya menentukan keadaan berikutnya secara pasti.  
Sedangkan model stokastik adalah suatu model matematika di mana 
keadaan sebelumnya dapat menghasilkan bermacam-macam keadaan 
berikutnya dengan peluangnya masing-masing. Model yang 
digunakan dalam penelitian ini adalah model deterministik SEIR 
untuk epidemik campak. Model SEIR ini memuat empat 
kompartemen, yaitu Susceptibles, Exposed, Infectious dan Recovery. 
Susceptibles adalah kelompok individu dalam keadaan sehat tetapi 
mempunyai kemungkinan untuk tertular penyakit. Exposed adalah 
kelompok individu yang telah tertular penyakit tetapi belum 
mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakitnya pada 
individu lain. Infectious adalah kelompok individu yang telah tertular 
penyakit dan sudah mempunyai kemampuan untuk menularkan 
penyakitnya pada individu lainnya. Recovery adalah kelompok 
individu yang telah sembuh dari penyakitnya . 

Model sejenis yang sebelumnya pernah dibahas oleh Sari 
(2006) memfokuskan pada penggunaan teori Markov untuk model 
epidemik campak yang berupa sistem persamaan diferensi. 

Selanjutnya, dalam penelitian ini dilakukan proses pemodelan 
epidemik campak yang menghasilkan sistem persamaan diferensial. 
Pada model ini dipelajari perilaku kualitatif berupa analisis sistem 
dinamik untuk menentukan adanya titik kesetimbangan dan jenis 
kestabilannya.  
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1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, pokok 
permasalahan yang dibahas dalam tugas akhir ini adalah sebagai 
berikut. 

1. Bagaimana mengkonstruksi model SEIR untuk epidemik 
penyakit campak?  

2. Bagaimana menentukan kestabilan titik kesetimbangan 
model SEIR untuk epidemik penyakit campak? 

3. Bagaimana implementasi model tersebut untuk kasus 
campak yang terjadi di kabupaten Malang? 

 
1.3 Tujuan 

 Tujuan tugas akhir ini adalah untuk:  
1. Mengkonstruksi model SEIR untuk epidemik penyakit 

campak. 
2. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model SEIR 

untuk epidemik penyakit campak. 
3. Mengimplementasikan model SEIR untuk kasus campak 

yang terjadi di kabupaten Malang. 
 

1.4 Batasan Masalah 

 Penulisan tugas akhir ini difokuskan pada pembahasan dengan 
beberapa batasan masalah, yaitu. 

1. Populasi diasumsikan homogen  
2. Populasi bersifat tertutup artinya terjadinya pertambahan 

atau pengurangan jumlah individu hanya melalui kelahiran 
dan kematian, sedangkan pertambahan atau pengurangan 
jumlah individu melalui migrasi diabaikan. 

3. Jumlah populasi konstan N (tingkat kelahiran alami = tingkat 
kematian alami). 

4. Individu yang telah sembuh dari penyakit tidak akan tertular 
kembali oleh penyakit campak. 

5. Laju perubahan individu dari kelas Recovery tidak 
diperhatikan. 

 
 
 



BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan Diferensial 

Definisi 2.1: 

 Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat 
hubungan antara fungsi yang tidak diketahui (variabel tak bebas) 
dengan satu atau lebih turunannya (Edward dan Penny, 2001). 
  
Definisi 2.2: 

 Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat 
turunan biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu 
variabel bebasnya (Boyce dan Diprima,1986).  

Persamaan diferensial biasa linier orde n adalah persamaan 
berbentuk  yang menyatakan hubungan 
antara peubah bebas x, peubah tak bebas y(x) dan turunannya yaitu 

. 

0),...,",',,( )( =nyyyyxF

)(,...,",', nyyyy
 Persamaan diferensial biasa linier ordo n, dalam variabel tak 
bebas y dan variabel bebas x adalah persamaan yang dapat 
dinyatakan dalam bentuk  

)()()()()( 11

1

10 xfyxa
dx
dyxa

dx
ydxa

dx
ydxa nnn

n

n

n

=++++ −−

−

(2.1) 

dengan 0)(0 ≠xa . Jika 0)( =xf , maka persamaan (2.1) disebut 
sebagai persamaan diferensial linier homogen (Finizio dan Ladas, 
1982). 
 
Definisi 2.3: 

Persamaan diferensial biasa non-linier adalah persamaan 
diferensial biasa di mana variabel tak bebas y dan turunannya, 
berderajat lebih dari satu dan ada perkalian antara variabel tak bebas 
y dan turunannya (Ross, 1984). 
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2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

 Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang 
memuat n buah persamaan diferensial dengan n buah fungsi yang 
tidak diketahui, di mana n merupakan bilangan bulat positif dengan 

. Bentuk umum sistem persamaan diferensial ordo n adalah 
 i=1,...n di mana  merupakan turunan fungsi 

 terhadap t, dengan  adalah fungsi dari t yang tidak diketahui 
dan adalah fungsi yang diberikan dalam n+1 variabel (Finizio dan 
Ladas, 1982). 

2≥
),,...,,( 1 nii xxtfx = ix

ix ix

if

 
2.3 Sistem Otonomus 

 Sistem otonomus mempunyai bentuk:  

 
        ),(

),(

yxg
dt
dyy

yxf
dt
dxx

==

==
      (2.2) 

di mana turunan 
dt
dxx = dan 

dt
dyy =  hanya bergantung pada titik 

(x,y) dan tidak bergantung secara eksplisit pada parameter t 
(Giordano, 1994). 
 
2.4 Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus 

Definisi 2.4: 

 Titik kritis sistem (2.2) adalah titik  sedemikian 
sehingga . Titik kritis   

merupakan solusi sistem (2.2) yang bernilai konstan sebab  

),( ** yx
0),(),( **** == yxgyxf ),( ** yx

0dx
dt

=  

dan 0dy
dt

= . Keadaan yang menyebabkan 0dx
dt

=  dan 0dy
dt

=  

disebut sebagai keadaan setimbang, dan titik yang memenuhi disebut 
titik kesetimbangan  (Edward-Penney, 2001). 
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2.5 Kestabilan Sistem Otonomus 

Definisi 2.5. 

 Titik kesetimbangan disebut stabil jika untuk ),( ** yx
0>∀ε , 0>∃δ  sedemikian sehingga  

         εδ <−⇒<− ),())(),((),())0(),0(( **** yxtytxyxyx  

untuk  (Robinson,2004). 0≥t
 

Definisi 2.6. 

 Suatu titik kesetimbangan  yang tidak memenuhi 
Definisi 2.5 disebut tidak stabil. 

),( ** yx

  
Definisi 2.7. 

 Suatu titik kesetimbangan  disebut stabil asimtotik 
jika. 

),( ** yx

1.  Titik  stabil  ),( ** yx
2.  Ada 00 δ<  dengan δδ << 00  sedemikian sehingga untuk 

setiap solusi )(txx =  dan )(tyy = , pada t=0 berlaku 

0
** ),())0(),0(( δ<− yxyx , untuk  0≥t

3.  dan  *)(lim xtx
t

=
∞→

*)(lim yty
t

=
∞→

     (Boyce dan DiPrima, 1986). 
 
2.5.1 Kestabilan Sistem Otonomus Linier 

Perhatikan sistem persamaan diferensial otonomus linier 
berikut 

.dycx
dt
dy

byax
dt
dx

+=

+=
     (2.3) 

Persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu 
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dx
a b xdt

dy c d y
dt

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥
⎦

     (2.4) 

atau 

xA
dt
xd
= ,      (2.5) 

dengan  adalah konstanta riil dan , , ,a b c d det 0Α ≠ . Titik ( )0,0  
adalah titik kesetimbangan sistem (2.3). Solusi yang berbentuk 
eksponensial dari sistem (2.3) adalah 

tex λζ= ,   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

ζ
ζ

ζ                  (2.6) 

di mana λ  adalah konstanta skalar dan ζ  adalah vektor . Dengan 
mensubtitusikan (2.6) ke sistem (2.5) akan diperoleh 

tt eAe λλ ζζλ =                   (2.7) 

Jika persamaan (2.7) dibagi dengan teλ  maka persamaan 
tersebut  menjadi  ζζλ A= , atau 

0)( =− ζλIA .     (2.8) 

Persamaan (2.8) dapat ditulis dalam bentuk 

1

2

0
 

0
a b
c d

ζλ
λ ζ

− ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.    (2.9) 

Persamaan (2.9) mempunyai penyelesaian non-trivial jika 

 0
a b
c d

λ
λ

−
=

−
 

yaitu 
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( ) ( )2 0a d ad bcλ λ− + + − = .    (2.10) 

Persamaan (2.10) dikenal sebagai persamaan karakteristik, dan akar 
persamaannya disebut dengan nilai eigen. 
 
Teorema 2.1 

a) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah stabil, jika semua 
nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan negatif 
atau mempunyai bagian real tak positif. 

b) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah stabil asimtotik, 
jika semua nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real 
dan negatif atau mempunyai bagian real negatif 

c) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah tidak stabil, jika 
semua nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan 
positif atau jika paling sedikit satu akar mempunyai bagian real 
yang positif. 

       (Finizio dan Ladas, 1982). 
 

2.5.2 Kestabilan Sistem Otonomus Non–Linier 

Perhatikan sistem otonomus non-linier berikut 

       . ),(

),(

yxg
dt
dyy

yxf
dt
dxx

==

==
    (2.11) 

Anggap bahwa fungsi f dan g mempunyai turunan parsial yang 
kontinu di titik , maka  deret Taylor fungsi f dan g disekitar 

 adalah 
),( ** yx

),( ** yx

),()(),(                

)(),(),(),(

1
*

**

*
**

**

yxyy
y

yxf

xx
x

yxfyxfyxf

η+−
∂

∂

+−
∂

∂
+=

          (2.12) 

dan 
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),,()(),(                

)(),(),(),(

2
*

**

*
**

**

yxyy
y

yxg

xx
x

yxgyxgyxf

η+−
∂

∂

+−
∂

∂
+=

          (2.13) 

di mana  merupakan suku sisa. Untuk   
hampiran order satu atau linier di atas,  suku sisa tersebut memenuhi  

),(dan    ),( 21 yxyx ηη

  0
),(1

)*,*(
lim =

→ w

yx

yxw

η
 dan 0

),(2
)*,*(

lim =
→ w

yx

yxw

η
,         (2.14)              

dengan  

),( ** yyxxw −−= . 

Dengan menggunakan 
dt

yyd
dt
dy

dt
xxd

dt
dx )(dan  )( ** −

=
−

= , 

persamaan (2.12) dan (2.13) dapat ditulis dalam bentuk matriks, 
yaitu 

                                                        
),(
),(

                      

)(),()(),(

)(),()(),(

),(
),(

2

1

*
**

*
**

*
**

*
**

**

**

*

*

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
∂

∂
+−

∂
∂

−
∂

∂
+−

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

yx
yx

yy
y

yxgxx
x

yxg

yy
y

yxfxx
x

yxf

yxg
yxf

yy
xx

dt
d

η
η

 

 

atau 
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(2.15)                                                       .     
),(
),(

                      

y
),(),(

),(),(

),(
),(

2

1

*

*

****

****

**

**

*

*

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

yx
yx

yy
xx

yxg
x

yxg
y

yxf
x

yxf

yxg
yxf

yy
xx

dt
d

η
η

 

Matriks 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

y
yxg

x
yxg

y
yxf

x
yxf

yxDF
),(),(

),(),(

),( ****

****

**           (2.16) 

disebut matriks Jacobi atau derivative matrix . 

Jika dimisalkan , sehingga 
 dan mengingat , maka 

persamaan (2.14) dapat ditulis dalam bentuk 

**   , yyvxxu −=−=
),( vuw = 0),(),( **** == yxgyxf

          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2

1
****

****

),(),(

),(),(

η
η

v
u

y
yxg

x
yxg

y
yxf

x
yxf

dt
dv
dt
du

,          (2.17) 

atau 

,η+= wDF
dt
wd

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

v
u

w .    (2.18) 

Untuk ( , )x y  yang cukup dekat dengan , ),( ** yx ( ),u v  bernilai 

kecil, berdasarkan persamaan (2.14) diperoleh w≤η . Oleh 

karena itu η  dapat diabaikan dan sistem non-linier (2.11) dapat 
dihampiri oleh sistem linier  
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.wDF
dt
wd
=

*

      (2.19) 

Untuk  *,x x y y= =  diperoleh ( ) (* *, 0,u v = )0 , sehingga sistem 

linier (2.18) memiliki titik kesetimbangan ( ) ( )* *, 0,u v = 0  dan  

DF  identik dengan A dalam persamaan (2.5). 

 

Teorema 2.2 

1. Titik kesetimbangan dari sistem otonomus non-linier (2.11) 
adalah stabil asimtotik jika titik kesetimbangan dari sistem yang 
dilinierkan adalah stabil asimtotik. 

2. Titik kesetimbangan dari sistem otonomus non-linier (2.11) 
adalah takstabil jika titik kesetimbangan dari sistem yang 
dilinierkan adalah takstabil. 

3. Jika satu nilai eigen dari matriks  bernilai nol dan 
lainnya mempunyai bagian real negatif, maka titik 
kesetimbangannya adalah stabil tapi tidak stabil asimtotik. 

),( ** yxDF

                    
      (Robinson, 2004).  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Model Kompartemen Penyebaran Penyakit Campak 

 Epidemik penyakit campak dapat digambarkan dengan 
menggunakan model deterministik atau model kompartemen. Model 
deterministik ini membagi populasi ke dalam empat kompartemen, 
yaitu Suseptibles, Exposed, Infectious, dan Recovery. Secara 
skematis, perubahan dari kompartemen Susceptibles ke dalam 
Exposed, Infectious dan akhirnya ke dalam kompartemen Recovery 
disajikan dalam Gambar 3.1 berikut. 
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 μ           
 )(tIβ  α  γ  

Lahir 

  
 
 μ  μ  μ  μ  
   

R(t) I(t) E(t) S(t) 

Mati Mati Mati Mati  
 

Gambar 3.1 Diagram kompartemen dari aliran host 
 
dengan 

)(tS = jumlah Susceptible pada waktu t 
)(tE = jumlah Exposed pada waktu t 
)(tI = jumlah Infectious pada waktu t 
)(tR = jumlah Recovery  pada waktu t 

β     = laju infeksi per unit waktu 
α     = laju perubahan individu Exposed menjadi Infectious         

dalam satuan waktu 
γ     = laju perubahan individu Infectious menjadi Recovery  

dalam satuan waktu 
μ    = laju kematian (kelahiran) per unit waktu. 



Untuk mendapatkan parameter model SEIR, Trotier dan Philipe 
(2002) telah mengestimasi rumus laju α ,γ ,μ  adalah sebagai 
berikut:  

-Laju infektivitas )(α    =1/ rata-rata periode laten; 

-Laju recovered )(γ   = 1/ rata-rata periode infeksius; 

-Laju kematian/kelahiran )(μ =1/rata-rata nilai harapan  hidup.  
                                                                              

3.2 Konstruksi  Model 

 Model SEIR untuk epidemik campak diperoleh dengan 
menerjemahkan model kompartemen di atas ke dalam model 
matematika. Penyebaran penyakit campak diasumsikan memenuhi 
hukum aksi massa yaitu perubahan subtansi dalam suatu lingkungan 
tertutup sama dengan jumlah materi yang masuk dikurangi dengan 
jumlah materi yang keluar. Misalkan S(t), E(t), dan I(t) berturut-turut 
menyatakan banyaknya individu Susceptible, Exposed dan Infectious 
pada saat t, maka . Laju perubahan dari 
individu Susceptible, Exposed, Infectious dan Recovery diperoleh 
dengan asumsi berikut. 

0)(),(),(),( ≥tRtItEtS

1. Misalkan N menyatakan banyaknya individu dalam populasi.  
Semua individu dalam populasi yang lahir sehat mempunyai 
kemungkinan terinfeksi oleh penyakit campak pada saat t dan  
disebut individu Susceptible. Laju perubahannya berbanding lurus 
dengan banyaknya individu dalam populasi pada saat t, yaitu 

N
dt

tdS μ=)(
          (3.1) 

dengan 0>μ  menyatakan koefisien laju kelahiran. 
2. Penyebaran penyakit campak terjadi melalui kontak langsung 

dengan penderita campak. Jika individu Susceptible melakukan 
kontak langsung dengan individu Infectious, maka individu 
Susceptible akan terinfeksi. Individu yang telah terinfeksi oleh 
penyakit campak belum mampu menularkan penyakit pada 
individu lain, dan disebut sebagai individu Exposed. Keadaan ini 
menyebabkan berkurangnya individu Susceptible,  sedangkan 
individu Exposed bertambah. Kemudian, berkurangnya Individu 
Susceptible juga bisa disebabkan oleh kematian alami dengan 
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kecepatan μ , sehingga laju perubahan individu Susceptible 
berbanding lurus dengan berkurangnya individu Susceptible 
karena kematian alami dan akibat melakukan kontak langsung 
dengan individu Infectious pada saat t, yaitu 

)())(()( tStI
dt

tdS βμ +−=                                              (3.2) 

dengan μ  menyatakan koefisien laju kematian dan 0>β  
menyatakan koefisien laju infeksi. Dari persamaan (3.1) dan (3.2) 
dapat dibuat model laju perubahan dari individu Susceptible 
terhadap waktu, yaitu 

)())(()( tStIN
dt

tdS βμμ +−=       (3.3) 

3. Semakin banyak individu Susceptible yang melakukan kontak 
dengan individu Infectious menyebabkan bertambahnya individu 
Exposed. Laju perubahan individu Exposed berbanding lurus 
dengan jumlah individu Susceptible yang melakukan kontak 
dengan individu Infectious pada saat t, yaitu 

)()()( tStI
dt

tdE β= ,      (3.4) 

dengan β  menyatakan koefisien laju infeksi. Setelah periode 
laten yaitu waktu pada saat individu mulai terinfeksi sampai 
munculnya gejala, individu Exposed akan berubah menjadi 
individu Infectious. Individu Exposed akan berkurang sedangkan 
individu Infectious akan bertambah. Kemungkinan lain yang 
menyebabkan berkurangnya individu Exposed adalah adanya 
kematian alami dengan laju μ , sehingga dapat dibuat model laju 
perubahan berkurangnya individu Exposed sebagai 

)()()( tE
dt

tdE αμ +−=       (3.5) 

dengan 0>α  menyatakan koefisien laju infektivitas dan μ  
menyatakan koefisien laju kematian. Dari persamaan (3.4) dan 
(3.5) dapat dibuat model laju perubahan dari individu Exposed 
terhadap waktu, yaitu 

)()()()()( tEtStI
dt

tdE αμβ +−=       (3.6) 
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4. Perubahan individu Exposed menjadi individu Infectious 
menyebabkan bertambahnya individu Infectious. Laju 
perubahannya berbanding lurus dengan jumlah individu Exposed 
pada saat t, yaitu  

)()( tE
dt

tdI α= .      (3.7) 

Terdapat dua kemungkinan yang menyebabkan berkurangnya 
individu Infectious, kemungkinan yang pertama individu 
Infectious akan sembuh dari penyakit dengan laju 0>γ  dan 
kemungkinan yang kedua individu Infectious akan mati secara 
alami dengan laju μ , sehingga laju perubahan berkurangnya 
individu Infectious berbanding lurus dengan jumlah individu 
Infectious pada saat  t, yaitu 

)()()( tI
dt

tdI γμ +−= ,      (3.8) 

di mana μ  menyatakan koefisien laju kematian dan γ  
menyatakan koefisien laju kesembuhan (Recovery). Dari 
persamaan (3.7) dan (3.8) dapat dibuat model laju perubahan  
individu Infectious terhadap waktu sebagai 

 )()()()( tItE
dt

tdI γμα +−= .                             (3.9) 

5. Berkurangnya jumlah individu Infectious karena sembuh dari 
penyakit, menyebabkan jumlah individu Recovery meningkat. 
Karena adanya kematian alami, maka pada suatu ketika individu 
Recovery akan berkurang, sehingga laju perubahan individu dari 
kelas Recovery yaitu 

)()()( tRtI
dt

tdR μγ −=              (3.10) 

Dengan demikian laju perubahan dari masing-masing individu 
memenuhi sistem persamaan diferensial non-linier berikut. 
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      )()()(

)()(-)()(

)()()()()(

)())(()(

tRtI
dt

tdR

tItE
dt

tdI

tEtStI
dt

tdE

tStIN
dt

tdS

μγ

γμα

αμβ

βμμ

−=

+=

+−=

+−=

     (3.11) 

dengan . 0≥t
 Untuk dapat menyelesaikan sistem persamaan diferensial 
(3.11) diperlukan adanya nilai awal. Misalkan jumlah individu 
Susceptible, Exposed, Infectious dan Recovery pada keadaan awal 
berturut-turut adalah , ,  dan ,  maka  nilai awal dari 
sistem (3.11) yaitu 

0S 0E 0I 0R

 0)0( SS =  , 0)0( EE = ,  dan 0)0( II = 0)0( RR =                        
di dalam domain 
 } lR),,,{( 4 NRIESRIESD =+++∈= + .   (3.12) 

 Dari sistem (3.11) terlihat bahwa individu Recovery tidak 
mempengaruhi laju perubahan dari individu Susceptible, Exposed 
dan Infectious, sehingga di dalam analisis laju perubahan individu 
Recovery tidak diperhatikan. 
              (Jansen,1994) 
 
3.3 Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.11) dapat diperoleh 
dengan cara membuat ruas kanan sistem persamaan (3.11) sama 
dengan nol, yaitu  
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)(                               . 0)()(-)()(

)(                        0)()(-)()()(

                             0)())((-)(

3.15

3.14

(3.13)

=+=

=+=

=+=

tItE
dt

tdI

tEtStI
dt

tdE

tStIN
dt

tdS

γμα

αμβ

βμμ

Dari persamaan (3.15) diperoleh  
 )()()( tItE γμα +=  

                )()()( tItE
α
γμ +

= .                  (3.16) 

Dengan mensubtitusikan persamaan (3.16) ke dalam persamaan 
(3.14) didapatkan  

 0)())(()()( =
++

− tItStI
α

γμαμβ  

  
 

0)))(()()(( =
++

−
α

γμαμβ tStI ,        (3.17) 

sehingga  atau 0)( =tI 0))(()( =
++

−
α

γμαμβ tS . 

 
3.3.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Untuk kasus 0)( =tI , persamaan (3.13) menjadi  
             0=)(- tSN μμ  
             .0))(-( =tSNμ  

Karena 0>μ , diperoleh             .)( NtS =  
Dengan mensubtitusikan 0)( =tI  ke dalam persamaan (3.16) 
didapatkan  
 , 0)( =tE
sehingga diperoleh titik kesetimbangan awal (trivial) dari sistem 
(3.11), yaitu  

)0,0,(),,( *
1

*
1

*
10 NIESU == . 
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Titik kesetimbangan  menjelaskan bahwa pada keadaan ini 
terdapat individu Susceptible sebanyak jumlah individu dalam 
populasi yaitu N, sedangkan jumlah individu Exposed dan individu 
Infectious sama dengan nol. Hal ini menunjukkan bahwa tidak 
terdapat individu Exposed dan individu Infectious dalam populasi, 
sehingga tidak pernah terjadi kontak antara individu Susceptible 
dengan individu Infectious atau dengan kata lain semua individu 
dalam keadaan sehat. Keadaan seperti ini disebut keadaan bebas 
penyakit. Oleh karena itu jumlah individu Susceptible tidak pernah 
berkurang dan selalu bernilai N, sedangkan jumlah individu Exposed 
dan individu Infectious tidak pernah bertambah dan selalu berjumlah 
nol. Dengan demikian, titik kesetimbangan ini disebut sebagai titik 
kesetimbangan bebas penyakit. 

0U

 
3.3.2 Titik Kesetimbangan Endemik    

Dari persamaan (3.17), untuk kasus 0)( ≠tI , diperoleh 

0))(()( =
++

−
α

γμαμβ tS   

α
γμαμβ ))(()( ++

=tS  

αβ
γμαμ ))(()( ++

=tS .                   (3.18) 

Persamaan (3.18) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.13) untuk 
memperoleh 

             0=
)+)(+(

))(+(-
αβ

γμαμ
βμμ tIN  

             
)+)(+(

=))(+(
γμαμ

αβμ
βμ

N
tI  

            - 
)+)(+(

=)( μ
γμαμ

αβμ
β

N
tI  

 

          .  - 
))((

)(
β
μ

γμαμ
αμ
++

=
NtI                  (3.19) 
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Selanjutnya dengan mensubtitusikan persamaan (3.19) ke dalam 
persamaan (3.16) , didapatkan 

 )-
)+)(+(

(
)+(

=)(
β
μ

γμαμ
αμ

α
γμ N

tE  

 
βα

γμμ
αμ

μ )+(
-

)+(
=)(

N
tE .                            (3.20) 

Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan non-trivial, yaitu 
),,( *

2
*
2

*
2 IESU e =       

dengan  

      
)+)(+(

=*
2 αβ

γμαμ
S  

 
βα

γμμ
αμ

μ )+(
-

)+(
=*

2

N
E            (3.21) 

 

           . - 
))((

*
2 β

μ
γμαμ

αμ
++

=
NI  

Titik kesetimbangan  terjadi pada saat jumlah individu Infectious 

menjadi , yaitu bila dalam populasi mulai terdapat individu 
Infectious . Hal ini memungkinkan individu Susceptible melakukan 
kontak dengan individu Infectious, sehingga mengakibatkan 
terjadinya perubahan individu dari Susceptible menjadi Exposed. Jika 
ini terjadi, maka jumlah individu Exposed akan bertambah, 
sedangkan individu Susceptible berkurang. Kemudian individu 
Exposed akan mengalami perubahan menjadi individu Infectious 
sehingga menyebabkan jumlah individu Exposed berkurang, 
sedangkan individu Infectious bertambah. Keadaan seperti ini akan 
terus berlangsung sampai pada jumlah tertentu di mana masing-
masing individu tidak akan mengalami penambahan atau 
pengurangan.  Karena dalam populasi telah terdapat infeksi, sehingga 
titik kesetimbangan ini disebut titik kesetimbangan endemik  

eU
0*

2 >I

 
3.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan  

Linierisasi sistem persamaan (3.11) menggunakan matriks 
Jacobi menghasilkan  
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

−+−
=

)(0
)(

0)(
),,(

γμα
βαμβ
ββμ
SI
SI

IESDF       (3.22)   

 
3.4.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Dari persamaan (3.22), dengan memasukkan 
 diperoleh )0,0,(),,( *

1
*
1

*
10 NIESU ==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

−−
=

)(0
)(0

0
)( 0

γμα
βαμ
βμ
N
N

UDF           (3.23) 

Nilai eigen dari (3.23) diperoleh dari  

 0=
-)+(-0

-)+(-0
-0--

λγμα
βλαμ
βλμ
N
N

. 

Dengan demikian persamaan karakteristiknya adalah 
0)--(-)-))(-(-)-()(--( =++ λμαβλγμλαμλμ N  

0))))(())(((( =−++++−− Nαβλγμλαμλμ  
0)))(())()(()(( 2 =−+++++++−− Nαβγμαμλγμαμλλμ

sehingga diperoleh nilai eigen 
μλ −=1

2
 ))(((4))()(())()(( 2

2
Nαβγμαμγμαμγμαμ

λ
−++−+++++++−

=

2
 ))(((4))()(())()(( 2

3
Nαβγμαμγμαμγμαμ

λ
−++−+++−+++−

=

 Titik kesetimbangan 0U  akan stabil asimtotik jika ketiga nilai 
eigennya adalah real negatif. Jelas 01 <−= μλ dan 03 <λ . 

Kemudian,  jika memenuhi 02 <λ
 0))(( <++− γμαμαβN .            (3.24) 
Persamaan (3.24) dapat ditulis dalam bentuk  
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 0))(( <++− γμαμαβN  

             1
))((
<

++ αμγμ
αβN

.            (3.25) 

Misal  

 
))((0 αμγμ

αβ
++

=
NR  ,            (3.26) 

persamaan (3.25) dapat dinyatakan dalam bentuk 10 <R . Dengan 
demikian,  ketiga nilai eigen dari adalah real negatif jika 

 dan menurut Teorema 2.1, titik kesetimbangan  adalah 
stabil asimtotik. Keadaan ini mengakibatkan bahwa apabila sejumlah 
kecil populasi dari individu Infectious di masukkan ke dalam sistem 
tidak akan menyebabkan infeksi itu menetap. Ini berarti, jika 
sejumlah kecil individu Infectious ditambahkan ke dalam populasi, 
maka populasi tersebut akan kembali ke titik kesetimbangan bebas 
penyakit. 

)( 0UDF
10 <R 0U

 Sebaliknya, 0))(( >++− γμαμαβN  menyebabkan 
, sehingga titik kesetimbangan  menjadi tidak stabil. 

Keadaan ini menyebabkan apabila sejumlah kecil individu Infectious 
di masukkan ke dalam populasi, akan menyebabkan infeksi tersebut 
menetap sehingga dapat menimbulkan epidemik. 

10 >R 0U

 
3.4.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik  )( eU

Dari penjelasan sebelumnya, sistem (3.11) mempunyai  titik 
kesetimbangan endemik , yaitu  )( eU

      
)+)(+(

=*
2 αβ

γμαμ
S  

βα
γμμ

αμ
μ )+(

-
)+(

=*
2

N
E  

           . - 
))((

*
2 β

μ
γμαμ

αμ
++

=
NI  

Titik kesetimbangan endemik  dapat dinyatakan dalam bentuk )( eU
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)+)(+(

=*
2 αβ

γμαμ
S  

 1)-()(
0

*
2 RE

αβ
γμμ +

=             (3.27) 

            . 1)-( 0
*
2 RI

β
μ

=  

Titik kesetimbangan ini terjadi pada saat , yaitu bila . 
Untuk memeriksa kestabilan titik kesetimbangan endemik, titik 

disubtitusikan ke dalam persamaan (3.22), yaitu  

0*
2 >I 10 >R

),,( *
2

*
2

*
2 IESU e =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

−+−
=

)(0
)(

0)(
)( *

2
*
2

*
2

*
2

γμα
βαμβ
ββμ
SI
SI

UDF e . 

 
Nilai eigen (λ ) dari  memenuhi persamaan karakteristik  )( eUDF

0
-)(-0

-)(-
-0)(-

*
2

*
2

*
2

*
2

=
+

+
−+

λγμα
βλαμβ
βλβμ
SI
SI

, 

yang dapat dituliskan dalam bentuk polinom sebagai berikut 
)) (( ))()()()() ((0 *

2
*
2

*
2 λβμαβλγμλαμλβμ −+−−−+−−+−−+−= ISI

) ))()()()(()((0 *
2

*
2 SI αβλγμλαμλβμ −−+−−+−−+−=  

)))(()))(())((()((0 *
2 γμαμλγμλαμλβμ ++−++++−+−= I  

)))()(()()((0 2*
2 λγμαμλλβμ ++++−+−= I  

)))()(()()((0 *
2 γμαμλλβμλ ++++−+−= I .           (3.28) 

Dari persamaan (3.28) didapatkan nilai eigen , yaitu 
01 =λ                (3.29) 

)( *
22 Iβμλ +−=              (3.30) 

))((3 γμαμλ ++−= ,            (3.31) 

dengan        . 1)-( 0
*
2 RI

β
μ

=  
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Selanjutnya,  dimasukkan ke dalam persamaan (3.30), sehingga 
diperoleh 

*
2I

 ))1(( 02 −+−= R
β
μβμλ  

)( 02 μμμλ −+−= R  
 02 Rμλ −= . 
Karena 0>μ  dan , nilai 10 >R 2λ  bernilai negatif. Kemudian 
karena 0, >γα , sehingga 3λ  juga bernilai negatif. Diperoleh  

, , dan 01 =λ 02 <λ 03 <λ . Berdasarkan Teorema 2.1, titik 
kesetimbangan  stabil.  eU
 
3.5 Angka Reproduksi Dasar  )( 0R

Dari analisis kestabilan kedua titik kesetimbangan di atas, 
dapat disimpulkan bahwa pada saat 10 <R , populasi terbebas dari 
penyakit, sedangkan pada saat  dalam populasi terjadi 
epidemik. Dengan demikian,  disebut sebagai angka reproduksi 
dasar yaitu suatu angka yang menunjukkan tingkat penularan 
terhadap suatu penyakit.  

10 >R

0R

Dari persamaan (3.26), dapat dilihat bahwa salah satu parameter 
yang dapat dikontrol untuk mengurangi tingkat penyebaran infeksi 
campak adalah tingkat terjadinya kontak dengan individu Infectious 
(β ). Dari nilai 10 <R , diperoleh 

 
Nα

γμαμβ ))(( ++
< ,                          (3.32) 

sehingga titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik, 

jika nilai 
Nα

γμαμβ ))(( ++
< . Kemudian jika , maka  10 >R

Nα
γμαμβ ))(( ++

> .             (3.33) 
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Hal ini berarti, titik kesetimbangan bebas penyakit menjadi tidak 

stabil untuk nilai 
Nα

γμαμβ ))(( ++
> , sedangkan titik 

kesetimbangan endemik menjadi stabil. Perubahan nilai parameter β  
menentukan jenis kestabilan dari titik kesetimbangan tersebut 
sehingga β  disebut  sebagai parameter bifurkasi. Nilai 10 =R  
merupakan nilai kritis  (threshold) di mana sistem mengalami 
perubahan dari titik kesetimbangan bebas penyakit yang stabil 
menjadi titik kesetimbangan endemik yang tidak stabil, demikian 
juga sebaliknya dari titik kesetimbangan bebas penyakit yang tidak 
stabil menjadi titik kesetimbangan endemik yang stabil. 
  didefinisikan sebagai angka rata-rata banyaknya kasus 
infeksi sekunder (kasus baru) yang dihasilkan oleh kasus infeksi 
primer selama periode infektivitas bila berada dalam populasi 
Susceptible total. Dari definisi di atas 

0R

10 <R , berarti setiap individu 
Infectious rata-rata menginfeksi kurang dari satu individu 
Susceptible, sehingga tidak akan menimbulkan epidemik. Kemudian 

, berarti setiap individu Infectious rata-rata menginfeksi lebih 
dari satu individu Susceptible, sehingga dapat  menimbulkan 
epidemik, sedangkan  untuk 

10 >R

10 =R  berarti individu Infectious rata-
rata menginfeksi tepat satu individu Susceptible.  
 Jika diberikan suatu kondisi yang dekat dengan titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan satu individu Infectious 
ditambahkan ke dalam populasi maka  dapat dinyatakan sebagai 
banyaknya individu Infectious baru yang dihasilkan dari penambahan 
satu individu Infectious. Oleh karena itu, jika penambahan satu 
individu Infectious tersebut menghasilkan lebih dari satu individu 
Infectious baru, maka infeksi akan menetap.  Sebaliknya jika 
penambahan satu individu Infectious tersebut menghasilkan kurang 
dari satu individu Infectious baru, maka penyakit akan hilang.   

0R

  
3.6 Implementasi Model  
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Untuk memberikan gambaran yang nyata tentang dinamika 
penyebaran penyakit campak digunakan data tentang banyaknya 
kasus campak yang terjadi di kabupaten Malang pada tahun 2000. 
Data diperoleh dari Sari (2006). Berdasarkan data yang diperoleh, 



banyaknya kasus campak di kabupaten Malang pada tahun 2000 
adalah 155 jiwa dari total jumlah penduduk di kabupaten Malang 
sebesar 2.382.258 jiwa. Diasumsikan dari 155 jiwa tersebut , 40% 
(=62 jiwa ) diantaranya adalah kelompok individu Exposed dan 60% 
(=93 jiwa ) adalah kelompok individu Infectious, sedangkan sisa 
jumlah penduduk yang tidak terserang penyakit campak termasuk 
dalam kelompok individu Susceptible yaitu 2.382.103 jiwa. Asumsi 
di atas digunakan untuk memperoleh nilai awal yaitu 
S(0)=2.382.103, E(0)=62 dan I(0)=93 yang selanjutnya akan 
digunakan dalam simulasi. 

Rata-rata harapan hidup orang Indonesia adalah 70 tahun 
(Haryono, 2007). Periode laten dan periode infeksius untuk penyakit 
campak, telah diestimasi oleh Trotier dan Phillipe (2002) yaitu 
masing-masing adalah 8 hari dan 7 hari, sehingga dapat ditentukan 
nilai parameter γαμ dan   , sebagai berikut. 

Laju kelahiran / kematian )(μ =
hidupharapan  nilai rata-rata

1
 

         = tahun/014285714,0
70
1

= . 

Laju infektivitas )(α           =
laten periode rata-rata

1
 

                      =  / tahun45,625hari 365
8
1

=× . 

Laju recovery )(γ           =
infeksius periode rata-rata

1
 

                      =  / tahun452,1428571hari365
7
1

=× . 

Untuk laju infeksi β  yang merupakan parameter bifurkasi akan 
dikaji tiga kasus, yaitu 001,0=β , 000001,0=β dan 

0000219,0=β .  
 
Dari perhitungan di atas parameter-parameter dari model 

epidemik panyakit campak seperti diberikan pada Tabel 3.1. 
 
   Tabel 3.1 Parameter model epidemik penyakit campak 
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No Parameter Nilai 
1 N 2.382.258 jiwa 
2 μ  0,014285714 / tahun 
3 α  45,625 / tahun 
4 γ  52,14285714 / tahun 

 

3.6.1 Kasus β  =0,001  

Jumlah individu Infectious di kabupaten Malang adalah sebesar 
93 jiwa. Berdasarkan nilai parameter yang diberikan pada Tabel 3.1 
dengan nilai  =β 0,001, menghasilkan angka reproduksi dasar 

45>1. Hal ini menunjukkan bahwa rata-rata individu Infectious 
menghasilkan 45 individu Infectious baru, ini artinya tiap individu 
Infectious rata-rata menginfeksi lebih dari satu individu Susceptible, 
sehingga menyebabkan dalam populasi terjadi epidemik.   Dalam 
kasus ini, sistem stabil pada titik kesetimbangan endemik yaitu 
(52173, 729, 638). Dengan menggunakan program Maple dapat 
digambarkan grafik solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang 
dapat dilihat pada Gambar 3.2-3.3 yang menunjukkan 
kekonvergenan ke titik  kesetimbangan endemik. 

=0R

 

S 

 t 
Gambar 3.2. Grafik S(t) konvergen ke titik kesetimbangan 52.173  

 
Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa individu Susceptible 

dengan diberikan nilai awal sebesar 2.382.103 mengalami perubahan 
seiring bertambahnya waktu. Karena mulai terdapat individu yang 
terinfeksi, mengakibatkan jumlah individu Susceptible berkurang, 
sedangkan jumlah individu Exposed dan Infectious bertambah. Pada 
saat tertentu individu Susceptible akan mengalami sedikit 
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peningkatan karena terdapat individu Infectious yang telah sembuh 
atau mati. Keadaan ini akan terus berlangsung sampai pada kondisi 
kesetimbangan yaitu pada saat jumlah individu Susceptible mencapai 
nilai 52.173. Pada titik ini jumlah individu Susceptible tidak akan  
mengalami peningkatan atau penurunan lagi.  

 

 t 

E 
I 

Gambar 3.3. Grafik E(t) dan I(t), berturut-turut konvergen ke titik 
kesetimbangan 729 dan 638 

 
Pada Gambar 3.3, terlihat bahwa dengan diberikan nilai awal 

sebesar 62, individu Exposed dalam populasi mengalami perubahan 
seiring bertambahnya waktu. Pada keadaan awal jumlah individu 
Exposed sesuai dengan nilai awal yang diberikan, kemudian dengan 
bertambahnya waktu individu Exposed mulai mengalami penurunan, 
ini disebabkan karena adanya individu Exposed yang berubah 
menjadi individu Infectious dan karena adanya kematian alami. Pada 
saat tertentu, individu Exposed akan mengalami peningkatan yang 
diakibatkan kontak yang terjadi antara individu Susceptible dengan 
individu Infectious. Keadaan tersebut mengakibatkan terjadinya 
osilasi yang berlangsung terus sampai menuju kondisi 
kesetimbangan, yaitu mendekati 729. Pada kondisi tersebut jumlah 
individu Exposed akan selalu bernilai tetap untuk jangka waktu yang 
lama. Demikian juga dengan Individu Infectious, pada Gambar 3.3 
dapat dilihat bahwa pada awalnya banyaknya individu Infectious 
dalam populasi sesuai dengan nilai awal yang diberikan. Dengan 
berjalannya waktu, banyaknya individu Infectious dalam populasi 
mengalami penurunan seiring dengan terjadinya peningkatan 
banyaknya individu yang sembuh dan adanya kematian alami oleh 
individu Infectious. Kemudian setelah mencapai nilai tertentu, 
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banyaknya individu Infectious dalam populasi mengalami 
peningkatan akibat bertambahnya individu Exposed, dan pada suatu 
nilai tertentu akan menurun kembali seiring dengan penurunan 
jumlah individu Exposed. Keadaan tersebut akan terus berlangsung 
hingga menuju nilai kesetimbangan untuk waktu yang lama, yaitu 

.  638
 

3.6.2 Kasus 000001,0=β   

Dengan nilai 000001,0=β , menggunakan perhitungan yang 
sama dengan kasus sebelumnya diperoleh angka reproduksi dasar 

1046,00 <=R . Hal ini menunjukkan bahwa rata-rata individu 
Infectious menghasilkan nol individu Infectious baru, ini artinya 
masing-masing individu Infectious tidak menginfeksi satu pun dari 
individu Susceptible, sehingga tidak dihasilkan individu Infectious 
baru. Keadaan ini mengakibatkan populasi terbebas dari penyakit. 
Dengan menggunakan program Maple dapat digambarkan grafik 
solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang dapat dilihat pada 
Gambar 3.4-3.5 yang menunjukkan kekonvergenan ke titik  
kesetimbangan bebas penyakit (2.382.258, 0,  0). 

 

S 

t 

Gambar 3.4. Grafik S (t), konvergen ke titik kesetimbangan 
2.382.258 

Pada Gambar 3.4 dapat dilihat bahwa banyaknya individu 
Susceptible pada awalnya dalam populasi sesuai dengan nilai awal 
yang diberikan yaitu sebesar 2.382.103. Seiring bertambahnya 
waktu, banyaknya individu Susceptible mengalami peningkatan, hal 
ini disebabkan karena bertambahnya individu Susceptible yang lahir. 
Peningkatan jumlah individu Susceptible akan terus berlangsung 
sampai pada kondisi kesetimbangan, yaitu  2.382.258. Pada kondisi 
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ini jumlah individu Susceptible akan selalu bernilai tetap untuk 
jangka waktu yang lama. 

 

 t 

E 
I 

Gambar 3.5 Grafik E(t) dan I(t), masing-masing konvergen ke titik 
kesetimbangan nol 

 
Pada Gambar 3.5,  dapat dilihat pada awalnya dalam populasi 

tidak terdapat individu Exposed. Seiring dengan bertambahnya 
waktu, dalam populasi mulai terdapat individu Susceptible yang 
terinfeksi virus campak akibat kontak dengan individu Infectious. 
Individu tersebut akan berubah menjadi individu Exposed. Dengan 
diberikan nilai awal sebesar 62, individu Exposed dalam populasi 
mengalami penurunan, hal ini disebabkan individu Exposed berubah 
menjadi individu Infectious dan karena kematian alami. Keadaan ini 
akan terus berlangsung hingga menuju kondisi kesetimbangan untuk 
jangka waktu yang lama, yaitu pada saat jumlah individu Exposed 
sama dengan nol. Demikian juga dengan individu Infectious, pada 
Gambar 3.5, terlihat bahwa banyaknya individu Infectious terus 
berkurang seiring dengan bertambahnya waktu, ini terjadi karena 
mulai adanya individu Infectious yang sembuh atau mengalami 
kematian alami. Karena 10 <R , dengan bertambahnya waktu, 
banyaknya individu Infectious tidak akan bertambah dan akan terus 
berkurang hingga menuju kondisi kesetimbangan untuk waktu yang 
lama, yaitu pada saat jumlah individu Infectious sama dengan nol. 
 
3.6.3 Kasus 0000219,0=β   

Pada kasus ini, dengan menggunakan nilai parameter yang 
diberikan pada Tabel 3.1, diperoleh 10 ≈R . Hal ini menunjukkan 
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bahwa rata-rata individu Infectious menginfeksi tepat satu individu 
Susceptible. Dengan menggunakan program Maple dapat 
digambarkan grafik solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang 
dapat dilihat pada Gambar 3.6-3.7 

 

 

S 

Gambar 3.6. Grafik S(t), konvergen ke titik kesetimbangan 
bebas penyakit. 

 

t 

E 
I 

Gambar 3.7. Grafik E(t) dan I(t), masing-masing konvergen ke 
titik kesetimbangan bebas penyakit. 

 
Dari Gambar 3.6 dan 3.7 ditunjukkan bahwa solusi S(t) menuju 

titik kesetimbangan 2.382.258 dengan bertambahnya waktu, 
sedangkan E(t) dan I(t) menuju nol yang merupakan titik 
kesetimbangan bebas penyakit untuk E(t) dan I(t), sehingga dengan 

0000219,0=β  yang menghasilkan nilai 10 =R , sistem akan 
menuju titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu jika dalam populasi 
terdapat satu individu Infectious baru maka tidak akan menyebabkan 
infeksi tersebut endemik, sehingga dengan bertambahnya waktu 
populasi akan terbebas dari penyakit. 

 29 



BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

4.1 Kesimpulan 

 Dari pembahasan tugas akhir ini dapat disimpulkan hal-hal 
berikut. 
1. Model deterministik SEIR untuk epidemik penyakit campak 

diperoleh dengan menterjemahkan model kompartemen ke 
dalam model matematika berdasarkan asumsi-asumsi tertentu 
dan diperoleh sistem persamaan diferensial non-linier sebagai 
berikut: 

        

)()()(

)()(-)()(

)()()()()(

)())(()(

tRtI
dt

tdR

tItE
dt

tdI

tEtStI
dt

tdE

tStIN
dt

tdS

μγ

γμα

αμβ

βμμ

−=

+=

+−=

+−=

 

2. Model matematika tersebut mempunyai dua titik kesetimbangan 
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit 

dan titik kesetimbangan 

endemik . Titik kesetimbangan bebas 
penyakit adalah stabil asimtotik jika angka reproduksi dasar 

. Titik kesetimbangan endemik terjadi jika angka 
reproduksi dasar . Dari hasil analisis diperoleh bahwa 
titik kesetimbangan endemik adalah stabil. 

)0,0,(),,( *
1

*
1

*
10 NIESU ==

),,( *
2

*
2

*
2 IESU e =

10 <R
10 >R

3. Di kabupaten Malang pada tahun 2000 terdapat 93 individu 
Infectious. Dengan nilai β  =0,001, rata-rata individu Infectious 
menghasilkan jumlah individu Infectious baru sebesar 45 jiwa, 
sehingga sistem stabil pada titik kesetimbangan endemik yaitu 
(52.173, 729, 638), sedangkan dengan nilai 000001,0=β , tidak 
dihasilkan individu Infectious baru atau populasi terbebas dari 
penyakit, sehingga sistem stabil pada titik kesetimbangan bebas 
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penyakit yaitu (2.382.258, 0,  0). Dengan nilai 0000219,0=β , 
dalam populasi terdapat satu individu Infectious baru, tetapi ini 
tidak menyebabkan infeksi endemik, sehingga dengan 
bertambahnya waktu populasi terbebas dari penyakit. 

 
4.2 Saran  

1. Untuk mendapatkan model yang sesuai dengan keadaan 
sebenarnya, dapat ditambahkan faktor lain seperti adanya 
migrasi. 

2. Pada penulisan tugas akhir selanjutnya dapat digunakan model 
stokastik untuk epidemik penyakit campak. 
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