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ANALISIS DINAMIK MODEL EPIDEMIK PENYAKIT
CAMPAK

ABSTRAK

Pada tugas akhir ini dibahas konstruksi dan analisis model SEIR
untuk epidemik penyakit campak. Model yang diperoleh berupa
sistem persamaan diferensial non-linier. Berdasarkan hasil analisis
diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas

penyakit (U,) dan titik kesetimbangan endemik (U,). Jenis

kestabilan kedua titik kesetimbangan tersebut ditentukan dengan cara
melinierkan sistem di sekitar titik kesetimbangan. Titik
kesetimbangan bebas penyakit merupakan titik stabil asimtotik untuk

R, <1, sedangkan titik kesetimbangan endemik merupakan titik
stabil untuk R, >1. R, didefinisikan sebagai angka reproduksi
dasar, yaitu suatu angka yang menunjukkan tingkat penularan infeksi
campak. Pada saat R, <1, populasi terbebas dari penyakit.
Sedangkan pada saat R, >1, di dalam populasi terjadi epidemik.

Nilai R, =1 merupakan nilai kritis. Untuk memberikan gambaran

yang lebih nyata tentang model digunakan data kasus campak di
Kabupaten Malang tahun 2000. Secara geometris, dinamik dari
model dapat dilihat dari simulasi untuk beberapa nilai laju infeksi.

Kata kunci :epidemik, angka reproduksi dasar, kesetimbangan,
kestabilan.



DYNAMICAL ANALYZE OF MEASLES EPIDEMIC MODEL

ABSTRACT

In this final project we construct and analyze SEIR model for
measles epidemic. This model is a non-linier differential equation
system. According to our analysis, the model has two equilibrium

states, namely disease-free equilibrium (U,) and endemic
equilibrium (U.). By linierizing the system around each
equilibrium, stability of the equilibrium can be determined. The
diseases-free equilibrium is asymtotically stable for R, <1. On the
other hand, the endemic equilibrium is stable for R, >1. R, is
defined as basic reproduction number, i.e the number of measles
infection spread degree. When R, <1, the population is free from
disease and when R, >1, epidemic is occured. R, =1 is a critical

value. To give more real view about the model, we implement our
model to the case of measles at Malang in year 2000. Geometrically,
the dynamic of the model can be seen from the simulation using
some values of infection rate.

Key words: epidemic, basic reproduction number, equilibrium,
stability.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Campak (Measles) adalah penyakit yang disebabkan oleh virus
khususnya Paramyxovirus dari jenis Morbillivirus. Penyakit ini
sangat berbahaya karena dapat menyebabkan cacat dan kematian
yang diakibatkan oleh komplikasi seperti radang paru (pneumonia),
berak-berak (diare), radang telinga (otitis media) dan radang otak
(ensefalitis), terutama pada anak dengan gizi buruk. Penyakit ini
ditularkan melalui kontak fisik dengan orang yang terinfeksi campak.

Model yang sering digunakan dalam mengkaji masalah
epidemik adalah model deterministik dan model stokastik. Model
deterministik adalah suatu model matematika di mana keadaan
sebelumnya menentukan keadaan berikutnya secara pasti.
Sedangkan model stokastik adalah suatu model matematika di mana
keadaan sebelumnya dapat menghasilkan bermacam-macam keadaan
berikutnya dengan peluangnya masing-masing. Model yang
digunakan dalam penelitian ini adalah model deterministik SEIR
untuk epidemik campak. Model SEIR ini memuat empat
kompartemen, yaitu Susceptibles, Exposed, Infectious dan Recovery.
Susceptibles adalah kelompok individu dalam keadaan sehat tetapi
mempunyai kemungkinan untuk tertular penyakit. Exposed adalah
kelompok individu yang telah tertular penyakit tetapi belum
mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakitnya pada
individu lain. Infectious adalah kelompok individu yang telah tertular
penyakit dan sudah mempunyai kemampuan untuk menularkan
penyakitnya pada individu lainnya. Recovery adalah kelompok
individu yang telah sembuh dari penyakitnya .

Model sejenis yang sebelumnya pernah dibahas oleh Sari
(2006) memfokuskan pada penggunaan teori Markov untuk model
epidemik campak yang berupa sistem persamaan diferensi.

Selanjutnya, dalam penelitian ini dilakukan proses pemodelan
epidemik campak yang menghasilkan sistem persamaan diferensial.
Pada model ini dipelajari perilaku kualitatif berupa analisis sistem
dinamik untuk menentukan adanya titik kesetimbangan dan jenis
kestabilannya.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, pokok
permasalahan yang dibahas dalam tugas akhir ini adalah sebagai

berikut.
1.

Bagaimana mengkonstruksi model SEIR untuk epidemik
penyakit campak?

2. Bagaimana menentukan kestabilan titik kesetimbangan
model SEIR untuk epidemik penyakit campak?
3. Bagaimana implementasi model tersebut untuk kasus
campak yang terjadi di kabupaten Malang?
1.3 Tujuan

Tujuan tugas akhir ini adalah untuk:

1.

2.

<

Mengkonstruksi model SEIR untuk epidemik penyakit
campak.

Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model SEIR
untuk epidemik penyakit campak.

Mengimplementasikan model SEIR untuk kasus campak
yang terjadi di kabupaten Malang.

1.4 Batasan Masalah

Penulisan tugas akhir ini difokuskan pada pembahasan dengan
beberapa batasan masalah, yaitu.

1.
2.

Populasi diasumsikan homogen

Populasi bersifat tertutup artinya terjadinya pertambahan
atau pengurangan jumlah individu hanya melalui kelahiran
dan kematian, sedangkan pertambahan atau pengurangan
jumlah individu melalui migrasi diabaikan.

Jumlah populasi konstan N (tingkat kelahiran alami = tingkat
kematian alami).

Individu yang telah sembuh dari penyakit tidak akan tertular
kembali oleh penyakit campak.

Laju perubahan individu dari kelas Recovery tidak
diperhatikan.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial
Definisi 2.1:

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
hubungan antara fungsi yang tidak diketahui (variabel tak bebas)
dengan satu atau lebih turunannya (Edward dan Penny, 2001).

Definisi 2.2:

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat
turunan biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu
variabel bebasnya (Boyce dan Diprima,1986).

Persamaan diferensial biasa linier orde n adalah persamaan

berbentuk F (X, Yy, Y, y",....y™) =0 yang menyatakan hubungan
antara peubah bebas x, peubah tak bebas y(x) dan turunannya yaitu

VYL Y,y
Persamaan diferensial biasa linier ordo n, dalam variabel tak
bebas y dan variabel bebas x adalah persamaan yang dapat
dinyatakan dalam bentuk
d n y d nfly
8 () o (0o
dengan a,(x) = 0. Jika f(x) =0, maka persamaan (2.1) disebut

sebagai persamaan diferensial linier homogen (Finizio dan Ladas,
1982).

+---+an1(x)%+an(X)y= f(x) (2.1

Definisi 2.3:

Persamaan diferensial biasa non-linier adalah persamaan
diferensial biasa di mana variabel tak bebas y dan turunannya,
berderajat lebih dari satu dan ada perkalian antara variabel tak bebas
y dan turunannya (Ross, 1984).



2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang
memuat n buah persamaan diferensial dengan n buah fungsi yang
tidak diketahui, di mana n merupakan bilangan bulat positif dengan
> 2. Bentuk umum sistem persamaan diferensial ordo n adalah
X; = f,(t, X.,..., X,), i=1,...n di mana X; merupakan turunan fungsi
X; terhadap t, dengan X; adalah fungsi dari t yang tidak diketahui
dan f, adalah fungsi yang diberikan dalam n+1 variabel (Finizio dan

Ladas, 1982).

2.3 Sistem Otonomus

Sistem otonomus mempunyai bentuk:

=21 xy)
gt 2.2)
. y
= X,
Y= a(x,y)
di mana turunan X = %%dan y:% hanya bergantung pada titik

(x,y) dan tidak bergantung secara eksplisit pada parameter t
(Giordano, 1994).

2.4 Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus
Definisi 2.4:

Titik kritis sistem (2.2) adalah titik(x",y ) sedemikian
sehingga f(x",y ) =g(x’,y)=0. Titik kritis  (x",y)

- Ao dx
merupakan solusi sistem (2.2) yang bernilai konstan sebab o =0

dy

X
dan EZO' Keadaan yang menyebabkan %=0 dan ﬂ=0

dt
disebut sebagai keadaan setimbang, dan titik yang memenuhi disebut
titik kesetimbangan (Edward-Penney, 2001).



2.5 Kestabilan Sistem Otonomus
Definisi 2.5.

Titik kesetimbangan (X", y ) disebut stabil jika untuk
Ve >0,d0 >0 sedemikian sehingga

|(x(0), y©@) - (<", y7)| < 8 = |(x(®), y©) - (<", y)| < &
untuk t >0 (Robinson,2004).

Definisi 2.6.

Suatu titik kesetimbangan (x*,y") yang tidak memenuhi
Definisi 2.5 disebut tidak stabil.

Definisi 2.7.
Suatu titik kesetimbangan (x",y") disebut stabil asimtotik
jika.
1. Titik (x",y") stabil
2. Ada 0< ¢, dengan 0< 0, <J sedemikian sehingga untuk
setiap solusi X = X(t) dan y=y(t), pada t=0 berlaku
H(X(O), y(0) - (X", y)| < &, untuk t >0
3. limx(t) = X" dan limy(t) = y
(Boyce dan DiPrima, 1986).

2.5.1 Kestabilan Sistem Otonomus Linier

Perhatikan sistem persamaan diferensial otonomus linier
berikut

%:ax+by

2.3
ﬂ—cx+dy _
dt '

Persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu



5 0e ol
dy c dfly

dx
—=AX, 25
o (2.5)

dengan a,b,c,d adalah konstanta riil dan det A #0. Titik (0,0)

adalah titik kesetimbangan sistem (2.3). Solusi yang berbentuk
eksponensial dari sistem (2.3) adalah

g _ M E ¢ 26
- .

di mana A adalah konstanta skalar dan f adalah vektor . Dengan
mensubtitusikan (2.6) ke sistem (2.5) akan diperoleh

Ale™ = Acet 2.7)

atau

Jika persamaan (2.7) dibagi dengan e”  maka persamaan
tersebut menjadi /15 = Agz , atau
(A-A)C =0. (2.8)

Persamaan (2.8) dapat ditulis dalam bentuk

< aale o

Persamaan (2.9) mempunyai penyelesaian non-trivial jika
a-4b
C d-41

-

yaitu



A*—(a+d)A+(ad-bc)=0. (2.10)

Persamaan (2.10) dikenal sebagai persamaan karakteristik, dan akar
persamaannya disebut dengan nilai eigen.

Teorema 2.1

a) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah stabil, jika semua
nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan negatif
atau mempunyai bagian real tak positif.

b) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah stabil asimtotik,
jika semua nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real
dan negatif atau mempunyai bagian real negatif

c) Titik kesetimbangan dari sistem (2.3) adalah tidak stabil, jika
semua nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan
positif atau jika paling sedikit satu akar mempunyai bagian real
yang positif.

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.5.2 Kestabilan Sistem Otonomus Non-Linier

Perhatikan sistem otonomus non-linier berikut
_dx

X=—=f(x,y)

dt 2.11)
y _ a(x,y)

dt L%\

Anggap bahwa fungsi f dan g mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik (X", y "), maka deret Taylor fungsi f dan g disekitar

(x",y") adalah

f0uy) = 10y )+ S o) +
O v (2.12)
e B A RAC3)

oy

dan



.« 09X,y .
() =90y + EEI oy
B9,y (2.13)
X, e
%(y—y )+17, (%, Y),
di mana 7,(x,y) dan 7,(X,y) merupakan suku sisa. Untuk
hampiran order satu atau linier di atas, suku sisa tersebut memenuhi

(PASTIN 0, (214

g 771(X, y) .
lim =0 dan lim -
A0ty w0y W

dengan
w=(Xx-x,y-Yy").

Dengan  menggunakan % & M dan ﬂ _ d(y-y) ,
dt dt dt dt

persamaan (2.12) dan (2.13) dapat ditulis dalam bentuk matriks,
yaitu

(. y)

ax,y) { M 4"
E(X—X*J{f(x*,y*)}r T(X X )t oy (y=y) N
dtly-y") g0, y) ] |0 y) ey ALY
B (Xx=X)+ Py (y=y)
|:771(le):|
772(X’y)
atau



of(x,y) af(x,y)

E(X_X*J=P(X*’y*)}+ Ox oy {x—x*}r
dtly-y") |a(<y) ] [89(x,y) ag(x.y)|[y-y

o oy
{nl(x’y)} . (2.15)
17,(X,Y)
Matriks
af (0, y) afF(Ly)
x OX oy
DF(x, = v 7 . 2.16
UV a0y ey &30
OX oy

disebut matriks Jacobi atau derivative matrix .

Jika dimisalkan u=Xx-Xx,v=y-y , sehingga
W=(u,v) dan mengingat f(x ,y)=9g(x,y)=0, maka
persamaan (2.14) dapat ditulis dalam bentuk

dul [oF(xLy) of(x.y)

dt |_| X oy H b {ﬂ 2.17)

av -l ag(x,y") ag(<,y) (v |,
dt OX oy
atau
W u
d—W=DFW+ﬁ, v”v:{ } (2.18)
dt v

Untuk (X,y) yang cukup dekat dengan (x™,y"), (u,v) bernilai
kecil, berdasarkan persamaan (2.14) diperoleh || <|W|. Oleh

karena itu 77 dapat diabaikan dan sistem non-linier (2.11) dapat
dihampiri oleh sistem linier



W e, (2.19)
dt

Untuk x=X",y=y" diperoleh (u*,v*) =(0,0), sehingga sistem

linier (2.18) memiliki titik kesetimbangan (u”,v")=(0,0) dan
DF identik dengan A dalam persamaan (2.5).

Teorema 2.2

1.

2.

3.

10

Titik kesetimbangan dari sistem otonomus non-linier (2.11)
adalah stabil asimtotik jika titik kesetimbangan dari sistem yang
dilinierkan adalah stabil asimtotik.

Titik kesetimbangan dari sistem otonomus non-linier (2.11)
adalah takstabil jika titik kesetimbangan dari sistem yang
dilinierkan adalah takstabil.

Jika satu nilai eigen dari matriks DF(x",y") bernilai nol dan

lainnya mempunyai bagian real negatif, maka titik
kesetimbangannya adalah stabil tapi tidak stabil asimtotik.

(Robinson, 2004).



BAB 111
PEMBAHASAN

3.1 Model Kompartemen Penyebaran Penyakit Campak

Epidemik penyakit campak dapat digambarkan dengan
menggunakan model deterministik atau model kompartemen. Model
deterministik ini membagi populasi ke dalam empat kompartemen,
yaitu Suseptibles, Exposed, Infectious, dan Recovery. Secara
skematis, perubahan dari kompartemen Susceptibles ke dalam
Exposed, Infectious dan akhirnya ke dalam kompartemen Recovery
disajikan dalam Gambar 3.1 berikut.

Lahir
MU
" ) a y
S(t) > E(Y) > 1) > R(t)
H H H H
\ 4 \4 \4 \ 4
Mati Mati Mati Mati

Gambar 3.1 Diagram kompartemen dari aliran host

dengan

S(t) = jumlah Susceptible pada waktu t

E(t) = jumlah Exposed pada waktu t

I (t) = jumlah Infectious pada waktu t

R(t) = jumlah Recovery pada waktu t

£ =lajuinfeksi per unit waktu

a = laju perubahan individu Exposed menjadi Infectious
dalam satuan waktu

¥ = laju perubahan individu Infectious menjadi Recovery
dalam satuan waktu

4 = laju kematian (kelahiran) per unit waktu.
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Untuk mendapatkan parameter model SEIR, Trotier dan Philipe
(2002) telah mengestimasi rumus laju «,y,u adalah sebagai

berikut:
-Laju infektivitas (¢) =1/ rata-rata periode laten;

-Laju recovered (¥) = 1/ rata-rata periode infeksius;

-Laju kematian/kelahiran () =1/rata-rata nilai harapan hidup.

3.2 Konstruksi Model

Model SEIR untuk epidemik campak diperoleh dengan
menerjemahkan model kompartemen di atas ke dalam model
matematika. Penyebaran penyakit campak diasumsikan memenuhi
hukum aksi massa yaitu perubahan subtansi dalam suatu lingkungan
tertutup sama dengan jumlah materi yang masuk dikurangi dengan
jumlah materi yang keluar. Misalkan S(t), E(t), dan I(t) berturut-turut
menyatakan banyaknya individu Susceptible, Exposed dan Infectious
pada saat t, maka S(t),E(t), I (t),R(t)>0. Laju perubahan dari
individu Susceptible, Exposed, Infectious dan Recovery diperoleh
dengan asumsi berikut.

1. Misalkan N menyatakan banyaknya individu dalam populasi.
Semua individu dalam populasi yang lahir sehat mempunyai
kemungkinan terinfeksi oleh penyakit campak pada saat t dan
disebut individu Susceptible. Laju perubahannya berbanding lurus
dengan banyaknya individu dalam populasi pada saat t, yaitu

dS(t)
——==uN
T
dengan & > 0 menyatakan koefisien laju kelahiran.

2. Penyebaran penyakit campak terjadi melalui kontak langsung
dengan penderita campak. Jika individu Susceptible melakukan
kontak langsung dengan individu Infectious, maka individu
Susceptible akan terinfeksi. Individu yang telah terinfeksi oleh
penyakit campak belum mampu menularkan penyakit pada
individu lain, dan disebut sebagai individu Exposed. Keadaan ini
menyebabkan berkurangnya individu Susceptible, sedangkan
individu Exposed bertambah. Kemudian, berkurangnya Individu
Susceptible juga bisa disebabkan oleh kematian alami dengan

(3.1)
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kecepatan £, sehingga laju perubahan individu Susceptible

berbanding lurus dengan berkurangnya individu Susceptible
karena kematian alami dan akibat melakukan kontak langsung
dengan individu Infectious pada saat t, yaitu

B+ p )50 (32

dengan x menyatakan koefisien laju kematian dan £ >0

menyatakan koefisien laju infeksi. Dari persamaan (3.1) dan (3.2)
dapat dibuat model laju perubahan dari individu Susceptible
terhadap waktu, yaitu

EU N s AO)SO (33)

. Semakin banyak individu Susceptible yang melakukan kontak
dengan individu Infectious menyebabkan bertambahnya individu
Exposed. Laju perubahan individu Exposed berbanding lurus
dengan jumlah individu Susceptible yang melakukan kontak
dengan individu Infectious pada saat t, yaitu

dE(t) — ASQ), (3.4

dengan ﬂ menyatakan koefisien laju infeksi. Setelah periode
laten yaitu waktu pada saat individu mulai terinfeksi sampai
munculnya gejala, individu Exposed akan berubah menjadi
individu Infectious. Individu Exposed akan berkurang sedangkan
individu Infectious akan bertambah. Kemungkinan lain yang
menyebabkan berkurangnya individu Exposed adalah adanya
kematian alami dengan laju £, sehingga dapat dibuat model laju

perubahan berkurangnya individu Exposed sebagai

di(t) “(u+a)E() (3.5)

dengan «a >0 menyatakan koefisien laju infektivitas dan u

menyatakan koefisien laju kematian. Dari persamaan (3.4) dan
(3.5) dapat dibuat model laju perubahan dari individu Exposed
terhadap waktu, yaitu

EO - A050 - (u+2)EW 36)
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4.

Perubahan individu Exposed menjadi individu Infectious
menyebabkan  bertambahnya individu  Infectious.  Laju
perubahannya berbanding lurus dengan jumlah individu Exposed
pada saat t, yaitu

di(t) _
= EQ). 3.7)

Terdapat dua kemungkinan yang menyebabkan berkurangnya
individu Infectious, kemungkinan yang pertama individu
Infectious akan sembuh dari penyakit dengan laju » >0 dan
kemungkinan yang kedua individu Infectious akan mati secara
alami dengan laju s, sehingga laju perubahan berkurangnya
individu Infectious berbanding lurus dengan jumlah individu
Infectious pada saat t, yaitu

di(t

d() —(u+y)(t), (3.8)
di mana & menyatakan Kkoefisien laju kematian dan y
menyatakan koefisien laju kesembuhan (Recovery). Dari

persamaan (3.7) dan (3.8) dapat dibuat model laju perubahan
individu Infectious terhadap waktu sebagai

d:j(tt) = E(t)— (ut )I). (3.9)

. Berkurangnya jumlah individu Infectious karena sembuh dari

penyakit, menyebabkan jumlah individu Recovery meningkat.
Karena adanya kematian alami, maka pada suatu ketika individu
Recovery akan berkurang, sehingga laju perubahan individu dari
kelas Recovery yaitu

dR(t) At - /RE) (3.10)

Dengan demikian laju perubahan dari masing-masing individu

memenuhi sistem persamaan diferensial non-linier berikut.
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% =N = (u+AA)SE) )

d_ifi) = AI(t)S(t) - (u+a)E(t)
> (3.11)

S8 GE®- (N0
EE - A0-RO :
dengan t > 0.

Untuk dapat menyelesaikan sistem persamaan diferensial
(3.11) diperlukan adanya nilai awal. Misalkan jumlah individu
Susceptible, Exposed, Infectious dan Recovery pada keadaan awal

berturut-turut adalah S,, E,, |, dan R;, maka nilai awal dari
sistem (3.11) yaitu
S(0)=S,., E@0)=E,, 1(0)=1, dan R(0) =R,

di dalam domain

D={(S,E,I,R)elIR}|S+E+1+R=N} (3.12)

Dari sistem (3.11) terlihat bahwa individu Recovery tidak
mempengaruhi laju perubahan dari individu Susceptible, Exposed
dan Infectious, sehingga di dalam analisis laju perubahan individu

Recovery tidak diperhatikan.
(Jansen,1994)

3.3 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.11) dapat diperoleh
dengan cara membuat ruas kanan sistem persamaan (3.11) sama
dengan nol, yaitu

15



9O _ N - (u+ A1) =0

dt
d_ig — AI®SE) - (u+ a)EM) =0
A - (i =0.

Dari persamaan (3.15) diperoleh
aE(t) = (u+7)1(t)

E(t):@l(t).

Dengan mensubtitusikan persamaan (3.16) ke dalam persamaan

(3.14) didapatkan
A()S()— (ut+a)(u+y), (t)=0
a

s - Lty

sehingga 1(t) =0 atau ,BS(t)—(LHZ)(—ﬂHQ:O.
a

3.3.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Untuk kasus | (t) =0, persamaan (3.13) menjadi
pN - S (t) =0
#(N -S(t)) =0.
Karena x>0, diperoleh S(t) = N.

Dengan mensubtitusikan 1(t)=0 ke dalam persamaan (3.16)

didapatkan
E(t)=0,

sehingga diperoleh titik kesetimbangan awal (trivial) dari sistem

(3.11), yaitu
U, =(Sl*,El*, Il*) =(N,0,0).
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Titik kesetimbangan U, menjelaskan bahwa pada keadaan ini

terdapat individu Susceptible sebanyak jumlah individu dalam
populasi yaitu N, sedangkan jumlah individu Exposed dan individu
Infectious sama dengan nol. Hal ini menunjukkan bahwa tidak
terdapat individu Exposed dan individu Infectious dalam populasi,
sehingga tidak pernah terjadi kontak antara individu Susceptible
dengan individu Infectious atau dengan kata lain semua individu
dalam keadaan sehat. Keadaan seperti ini disebut keadaan bebas
penyakit. Oleh karena itu jumlah individu Susceptible tidak pernah
berkurang dan selalu bernilai N, sedangkan jumlah individu Exposed
dan individu Infectious tidak pernah bertambah dan selalu berjumlah
nol. Dengan demikian, titik kesetimbangan ini disebut sebagai titik
kesetimbangan bebas penyakit.

3.3.2 Titik Kesetimbangan Endemik

Dari persamaan (3.17), untuk kasus | (t) # O, diperoleh
+a)(u+
ﬁs(t)_(ﬂ L(ﬂ " o

ﬂs(t):(u+aifﬂ+7)

S(t) = (uta)u+y)
afp
Persamaan (3.18) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.13) untuk
memperoleh

N - (u+ Bl (1))

(3.18)

(ute)(uty) _
ap

___ uNap

WA= Gy 7)
pNafp

(u+a)u+y) "

0

A =

Ity MNe 4
(u+a)u+y) B

(3.19)
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Selanjutnya dengan mensubtitusikan persamaan (3.19) ke dalam
persamaan (3.16) , didapatkan

_(uty) uNa  u
F0 = et B
_ N u(uty)
E(t)—(ﬂ_l_a)- ! (3.20)

Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan non-trivial, yaitu
U, :(821E2’ Iz)
dengan
g = Wrauty)
A
afp
er = N H(uty)
Po(uta)  pe

(3.21)

- UNo M
© (u+a)u+y) B
Titik kesetimbangan U, terjadi pada saat jumlah individu Infectious

menjadi I; >0, yaitu bila dalam populasi mulai terdapat individu

Infectious . Hal ini memungkinkan individu Susceptible melakukan
kontak dengan individu Infectious, sehingga mengakibatkan
terjadinya perubahan individu dari Susceptible menjadi Exposed. Jika
ini terjadi, maka jumlah individu Exposed akan bertambah,
sedangkan individu Susceptible berkurang. Kemudian individu
Exposed akan mengalami perubahan menjadi individu Infectious
sehingga menyebabkan jumlah individu Exposed berkurang,
sedangkan individu Infectious bertambah. Keadaan seperti ini akan
terus berlangsung sampai pada jumlah tertentu di mana masing-
masing individu tidak akan mengalami penambahan atau
pengurangan. Karena dalam populasi telah terdapat infeksi, sehingga
titik kesetimbangan ini disebut titik kesetimbangan endemik

3.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Linierisasi sistem persamaan (3.11) menggunakan matriks
Jacobi menghasilkan
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—(u+p) 0 =S
DF(S,E,I)=| Al —(u+a) /S (3.22)
0 a —(u+7y)

3.4.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Dari persamaan (3.22), dengan memasukkan
U, =(S,,E,,1,)=(N,0,0) diperoleh
—H 0 - N
DFU,)=| 0 —(u+a) AN (3.23)
0 a —(u+7)
Nilai eigen dari (3.23) diperoleh dari
-u-A 0 -
0 -(uta)-1 PN =0.
0 a ~(uty)-4
Dengan demikian persamaan karakteristiknya adalah
Cu-(u+a)-)(-(u+y)-4)-apN(-p-2)=0
(p=)(((u+a)+ ) ((u+y)+24)—afN) =0

(=2 +(u+a)+ (ury)A+u+a)u+y)-apN)=0
sehingga diperoleh nilai eigen

A=-u

ﬂz:—(<u+a)+w+y))+J(w+a)+<u+y))2 —4(u+0) (u+7)—apN
2

23:—(cu+a)+<ﬂ+7>)—J(w+a)+<y+y»2 —H(u+a)(u+y)—apN
2

Titik kesetimbangan U , akan stabil asimtotik jika ketiga nilai
eigennya adalah real negatif. Jelas A4, =—-p<0dan A, <0.
Kemudian, 4, < 0 jika memenuhi

ofN —(u+a)(u+y)<0. (3.24)
Persamaan (3.24) dapat ditulis dalam bentuk
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ofN —(u+a)(u+y)<0
af/iN

<1.
(u+y)u+a)

(3.25)
Misal
/N

D(un)uta)
persamaan (3.25) dapat dinyatakan dalam bentuk R, <1. Dengan

(3.26)

demikian, Kketiga nilai eigen dari DF (U ) adalah real negatif jika

R, <1 dan menurut Teorema 2.1, titik kesetimbangan U, adalah

stabil asimtotik. Keadaan ini mengakibatkan bahwa apabila sejumlah
kecil populasi dari individu Infectious di masukkan ke dalam sistem
tidak akan menyebabkan infeksi itu menetap. Ini berarti, jika
sejumlah kecil individu Infectious ditambahkan ke dalam populasi,
maka populasi tersebut akan kembali ke titik kesetimbangan bebas
penyakit.

Sebaliknya, @fN —(u+a)(u+y)>0  menyebabkan
R, >1, sehingga titik kesetimbangan U, menjadi tidak stabil.

Keadaan ini menyebabkan apabila sejumlah kecil individu Infectious
di masukkan ke dalam populasi, akan menyebabkan infeksi tersebut
menetap sehingga dapat menimbulkan epidemik.

3.4.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik (U,)

Dari penjelasan sebelumnya, sistem (3.11) mempunyai titik
kesetimbangan endemik (U, ), yaitu

- _(ura)u+ty)

S
2 aﬂ
o__MN  u(uty)
? (uta)  Pa
. UNo Y7,

Co(ura)uty) B
Titik kesetimbangan endemik (U,) dapat dinyatakan dalam bentuk
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g = (uta)uty)
2 af

ESS M(Ro -1) (3.27)
o]
1 =£(R, -1).
,B( )

Titik kesetimbangan ini terjadi pada saat I; >0, yaitu bila R, >1.
Untuk memeriksa Kestabilan titik kesetimbangan endemik, titik
U, =(S,,E,, I,) disubtitusikan ke dalam persamaan (3.22), yaitu

—(u+ A1) 0 - S,
DFU,)=| Al ~(u+a) S,
0 a —(u+7)

Nilai eigen (A ) dari DF(U,) memenuhi persamaan karakteristik

-(u+ ply) -4 0 - S,
A, -(ut+a)-1 ps;, |=0,
0 a (u+y)-1

yang dapat dituliskan dalam bentuk polinom sebagai berikut
0=(Hu+B1;)~DHp+) - AHu+y)~ D ~apS,(H(u+1;)~2)
0= (~(u+A5) = W(Hu+@) =) (Hu+7) =) =efS;)

0=(~(u+ A7) =D+ a) + A+ 7) + A) = (u+a)(+ 7))
0=((u+A;) = A +((u+a)+(u+p))A)

0= A(~(u+ A7)~ DA+ ((u+a)+(u+7)). (3.28)
Dari persamaan (3.28) didapatkan nilai eigen , yaitu
A, =0 (3.29)
Ay =—(u+ pl5) (3.30)
Ay =—(u+a)(u+y), (3.31)

.M
dengan I, ==(R,-1).
B
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Selanjutnya, I; dimasukkan ke dalam persamaan (3.30), sehingga
diperoleh

2 =—(u+ pE(R, -1
(ﬂ+ﬂﬂ( )

Ay ==+ 1Ry — 1)

A, = —UR,.
Karena u#>0 dan R, >1, nilai A, bernilai negatif. Kemudian
karena a,y >0, sehingga A, juga bernilai negatif. Diperoleh
A4, =0,4,<0, dan A, <0. Berdasarkan Teorema 2.1, titik
kesetimbangan U , stabil.

3.5 Angka Reproduksi Dasar (R,)

Dari analisis kestabilan kedua titik kesetimbangan di atas,
dapat disimpulkan bahwa pada saat R, <1, populasi terbebas dari

penyakit, sedangkan pada saat R, >1 dalam populasi terjadi

epidemik. Dengan demikian, R, disebut sebagai angka reproduksi

dasar yaitu suatu angka yang menunjukkan tingkat penularan
terhadap suatu penyakit.

Dari persamaan (3.26), dapat dilihat bahwa salah satu parameter
yang dapat dikontrol untuk mengurangi tingkat penyebaran infeksi
campak adalah tingkat terjadinya kontak dengan individu Infectious

(B). Darinilai R, <1, diperoleh

B < (/1+05)(,U+7), (3.32)
aN
sehingga titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik,
(u+a)(p+7y)
aN
B> (uta)(uty) (333)
oN

jikanilai g <

. Kemudian jika R, >1, maka
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Hal ini berarti, titik kesetimbangan bebas penyakit menjadi tidak
+ +
B> (u+a)(u+y)
aN
kesetimbangan endemik menjadi stabil. Perubahan nilai parameter S
menentukan jenis kestabilan dari titik kesetimbangan tersebut
sehingga S disebut sebagai parameter bifurkasi. Nilai R, =1
merupakan nilai kritis  (threshold) di mana sistem mengalami
perubahan dari titik kesetimbangan bebas penyakit yang stabil
menjadi titik kesetimbangan endemik yang tidak stabil, demikian

juga sebaliknya dari titik kesetimbangan bebas penyakit yang tidak
stabil menjadi titik kesetimbangan endemik yang stabil.

R, didefinisikan sebagai angka rata-rata banyaknya kasus
infeksi sekunder (kasus baru) yang dihasilkan oleh kasus infeksi
primer selama periode infektivitas bila berada dalam populasi
Susceptible total. Dari definisi di atas R, <1, berarti setiap individu
Infectious rata-rata menginfeksi kurang dari satu individu
Susceptible, sehingga tidak akan menimbulkan epidemik. Kemudian
R, >1, berarti setiap individu Infectious rata-rata menginfeksi lebih

dari satu individu Susceptible, sehingga dapat menimbulkan
epidemik, sedangkan untuk R, =1 berarti individu Infectious rata-

rata menginfeksi tepat satu individu Susceptible.
Jika diberikan suatu kondisi yang dekat dengan titik
kesetimbangan bebas penyakit dan satu individu Infectious

ditambahkan ke dalam populasi maka R, dapat dinyatakan sebagai

banyaknya individu Infectious baru yang dihasilkan dari penambahan
satu individu Infectious. Oleh karena itu, jika penambahan satu
individu Infectious tersebut menghasilkan lebih dari satu individu
Infectious baru, maka infeksi akan menetap. Sebaliknya jika
penambahan satu individu Infectious tersebut menghasilkan kurang
dari satu individu Infectious baru, maka penyakit akan hilang.

stabil untuk nilai

, Sedangkan titik

3.6 Implementasi Model

Untuk memberikan gambaran yang nyata tentang dinamika
penyebaran penyakit campak digunakan data tentang banyaknya
kasus campak yang terjadi di kabupaten Malang pada tahun 2000.
Data diperoleh dari Sari (2006). Berdasarkan data yang diperoleh,
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banyaknya kasus campak di kabupaten Malang pada tahun 2000
adalah 155 jiwa dari total jumlah penduduk di kabupaten Malang
sebesar 2.382.258 jiwa. Diasumsikan dari 155 jiwa tersebut , 40%
(=62 jiwa ) diantaranya adalah kelompok individu Exposed dan 60%
(=93 jiwa ) adalah kelompok individu Infectious, sedangkan sisa
jumlah penduduk yang tidak terserang penyakit campak termasuk
dalam kelompok individu Susceptible yaitu 2.382.103 jiwa. Asumsi
di atas digunakan untuk memperoleh nilai awal yaitu
S(0)=2.382.103, E(0)=62 dan 1(0)=93 yang selanjutnya akan
digunakan dalam simulasi.

Rata-rata harapan hidup orang Indonesia adalah 70 tahun
(Haryono, 2007). Periode laten dan periode infeksius untuk penyakit
campak, telah diestimasi oleh Trotier dan Phillipe (2002) yaitu
masing-masing adalah 8 hari dan 7 hari, sehingga dapat ditentukan
nilai parameter «, & dan y sebagai berikut.

1

Laju kelahiran / kematian () = +¥ :
rata - rata nilai harapan hidup

:7-10 = 0,014285714/ tahun .

1
rata - rata periode laten

Laju infektivitas (cr) =

%x 365 hari = 45,625/ tahun .

Laju recovery (y) - s
rata - rata periode infeksius

1 -
= ? x 365hari = 52,14285714 [ tahun .

Untuk laju infeksi B yang merupakan parameter bifurkasi akan
dikaji  tiga kasus, yaitu g=0,001, S =0,000001dan
£ =0,0000219.

Dari perhitungan di atas parameter-parameter dari model
epidemik panyakit campak seperti diberikan pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1 Parameter model epidemik penyakit campak
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No Parameter Nilai
1 N 2.382.258 jiwa
2 H 0,014285714 / tahun
3 o 45,625 / tahun
4 Y 52,14285714 [ tahun

3.6.1 Kasus £ =0,001

Jumlah individu Infectious di kabupaten Malang adalah sebesar
93 jiwa. Berdasarkan nilai parameter yang diberikan pada Tabel 3.1
dengan nilai £ =0,001, menghasilkan angka reproduksi dasar
R, =45>1. Hal ini menunjukkan bahwa rata-rata individu Infectious
menghasilkan 45 individu Infectious baru, ini artinya tiap individu
Infectious rata-rata menginfeksi lebih dari satu individu Susceptible,
sehingga menyebabkan dalam populasi terjadi epidemik. Dalam
kasus ini, sistem stabil pada titik kesetimbangan endemik yaitu
(52173, 729, 638). Dengan menggunakan program Maple dapat
digambarkan grafik solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang
dapat dilihat pada Gambar 3.2-3.3 yang menunjukkan
kekonvergenan ke titik kesetimbangan endemik.

2e+15
1.5e+16

E; Te+1B

S00000

g 3 10 15 ] 3 ]

Gambar 3.2. Grafik S(t) konvergen ke titik kesetimbangan 52.173

Pada Gambar 3.2 dapat dilihat bahwa individu Susceptible
dengan diberikan nilai awal sebesar 2.382.103 mengalami perubahan
seiring bertambahnya waktu. Karena mulai terdapat individu yang
terinfeksi, mengakibatkan jumlah individu Susceptible berkurang,
sedangkan jumlah individu Exposed dan Infectious bertambah. Pada
saat tertentu individu Susceptible akan mengalami sedikit
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peningkatan karena terdapat individu Infectious yang telah sembuh
atau mati. Keadaan ini akan terus berlangsung sampai pada kondisi
kesetimbangan yaitu pada saat jumlah individu Susceptible mencapai
nilai 52.173. Pada titik ini jumlah individu Susceptible tidak akan
mengalami peningkatan atau penurunan lagi.
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Gambar 3.3. Grafik E(t) dan I(t), berturut-turut konvergen ke titik
kesetimbangan 729 dan 638

Pada Gambar 3.3, terlihat bahwa dengan diberikan nilai awal
sebesar 62, individu Exposed dalam populasi mengalami perubahan
seiring bertambahnya waktu. Pada keadaan awal jumlah individu
Exposed sesuai dengan nilai awal yang diberikan, kemudian dengan
bertambahnya waktu individu Exposed mulai mengalami penurunan,
ini disebabkan karena adanya individu Exposed yang berubah
menjadi individu Infectious dan karena adanya kematian alami. Pada
saat tertentu, individu Exposed akan mengalami peningkatan yang
diakibatkan kontak yang terjadi antara individu Susceptible dengan
individu Infectious. Keadaan tersebut mengakibatkan terjadinya
osilasi yang berlangsung terus sampai menuju Kkondisi
kesetimbangan, yaitu mendekati 729. Pada kondisi tersebut jumlah
individu Exposed akan selalu bernilai tetap untuk jangka waktu yang
lama. Demikian juga dengan Individu Infectious, pada Gambar 3.3
dapat dilihat bahwa pada awalnya banyaknya individu Infectious
dalam populasi sesuai dengan nilai awal yang diberikan. Dengan
berjalannya waktu, banyaknya individu Infectious dalam populasi
mengalami penurunan seiring dengan terjadinya peningkatan
banyaknya individu yang sembuh dan adanya kematian alami oleh
individu Infectious. Kemudian setelah mencapai nilai tertentu,
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banyaknya individu Infectious dalam populasi mengalami
peningkatan akibat bertambahnya individu Exposed, dan pada suatu
nilai tertentu akan menurun kembali seiring dengan penurunan
jumlah individu Exposed. Keadaan tersebut akan terus berlangsung
hingga menuju nilai kesetimbangan untuk waktu yang lama, yaitu
638.

3.6.2 Kasus g =0,000001

Dengan nilai £ = 0,000001, menggunakan perhitungan yang
sama dengan kasus sebelumnya diperoleh angka reproduksi dasar
R, =0,046 <1. Hal ini menunjukkan bahwa rata-rata individu

Infectious menghasilkan nol individu Infectious baru, ini artinya
masing-masing individu Infectious tidak menginfeksi satu pun dari
individu Susceptible, sehingga tidak dihasilkan individu Infectious
baru. Keadaan ini mengakibatkan populasi terbebas dari penyakit.
Dengan menggunakan program Maple dapat digambarkan grafik
solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang dapat dilihat pada
Gambar 3.4-3.5 yang menunjukkan kekonvergenan ke titik
kesetimbangan bebas penyakit (2.382.258, 0, 0).
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2.38212e+16

2.3821e+H6 y T T : ; t
0 a0 100 150 200 250

Gambar 3.4. Grafik S (t), konvergen ke titik kesetimbangan
2.382.258

Pada Gambar 3.4 dapat dilihat bahwa banyaknya individu
Susceptible pada awalnya dalam populasi sesuai dengan nilai awal
yang diberikan yaitu sebesar 2.382.103. Seiring bertambahnya
waktu, banyaknya individu Susceptible mengalami peningkatan, hal
ini disebabkan karena bertambahnya individu Susceptible yang lahir.
Peningkatan jumlah individu Susceptible akan terus berlangsung
sampai pada kondisi kesetimbangan, yaitu 2.382.258. Pada kondisi
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ini jumlah individu Susceptible akan selalu bernilai tetap untuk
jangka waktu yang lama.
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Gambar 3.5 Grafik E(t) dan I(t), masing-masing konvergen ke titik
kesetimbangan nol

Pada Gambar 3.5, dapat dilihat pada awalnya dalam populasi
tidak terdapat individu Exposed. Seiring dengan bertambahnya
waktu, dalam populasi mulai terdapat individu Susceptible yang
terinfeksi virus campak akibat kontak dengan individu Infectious.
Individu tersebut akan berubah menjadi individu Exposed. Dengan
diberikan nilai awal sebesar 62, individu Exposed dalam populasi
mengalami penurunan, hal ini disebabkan individu Exposed berubah
menjadi individu Infectious dan karena kematian alami. Keadaan ini
akan terus berlangsung hingga menuju kondisi kesetimbangan untuk
jangka waktu yang lama, yaitu pada saat jumlah individu Exposed
sama dengan nol. Demikian juga dengan individu Infectious, pada
Gambar 3.5, terlihat bahwa banyaknya individu Infectious terus
berkurang seiring dengan bertambahnya waktu, ini terjadi karena
mulai adanya individu Infectious yang sembuh atau mengalami

kematian alami. Karena R, <1, dengan bertambahnya waktu,

banyaknya individu Infectious tidak akan bertambah dan akan terus
berkurang hingga menuju kondisi kesetimbangan untuk waktu yang
lama, yaitu pada saat jumlah individu Infectious sama dengan nol.

3.6.3 Kasus g =0,0000219

Pada kasus ini, dengan menggunakan nilai parameter yang
diberikan pada Tabel 3.1, diperoleh R, =1. Hal ini menunjukkan
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bahwa rata-rata individu Infectious menginfeksi tepat satu individu
Susceptible. Dengan menggunakan program Maple dapat
digambarkan grafik solusi S(t), E(t) dan I(t) terhadap waktu yang
dapat dilihat pada Gambar 3.6-3.7
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Gambar 3.6. Grafik S(t), konvergen ke titik kesetimbangan
bebas penyakit.
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Gambar 3.7. Grafik E(t) dan I(t), masing-masing konvergen ke
titik kesetimbangan bebas penyakit.

Dari Gambar 3.6 dan 3.7 ditunjukkan bahwa solusi S(t) menuju
titik kesetimbangan 2.382.258 dengan bertambahnya waktu,
sedangkan E(t) dan I(t) menuju nol yang merupakan titik
kesetimbangan bebas penyakit untuk E(t) dan I(t), sehingga dengan
£ =0,0000219 yang menghasilkan nilai R, =1, sistem akan
menuju titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu jika dalam populasi
terdapat satu individu Infectious baru maka tidak akan menyebabkan
infeksi tersebut endemik, sehingga dengan bertambahnya waktu
populasi akan terbebas dari penyakit.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan tugas akhir ini dapat disimpulkan hal-hal
berikut.

1. Model deterministik SEIR untuk epidemik penyakit campak
diperoleh dengan menterjemahkan model kompartemen ke
dalam model matematika berdasarkan asumsi-asumsi tertentu
dan diperoleh sistem persamaan diferensial non-linier sebagai
berikut:

ds(t
EU N -+ ASO
dE(t
ED A®s© -+ a)EQ
di(t
S e 1 )
dR(t
B =10~ RO
2. Model matematika tersebut mempunyai dua titik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit

U, =(S;,E;,I;)=(N,0,0) dan  titik  kesetimbangan
endemik U, =(S,,E,,l,). Titik kesetimbangan bebas

penyakit adalah stabil asimtotik jika angka reproduksi dasar
R, <1. Titik kesetimbangan endemik terjadi jika angka
reproduksi dasar R, >1. Dari hasil analisis diperoleh bahwa
titik kesetimbangan endemik adalah stabil.

3. Di kabupaten Malang pada tahun 2000 terdapat 93 individu
Infectious. Dengan nilai £ =0,001, rata-rata individu Infectious

menghasilkan jumlah individu Infectious baru sebesar 45 jiwa,
sehingga sistem stabil pada titik kesetimbangan endemik yaitu
(52.173, 729, 638), sedangkan dengan nilai S = 0,000001, tidak
dihasilkan individu Infectious baru atau populasi terbebas dari
penyakit, sehingga sistem stabil pada titik kesetimbangan bebas
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penyakit yaitu (2.382.258, 0, 0). Dengan nilai £ = 0,0000219,
dalam populasi terdapat satu individu Infectious baru, tetapi ini
tidak menyebabkan infeksi endemik, sehingga dengan
bertambahnya waktu populasi terbebas dari penyakit.

4.2 Saran

1.

31

Untuk mendapatkan model yang sesuai dengan keadaan
sebenarnya, dapat ditambahkan faktor lain seperti adanya
migrasi.

Pada penulisan tugas akhir selanjutnya dapat digunakan model
stokastik untuk epidemik penyakit campak.
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