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RINGKASAN

INTAN FADHILAH, Program Studi Magister Matematika Universitas
Brawijaya, 3 Januari 2018. Dana Pensiun luran Pasti dengan Pendapat-
an Deterministik dan Risiko Kematian Menggunakan Multi-Period Mean-
Varian; Ketua Komisi Pembimbing: Isnani Darti, Anggota: Abdul Rouf
Alghofari.

Secara mendasar, program dana pensiun dibagi menjadi dua macam, yaitu
program dana pensiun manfaat pasti dan program dana pensiun iuran
pasti. Berbeda dengan program dana pensiun manfaat pasti, program
dana pensiun iuran pasti membutuhkan pengawasan yang lebih terhadap
manajemennya. Manajemen pengalokasian aset adalah salah satu per-
masalahan yang harus diwaspadai karena berhubungan dengan risiko yang
ditanggung oleh anggota dana pensiun. Pengalokasian aset dalam peneliti-
an ini difokuskan pada pendapatan deterministik dan risiko kematian. Model
yang digunakan dalam permasalahan adalah model multi-period mean-
varian. Hasil analitik untuk strategi investasi efisien dan batasan efisien
diperoleh dengan menggunakan metode pengali Lagrange, transformasi
variabel state dan kontrol optimal stokastik. Simulasi numerik disajikan
untuk mengilustrasikan hasil analisis. Pada simulasi dimana prosentase
iuran (¢x) dan intensitas kematian (5(s)) lebih besar 0 menunjukkan bahwa
semakin besar prosentase iuran yang diberikan, semakin besar ekspektasi
dari kekayaan dana pensiun dan risiko yang ditanggung, sedangkan ketika
intensitas kematian semakin tinggi, ekspektasi dari kekayaan yang didapat-
kan semakin rendah dengan risiko yang semakin tinggi. Pada simulasi di-
mana ¢, = 0 dan S3(s) > 0 diperoleh bahwa semakin besar intensitas ke-
matian, ekspektasi kekayaan terakhir dan risiko yang ditanggung semakin
kecil. Pada simulasi dimana (s) = 0 dan ¢; > 0 diperoleh semakin besar
prosentase iuran, semakin besar pula ekspektasi kekayaan terakhir dan
risiko yang ditanggung. Pada keseluruhan simulasi menunjukkan bahwa se-
makin besar prosentase iuran maupun intensitas kematian, semakin besar
pula jumlahan yang diinvestasikan untuk aset ke—1 dan untuk aset lebih
dari 1 semakin kecil dan jika bernilai negatif berarti dilakukan pengembalian
investasi.

Kata Kunci: Program dana pensiun, model multi-period mean-

varian, pendapatan deterministik, risiko kematian, pengali
Lagrange.
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SUMMARY

INTAN FADHILAH, Mathematics Master Study Program Brawijaya
University, 3 January 2018. Defined Contribution Fund with Deterministic
Income and Mortality Risk by Applying Multi-Period Mean-Variance.
Supervisor: Isnani Darti, Co-supervisor: Abdul Rouf Alghofari.

Basically, the pension fund is divided into two types, namely the defined
benefit (DB) pension fund and the defined contribution (DC) pension fund.
Unlike DB pension fund, DC pension fund require more attention for
its management. Asset allocation management of DC pension fund is
one of the problem to watch out for because it relates to the risk that
borne by the pension fund members. The asset allocation in this study
focused on deterministic income and mortality risk. The model used in
the problem is the multi-period mean-variance model. Analytical results for
efficient-investment strategy and efficient-frontier are obtained by applying
Lagrange multiplier method, state-variable transformation and stochastic
optimal control.  Numerical simulations are presented to illustrate the
analytical results. The simulation with the percentage contribution (c;) and
mortality intensity (3(s)) greater than 0 shows that when the percentage of
contributions higher, the expectations of the pension fund wealth become
greater and the risks as well, when the intensity mortality higher, the
expectations of the pension fund wealth become lower and the risk become
higher. The simulation with ¢, = 0 and 3(s) > 0 found that when the mortality
intensity higher, the expectations of the pension fund wealth become higher
and the risk become lower. The simulation with 5(s) = 0 and ¢, > 0
shows that when the contributions percentage greater, the expectations of
the pension fund wealth become higher and the risks as well. All simulations
note that when the contributions percentage and the mortality intensity
higher, the invested amount for the first asset become larger, while the
assets over 1 become smaller and if the value are negative, the investment
will be returned.

Key Words: Pension fund, multi-period mean-variance model,
deterministic income, mortality risk, Lagrange multiplier.

Vi



KATA PENGANTAR

Puja dan segala puji senantiasa penulis panjatkan kehadirat Allah SWT
atas segala rahmat dan hidayah-Nya, sehingga penulis dapat menyelesai-
kan tesis yang berjudul "Dana Pensiun luran Pasti dengan Pendapat-
an Deterministik dan Risiko Kematian Menggunakan Multi-Period Mean-
Varian" dengan lancar. Penulis menyadari bahwa selama proses penyusun-
an tesis ada banyak pihak yang telah berkontribusi. Oleh karena itu, pada
kesempatan ini penulis mengucapkan terima kasih atas segala bantuan dan
dukungan kepada:

1. Ibu Dr. Isnani Darti, S.Si.,, M.Si. dan Bapak Drs. Abdul Rouf
Alghofari, M.Sc., Ph.D. selaku dosen pembimbing yang telah mem-
berikan nasihat, saran, kritik yang sangat bermanfaat untuk penulis
dan selalu sabar dalam menjelaskan materi kepada penulis selama
proses penyusunan hingga tesis ini dapat diselesaikan.

2. Ibu Nur Shofianah, S.Si., M.Si., Ph.D. dan Bapak Dr. Noor Hidayat,
M.Si. selaku dosen penguiji | dan dosen penguiji Il yang telah mem-
berikan saran dan kritik kepada penulis sehingga tesis ini menjadi lebih
baik.

3. Bapak Dr. Noor Hidayat, M.Si. selaku Ketua Program Studi Magister
Matematika dan Bapak/ Ibu dosen Jurusan Matematika yang telah
memberikan ilmunya kepada penulis, serta segenap staf MIPA atas
segala bantuan yang telah diberikan.

4. Alm. Bapak Miseri (Ayah), lbu Siti Fatimah (lbu) dan Mas Nova
Erwinsyah (Kakak), serta seluruh keluarga besar yang selalu mem-
berikan dukungan dan senantiasa memanjatkan doa dan mendukung

setiap langkah yang diambil penulis selama ini.

viii



5. Zulaikha, Rio, Indra, Mimi, Tya, Tyas, Badria dan seluruh teman-teman
Program Studi Magister Matematika atas semangat dan bantuan yang
telah diberikan serta kebersamaannya selama ini.
6. Semua pihak yang tidak dapat penulis sebutkan satu persatu.
Semoga Allah senantiasa memberikan anugerah, rahmat dan barokah-
Nya kepada semua pihak yang telah membantu menyelesaikan tesis ini.
Penulis menyadari bahwa dalam penulisan tesis ini masih terdapat ke-
kurangan. Oleh karena itu, dengan segala kerendahan hati penulis
mengharapkan kritik dan saran yang dapat disampaikan melalui email
hikaryintan@gmail.com.

Semoga tesis ini dapat bermanfaat bagi berbagai pihak, serta menjadi

sumber inspirasi untuk penulisan selanjutnya.

Malang, 3 Januari 2018

Intan Fadhilah
NIM. 156090400011002


mailto:hikaryintan@gmail.com

DAFTAR ISI

Halaman
HALAMAN JUDUL ... e iesararnsnansnnnannnnnnns i
LEMBAR PENGESAHAN ..ottt iii i raannnnennnnas ii
IDENTITAS TIMPENGUUJI ... e e e rn e rne s iii
PERNYATAAN ORISINALITAS. ... i i i e iassasnnrnnnns iv
RIWAYAT HIDUP PENULIS . ... i riernenrannaeas v
RINGKASAN. ...ttt e e i aasaesan e raassansanrannnnnnnns vi
SUMMARY . ..ot e e taatsaesansansaassansansannsnnennnnn vii
KATA PENGANTAR. ... i i i e iena e rnasna s nnnsannnns viii
[0 o 17 G ] X
DAFTAR GAMBAR. ...t iiiiiiiaiasa s saassassansansnnsnnnnns Xii
DAFTAR SIMBOL ...t e e i ierna s sarnarnnnsnnrannnnns Xiii
DAFTAR KOMUTASI. ..ot ii e i sianaesanasnnnnnnrannnnns Xiv
DAFTARLAMPIRAN. ... i e e rn e rna s sansansnnnns XV
BAB | PENDAHULUAN. . ..o iariarnan s snannnnnns 1
1.1 LatarBelakang . ... ... . ... ... ... . L. 1
1.2 RumusanMasalah . . ... ... ... ... .......... 4
1.3 Tujuan . . . . . . 4
1.4 BatasanMasalah . . . .. ... .. ... ... .. ... ... 5
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA ...t i ieiannnrnnnnnnnns 6
21 Aset . .. L 6
2.2 ModelMean-Varian. . . .. ... ... ... .......... 7
23 DanaPensiun. ... ... ... ... ... .. ... . ... 7
2.4 Klasifikasi DanaPensiun. . . .. ... ... .. ........ 8
25 Pendapatan . . . . .. ... 9
2.6 Model Persamaan Simultan . . . .. ... ... ........ 10
2.7 Peluang Suatu Kejadian . . . . ... .. ... ......... 11
2.8 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun . . . . . . .. .. ... 12
2.9 FungsiMassa Peluang (FMP) . . . . ... ... ... ..... 12
2.10 Fungsi Distribusi Kumulatif . . . . ... ... ... ... .... 13
2.11 Fungsi Kehidupan . . . . .. .. ... ... ... o .. 13
212 Ekspektasi. . . . . . ... 14
2143 Varian . . . ... 14
2.14 Hukum Total Peluang . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 15
2.15Sistem Dinamik . . . . . . ... L 16
2.16 PersamaanBellman . . ... .. ... ... ... ....... 16
2.17 Kontrol Optimal Stokastik . . . . ... ... ... ... .... 17
2.18 PengaliLagrange . . . . . . . . . ... ... 18

2.19 Asumsi, Lemma dan Proposisi yang Digunakan dalam Pe-
nelitian . . . . . ... 20

2.20 Model Dana Pensiun luran Pasti dengan Pendapatan
Stokastik dan Risiko Kematian . . . . ... ... ... .... 21



2.21 Model Konsumsi Optimal Berdasarkan Pendapatan

Deterministik . . . . . . .. ... .. . o 23

BAB Il KERANGKA KONSEP PENELITIAN.........cccviiviannn. 24
BAB IV METODE PENELITIAN. ... i iarnaenns 26
BAB V HASIL DANPEMBAHASAN .......cciiiiiiiiiiiiannnnns 29
5.1 Gaji PendapatanpadaWaktuk+1. . ... ... ... .... 30
5.2 Kekayaan Dana Pensiun Setelah luran pada Waktuk . ... 30
5.3 Kekayaan Dana Pensiun Setelah luran pada Waktuk+1 . . 31
5.4 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun . . . . . ... .. ... 33
5.5 Model Multi-Period Mean-Varian . . . .. ... ... ..... 34
5.6 Strategi Investasi Efisien dan Batasan Efisien . . . . . . . .. 48
5.7 SimulasiNumerik . . . . . .. .. ... ... .. .. .. ... 50
5.7.1 Simulasildengancy >0dan3(s) >0 ........ 51

5.7.2 Simulasill (ck =0dan3(s)>0). . ... ........ 55

5.7.3 Simulasilll (cxk >0dan3(s)=0) . .......... 59

BAB VI PENUTUP. ..o ie e e rnannansanennnnns 63
6.1 Kesimpulan . . ... ... .. .. . ... .. 63
6.2 Saran . ... .. e 64
DAFTAR PUSTAKA . ... ii i riassaraasnasnansannanns 65
LAMPIRAN . ... i i i e sa s sa s snas s snasnnssnnsnnnnn 67

Xi



Gambar 2.1
Gambar 3.1
Gambar 4.1
Gambar 5.1
Gambar 5.2
Gambar 5.3
Gambar 5.4

DAFTAR GAMBAR

Halaman
Pembagian dari Ruang Sampel S . . . . . .. .. .. 15
Kerangka Konsep Penelitian . . . . . ... ... ... 25
Diagram Alir Metode Penelitian . . . . .. .. .. .. 28
Simulasi | untuk Nilai ¢, yang Berbeda . . . . . . .. 52
Simulasi | untuk Nilai 3(s) yang Berbeda . . . . . . . 54
Simulasi Il untuk Nilai 3(s) yang Berbeda . . . . .. 58
Simulasi lll untuk Nilai ¢, yang Berbeda . . . . . .. 61

Xii



DAFTAR SIMBOL

B(s) : Intensitas kematian

Ch : Prosentase iuran dari gaji pokok pada waktu £

d : Ekspektasi kekayaan terakhir

€k : Pengembalian-pengembalian acak aset-aset keuangan selama
periode ke—k

e : Pengembalian acak dari aset ke—: selama periode ke—k

E[] : Operator ekspektasi

Dk :  Fungsi massa peluang dari waktu akhir sebenarnya anggota

dana pensiun
P : Rata-rata pengembalian-pengembalian aset-aset keuangan

selama periode ke—k

q :  Tingkat pertumbuhan deterministik dari gaji pendapatan

S(k) : Peluang hidup dari anggota dana pensiun

T :  Waktu pensiun anggota

T :  Waktu akhir sebenarnya

T : Masa hidup (waktu kematian) anggota

SN :  Koleksi dari semua strategi yang diterima mulai waktu 0

u’ :  Strategi investasi efisien

ul, : Jumlah yang diinvestasikan dalam aset ke—i selama periode
ke—k

Var[-] : Operator varian

Tk . Kekayaan dana pensiun sebelum iuran waktu &

Yk :  Gaji pendapatan yang diperoleh pada waktu &

2k . Kekayaan dana pensiun setelah iuran waktu &

Xiii



€k

Ji
M,

Py

Uk

DAFTAR KOMUTASI

= E[(})’] — E[e{ PE™ [P P]E[e} Py]
= ¢ — CE[PJE" [P PE[P]

= qE[e}] — qE[ep PE™ [P P]E[ Py

= Elzr-]

= E[PJE [P P{JE[Py]

1 0
€ — €k
2 0
I
n 0
€ — €

={u;k=0,1,..., T -1}

Xiv



Lampiran 1
Lampiran 2
Lampiran 3
Lampiran 4
Lampiran 5
Lampiran 6
Lampiran 7
Lampiran 8
Lampiran 9
Lampiran 10
Lampiran 11
Lampiran 12
Lampiran 13
Lampiran 14
Lampiran 15

Lampiran 16

Lampiran 17

DAFTAR LAMPIRAN

Pengonversian Persamaan Bellman (5.18) Menjadi Per-
samaan (5.32) untuk Fungsik . . . . ... ... ... ..
Pensubstitusian Persamaan (5.33) ke dalam Persama-
an (5.32) . . ..
Penyederhanaan Persamaan (5.34) dengan Persamaan
(5.25) . .
Penyederhanaan Hasil pada Lampiran 3 dengan Per-
samaan (5.19)-(5.24) . . . . . .. ...
Perhitungan Varian Minimum Persamaan (5.41) . . . . .
Listing Program Simulasil . . . ... ... ... .....
Listing Program Simulasill . . . .. ... ... .....
Listing Program Simulasilll . . . .. .. ... ... ...
Batasan Efisien Hasil Simulasi | saat 3(s) = 0.1 dengan
TigaNilaicxyBerbeda . . . . . ... ... ... .. ....
Batasan Efisien Hasil Simulasi | saat c, = 0.4 dengan
Tiga Nilai B(s) Berbeda . . . ... ... ... ......
Batasan Efisien Hasil Simulasi |l dengan Tiga Nilai 3(s)
Berbeda . . . . . .. .. ...
Batasan Efisien Hasil Simulasi Ill dengan Tiga Nilai cjx
Berbeda . . . .. .. .. ... ...
Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi | saat 3(s) ber-
nilai 0.1 dengan Tiga Nilai ¢, Berbeda . . . . . ... ..
Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi | saat ¢, = 0.4
dengan Tiga Nilai 3(s) Berbeda. . . . . . ... ... ..
Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi Il saat ¢, =0
dengan Tiga Nilai 3(s) Berbeda . . . . . . ... ... ..
Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi lll saat 3(s) ber-
nilai 0 dengan Tiga Nilai cx Berbeda . . . ... ... ..
Sertifikat Bebas Plagiasi . . . . . . ... ... .. .. ..

XV



BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Asuransi dana pensiun merupakan salah satu dari beberapa bentuk
upaya perencanaan usia senja. Adapun tujuan dari dana pensiun yang di-
selenggarakan adalah untuk menjamin kesejahteraan kehidupan seorang
individu agar memiliki kehidupan yang terjamin ketika memasuki masa
pensiun. Masa pensiun adalah masa dimana seseorang menghadapi pe-
nurunan produktivitas dan penurunan kesehatan. Karena alasan inilah, ke-
beradaan asuransi dana pensiun sangatlah dibutuhkan untuk menunjang
kehidupan ketika seseorang menghadapi penurunan produktivitas dan ke-
sehatan.

Secara umum terdapat dua tipe dana pensiun, yaitu dana pensiun
manfaat pasti dan dana pensiun iuran pasti (Winklevoss, 1976). Dana
pensiun manfaat pasti adalah dana pensiun yang mempunyai jumlah
manfaat yang ditentukan (Winklevoss, 1976). Manfaat ini ditentukan di
muka oleh penanggung dan iuran juga ditetapkan serta disesuaikan dengan
manfaat untuk memastikan iuran dan manfaat berada dalam keadaan yang
seimbang. Sedangkan dana pensiun iuran pasti merupakan dana pensiun
dengan iuran yang ditetapkan dan disisinkan setiap periodenya. Untuk
manfaatnya tergantung skala akumulasi dan pengembalian investasi (Yao,
dkk., 2014).

Awal mulanya, dana pensiun manfaat pasti lebih disukai oleh pegawai
karena pada praktiknya dana pensiun manfaat pasti memiliki risiko yang

ditanggung oleh pihak penanggung dan juga memiliki manajemen yang



2

tidak rumit jika dibandingkan dengan dana pensiun iuran pasti (Yao, dkk.,
2014). Akan tetapi karena permasalahan population aging yaitu keadaan
dimana penduduk usia non-produktif semakin bertambah dan risiko umur
panjang yang mengakibatkan seorang pensiunan berpotensi kehabisan
dana pensiunnya, dana pensiun iuran pasti semakin banyak diminati (Yao,
dkk., 2014). Hal ini disebabkan karena dana pensiun iuran pasti sangat
cocok digunakan untuk investasi jangka panjang dengan alasan investasi-
nya relatif memberikan hasil yang cukup baik (Mas’ud dan Prastiwi, 2004).

Banyak negara mengubah seutuhnya atau beberapa skema dana
pensiun manfaat pasti menjadi dana pensiun iuran pasti (Yao, dkk., 2014).
Sebagai contoh, di Indonesia program dana pensiun yang dikelola oleh
swasta banyak yang menggunakan prinsip dana pensiun iuran pasti, seperti
badan pengelola Jamsostek dan Dana Pensiun (Nelli, 2010). Dikarenakan
banyak negara yang menggunakan dana pensiun iuran pasti, penelitian me-
ngenai dana pensiun iuran pasti ini banyak dilakukan.

Vigna (2011) meneliti tentang manajemen-manajemen investasi dana
pensiun iuran pasti multi-period selama fase akumulasi dan mendapatkan
strategi investasi optimal melalui program dinamik. Blake, dkk. (2013) me-
neliti mengenai pengalokasian aset secara optimal yang diterapkan pada
dana pensiun iuran pasti. Yao, dkk. (2014) meneliti mengenai pengalokasi-
an aset untuk dana pensiun iuran pasti dengan menggunakan model multi-
period mean-varian dan menggabungkan pendapatan stokastik dan risiko
kematian ke dalam model. Model mean-varian yang ditemukan oleh Harry
Markowitz ini merupakan model yang pertama kali digunakan untuk me-
nemukan keseimbangan antara return dan risiko dengan meminimumkan
risiko dan memaksimumkan return (Markowitz, 1952). Varian pada model
ini didasarkan pada periode, baik periode tunggal ataupun multi-period.

Periode tunggal hanya mempertimbangkan satu periode iuran, sedangkan



multi-period memperhitungkan setiap kali periode iuran dengan memper-
timbangkan kekayaan sebelum dan kekayaan sesudah iuran.

Penelitian mengenai dana pensiun manfaat pasti telah dilakukan
oleh Hainaut dan Devolder (2007), mereka mempertimbangkan kebijak-
an pembagian yang optimal dan alokasi dana pensiun manfaat pasti
menggunakan kematian stokastik dengan model random walk process.
Josa-Fombellida dan Rincon-Zapatero (2008) meneliti mengenai investasi
optimal dan strategi iuran pada dana pensiun manfaat pasti. Ai, dkk. (2015)
mengembangkan kerangka konseptual dan desain ukuran risiko program
pensiun manfaat pasti untuk para penanggung dana pensiun.

Pendapatan tidak hanya dapat bertumbuh secara stokastik saja, akan
tetapi dapat bertumbuh secara deterministik. Eisenberg, dkk. (2013)
meneliti mengenai pendapatan deterministik, dimana dalam penelitian-
nya dikemukakan konsumsi optimal berdasarkan pendapatan deterministik.
Eisenberg (2016) mengembangkan penelitiannya dengan menambahkan
tingkat bunga deterministik dan stokastik. Dalam hal ini proses deterministik
digunakan untuk memodelkan surplus dengan fungsi kontinu. Untuk proses
stokastik digunakan untuk fungsi diskon (Eisenberg, 2016).

Berdasarkan uraian yang telah dikemukakan sebelumnya, penulis ingin
menggabungkan penelitian Yao, dkk. (2014) dengan penelitian Eisenberg,
dkk. (2013). Oleh karena itu pada penelitian ini akan dikemukakan tentang
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian dalam model multi-period mean-varian sebagai gabungan dari ke-
dua penelitian yang telah disebutkan. Berbeda dengan penelitian Yao,
dkk. (2014) yang dapat diterapkan pada pegawai swasta dengan pen-
dapatan yang bertumbuh secara stokastik, penelitian tesis ini memfokus-
kan pada pegawai negeri dengan tingkat pertumbuhan deterministik. Dalam

tesis ini akan diteliti mengenai model alokasi aset multi-period mean-varian
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terhadap dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan
juga risiko kematian. Selanjutnya akan diberikan simulasi numerik dengan
interpretasi yang berkaitan dengan model alokasi aset dana pensiun iuran
pasti untuk pendapatan deterministik dan risiko kematian dalam model

multi-period mean-varian.

1.2 Rumusan Masalah

Pokok masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini dapat dirumus-
kan sebagai berikut:

1. Bagaimana model alokasi aset multi-period mean-varian untuk dana
pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian?

2. Bagaimana hasil simulasi numerik model alokasi aset multi-period
mean-varian untuk dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan

deterministik dan risiko kematian?

1.3 Tujuan

Tujuan penelitian ini diberikan untuk menjawab tiap pertanyaan yang
dikemukakan dalam rumusan masalah.

1. Memperoleh model alokasi aset multi-period mean-varian untuk dana
pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian.

2. Menginterpretasikan setiap hasil simulasi numerik model alokasi aset
multi-period mean-varian untuk dana pensiun iuran pasti dengan pen-

dapatan deterministik dan risiko kematian.



1.4 Batasan Masalah

Beberapa batasan masalah yang diberikan pada penelitian ini adalah
sebagai berikut:

1. Aset-aset keuangan di dalam pasar tidak redundant.

2. Pengembalian-pengembalian dari aset keuangan dan tingkat per-
tumbuhan deterministik gaji pendapatan tidak bergantung antar
periode waktu yang berbeda.

3. Waktu kematian tidak bergantung terhadap pengembalian-
pengembalian dari aset keuangan dan tingkat pertumbuhan

deterministik gaji pendapatan.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

Teori dasar yang digunakan dalam bab ini mencakup pengertian
aset dan pembagiannya, model mean-varian, dana pensiun dan dua tipe
utama dana pensiun, pendapatan, model persamaan simultan, peluang
suatu kejadian, peluang hidup anggota dana pensiun, fungsi distribusi
kumulatif, fungsi kehidupan, ekspektasi, varian, hukum total peluang, serta
asumsi, lemma dan proposisi yang digunakan dalam penelitian. Subbab
sistem dinamik, persamaan Bellman, kontrol optimal stokastik, serta pengali
Lagrange digunakan sebagai dasar teori untuk menyelesaikan permasalah-
an kontrol optimal. Terakhir, diberikan hasil penelitian sebelumnya yaitu
penelitian Yao, dkk. (2014) dan Eisenberg, dkk. (2013) dengan disertakan

model pada masing-masing penelitian tersebut.

2.1 Aset

PSAK No. 16 mendefinisikan bahwa aset adalah seluruh kekaya-
an milik seseorang atau perusahaan yang akan memberikan manfaat
ekonomis bagi pemiliknya di masa mendatang (Ikatan Akuntansi Indonesia,
2011). International Financial Reporting Standards (2012) menyebutkan
bahwa aset merupakan sumber daya yang dikendalikan oleh perusahaan
sebagai akibat dari peristiwa masa lalu dan bentuk yang manfaat ekonomi
ke depannya diharapkan dapat mengalir ke perusahaan.

Berdasarkan risikonya aset dibagi menjadi dua macam, diantaranya

adalah aset bebas risiko dan aset berisiko (Yao, dkk., 2014).



1. Aset bebas risiko
Adapun pengertian dari aset bebas risiko yaitu aset yang tingkat return
di masa depannya sudah dapat dipastikan sekarang. Hal ini ditunjuk-
kan dengan varian dari returnnya sama dengan nol. Obligasi jangka
pendek oleh pemerintah adalah salah satu contoh aset yang bebas
risiko.

2. Aset berisiko
Aset berisiko merupakan aset dengan tingkat pengembalian di masa

depannya tidak pasti. Contohnya saham.

2.2 Model Mean-Varian

Model mean-varian pertama kali diperkenalkan oleh Harry Markowitz
pada tahun 1952. Model mean-varian ini bertujuan untuk mendistribusi-
kan dana secara efisien, ekspektasi risiko bergantung terhadap berbagai
kemungkinan ekspektasi return dengan mean-varian sebagai parameternya
(Markowitz, 1952).

Model Markowitz ini memanfaatkan hubungan antara pengembalian
mean dengan pengembalian varian dengan tujuan memperoleh risiko yang
minimal. Dikarenakan pemanfaatan relasi antara mean dan varian, model

Markowitz ini sering dikenal dengan model mean-varian.

2.3 Dana Pensiun

Dana pensiun adalah lembaga perantara keuangan yang men-
jembatani saat seseorang mengalami peningkatan penghasilan (usia
produktif) dan penerimaan penghasilan (usia tua), sehingga kehidupan di
masa tuanya akan terjamin secara finansial (Widjajanto, 2001).

Terdapat beberapa manfaat dalam sistem dana pensiun yang diberi-

kan sebagai manfaat tambahan karena kematian, pensiun dipercepat (ke-
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luar), pensiun karena tidak bisa bekerja (cacat), dan pensiun pada saat usia
pensiun. Menurut Futami dalam Wardhani, dkk. (2014) manfaat tambahan
yang dimaksud diantaranya adalah:
1. Manfaat pensiun janda/ duda yang dibayarkan karena meninggal.
2. Manfaat pensiun dipercepat yang dibayarkan bagi peserta yang ber-
henti bekerja atau keluar.
3. Manfaat pensiun cacat yang dibayarkan bagi peserta yang tidak bisa
bekerja karena cacat.
4. Manfaat pensiun yang dibayarkan bagi peserta yang telah mencapai
usia pensiun.
Hal ini menunjukkan bahwa terdapat adanya kriteria yang dipergunakan
untuk menentukan usia pensiun seseorang. Adapun kriterianya adalah
sebagai berikut:
1. Harapan hidup,
. Keadaan fisik tenaga kerja,

2
3. Keadaan kesempatan kerja,
4. Biaya penyelenggaraan,

5

. Struktur keluarga.

2.4 Klasifikasi Dana Pensiun

Menurut Winklevoss (1976) terdapat dua tipe utama program dana
pensiun, yaitu dana pensiun manfaat pasti dan dana pensiun iuran pasti.
Adapun penjelasan dari kedua tipe utama dana pensiun yaitu:

1. Dana pensiun manfaat pasti

Dana pensiun manfaat pasti atau defined benefit (DB) yaitu program

dana pensiun dimana manfaat pensiun merupakan kuantitas (jumlah-

an) yang pasti. Dengan kata lain, manfaat yang akan diperoleh pada

saat pensiun ditetapkan di muka. Secara umum, manfaat tersebut



didasarkan pada besarnya gaji seorang pegawai dan lamanya masa
jabatan (Winklevoss, 1976).
2. Dana pensiun iuran pasti

Defined contribution (DC) atau dalam bahasa Indonesia disebut
sebagai dana pensiun iuran pasti adalah dana pensiun dengan iuran
yang ditetapkan akan disisihkan setiap periodenya. Manfaat dari dana
pensiun iuran pasti ditentukan oleh besarnya akumulasi (Winklevoss,
1976). Selain dari besar akumulasi, Yao, dkk. (2014) menambahkan
bahwa manfaat dana pensiun ini juga bergantung kepada pengembali-

an investasi.

2.5 Pendapatan

Secara sederhana, pendapatan adalah arus masuk aset (aktiva) pada
seseorang atau perusahaan yang timbul dari penjualan barang dan jasa.
Pada perusahaan industri misalnya, timbulnya pendapatan terutama ber-
asal dari penjualan barang jadi. Sedangkan pada perusahaan dagang pen-
dapatan utamanya berasal dari penjualan barang yang didagangkan. Bagi
perusahaan jasa, perolehan pendapatan berasal dari pemberian jasa.

Berikut diberikan beberapa pandangan para ahli mengenai pengerti-
an pendapatan. Pendapatan merupakan peningkatan manfaat ekonomi
selama periode tertentu dalam bentuk pemasukan atau penambahan aset
yang berakibat pada naiknya ekuitas (Soemarso dalam Darmayanti, 2016).

Harahap (1993) memaknai pendapatan dalam tiga pengertian, yaitu:

1. Arus masuk aset akibat penjualan barang dan jasa,
2. Arus keluar barang dan jasa kepada konsumen atau pelanggan,
3. Hasil produksi dari perusahaan yang semata-mata akibat dari pen-

ciptaan barang dan jasa.
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Nafarin (2004) mengungkapkan bahwa pendapatan adalah kenaikan
pada modal pemilik yang dihasilkan dari penjualan barang, penyaluran jasa,
penyewaan harta, peminjaman uang dan termasuk semua kegiatan usaha
serta profesi yang bertujuan untuk mendapatakan penghasilan.

Berbagai pandangan para ahli tersebut memberikan suatu kesimpulan
bahwa pendapatan adalah seluruh peningkatan jumlah aset yang berasal

dari penjualan barang dan jasa dalam periode tertentu.

2.6 Model Persamaan Simultan

Model persamaan simultan merupakan persamaan yang memiliki ciri
variabel endogen (variabel terikat) pada suatu persamaan menjadi variabel
penjelas pada sistem persamaan yang lain (Gujarati, 2004). Dipandang
dari penggunaan variabel-variabel, model persamaan simultan dengan
model persamaan regresi tidak jauh berbeda karena masing-masing me-
miliki variabel bebas dan variabel terikat. Namun, pada model persama-
an simultan tidak lagi menggunakan istilah variabel bebas dan variabel ter-
ikat, tetapi menggunakan istilah variabel eksogen dan endogen. Perbedaan
penggunaan istilah ini dikarenakan variabel terikat pada persamaan regresi
hanya bisa dipengaruhi oleh variabel bebas dan tidak berlaku untuk se-
baliknya. Berbeda dengan model persamaan simultan, kedua variabel, baik
eksogen maupun endogen dapat saling mempengaruhi satu sama lain.

Sebagai ilustrasi contoh untuk persamaan simultan adalah hubungan
antara pendapatan sebagai variabel eksogen dengan konsumsi sebagai
variabel endogen. Dalam hal ini, pendapatan dapat mempengaruhi
konsumsi karena jika pendapatan naik maka diharapkan konsumsipun juga
akan ikut naik. Kenaikan konsumsi akan memicu peningkatan produksi
barang dan jasa guna memenuhi permintaan konsumsi, sehingga pen-

dapatan akan naik sebagai balas jasa untuk faktor produksi. Jadi dapat
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disimpulkan bahwa pendapatan dan konsumsi masing-masing saling mem-
pengaruhi.

Dikemukakan secara berturut-turut dalam penelitian ini bahwa 1, dan
yr+1 Sebagai gaji pendapatan pada waktu £ dan gaji pendapatan pada waktu
k + 1. Lebih lanjut, ¢, merupakan variabel deterministik yang hanya ber-
gantung pada k, dengan z;, dan z, secara berturut-turut adalah kekaya-
an dana pensiun sebelum dan setelah iuran pada waktu k. Kemudian di-
definisikan ¢ sebagai tingkat pertumbuhan deterministik dari gaji pendapat-
an yang berupa konstanta. Oleh karena demikian, secara matematis model

persamaan simultan untuk penelitian ini diperoleh sebagai berikut:

fk — Tk

Yk = )
Ck

Yk+1 = QYk-

Pada bentuk formula matematik tersebut dapat disimpulkan bahwa:
1. ¢ sebagai variabel eksogen,

2. y, dan y,.1 sebagai variabel endogen.

2.7 Peluang Suatu Kejadian

Himpunan dari semua hasil yang mungkin dari suatu percobaan
statistika disebut sebagai ruang sampel dan direpresentasikan dengan
simbol S (Walpole, dkk., 2012). Setiap hasil pada ruang sampel dinama-
kan dengan anggota atau unsur ruang sampel yang secara umum disebut
dengan titik sampel.

Walpole, dkk. (2012) mendefinisikan bahwa suatu kejadian adalah
himpunan bagian dari ruang sampel. Sebagai contoh diambil peluang ke-
jadian A. Untuk menentukan peluang suatu kejadian A, semua bobot titik
sampel pada kejadian A dijumlahkan. Oleh karena itu, peluang dari kejadian

A dinyatakan dalam Definisi 2.7.1.
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Definisi 2.7.1. Peluang suatu kejadian A adalah jumlah bobot semua titik

sampel yang termasuk A, sehingga

0<Pr(A) <1,Pr(@)=0dan Pr(7) =1

(Walpole, dkk., 2012).

2.8 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun

Peluang hidup anggota dana pensiun dalam tinjauan pustaka ini di-
gunakan sebagai dasar untuk mencari nilai peluang hidup dari anggota
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik yang bergantung
terhadap waktu akhir pensiun sebenarnya.

Misalkan S(k) (kK > 0) merupakan peluang kehidupan dari anggota
dana pensiun. Yao, dkk. (2014) merumuskan peluang hidup anggota dana

pensiun sebagai berikut
S(k) =Pr(r >k |7>0).
Peluang hidup S(k) dapat dibentuk menjadi

S(k) = e~ Jo Al)ds
(Pliska dan Ye, 2007).

2.9 Fungsi Massa Peluang (FMP)

Fungsi massa peluang (fmp) menginterpretasikan peluang untuk
variabel acak diskrit. Diasumsikan waktu akhir sebenarnya 7™ merupakan
peubah acak diskrit, maka p, adalah fungsi massa peluang (fmp) dengan
diberlakukannya tiga syarat:

1. pr >0,
2. Zpk: =1,
3. p: =Pr(T7 =k)
(Walpole, dkk., 2012).
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2.10 Fungsi Distribusi Kumulatif
Fungsi distribusi kumulatif dibagi menjadi dua jenis, yaitu fungsi

distribusi kumulatif diskrit dan fungsi distribusi kumulatif kontinu.

Definisi 2.10.1. Fungsi distribusi kumulatif diskrit
Fungsi distribusi kumulatif F'(k) dari variabel acak diskrit 77 dengan fungsi

densitas f(k) adalah

F(k)=Pr(T" <k)=>_ f(t), untuk — oo < k < o0.

t<k

Definisi 2.10.2. Fungsi distribusi kumulatif kontinu
Fungsi distribusi kumulatif F'(k) dari variabel acak kontinu 77 dengan fungsi

densitas f(k) adalah

k
F(k)=Pr(T" <k)= / f(t)dt, untuk — oo < k < o0

(Walpole, dkk., 2012).

2.11 Fungsi Kehidupan

Anggap umur kematian seseorang yang baru lahir adalah 77, dengan
T™ merupakan variabel acak kontinu. Misalkan fungsi distribusi dari 7"

adalah F(k) dengan
F(k)=Pr(T" <k), k>0.
Bowers, dkk. (1997) memformulasikan fungsi kehidupan sebagai berikut
S(ky=1—F(k)=Pr(T" > k), k=>0.

Diasumsikan bahwa F'(0) = 0 yang mengakibatkan S(0) = 1. Untuk setiap
k yang bernilai positif, S(k) merupakan peluang seseorang untuk mencapai

umur k tahun.
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2.12 Ekspektasi

Nilai ekspektasi X merupakan bobot rata-rata dari nilai-nilai yang
mungkin untuk X dapat diambil (Ross, 2010). Berdasarkan kasusnya,
Ross (2010) membagi ekspektasi ke dalam dua jenis, yaitu ekspektasi
kasus diskrit dan ekspektasi kasus kontinu. Dalam penelitian ini diterapkan
ekspektasi untuk kasus diskrit.

Pandang X sebagai variabel acak diskrit dengan fungsi massa peluang

(fmp) pr, maka nilai ekspektasi dari variabel acak X adalah

2.13 Varian

Ross (2010) mendefinisikan Var(X) sebagai variabel acak X dan me-
misalkan E[X]| = d. Dalam tesis ini dasar teori yang digunakan yaitu varian
dengan kasus diskrit. Pandang bahwa X diskrit dengan fmp p,, sehingga
diperoleh
Var(X) =E [(X — d)?]

=E [X*—2dX + d*

= Z (2% — 2dx + d*)py

z:p >0
=D @pe—2d Y ape+d® Y
x:pp >0 z:pr >0 z:p(z)>0

= E[X?] — 2dd + d*
= E[X?] — 2d* + d?
= E[X?] — d?

Var(X) = E[X?] — (E[X])%.
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Jadi diperoleh bentuk umum varian yaitu

Var(X) = E[X] — (E[X])”
(Ross, 2010).

2.14 Hukum Total Peluang

Hukum total peluang pada tesis ini digunakan sebagai konsep dasar

untuk mencari nilai yang ekivalen dengan model penelitian mean-varian.

Teorema 2.14.1 (Hukum Total Peluang). Apabila kejadian-kejadian
B1, By, ..., B, merupakan bagian dari ruang sampel S sedemikian sehingga
Pr(B;) #0 untuki=1,2,...,k, maka untuk beberapa kasus A dari S

diperoleh
k k

Pr(A) =Y Pr(B;NA)=> Pr(B;)Pr(A|B))

(Walpole, dkk., 2012).

Bs

Gambar 2.1. Pembagian dari Ruang Sampel S

Bukti. Kejadian A diketahui sebagai gabungan dari kejadian-kejadian yang

saling eksklusif By N A, BoN A, ..., By N A, sedemikian sehingga

A= (BiNA)U(ByNA)U...U(ByNA. (2.1)
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Peluang dari kejadian A adalah
Pr(A) =Pr[(BiNA)U(BsNA)U...U(ByNA)

= Pr(B,NA)

1=0

k
= Z Pr(B;) Pr(A | By).

2.15 Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu sistem yang selalu mengalami per-
ubahan. Sistem ini dapat diketahui kondisinya pada masa mendatang apa-
bila diketahui kondisinya sekarang maupun pada masa silam. Berdasar-
kan bentuknya, Alligood, dkk. (2000) membagi sistem dinamik menjadi dua
jenis, yaitu sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Dalam pe-
nelitian ini digunakan bentuk sistem dinamik diskrit. Adapun bentuk umum

dari sistem dinamik diskrit adalah sebagai berikut

o1 = f(zy), k€ ZatauN, z € R.

2.16 Persamaan Bellman

Persamaan Bellman diperoleh dengan memformulasikan program

dinamik. Pemrograman dinamik dapat diformulasikan dengan memisalkan

Trr1 = f(n, ur) (2.2)

sebagai suatu fungsi objektif pada saat k, dengan z, adalah variabel
stokastik dan u, adalah variabel kontrol. Fungsi biaya (performance index)

yang diperoleh yaitu

=

Ji(zi) = ¢(N,zn) + - Lk, ug), (2.3)

1

i
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dimana [i, N| waktu interval. Jika diaplikasikan kontrol sebarang u; dan

digunakan kontrol optimal yang telah diketahui dari £+ 1, hasil biaya menjadi

L(wg, ug) + i (Trg1), (2.4)
dimana x; merupakan state pada waktu k dan x., diberikan oleh Persama-
an (2.2). Lewis, dkk. (2008) memformulasikan bentuk umum dari Persama-

an Bellman pada biaya optimal dari waktu £ untuk fungsi minimum yaitu

i (o) = min(L(w, ue) + ElJg (@re)]), (2.5)
atau untuk fungsi maksimum
T () = max(L(as, ug) + B 1 (@en)]): (2.6)

Kontrol optimal u; merupakan u; yang mencapai nilai minimumnya atau

maksimumnya.

2.17 Kontrol Optimal Stokastik

Penentuan kontrol optimal pada suatu sistem kontrol dapat dipandang
dalam dua jenis permasalahan, yaitu permasalahan deterministik dan per-
masalahan stokastik (Lewis, dkk., 2008). Bentuk umum sistem kontrol pada

permasalahan stokastik adalah
Tht1 ZACL’k + Buk + ka, (27)
2k ZHZL'k + Vg, (28)
dengan k£ merupakan indeks waktu, £ = 1,2,...,n, z,,; adalah variabel
stokastik dikarenakan adanya vaiabel w; dan v, yang merupakan white
noise, u; merupakan variabel kontrol, serta A dan B merupakan matriks

konstanta.

Persamaan (2.7) dapat dibentuk menjadi persamaan berikut
Tpt1 = f(l’k, uk) + ka, k> 1. (29)

Untuk menjadikan Persamaan (2.9) menunjukkan perilaku yang diinginkan
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selama selang waktu [, V], diperlukan fungsi biaya sebagai berikut
N—-1

Ji(w:) = ¢(N,an) + ) Llw, up), (2.10)

k=1
dimana ¢ dan L merupakan fungsi deterministik. Anggap u; meminimum-
kan atau memaksimumkan fungsi biaya yang berupa fungsi ekspektasi,
dengan nilai ekpektasi
ji = E[Ji(@s)], (2.11)
sehingga dinotasikan nilai optimal untuk Persamaan (2.11), sebagai
Ji = min(j;) = E{muin[Ji(fi)]}7 (2.12)
atau
gi = max(j;) = E{max|Ji(z:)]}. (2.13)
Nilai u; yang menjadi solusi dari Persamaan (2.12) atau Persama-
an (2.13) dinotasikan dengan ;. Nilai dari u; merupakan turunan pertama
dari Persamaan (2.12) atau Persamaan (2.13) terhadap u;. Selanjutnya
akan dihitung nilai minimum atau maksimum dari fungsi biaya dengan cara
mensubstitusi nilai u; terhadap Persamaan (2.12) untuk masalah minimum
dan Persamaan (2.13) untuk masalah maksimum, sehingga diperoleh

E[J; ()]
(Lewis, dkk., 2008).

2.18 Pengali Lagrange

Pengali Lagrange digunakan sebagai dasar untuk menyederhana-
kan model mean-varian dengan cara mengeliminasi fungsi kendala dalam

sistem persamaan untuk mencari nilai maksimum atau minimum dari fungsi
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tujuan. Ito dan Kunish (2008) menetapkan bentuk umum permasalahan

optimasi sebagai berikut

min f(z,y),

b.k. g(z,v), (2.14)

dengan

b.k. : berdasarkan kendala.

Teorema 2.18.1 (Pengali Lagrange). Misalkan f(x,y) dan g(x,y) mem-

punyai turunan parsial kontinu. Jika nilai optimal dari f pada
g(x,y) =C (2.15)

terjadi di titik P dengan Vg(P) # (), maka terdapat ., sehingga berlaku
Vf(P) = pVg(P) (2.16)

(Budhi, 2001).

Bukti. Karena Vg(P) # (O, salah satu dari turunan parsial ¢ di titik P tidak
sama dengan nol. Dapat diasumsikan bahwa g—g(P) # 0. Dapat diselesai-
kan Persamaan (2.15) sebagai y = ¢(z) atau dengan kata lain dapat di-
parameterisasikan sebagai r(k) = (z(k),y(k)) = (k,¢(k)). Dimisalkan
bahwa r(ky) = P dan k, merupakan titik dalam daerah definisi r(k), se-
hingga fungsi h(k) = f(r(k)) mencapai ekstrem di ko. Turunan fungsi h

terhadap £ mempunyai nilai
h'(k) =V f(x(k)) - (k) =0. (2.17)

Karena terdapat di R?, maka V f dan Vg # O di P terletak pada satu garis.

Hal ini mengakibatkan terdapat i, sehingga Persamaan (2.16) berlaku. [

Budhi (2010) mengembangkan metode untuk menghitung nilai optimal

yaitu dengan membentuk fungsi:

H(z,y,p1) = f(2,y) — pu(g(x,y) — O), (2.18)
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dengan . merupakan pengali Lagrange. Nilai optimal didapatkan dengan

menghitung titik kritis dari fungsi H, yaitu

OH

OH B of dg B

9z or "or 0 (2.20)
oH Of g

8_y — 3 M@y = 0. (2.21)

2.19 Asumsi, Lemma dan Proposisi yang Digunakan dalam Peneliti-
an

Diberikan asumsi, lemma dan beberapa proposisi yang ditetapkan

untuk digunakan dalam penelitian.
Asumsi 2.19.1. E[P,] # 0, untuk k£ = 0,1,..., 7 — 1 (Yao, dkk., 2014).

Lemma berikut digunakan dalam rumus komputasi untuk mencari

Wi, Mgy g, A, v dan gg.

Lemma 2.19.1. Anggap bahwa seri {l,} memenuhi I, = Il 1tk + Sk,

k=0,1,...,T — 1 dan Iy ditetapkan, sehingga

T—-1 T-1 i—1
=1 [+ s ][4 (2.22)
i=k i=k  j=k

(Yao, dkk., 2014).

Selanjutnya diberikan dua buah proposisi untuk mendasari penelitian ini.

Proposisi 2.19.1. Untuk £ = 0,1,...,T, didapatkan w, > 0 (Yao, dkk.,
2014).

Bukti. Diketahui dari Persamaan (5.9) bahwa pr > 0 dan berdasarkan
Asumsi 1 yang menyatakan bahwa aset-aset keuangan di dalam pasar tidak
redundant, maka diperoleh Ay > 0 untuk &£ =0, 1, Lo ,T — 1. Oleh karena itu

T i—1
dengan Persamaan (5.19) didapatkan w, = Y _p; [[4; > 0. O
i=k =k
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Proposisi 2.19.2 berikut digunakan untuk menunjukkan eksistensi solusi

untuk Persamaan (5.38).
Proposisi 2.19.2. o, < Ountuk £ =0,1,...,7 — 1 (Yao, dkk., 2014).

Bukti. Menurut Asumsi 1, aset-aset keuangan di dalam pasar tidak
redundant, maka E[P.P[] merupakan definit positif, begitu juga
dengan E~'[P,P!]. Asumsi 2.19.1 menyatakan E[P,] # 0, maka
D, = E[P|JE-'[P.PYJE[P;] > 0. Diketahui dari Persamaan (5.9) bahwa
pr > 0 dan wg,1 > 0 dari Proposisi 2.19.1, untuk £ = 0,1,...,7 — 1. Oleh

karena itu dengan Persamaan (5.26) dan Persamaan (5.27) didapatkan

T p2 h2
ap = — D, < LDy =prDyp_1 <0,
i Wi41 wr
untuk £ =0,1,...,7 — 1. [

2.20 Model Dana Pensiun luran Pasti dengan Pendapatan Stokastik
dan Risiko Kematian

Model dana pensiun ini diformulasikan oleh Yao, dkk. (2014). Di-
asumsikan bahwa anggota dana pensiun masuk program dana pensiun
saat 0 dan masa pensiunnya adalah 7. Sebelum memasuki masa pensiun,
anggota tersebut harus mengkontribusikan sejumlah uang pada awal tiap
periode sesuai kesepakatan yang diberikan. Ketika anggota memasuki
masa pensiun, kekayaan dana pensiun anggota dapat diubah menjadi
anuitas, sehingga anggota pensiun dapat menerima dana pensiun terjadwal
setiap periodenya. Apabila anggota program dana pensiun meninggal se-
belum mencapai masa pensiunnya, ahli waris anggota dapat mengambil
semua dana miliknya yang telah diasuransikan.

Misalkan y, merupakan gaji pendapatan yang diperoleh pada waktu k

dan memenuhi bentuk dinamik

Yk+1 = QkYk; (2.23)
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dimana ¢, merupakan variabel eksogen yang merepresentasikan tingkat
pertumbuhan deterministik terhadap periode k. Diasumsikan bahwa ¢, > 0
untuk setiap £ = 0,1,...,7 — 1 (Yao, dkk., 2014). Secara lebih lanjut, Yao,
dkk. (2014) memformulasikan kekayaan dana pensiun setelah iuran pada
waktu k yang dinotasikan dengan z, yaitu

2k = Tk + CrlYk,

dimana x; merupakan kekayaan sebelum iuran pada waktu £ dan ¢y, me-
rupakan jumlahan yang anggota sumbangkan pada waktu k, dengan ¢
adalah variabel deterministik yang bergantung hanya pada k.

Yao, dkk. (2014) memformulasikan kekayaan dana pensiun sebelum

dan sesudah iuran pada waktu k£ + 1 dalam bentuk sistem dinamik berikut

n
_ 0.0 Qi
Tyl = €Uy + E Ex Uy (2.24)
i=1
dan
0 t
Zk+1 = 2k€g + Crr1qkYk + Prug,
dimana:
t (1 0.2 0 n_ 0
Pk _(ek_eknek €y 6 _ek)a
1 2 n\t
wp =(up, ug, ..., up)’.

Notasi u;, dan e, secara berturut-turut sebagai jumlahan yang diinvestasikan
dalam aset ke—: selama periode ke—k dan pengembalian acak dari aset
ke—i selama periode ke—k.

Manajemen investasi pada dana pensiun oleh Yao, dkk. (2014) meng-

gunakan model mean-varian yang diberikan dalam bentuk

4

min {Var[zr-] := E[z%,] — d*},

u€EBq

bk. Elxr-]=d, ki1 = Vs,

Tpi1 = (zh + cryr)ed + Pluy.
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2.21 Model Konsumsi  Optimal Berdasarkan = Pendapatan
Deterministik

Eisenberg, dkk. (2013) meneliti mengenai konsumsi optimal ber-
dasarkan pendapatan deterministik. Dalam penelitiannya dianggap bahwa
individu atau keluarga memiliki kekayaan awal, pendapatan dan konsumsi
(kebutuhan) barang dan jasa.

Formulasi model oleh Eisenberg, dkk. (2013) yaitu proses kekayaan

deterministik dikurangi dengan konsumsi diperoleh sebagai berikut:

dXC =y, dt — dCy,

dimana:

X . state pada waktu t,

1 - laju kekayaan deterministik pada waktu ¢,
C; . konsumsi pada waktu t.

Pada penelitian Eisenberg dianggap bahwa individu atau keluarga yang

pendapatannya mengalir dideskripsikan dalam bentuk deterministik.



BAB Il

KERANGKA KONSEP PENELITIAN

Kerangka konsep penelitian pada bab ini dibentuk berdasarkan pada
dua penelitian. Yao, dkk. (2014) membahas mengenai aset alokasi
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan stokastik dan risiko kemati-
an menggunakan multi-period mean-varian. Model multi-period mean-
varian merupakan model yang penting untuk memaksimumkan return dan
meminimumkan risiko (Yao, dkk., 2014). Model multi-period mean-varian
pada penelitian Yao, dkk. (2014) memberikan gambaran bahwa model
mean-varian tersebut didasarkan pada multi-period dimana periode iuran
anggota merupakan multi-period. Hal ini didasarkan dengan memper-
timbangkan kekayaan dana pensiun sebelum iuran (z;) dan kekayaan
dana pensiun setelah iuran (z;). Pendapatan tidak hanya memiliki ke-
naikan stokastik saja, akan tetapi memiliki kenaikan secara deterministik.
Eisenberg, dkk. (2013) meneliti mengenai konsumsi optimal berdasarkan
pendapatan deterministik. Pendapatan deterministik merupakan pendapat-
an dengan tingkat kenaikan tiap periodenya adalah tetap (konstan) dan
kenaikannya pada waktu tertentu. Model multi-period mean-varian dalam
penelitian ini dilakukan pada pendapatan deterministik dan risiko kematian
pada alokasi aset dana pensiun iuran pasti. Kerangka konsep penelitian

dapat dideskripsikan pada Gambar 3.1.
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Dana pensiun iuran pasti
dengan pendapatan
stokastik dan risiko kematian
model multi-period mean-
varian (Yao, dkk. 2014).

Konsumsi optimal berdasar-
kan pendapatan deterministik
(Eisenberg, dkk. 2013).

Bentuk dinamik
gaji pendapatan

Yk+1 = qrYk-

Formulasi kekayaan
dana pensiun setelah
iuran pada waktu k&

2 = T+ CLYk-

Formulasi model ke-
kayaan deterministik di-
kurangi dengan konsumsi:

AdXE = pydt — dC;.

Formulasi kekayaan dana
pensiun sebelum dan se-
sudah iuran pada waktu £ + 1

0, pt
Trpr = (@ + ceyr)eg + Prug,

0 ¢
Zhrl = 2k + Chp1 @iy + Prug.

Manajemen investasi
pada dana pensiun meng-
gunakan model multi-
period mean-varian.

Pengaplikasian pada beberapa
prinsip program dinamik

Dalam tesis ini dilakukan modifikasi model Yao,
dkk. (2014) dengan mengubah pendapatan
stokastik menjadi pendapatan deterministik.

Gambar 3.1. Kerangka Konsep Penelitian




BAB IV

METODE PENELITIAN

Beberapa langkah yang dilakukan dalam penelitian dana pensiun iuran
pasti dengan pendapatan deterministik ini adalah sebagai berikut:

1. Memodifikasi formula gaji pendapatan pada waktu k£ + 1 (Yao, dkk.,
2014) dengan mengubah gaji pendapatan menjadi tingkat pertumbuh-
an deterministik.

2. Menentukan persamaan dari kekayaan dana pensiun setelah iuran
pada waktu k. Rumus ini bergantung pada kekayaan dana pensiun
sebelum iuran dan jumlah yang anggota sumbangkan pada waktu k.

3. Menentukan persamaan dari dana pensiun setelah iuran pada waktu
k + 1. Pada bagian ini akan ditentukan terlebih dahulu nilai dari z, 1,
kemudian akan diperoleh persamaan dari kekayaan dana pensiun
setelah iuran pada waktu £ + 1.

4. Menentukan peluang hidup anggota dana pensiun. Hal yang pertama
dilakukan pada langkah ini adalah menentukan waktu akhir sebenar-
nya dari kematian kemudian mendapatkan peluang hidup anggota
dana pensiun.

5. Menentukan model persamaan multi-period mean-varian dari per-
masalahan penelitian.

6. Diperoleh model mean-varian untuk penelitian.

7. Menentukan skema solusi. Tujuan dari langkah ini adalah untuk me-
nentukan nilai optimal, persamaan komputasi, strategi optimal «; dan

didapatkan fungsi minimumnya.
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8. Menentukan strategi investasi efisien dan batasan efisien. Hal yang
pertama dilakukan adalah mendapatkan solusi optimal x*, kemudian
ditentukan strategi optimal mean-varian u;. Selanjutnya ditentukan
persamaan batasan efisien.

9. Simulasi numerik.

10. Kesimpulan dan saran.
Berikut disajikan diagram alir untuk lebih mempermudah pemaham-
an mengenai langkah-langkah yang akan digunakan untuk menyelesaikan

masalah pada penelitian ini.



e

Formula gaji pada waktu k + 1
yr+1 (Yao, 2014)

|

Modifikasi formula gvaji pada waktu k + 1
Ye+1

|

Menentukan persarﬁaan dari kekayaan
dana pensiun setelah iuran pada waktu &

|

Menentukan persvamaan dari dana
pensiun setelah iuran pada k + 1

|

Menentukan Beluang hidup
anggota dana pensiun

|

Menentukan model
multi-period mean-varian

1l

v

Diperoleh model penelitian

Menentukan skema solusi

|

Menentukan stvrategi investasi
efisien dan batasan efisien

1l

v

Simulasi numerik

|

v

Kesimpulan dan saran

Selesai

Gambar 4.1. Diagram Alir Metode Penelitian
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BAB V

HASIL DAN PEMBAHASAN

Model alokasi dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan
deterministik dan risiko kematian menggunakan multi-period mean-varian
diberikan pada bab ini. Langkah awal pembentukan model dilakukan
dengan menentukan gaji pendapatan pada periode k£ + 1 dengan me-
modifikasi pendapatan stokastik pada penelitian Yao, dkk., (2014) menjadi
tingkat pertumbuhan deterministik. Langkah berikutnya diberikan bentuk
umum dari kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu £ dan k£ + 1,
memperoleh bentuk persamaan peluang hidup anggota dana pensiun, se-
hingga diperoleh model dari multi-period mean-varian untuk dana pensiun
iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko kematian. Kemudian
merancang skema solusi, menentukan strategi investasi efisien dan batas-
an efisien. Terakhir diberikan simulasi numerik dan interpretasinya untuk
tiap simulasi.

Dianggap bahwa anggota dana pensiun masuk program dana pensiun
pada waktu 0 dan direncanakan untuk pensiun pada waktu 7. Sebelum
masa pensiunnya, anggota harus mengkontribusikan sejumlah uang di awal
tiap periode yang telah ditetapkan. Setelah memasuki masa pensiun,
anggota dana pensiun dapat mengkonversi kekayaan dari dana pensiunnya
menjadi anuitas, sehingga dapat menerima dana pensiun yang terjadwal

pada tiap periode untuk masa pensiunnya.
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5.1 Gaji Pendapatan pada Waktu k + 1

Persamaan gaji pendapatan pada penelitian ini berdasarkan pada pe-
nelitian Yao dkk., (2014) dengan mengubah tingkat pertumbuhan stokastik
menjadi tingkat pertumbuhan deterministik.  Diasumsikan bahwa gaji
pendapatan memiliki kenaikan secara deterministik, sehingga memenuhi

bentuk dinamik berikut:
Yi+1 = qYk, kZO,l,,T—l (51)

Persamaan (5.1) merupakan bentuk umum yang digunakan untuk memper-

oleh gaji pendapatan pada waktu k£ + 1 dengan mempertimbangkan gaji

pendapatan periode sebelumnya, dimana

g : variabel acak eksogen yang mewakili tingkat pertumbuhan
deterministik dari gaji pendapatan,

Yy Qaji pendapatan pada waktu k.

5.2 Kekayaan Dana Pensiun Setelah luran pada Waktu k

Kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu &£ merupakan per-
samaan yang diperoleh dari penjumlahan kekayaan dana pensiun sebelum
iuran pada waktu k£ dengan nominal yang anggota kontribusikan pada
waktu k. Anggap bahwa ¢y, merupakan nominal (jumlahan) yang anggota

kontribusikan, sehingga persamaan yang diperoleh adalah sebagai berikut

2k = Tk + CkYk,
dimana:
¢, : prosentase iuran dari gaji pokok berupa variabel deterministik yang
hanya bergantung pada k,
xr : kekayaan dana pensiun sebelum iuran waktu k,

2, : kekayaan dana pensiun setelah iuran waktu k.
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Dalam penelitian ini, anggota dana pensiun tidak perlu mengkontribusi-
kan untuk tiap periode, sehingga terdapat dua keadaan yaitu:

1. ¢, = 0 ketika anggota dana pensiun tidak perlu mengkontribusikan
selama periode k. Keadaan ini terjadi ketika anggota sudah memasuki
masa pensiunnya,

2. ¢, > 0 ketika anggota dana pensiun perlu mengkontribusikan selama
periode k. Keadaan ini terjadi ketika anggota mulai masuk program
dana pensiun sampai pada periode tepat sebelum masa pensiunnya.

Misalkan ¢, < 0, maka ¢y, diartikan sebagai konsumsi dari anggota atau
distribusi dari dana pensiun selama periode k, £k = 1,2,...,7. Hal ini
berarti bahwa anggota memberikan sejumlah kontribusi dari asetnya untuk
memenuhi kebutuhan pensiun sehingga kekayaan dana pensiun tidak ber-
tambah, melainkan akan berkurang. Oleh karena itu, model ini juga dapat
digunakan untuk masalah alokasi dana pensiun saat fase dekumulasi. Fase
dekumulasi adalah periode dimana akumulasi aset ditarik untuk mendanai

kebutuhan pensiun.

5.3 Kekayaan Dana Pensiun Setelah luran pada Waktu k + 1

Akan ditentukan terlebih dahulu persamaan z,,.; guna mendapatkan
bentuk umum persamaan kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu
k + 1. Diasumsikan bahwa dana pensiun dapat diinvestasikan dalam
n+ 1 aset, dimana aset ke—0 pada periode ke—k ditunjukkan oleh kekayaan
sebelum iuran pada periode ke—k. Jumlah yang diinvestasikan untuk aset
ke—i selama periode ke—k dinotasikan dengan «:, sehingga jumlah yang

diinvestasikan untuk aset ke—0 selama periode ke—k adalah

ugzzk—Zuiz(xknLckyk)—Zuz, k=1,2,....,T, i=12...,n.
=1 =1
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Berdasarkan bentuk dinamik Persamaan (2.24), diperoleh hasil sebagai

berikut:
Tht1 = 62 (zr + cryr) Z uk + Z ekufc
= ey (Tx + cryr) — € Zu; + Z el
i=1 i=1
n n
= (a1 + cryr)en — Z edul + Z e Uy,
: —

= (T + cryr) €k+z k€U
i=1

Uy,
2
= (2 + cryr)en + (e — e er —el, ... ef —eb) uk
uy;
Ty = (T + Ckyk)eg + P,ﬁuk, (5.2)
dimana:
Pl = (e} —e}, ez —el, ... el —ed),
up = (up, u, ..., up)t,

dengan u, dan e secara berturut-turut merupakan jumlahan yang di-
investasikan untuk aset ke—i selama periode ke—k dan pengembalian acak
dari aset ke—i selama periode ke—k.

Berikut diperoleh bentuk umum dari kekayaan dana pensiun setelah
iuran pada waktu k£ + 1. Dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:

1. Mengalikan kedua ruas dari Persamaan (5.1) dengan ¢,
Ck+-1Yk+1 = Cp+19Yk-
2. Menjumlahkan Persamaan (5.2) dengan hasil dari langkah pertama

Tyt + Chr1 Ve = (T + ckyk)ei + Cr119Yk + P;ﬁuk- (5.3)
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3. Substitusi z;, = z1 + cpyr dan zp 1 = Ty + 1y ke dalam Persama-

an (5.3), sehingga diperoleh Persamaan (5.4).
Zhal = 2k, + Cr1qyr + Plug, (5.4)

Persamaan (5.4) merupakan bentuk umum dari kekayaan dana

pensiun setelah iuran pada waktu £ + 1.
5.4 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun

Anggota dana pensiun direncanakan untuk pensiun pada waktu 7.
Meskipun ditetapkan waktu pensiun tersebut, pada realitanya anggota
program dana pensiun mungkin akan meninggal sebelum waktu 7" karena
risiko kematian. Anggap anggota dana pensiun hidup pada waktu a = 0 dan
untuk masa hidupnya (waktu kematiannya) dinotasikan dengan 7, sehingga

diperoleh dua keadaan untuk waktu akhir sebenarnya

k, k—1<7<k dan 1<k<T-1,
T = (5.5)

T, >T-1.

Jika anggota dana pensiun meninggal saat periode waktu (£ — 1), maka
T™ = k. Jika meninggal setelah T'— 1, maka waktu akhir sebenarnya adalah
T. Selanjutnya ditentukan fmp untuk 7'7. Misalkan S(k)(k > 0) merupakan

peluang hidup dari anggota dana pensiun, yaitu
S(k)=Pr(r > k| 7>0), (5.6)

dimana Pr(-) merupakan ukuran peluang. Diketahui bahwa peluang ke-

hidupan S(k) dapat diekspresikan menjadi Persamaan (5.7).

S(k) = e~ Jo Al)ds, (5.7)
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dimana /(s) merupakan intensitas kematian. Dengan menggunakan Per-
samaan (5.5) dan Persamaan (5.6) diperoleh
pr=Pr(T"=k) = Prk—1<7<k)
= F(k)—F(k—-1)
= S(k—1)— S(k),
pr=Pr(I"=k) = Pr(r>T-1)
= 1-F(T-1)
= S(T'-1).

Jadi p;, dapat disederhanakan menjadi Persamaan (5.8)

Sk—1)—-S(k), k=1,...,T—1,
pri=Pr(I"=k) = (5.8)

S(T-1), k=T.
Berdasarkan Persamaan (5.7) dan Persamaan (5.8), didapatkan fmp dari

waktu akhir sebenarnya, yaitu

e~ Jo " Bl)ds e‘fokﬂ(s)ds, k=1,....,T —1,
P = (5.9)
e~ Jo B 5 ) k=T,
karena
S(k—1) = e h Bl)s,
S(k) = e Jo Bls

ST 1) = = s

5.5 Model Multi-Period Mean-Varian

Masalah alokasi aset optimal untuk dana pensiun iuran pasti berdasar-
kan model multi-period mean-varian mengacu pada masalah untuk me-
nemukan strategi investasi optimal yang diterima dengan meminimumkan
varian dari kekayaan terakhir untuk ekspektasi kekayaan terakhir yang di-

berikan oleh d,
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(

min - {Varlzer] = Ef27.] — &},
bk. Elzr-]=d, Ypi1 = qus, (5.10)
Tryr = (Tx + i) €] + Plug,
dengan:
O = koleksi dari semua strategi yang diterima mulai periode ke—0,
E[-] = operator ekspektasi,
Var[-] = operator varian,
d = ekspektasi kekayaan terakhir.

Solusi v* dari Persamaan (5.10) disebut sebagai strategi investasi
efisien dengan v* = {uj;k =0,1,...,T — 1}. Titik (Var[zr-],d) merupakan
titik efisien yang sesuai dengan strategi investasi pada ruang mean-varian,
sehingga batasan efisien adalah himpunan dari seluruh titik efisien.

Didefinisikan p, = 0. Dengan hukum total peluang, berdasarkan
Asumsi 3 diperoleh

Elzy-] = ZE [ | TT = s] Pr(T7 =)

s=0

T T
:ZZxSPr(a:TT =z, |T" =s)Pr(I" = s)

s=0 s=0
T T
Pr(xpr = 25,177 = s)
—~ . Pr(T" =
D) gy T = )
s=0 s=0

[M] =
] =

xs Pr(zpr = 25, T7 = 5)

Il
o
I
o

S S

T

:EZxSPr(a:TT =z5,17 = s)

s=0

T
=K Z TsPs,
s=0
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T
E[z7.] = ZE the | TT = 5] Pr(T7 =)
s=0
T T
:ZZ@&PI .TTT—LE2|TT—S)P1"(T s)
s=0 s=0
:v T—x A —s)
:Zng igr T =) Pr(T7 = s)
s=0 s=0
T T
:Zfo,Pr Tpr =2 TT—S)
s=0 s=0

Secara singkat hasil yang telah diperoleh dapat dibentuk menjadi Persama-

n (5.11) berikut:

; — -

T
E[.Z'TT] = ZE [xTr ’ 77 = S:| PI'(TT = S) =E Zpsxs )
5=0 = (5.11)
T T
Blrh) = S B [oh |77 =] PT" = 9) =B | 3 pur?
s=0
\ | J

Hal ini mengakibatkan model Persamaan (5.10) ekivalen dengan

.
T
min E E psxi —d? ),
u€Bq 0
sS=

A
O

(5.12)

T
Zpsxs = da
s=0

Yk+1 = QYk, Tk+1 = (*Tk: + Ckyk)eg + P,ﬁuk,

karena

xTT =E Z TsPs,
E[z2,] =E Z TiPs-
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T

Selanjutnya substitusi persamaan kendala E Zpsazs =d| ke dalam
s=0

fungsi tujuan dari model Persamaan (5.12) dengan menggunakan metode

Lagrange. Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:
T
1. Membuat ruas kanan fungsi kendala E Zpsxs = d| menjadi sama
s=0
dengan nol dengan mengurangi kedua ruas dengan d

T
. 2|
o {rfEre] o}
T
bk. E Zpsxs —d=0,
s=0

Yk+1 = QYk, Tg4+1 = (l”k + ckyk)ei + szuh

\

2. Menetapkan pengali Lagrange, yaitu sebesar 2 dan mensubstitusi-
T

kan persamaan kendala E | Y ~p,z,| — d = 0 pada fungsi tujuan
s=0
( T T
min E Zpsmg —d*+2u | E Zpsxs —d ,
v =0 =0 (5.13)
bk Yy =quk, Tps1 = (xk + Ckyk>€2 + P;ﬁuk-
Ditetapkan
T T
E Zpsxi —d*+2u | E Zpsxs —d
s=0 s=0
[ T T
=K Zpsxi —d*+E ZQ,upsa:s —2ud
s=0 s=0
[ T
=E | Y poal + 2upar, | — d® — 2pud, (5.14)
s=0

dan (—d* — 2ud). Persamaan (5.13) ekivalen dengan masalah optimasi

(5.15). Dalam arti bahwa solusi optimalnya adalah sama
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T
min E Z (psxg + 2,upsxs) )
u€Bo par (5.15)
bk k1 =qu, T = (xk + Ckyk>€2 + P/ﬁuk-

Selanjutnya, dibuat transformasi variabel state untuk Persamaan (5.15).

Persamaan (5.15) dapat dibentuk seperti berikut:

T
min |7 (ol — ) + 20z - ew) |
s=0
bk yks1 =que,  Trer = (x + cryp)ef + Pluy, (5.16)

Tht1 + Cor1Ykr1 = (Tx + ckyk)ei + Ck+19Yr + Péuk,

0 ¢
2kl = Zkep + Chr1qyr + P,
\

karena z, = z, — c,ys. Untuk menyelesaikan Persamaan (5.16) digunakan
pendekatan program dinamik.

Misalkan fi(zx,yx) adalah fungsi nilai optimal dari Persamaan (5.16)

mulai dari waktu k£ dengan state awal z; dan y;, sehingga

;

T
fu(zk,y) = min > (ps(zs — ¢sys)” + 2ups (25 — Csys)> | (zks9k) |
o 1s=0
b.k. Ykl = qQUk,  Thp1r = (2 + cryr)e) + Plug, (5.17)

Thy1 + Chp1Yrt1 = (g + Ckyk)eg + crr1qyk + Pluy,

_ 0 t
2k41 = 2€j, + Crp1qYk + D
\

Dengan prinsip program dinamik, diperoleh persamaan Bellman untuk Per-

samaan (5.16).
Je(ze, yp) = min E [k (2 — cryi)® + 20k 2k — ki) + frr1(Zost, Yor1)]
u€Bg
=pr(zr — crYr) (2k — CkUr) + 20z — 21UPkCrYk

+E |min fro1(2ks1, Yrr1)
ue@o

=pi (24 — 2kChlk — 26Cklk + ChR) + 2PkiZk — 2DKCrliYk
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+ rre%n E [fkﬂ(zkeg + Chpqyr + Plug, qykz)}
u 0

=pi (24 + i — 226CkYk) + 2DkiZk — 2DKCrl1Yk
+ ifelgé E [ frr1(zx€} + Chr1que + Piuk, qyr)]
=Drzi + DeCili — 2Pk 2kCiel + 2Ptk — 2PkChiYi
+ ifelgé E [ fus1(zr€p + corrqyr + Pluw, qun)] |
fr(zr,yr) =pr(zr — eryr)® + 2upr (2 — cryr)
=pr(2F — 2crzryr + Ery7) + 2upr (20 — cryr)
=pr2} — 2prerzryr + prepyr + 2uprar — 2upreryr,

sehingga diperoleh persamaan Bellman sebagai Persamaan (5.18) berikut:

Fe(zi,yk) = pr2i + PeClyR — 2PkzkCkYk + 2Pkl — 2DKCrYr

+ ngi@n E [ fis1(zreq + cor1ayr + Prue, qyr)] (5.18)
u 0

fr(zr,yr) = PTZ% — 2prerzryr + PTC%Z/% + 2uprzr — 2upreryr.

\

Ditetapkan £ = 0, maka diperoleh nilai optimal dari Persamaan (5.13)

adalah fy(z0,40), sehingga

folz0,%0) = Poz5 + Pocaye — 2PoCozoYo + 2Pofizo — 2PoCoftyo

+ HE%n)IE [f1(z0€0 + c1qyo + Pjuo, qyo)]
u C

Sedangkan untuk nilai optimal dari Persamaan (5.16) adalah

fo(z0,90) — d* —2ud = pozy + Pociys — 2Pocoz0Y0 + 2Poft20 — 2PoColtYo
—d* —2pd + min E[f1(z0€g + c1qy0 + Pyuo, qyo)),
u€Bq

Bentuk dari fy(zx,yx) dapat diperoleh dengan memformulasikan

rangkaian wy, hx, ag, A\g, 7e dan gi.

Wi =Pk + W1 Ag, wr = pr, (5.19)

hi =pi + hig1 Ik, hr = pr, (5.20)



h2
k41
[07% :ak+1 — Dk, ar = 0,
Wi+1
Mo =M e11Ck — prcr + Wit16k4+1Ck, Ar = —crpr,

”

)\2
Vo= Yep1q® + pkci + (Wrr1Ck11 + 2Mk21) k1 By — s
Wg+1
(q2 - Bk)?
_ 2
Yr = Cppr,

\
,

Ak
9k = Gk+19 — PrCk + Mg <Ck+1Mk - o (q — Mk)) ;
Wk+1

gr = —crpr,

Ap = E(e})?] — Eleg PAIE [P PE[e Py,
Be= ¢ — ¢E[PE [P PE[P],

Cr = qE[e;] — qB[ IET [P PE[F],
Dy = E[RJE-[PPIE[P],

Je = Ele] - E[eg BiJET [P BIE[F],

My, = q— qEBIRJET [P IE[P],

\
dengan

E-'[P.P!] = matriks invers dari E[P,P/],
EZ[Ppy] = (B[PP])

T-1

40

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

T-1
Ditetapkan » () = 0 dan JJ(-) = 1. Dari Persamaan (5.19) dan
=k

i=k i=

(5.20) serta dengan menggunakan Lemma 2.19.1 didapatkan Persama-

an (5.26).
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wg —wk+1Ak+pk—wTHA +ZPZHA

zk jk
T-1 11

—pTHA +> i [T A4 —ZPIHAJ,

i=k ] k i= k ] k (526)
hi :hk+1Jk+pk:hTHJi+ZpiHJj

—mHJ+zth—zmH%

i=k  j=k i=k  j=k

untuk £ = 0,1,...,7. Dengan menggunakan Lemma 2.19.1, Persama-

n (5.21) dan (5.22) juga didapatkan

A = Mep1Ck — prc + wr1ck11Ck
T—1 T-1 i—1
= \r H Ci+ Z(wi+16i+1ci — ipi) H Cj
i=k i=k j=k
T-1 T-1 1—1
= —cTpr H Ci+ Z(wi+10i+1ci — ¢ipi) H Cj
. ; =k
T—1 i—1
- Zwlﬂcmc H Ci— | S (i) —eror | [T € (5.27)

i=k =k
i—
= sz’+10i+1 H Cj— Z Cipi H Cj,
=t h2 T 1 hQ
O = Qg — Dk =ar H Z; wi D; H
1=
= (0)(1) — TZI @Diu) =0 Tzl @DZ— = —Tzl @Di.
i Witl i—p Witl i—p Witl

Untuk £ =0,1,...,T — 1, dimisalkan
2

A
e = ok + (W11 + 241 ) o1 B — Lg% — By,
Wkt (5.28)

A
Sk = —Cupr + hypp (Ck+1Mk — (g - Mk)) :
W41

Selanjutnya, Persamaan (5.23) dan Persamaan (5.24) dapat disederhana-

kan menjadi Persamaan (5.29)
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2
)\k+l

Wi+1

Ve = W14 + PrCh 4 (Wis1Crp1 + 2Xpp1) o1 By —

(¢* = Bk) = Y14° + M,
(5.29)

N
9k = Gr+19 — PkCk + Nita (Ck+1Mk - (g — Mk))
WEk+1

= gr+19 + &k

\

Dengan Lemma 2.19.1 dan Persamaan (5.29), untuk & = 0,1,...,T, di-

peroleh persamaan v, dan g, sebagai berikut
( T—1 T—1 —1
W =l +m=yr [[+) n]]s
i=k i=k Jj=k
T-1
= cpr(®)" + ("D m,
i=k

T-1 T-1 i—1
g =g —&=gr [Ja+D_&]]q
i=k

i=k  j=k

(5.30)

T-1
=—crprq” + ") &

\ i=k

Berdasarkan Asumsi 1, dapat diperoleh

Ay, = E[(e))?] — [QPE [PPEI)P] > 0.

Teorema 5.5.1. Misalkan = = z, dan y = ., solusi untuk persamaan
Bellman (5.18), yaitu fungsi nilai optimal dari masalah Persamaan (5.16)

diberikan oleh
Ji(z,y) = wiz® + 202y + Wy® + 2hgpz + 20,y + (5.31)
dimana wy, hy, ax, \p, e dan g, didefinisikan oleh Persamaan (5.19)-(5.24)

untukk=0,1,...,T.

Bukti.
Teorema ini dibuktikan dengan induksi matematik pada k.

1. Untuk £ = 1, dengan persamaan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
w22+ 2\ 2y + 1y + 2z + 291y + ap

=p2? = 2picrzy + picty? + 2ppz — 2prepy + (0)p?
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= p12 = 2prcizy + Py’ + 2pipz — 2preapy.
Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
fi(z,y) = p12® = 2picrzy 4+ iy’ + 2pipz — 2preapy.
Oleh karena itu, untuk &£ = 1 Persamaan (5.31) berlaku.
. Untuk £ = T, dengan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
wrz® + 2Arzy + Yry® + 2hrpz + 290y + arp
= prz® = 2prerzy + prepy® + 2prpz — 2prerpy + (0)p?
= prz® = 2prerzy + preyy’ + 2prpz — 2prerpy.

Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
fr(z,y) = pr2® = 2prerzy + preiy® + 2prpz — 2prery.
Oleh karena itu, untuk k£ = T' Persamaan (5.31) berlaku.
. Untuk £ =T + 1, dengan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
wri12° + 212y + Yy’ 2he iz + 29700y + a i)t

=pr12° — 2pr10r 2y + proacr Y’ + 2praapz

— 2pracrapy + (0)p?
=pr12° = 2prCr 2y + Preach oy + 2prianz
— 2priicrijy.
Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
fre1(2,y) =pr412”° — 2prs1cri 2y + praicra Y + 20z
— 2pry1Cre1 Y-

Oleh karena itu, untuk k£ = T+ 1 Persamaan (5.31) berlaku.



Anggap bahwa untuk k + 1, Persamaan (5.31) berlaku, yaitu

frr1(2,Y) = Ws12% + 2004129 + Vier1y” + 2hp 102 + 2g511 11y + Qg pt

= Wii12” + Vo1 + 206012y + 2R 2 4 205011y + gt

Untuk k£, dengan persamaan Bellman (5.18), didapatkan

fr(2,y) =pe2® + Deciy® — 2prcrzy + 2prinz — 2prcriy
+ minE[fiy1 (26} + criaqy + P, y))
=prz” + PrCy” — 2prCrzy + 2pkiz — 2ppCrpy + Wi 2 El(6R)?]
+ W1 Y + 2011y 2qEl€)] + Yoy @ + 2M1y2
qE[€}] + 2\ ps10k019°¢% + 2hp 1 p2E€]] + 2P piceayq
+ 29k411qy + @ pt” + min{wy 1w B[P Fuy
+ 2(wys1 ZE[€RPL] 4 (wrt1Chpr + A1) ygE[PL]
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(5.32)

Diketahui dari Proposisi 2.19.1 bahwa w; > 0. Disamping itu, diketahui

bahwa E[P,P}] adalah definit positif berdasarkan Asumsi 1. Oleh karena

itu, syarat perlu orde pertama untuk u; memberikan strategi optimal. Hasil

untuk Persamaan (5.32) secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran 1.

Selanjutnya, ditentukan strategi optimal u, dengan diketahui
H =p2° + ppciy® — 2pierzy + 2pppz — 2pieriy + wi12°El(e])?]
+ Wit 1615 47 + 201619 2B L)) + Vo119’ @ + 2X 1y 2q B[]
+ 2\ 1Y + 2hn p2Ele)] 4 2hy 1 pickiayq + 291109y
+ o it + %in{wk+1uZE[PkP£]uk + 2(wpy1 2ZE[€) P + (Wig1Chin

+ M) YGE[P] + by pE[P]u }
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Strategi optimal diperoleh dengan menggunakan syarat %—H = 0, sehingga
u

oH
ou

min{wy1E[ Py P{]2uy
Uk

0

+2(wpg1 2E[€) Pr] + (Wig1Crin
FXe1)YqE[Py] + b pE[Py]) } =0
2wy 1u B[Py Py
+2(wy 41 2E[€) Pe] + (whi1¢hi1
+Ae+1)YGE[Py] + hi 1 pE[F]) =0
2wi U B[P B = — 2(wiy1 2B [ Pi] + (wWki1Crpr + Aira)
YqE[Pr] + hiy 1 pE[P])
e GE[Py Py = — (w1 2E[e) Py] + (w1 Crp1 + M)
YqE[Py] + hiy 1 pE[P])
wen GE[PRET [P Fy] = — E7 P P (wie 2E[e Pl + (Wer1cp
+ Ao+ 1) YqE[ Py + hi 1 pE[Py])
Wiy, = — B PP (i1 2E[€ Pe] + (Wpg1 €

+ XN 1)YGE[Pr] 4+ i B[ Py]),

selanjutnya membagi kedua ruas dengan w1, sehingga diperoleh strategi

optimal sebagai Persamaan (5.33).

" _ A h
up = ~E V[P zE[ezpk1+y(ck+1+ k“)qE{Pk]w Eigip) ). (5.33)
W41 Wk+1

Substitusi Persamaan (5.33) ke dalam Persamaan (5.32), sehingga meng-
hasilkan
fe(2,y) =pi2® + pecy® — 2pecrzy + 2pipz — 2pckpy + w1 2 E[(€])’]

+ Wyt1Ge Y0 + 20101 Y2GE[E)] + Y1y @ + 22Xt

yzqE[eR] + 2X\ ki1 0°q” + 2hia pzEl€)] + 2higa piceayq



46

+ 20541109y + i p” + wp B[Py Pyluj,

+ 2(wis12Ele) Pi] 4 (i1 Chi1 + A1) YaE[PE] + his pB[Plug)
=prz” + DeCiy’ — 2pkCrzY + 2prinz — 2ppcriy 4+ wi1 2 E(ey)?

+ W1 G Y4 + 2w Chy2qEle)] + Y1y @ + 2011

yzqE[eR] + 2Xps16r10°q” + 2hiapzEl€)] + 2higa piceayq

+ 20641119y + e’ — (W1 2E[€) PE] 4 (i1 Crar + A1)

YaB[P] + hies 1 pE[P)ET [P Fy]

A h
zE[e2Pk1+y(ck+1+ ’““)qE[PkHu “ippl ). (5.34)
Wi+1 W41

Pembuktian selengkapnya untuk Persamaan (5.34) dapat dilihat pada
Lampiran 2. Kemudian, dengan menyederhanakan Persamaan (5.34) dan
dengan Persamaan (5.25), didapatkan
Fr(2,y) =pp2® + prciy® — 2prerzy + 2ppz — 2pcppy + wir1 2 E(el)?

+ w1 1Y° 0 + 20 1cr1Y2qB[eR] + V157 a7 + 2M k1

yzElged] + 2M 110 115°¢° + 2hir1p2E[€)] + 2Ry 1 pcr11yg

+ 2gk100qY + app1pt” — (wegr 2[R PE] + (Wt 1Ckg1 + Akr1)

YqE[PY] + hi 1 pE[P{)E™ [P P

A h
(zE[eszHy(ckm L) gBlR] + ’”lE[Pk])
Wk+1 Wk+1

=(pr + W1 4k) 2% + 2[—prer + (Wrtrckt1 + Aes1)Crlzy + 2(py;

h2
+ hpp1Jp)uz + (ak—H — Al Dk) 1
W41

)‘%H 2
(¢° — By)
W41

+ | PrCk + W16+ (Wha1Gey + 2M e 10k41) Br — Y

Akt 1
+2 {pk% + Gk+19 + P41 <0k+1Mk - wk+1 (q — Mk)) } Y-
+

Hasil selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 3. Selanjutnya, dengan
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mensubstitusikan Persamaan (5.19)-(5.24) ke dalam Persamaan (5.34),
mengakibatkan
fe(z:y) =pr2® + Drcly® — 2prerzy + 2pspz — 2preipy + w2 E[(€))?]

+ Wi 1Gh 1 Y@ + 201 Cr1y2qBLE)] + o197 @ + 2041

yzqBlep] + 2Xk10ki1y°¢® + 2hpes 1 p2E€)] + 2l 1 pciayg

+ 20k 1119y + rrpt” — (w1 2B P + (WhiaCrpr + Aera)

Y4E[P] + hi pE[F))ET [P By

A h
zE[e) P] +y (Ck—i-l + k+1> qE[Py] + p bt E[F]
Wk+1 Wk+1

=(pr, + Wr1Ak) 2% + 2(Me1Cr — Pk + Wii10k11Ck) 2y

)\2
+ | Yrs1@® + PeE + (WigrCrpr + 2N 41 ) Chs1 Br — =4 (¢* — By)

W41
2
Yo+ 2(pk + thJk)uz
Akt 1
+ 2| gr+1q — PrCr + higr | 1 My — (q— M) | |y
Wr41
h2
+apy — Dt p, ) 2
Wi+1
Fi(z,y) =wrz® = 2\z2y + y® + 2hepz + 2gepy + cwp’. (5.35)

Hasil Persamaan (5.35) selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 4. Per-
samaan (5.35) menunjukkan bahwa Persamaan (5.30) terpenuhi untuk
k. Dengan prinsip induksi matematik Persamaan (5.31) berlaku untuk

k=0,1,...,7 dan teorema terbukti. H

Teorema 5.5.2. Strategi optimal untuk Persamaan (5.16) diberikan oleh Per-

samaan (5.33).

Bukti.
Karena fungsi nilai optimal dari Persamaan (5.16) adalah Persamaan (5.31),

sehingga memiliki fungsi nilai optimal untuk persamaan Bellman (5.32). Hal
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ini berakibat bahwa strategi optimal dari Persamaan (5.16) adalah turunan
pertama terhadap u, dari Persamaan (5.32), dengan turunan pertamanya
adalah Persamaan (5.33). Terbukti bahwa strategi optimal untuk Persama-

an (5.16) adalah Persamaan (5.33). O

5.6 Strategi Investasi Efisien dan Batasan Efisien

Strategi investasi efisien dan batasan efisien untuk model penelitian
diberikan pada subbab ini. Berdasarkan analisis sebelumnya, diketahui

bahwa nilai optimal dari Persamaan (5.13) adalah
H (20, Y0, ) = fo(20, Y0) — d® — 2pd, (5.36)
dimana zy = xo+ cyo. Dengan Teorema 5.5.1 dan Persamaan (5.36), meng-
akibatkan
H(z0,0) =woz5 + 2X0%0¥0 + Y0Y5 + 2hopizo + 29040 + aop® — d* — 2pd
=aop” + 2uhozo + 21goyo — 2pd + wozg + 2Xozoyo + Yoyg — d°
=aop® + 2(hozo + goyo — d) + wozj + 2XeZ0¥0 + oYy
—d~ (5.37)
Nilai optimal dari Persamaan (5.10) yang ekivalen dengan Persama-
an (5.12) dapat diperoleh dengan memaksimumkan H (zo, yo, 1)
Var* x| = max fo(zo,90) — d* — 2ud
= mgx H (20, Yo, t4)- (5.38)
Proposisi 2.19.1 menunjukkan bahwa oy < 0. Oleh karena itu,

dengan Persamaan (5.37), solusi optimal dari optimasi Persamaan (5.38)

ada. Dengan kondisi orde pertama solusi optimal diperoleh dengan syarat

0OH
a—o.
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H
aa—u 0
2a + 2(hozo + goyo — d) =0
(2a0p + 2(hozo + goyo — d) = 0) + (—=2(hozo + goyo — d))
2a0p = —2(ho20 + goyo — d)

1
20010 = —2(hozo + goyo — d) Yo
0

. hozo+ goyo —d

Qo
Jadi diperoleh solusi optimal sebagai Persamaan (5.39) berikut:

h —d
ur = — 020 t 9o¥Yo ' (5.39)

&%)

Substitusi Persamaan (5.39) ke dalam Persamaan (5.33) dan diperhatikan
kondisi z = z.,y = y, dan z, = z, + ¢y, Sehingga didapatkan strateqi
optimal dari mean-varian Persamaan (5.10) yaitu strategi investasi efisien

sebagai Persamaan (5.40)

up = — E7' PP

A h
2E[e} Py] + v (Ck-l-l + Hl) qE[P] + p” —~E[P}]
Wi+1 W41

_ A
= —E'[PP | (z1 + cxyr)Eleh Pe] + . <Ck+1 + wkﬂ) qE[P]

k+1
B (hozo + GoYo — d) (hszrl ]E[Pk]>
Q) W41

_ A
= —E'[PP | (z1 + cxyr)Ele) Pe] + . <Ck:+1 + wzﬂ) qE[Py]
+1

B (ho(xo + co¥o) + goyo — d) (th E[Pk])

%) Wrk+1

« _ A
U, = — E I[Pkpli] (ZL‘k + ckyk)]E[egpk] + Yk <Ck+1 + wk—H) qE[Pk]
k+1



50

_ (hol(®o + coyo) + goyo — d)hkﬂE[Pk] _ (5.40)

QoWg41

Kemudian substitusikan Persamaan (5.39) ke dalam Persamaan (5.38) dan
diketahui bahwa z, = ¢ + coyo, Sehingga nilai optimal dari mean-varian
Persamaan (5.10), yaitu varian minimum yang diperoleh sebagai berikut
Var*[xzyp-] =max H(zg, yo, it)
"
= max{aou® + 2u(hozo + goyo — d) + wozg + 2X0200 + Yoy — d°}
"
= — —(—2X\o¥otoTo — Woo Yy — 2X0Y5oCo — 2wt ToColo

%)

— woaprE — Yoylan + A2 + 2hocoylgo + d* + 2hixocoys

+ Qhol'ogoyo — QQOde — 2h000y0d + h%ngS — QhU.Tod + hgl'(z)

+ 9005)
1 h 2
_ T4 (d _ ho(wo + coyo) + 90%) + wol@o + coto)?
Qp 1+ (&%)
+ 2o (o + covo)Yo + YoV — 1 (ho(zo + covo)
+ o
+ govo)>. (5.41)

Adapun untuk Persamaan (5.41) selengkapnya dapat dilihat pada

Lampiran 5.

5.7 Simulasi Numerik

Diberikan simulasi numerik dari hasil yang sudah diperoleh pada sub-
bab sebelumnya. Dalam penelitian ini dilakukan tiga simulasi, yaitu:
1. Simulasi | dimana terdapat iuran pensiun untuk tiap periode dan waktu
akhir bukan merupakan nilai deterministik. Dengan kata lain bahwa
¢ > 0dan g(s) > 0.
2. Simulasi Il merupakan kasus dimana tidak ada iuran pensiun untuk
tiap periodenya. Dengan kata lain bahwa ¢, = 0.

3. Simulasi Ill dengan waktu akhir deterministik yang berakibat 5(s) = 0.
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Diasumsikan bahwa anggota dana pensiun iuran pasti masuk program
dana pensiun pada waktu 0 dan direncanakan pensiun saat 7' = 20 dan
dianggap bahwa intensitas kematian §(s) selalu bernilai tetap untuk setiap
s € [0, 7], atau dikatakan bahwa [(s) bebas terhadap s. Dana awal yang di-
bayarkan oleh anggota yaitu sebesar x, = 12 dan gaji awal anggota sebesar

Yo = 4 dengan parameter yang bebas terhadap .

0.2365 0.0719 0.1184 —0.0827

E[P.P] = 10.0719 0.3449 0.1378 |, E[6{P] = [ —0.0924 |,
0.1184 0.1378 0.3262 —0.0446
—0.0255 E[¢?] = 1.0430,

E[P] =1 0.0015 [, E[(e?)?] = 1.2468,
0.0004 q = 1.0284.

5.7.1 Simulasil dengan c, > 0 dan 3(s) > 0
Diasumsikan bahwa setiap anggota harus membayar iuran tiap awal
periode untuk & = 0,1,...,7 dan waktu akhir bukan merupakan nilai

deterministik. Pada kasus ini didapatkan strategi investasi efisien berikut:

0.3174 0.1380
« A
wp =1 02324 | (@4 cwn) +un (e + 225 ) | —0.0153
Wi+1
—0.0766 —0.0449
0.1342
ho(12 44 dgo — d)h
+( 0(12 + 4co) + 4g0 V41 0.0149 | . (5.42)
QoWEk+1
—0.0436

dan batasan efisien yaitu

Var*zp-| =

. 1+CK[) (d_h0(12+400>+4go

2
12 + 4cp)?
1+ g ) * wo( * CO)

&%)

+ 8)\0(12 + 460) + ].6’}/0 —

2

Simulasi | dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama diberikan dengan
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nilai 5(s) = 0.1 dan ¢, = 0.4,0.5,0.6. Kasus kedua diberikan dengan ¢, = 0.4
dan 3(s) = 0.1,0.25,0.5.

Hasil Simulasi | untuk kasus pertama dapat dilihat pada Gambar 5.1.

- _ck:0.4
ck=0.5
- - -ck=0.6

Mean

Varian X 105

Gambar 5.1. Simulasi | untuk Nilai ¢, yang Berbeda

Pada Gambar 5.1 terlihat bahwa ketika ¢, = 0.4 nilai titik efisien saat &k = 0,
k = 16 dan saat k = 20 secara berturut-turut yaitu (4.7789 x 10°,1.0000),
(2.6499 x 10°,18.9015) dan (0.0000,29.5755). Dalam hal ini titik efisien me-
rupakan pasangan terurut dari sumbu varian dan sumbu mean dengan
varian merupakan jarak antar mean yang merepresentasikan risiko yang
ditanggung oleh anggota dan mean merupakan pusat dari sebaran data
d, yaitu pusat sebaran data ekspektasi kekayaan terakhir tiap perode k.
Untuk ¢, = 0.5 titik efisien saat k¥ = 0, £ = 16 dan & = 20 bernilai
(6.4153 x 10°,1.0000), (3.6181 x 10°,21.2326) dan (0.0000, 33.9693). Ketika
¢, = 0.6 titik efisien untuk £ = 0, £ = 16 dan titik efisien untuk £ = 20 ber-
nilai (8.2928 x 10%, 1.0000), (4.7373x 10%,23.5637) dan (0.0000, 38.3632) secara

berturut-turut. Hasil Simulasi | dengan kasus pertama untuk batasan efisien
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secara lebih rinci dapat dilihat pada Lampiran 9.

Strategi investasi efisien ketika ¢, = 0.4 pada saat k& = 0, 16, 19 bernilai
( 60.7373 —3.0985 —19.3928 )', ( 438.7198 —36.2637 —141.4587 )" dan
( 642.4168 —56.7325 —207.4987 )', secara berturut-turut. Ketika ¢, = 0.5
dengan waktu yang sama, didapatkan strategi investasi efisien dengan nilai
(169.9940 —4.0183 —22.3928 )', (1 513.1907 —42.2268 —165.4516 )"
dan  ( 750.7189 —65.9166 —242.4422 ), secara  berturut-turut.
Ketika prosentase iuran sebesar 0.6 dengan wakiu yang
sama secara berturut turut diperoleh strategi investasi sebesar
(1 79.2506 —4.9381 —25.3929 )', ( 587.6617 —48.1898 —189.4445 )'
dan ( 859.0211 —75.1008 —277.3857 )'. Hasil perolehan strategi investasi
efisien untuk Simulasi | kasus pertama secara lebih rinci dapat dilihat pada
Lampiran 13.

Berdasarkan hasil simulasi numerik dapat diketahui bahwa semakin
tinggi nilai ¢, semakin tinggi ekspektasi kekayaan terakhir yang diperoleh
untuk periode £ > 0 dan semakin tinggi pula risiko yang ditanggung oleh
anggota untuk periode k < 20. Begitu juga dengan strategi investasi efisien
yang menunjukkan bahwa semakin tinggi nilai ¢;, semakin besar jumlah
yang diinvestasikan dalam aset ke—1 selama periode ke—k, sedangkan
untuk aset ke—2 dan ke—3 jumlah pengembalian investasi semakin besar
untuk setiap periode k.

Hasil Simulasi | untuk kasus kedua dapat dilihat pada Gambar 5.2.
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30 : : :
N = = = [3(s)=0.1

“. B(s)=0.25
o5k AN = = =[3(s)=0.5

Varian X 105

Gambar 5.2. Simulasi | untuk Nilai 5(s) yang Berbeda

Pada Gambar 5.2 terlihat bahwa saat g(s) = 0.1 nilai titik efisien ketika
k= 0, k = 16 dan ketika & = 20 secara berturut-turut bernilai
(4.7789 x 10°,1.0000), (2.6499 x 10°,18.9015) dan (0.0000,29.5755). Saat
B(s) = 0.25 titik efisien untuk £ = 0, & = 16 dan k£ = 20 bernilai
(7.2838 x 10°,1.0000), (2.7929 x 10°,19.0034) dan (0.0000,19.9421). Ketika
B(s) = 0.5 titik efisien saat £ = 0, k£ = 16 dan k = 20 secara berturut-turut
sebesar (1.1081 x 10°,1.0000), (0.3874 x 10°,16.2356) dan (0.0000, 16.2522).
Hasil simulasi secara lebih rinci disajikan pada Lampiran 10.

Ketika 5(s) = 0.1 untuk k& = 0, 16, 19 diperoleh strategi investasi efisien

( 60.7373 —3.0985 —19.3928 ), ( 438.7198 —36.2637 —141.4587 )
dan ( 642.4168 —56.7325 —207.4987 ), secara  berturut-turut.
Saat  [(s) = 0.25 dengan periode yang sama diperoleh

(11274381 —10.4974 —41.0869 ),  ( 813.8696 —77.8779 —263.4743 )"
dan ( 1246.7822 —123.7727 —404.0656 )'- Untuk hasil strategi investasi

efisien ketika [(s) = 0.5 dengan periode yang sama diperoleh
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(1238.4294 —22.8093 —77.1863 )", ( 1502.5691 —154.2730 —487.4704 )"
dan ( 2347.0153 —245.8179 —761.9110 )*. Secara lebih lengkap hasil

strategi investasi efisien dapat dilihat pada Lampiran 14.

Berdasarkan hasil simulasi numerik dapat diketahui bahwa semakin
tinggi nilai 4(s), nilai varian akan semakin besar untuk & < 20, sedangkan
nilai mean akan semakin kecil untuk periode £ > 0. Hal ini berarti bahwa
ketika nilai intensitas kematian yang diberikan semakin besar, ekspektasi
kekayaan terakhir yang akan didapatkan semakin kecil saat k£ > 0, akan te-
tapi risiko yang ditanggung oleh anggota untuk periode £ < 20 akan semakin
tinggi. Hasil strategi investasi efisien menunjukkan bahwa semakin tinggi
B(s), semakin besar jumlah yang harus diinvestasikan dalam aset ke—1 se-
lama periode ke—k. Pada aset ke—2 dan ke—3 menunjukkan nilai v} dan
u3 semakin bernilai negatif. Dengan kata lain pengembalian investasi pada

anggota semakin besar.

5.7.2 Simulasi ll (cx = 0 dan 3(s)> 0)
Ditetapkan ¢, = 0 untuk £ = 0,1, ..., T di dalam simulasi ini. Diketahui

dari Persamaan (5.27) bahwa A\, = 0 untuk £ =0,1,...,T.

T-1 i T i—1

A = Z Wi41Ci1 H Cj - Z CiPi H Cj
i=k j=k i=k j=k
T-1 i T i—1

= Zwi—i-l(()) HCj - Z(O)pi HOj =0,

i=k j=k i=k j=k
T—1 hQ

ay = “p,, k=0,1,...,T,

L i Vit

maka dengan Persamaan (5.28), nx = & =0untuk k =0,1,...,7 — 1.
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( 2
M = e + (Wes1Cs1 + 2Me41)Copr B — =41 (¢ — By)
Wi41
9 02, ,
= (0)"pr + (wrr1crs1 +2(0))(0) By — (¢" — By) =0,
Wk+1
A
& = —ckprhit <Ck+1Mk _ Zht (¢ — Mk))
We+1
0
— — (Opihen (<0>Mk LA M@) 0
L Wr+1

Oleh karena itu, berdasarkan Persamaan (5.30), diperoleh v, = g = 0

untuk k =0,1,...,T.

( T-1 T—-1
W =Epr(@)” + (@D 0= (02pr(@" + (@)D _(0) =0,
i=k i=k
T-1 T—1
g =—crprq" +q" Y & =—(0prg" +¢" ) (0)=0.
\ i=k i=k

Dengan demikian, berdasar pada Persamaan (5.40) dan Persamaan (5.41),
strategi investasi efisien dan batasan efisien dapat disederhanakan sebagai

berikut:

« _ A
up = —EPPY | (2 + cryr)Eled Pe) + yi | cer + w’;“) qE[Py]
+1

(
~ (holzo + coyo) + goyo — d)hk+1E[Pk]]
(

QW41
= — ]E—l[PkP]ﬂ ({L‘k + ckyk)]E[eng] + 9y [ 0+ o ) qE[Pk]
+1
 (ho(wo + (0)yo) + (0)yo — d)hkﬂE[Pk]
QoWEg41
12~y —
QW41
dan
1 h 2
Vartfep] = — +ag (d ~ ho(zo + coyo) + goyo) + wo(o + cobo)?
(%)) ]_ + (%))

(ho(zo + coyo) + goyo)?

+ 2o (o + covo)Yo + Yoy — Tta
0



_tao (4 holao+ (0)w) + (O’
Qp I+ ag

+2(0) (w0 + (0)g0)yo + (0)t5 — 7 ”

1 h hZ
_ +Oé() (d— oo ) +w0 2
(o7)) 1—|—Oéo +

1+
__1+Oé() d— hoZL’o (2)
N Qp 1+Oéo
12h
__Ltao 12k + wo — 144,
Qp 1+ ap 1+Oéo

+ wo (o + (0)yo)?
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(ho(zo 4+ (0)yo) + (0)y0)?

(5.45)

dengan wy, hy dan «y juga diberikan oleh Persamaan (5.26) dan Persama-

n (5.27), sehingga secara berturut-turut strategi investasi dan batasan

efisien pada simulasi ini diperoleh sebagai berikut:

0.3174 0.1342
12hg — d)h
wp=1 02324 | @+ U2h0 — i | 0149,
QW41
—0.0766 —0.0436
dan
1+ ag 12k \ 2 h2
Vart[ze] = — d— 144 — .
ar*[xyr] ~ ( oy + wo TFa

Diberikan tiga nilai 5(s) yang berbeda pada Simulasi I, yaitu sebesar

0.1,0.25 dan 0.5. Hasil dari simulasi kedua disajikan di dalam Gambar 5.3.
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Gambar 5.3. Simulasi Il untuk Nilai 5(s) yang Berbeda

Gambar 5.3 menunjukkan bahwa saat 5(s) = 0.1 nilai titik efisien
untuk £ = 0, £k = 16 dan & = 20 secara berturut-turut adalah
(6.4431 x 10%,1.0000), (2.8714 x 10%*,9.5772) dan (0.0000,12.0000). Saat
B(s) = 0.25 titik efisien waktu £ = 0, & = 16 dan &k = 20 sebesar
(1.8979 x 107,1.0000), (0.5749 x 10°,11.7802) dan (0.0000,12.0000). Ketika
B(s) = 0.5 titik efisien pada saat k¥ = 0, & = 16 dan k£ = 20 bernilai
(4.4058 x 10°,1.0000), (1.2387 x 10°,11.9960) dan (0.0000,12.0000) secara

berturut-turut. Hasil simulasi disajikan lebih rinci pada Lampiran 11.

Strategi  investasi  efisien saat  [(s) = 0.1  untuk
periode k = 0,16,20 secara berturut-turut memiliki nilai
(123.7108 0.5806 —7.3927 )°, (1140.8359 —12.4117 —45.4870 )°

dan ( 209.2082 —19.9960 —67.7248 ).  Periode yang sama untuk
B(s) = 0.25 memberikan nilai strategi investasi efisien sebesar
(166.2289 —4.1358 —21.2215 )", ( 367.8474 —37.5933 —119.3214 )" dan
( 568.9417 —59.9000 —184.7263 )'-  Ketika [((s) bernilai 0.5 dengan
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periode yang sama, strategi investasi efisien yang diperoleh yaitu

(1151.2906 —13.5714 —48.8874 )",  ( 848.7234 —90.9353 —275.7239 )*
dan ( 1327.6941 —144.0659 —431.5068 )*. Nilai strategi investasi efisien
yang dihasilkan Simulasi Il selengkapnya diberikan pada Lampiran 15.
Berdasarkan hasil simulasi numerik, didapatkan bahwa semakin tinggi
nilai 3(s), nilai mean akan menjadi lebih besar untuk 0 < k£ < 20 dan
untuk varian setiap periode akan lebih tinggi nilainya dengan pengecualian
saat £ = 20 . Dengan kata lain bahwa semakin tinggi intensitas kemati-
an yang diberikan mengakibatkan ekspektasi kekayaan terakhir yang akan
diterima untuk 0 < k£ < 20 dan risiko yang ditanggung oleh anggota pada
periode k£ < 20 semakin tinggi nilainya. Hasil simulasi numerik untuk strategi
investasi efisien untuk 5(s) = 0.1 menunjukkan bahwa semakin tinggi nilai
B(s), semakin tinggi juga jumlah yang harus diinvestasikan untuk aset ke—1
selama periode ke—k dan untuk aset ke—2 dan ke—3 semakin menurun
dan akhirnya menjadi negatif. Nilai negatif mengindikasikan dilakukannya

pengembalian investasi pada anggota.

5.7.3 Simulasi lll (cx > 0 dan 3(s) = 0)

Ditetapkan bahwa waktu akhir kematian adalah deterministik. Hanya
dengan menetapkan intensitas kematian sebesar 3(s) = 0 pada [0, 7], maka
dengan Persamaan (5.9), mengakibatkan p; =0,i=1,2,..., T — 1, pr = 1.

Pada simulasi ketiga, wyg, hi, ax, A\x, v dan g, dapat disederhanakan

menjadi Persamaan (5.46).
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T-1 T-1 -1 T-1 T-1 -1
Wk = Pr H A; +ZP¢HA]‘ = (1) HAi +Z<O)HAJ'
i=k =k =k i=k =k =k
T-1
= Ai7
i=k
T-1 T-1 -1 T-1 T-1 -1
hi= pr ][+ p][H=O[5+> O]
i=k i=k =k i=k i=k =k
T-1
- H Jia
i=k
T-1 4 T-1 9 -1 (11
i+l i1 j
ap = — D; = — D; = — — | D,
A\ = crpr H C; + (Wit1€i41C; — cipi) H C; (5.46)
i=k i=k =k
T-1 T-1 i
= Cr H Ci + Z Wi41Cit1 H Cj,
i=k i=k =k
-1 T—1
= Epr(@T + (@AY =A@+ (@Y
T7{:k i=k
= AT
i=k
T— T—1
gr= —crprq +q Z & =—cr(l)g' +¢" Z &
T—{:k i=k
= —crg” +¢7! Z i,
\ i=k
dimana
4
2 Met1 o
M =GPk + (Wit 1Crg1 + 2 p41) Cry1 B — (¢° — Bx)
W41
)\2
= 2(0) + (Wrs1Ckr1 + 2N p1) 1 Be — —(¢* — By)
Wk+1
A1, o
= (Wrg1Chs1 + 2Xk41) Crp1 By, — ” (¢° — Bx),
\ s (5.47)
§k = —Cppr + hi <Ck+1Mk SNpALER (q — Mk))
Wi41
A
= —c,(0) + hg1 (Ck—l—le — O - Mk)>
Wik+1
A
= Mgt (Ck+1Mk SNpALER (q - Mk)) .
Wi41
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Secara lebih khusus, strategi investasi efisien dan batasan efisien untuk
Simulasi Il diberikan oleh Persamaan (5.42) dan Persamaan (5.43), secara
berturut-turut.

Diberikan tiga nilai ¢, yang berbeda pada simulasi Ill ini, yaitu sebesar

0.4,0.5 dan 0.6. Hasil dari simulasi ketiga dapat dilihat pada Gambar 5.4.

80
- -ck=0.4
o ¢ =0.5
- - -Ck:0.6
60+
50
@
o 40r
=
30r
20
10+ .
\
\
0 1 \ J
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Varian " 106

Gambar 5.4. Simulasi lll untuk Nilai ¢, yang Berbeda

Dapat dilihat pada Gambar 5.4 bahwa saat ¢, = 0.4 nilai titik efisien ketika
k = 0 dan k& = 19 secara berturut-turut yaitu (1.3669 x 10°,1.0000) dan
(0.3873 x 10°,51.5757). Saat ¢, = 0.5 titik efisien ketika £ = 0 dan k£ = 19
terletak pada (1.9428 x 10°,1.0000) dan (0.5471 x 10°,61.4697). Sedangkan
ketika c;, = 0.6 titik efisien saat £ = 0 dan k£ = 19 adalah (2.6197 x 105, 1.0000)
dan (0.7344 x 10°,71.3636) secara berturut-turut. Hasil simulasi secara lebih
lengkap disajikan pada Lampiran 12.

Perolehan strategi investasi efisien ketika periode

k= 0,16,19 wuntuk ¢ = 04 memberikan hasil sebesar

( 108.6626 —8.4147 —34.9803 )%, ( 1121.5751 —112.0106 —363.5540 )"
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dan ( 876.1875 —82.6639 —283.5315 )" Sedangkan untuk besar
prosentase iuran ¢, = 0.5, strategi investasi efisien yang dihasilkan yaitu
(1129.1074 —10.5756 —41.6192 )", ( 1337.6484 —133.6811 —433.6024 )'
dan ( 1042.5041 —98.2834 —337.3439 )'. Ketika prosentase iuran yang
ditetapkan sebesar ¢, = 0.6 diperoleh strategi investasi efisien sebesar
(1149.5523 —12.7364 —48.2582 )", ( 11555181 —113.1627 —374.3340 )’
dan ( 1208.8206 —113.9028 —391.1562 )'. Perolehan strategi investasi
efisien disajikan pada Lampiran 16 untuk lebih lengkapnya.

Berdasarkan hasil simulasi numerik yang diperoleh dapat diketahui
bahwa semakin tinggi nilai ¢, nilai dari pusat sebaran data ekspektasi ke-
kayaan terakhir untuk £ = 19 akan semakin besar, begitu juga dengan
jarak antar mean juga menjadi lebih besar nilainya untuk setiap £. Dengan
kata lain, semakin besar prosentase iuran dari gaji pokok, semakin besar
ekspektasi kekayaan terakhir yang akan diperoleh saat £ = 19 dan
risiko yang ditanggung oleh anggota tiap periode juga semakin besar.
Strategi investasi efisien yang diperoleh menunjukkan bahwa semakin
tinggi prosentase iuran yang ditetapkan menjadikan jumlah yang harus di-
investasikan saat aset ke—1 selama periode ke—k semakin tinggi, sedang-
kan untuk aset ke—2 dan ke—3 untuk periode ke—k mengindikasikan bahwa
uj dan «} nilainya semakin negatif. Dengan kata lain jumlah pengembalian

investasi semakin besar untuk aset ke—2 dan ke—3.



6.1

BAB VI

PENUTUP

Kesimpulan

Berdasarkan tujuan dari tesis ini, dapat diambil kesimpulan bahwa:

1. Telah didapatkan model alokasi aset untuk dana pensiun iuran pasti

risiko kematian dan dengan mengganti pendapatan stokastik pada pe-
nelitian Yao, dkk (2014) dengan pendapatan deterministik g.

Simulasi | menunjukkan bahwa semakin besar prosentase iuran dari
gaji pokok, semakin besar pula ekspektasi dari kekayaan terakhir yang
diperoleh untuk periode k£ > 0 dan risiko yang ditanggung oleh anggota
untuk periode k < T'. Selanjutnya semakin besar nilai dari intensitas
kematian yang diberikan, ekspektasi kekayaan terakhir yang diperoleh
akan semakin kecil untuk periode k£ > 0 dan sebaliknya untuk risiko
yang ditanggung oleh anggota akan semakin besar saat periode k <
T. Pada Simulasi Il menunjukkan bahwa semakin besar intensitas
kematian, risiko yang ditanggung oleh anggota akan semakin tinggi
untuk £ < T, begitu juga dengan ekspektasi kekayaan terakhir yang
diperoleh untuk periode 0 < k < T. Pada Simulasi Ill dapat disimpul-
kan bahwa semakin besar nilai prosentase iuran dari gaji pokok yang
diberikan akan mengakibatkan semakin besar ekspektasi kekayaan
terakhir yang diperoleh saat k = 7" — 1 dan begitu pula dengan risiko
yang ditanggung oleh anggota akan semakin tinggi pada setiap k. Ke-
seluruhan simulasi menunjukkan bahwa semakin besar prosentase
iuran maupun intensitas kematian akan mengakibatkan jumlah yang

diinvestasikan saat periode ke—k untuk aset ke—1 semakin besar dan

63
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untuk aset ke—i dengan i € (1,n| dalam periode ke—k semakin kecil
dan hampir keseluruhan bernilai negatif. Jika bernilai negatif berarti

dilakukan pengembalian investasi pada anggota.

6.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya dapat digunakan kerangka multi-period
mean absolute deviation. Selain itu dikarenakan pada tesis ini pembahas-
an difokuskan hanya pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan penelitian

untuk dana pensiun manfaat pasti.
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Lampiran 1. Pengonversian Persamaan Bellman (5.18) Menjadi Persamaan (5.32) untuk Fungsi k

Persamaan Bellman (5.18) dapat diubah menjadi Persamaan (5.32) dengan mempertimbangkan fungsi
frr1(zed + crr1qy + Piug, qy) berdasar pada bentuk fungsi Persamaan (5.31). Selanjutnya dilakukan operasi aljabar biasa pada

perhitungan.
Tu(2y) =pz® + puciy” = 2prerzy + 2penz = 2peerpy + minE(fi (26 + cegy + P, qy)]
=P+ Preiy” — 22y + 2puz = 2pxcipy + min Elwg (26 + cengy + Pru)” + e (ay)”
+ 2 p1(2€) + criqy + Prur)(qy) + 2hiap(2€), + criqy + Prug) + 20k 1149y + g pi”]
=P+ Preiy” — 20kck2y + 2punz — 2pxcijty + min Elwg (26 + ceragy + Peu)® + 90’y
+ 2Xp1(z€) + cri1qy + Plug)qy + agipt® + 2hg i p(zeh + crirqy + Phug) + 29511 14qy]
=Pk’ + PRy’ — 2prerzy + 2pitz = 2pkcijry + min Blwg (26 + criagy + Pruw) (zeq + ey + Piue) + 14y’
+ 2)\k+1zegqy + 2 \p11Ck1qYqy + 2>\k+1P,§uqu + o 12 + 2hk+1uzeg + 2R piCr1qYy + 2hk+1,uP,§uk + 2g54114qY]
=pr2? + PeCry? — 2pkCr2Y + 2DR1E — 2DRCrplY + %in Elwyi1(22(e)? + zelcey1qy + ze) Plug + cri1qyzeh + ci+1q2y2
+ eri1qyPiug + Plugzel + Plugcrqy + (PO3) + Y107y + 2M012€0qy + 2064101107y + 2X11 Plurqy

+ o1 + 2 pze) + 2hpga fice1qy + 2 Pl + 2941 11qY)

.9



fe(z,y)

—pe2? + DRCiy? — 2pRerzy + 2Pz — 2pRcriy + min Elwyy1(22(e9)? + 22€0ck11qy + 2z€d Phug + ¢, 1¢%y?

+ 20, 11qy Piu + (PY)*ui) + 1Y + 21 2€0qy + 2X 1 G Y7 + 22X 1 Pluqy + ageprpt” + 2hi i pze))
+ 2hp 1 1qY + 2hg 1 ppPlug + 2541149y

=pi2” + DuCiy” — 2pkcezy + 2pipz — 2ppcipy + w12 E[(e)?] + w1 6h 926 + 201 cer1y2qEleR] + ey @
+ 201y 2qEle)] + 2Xeq 1k 1y @ + 2l pzEle)] + 2Rhp i pCri1yq + 29k110qY + Qg1

+ min E{wy 1 (PH)*uf + 2wy 2€f Piug + 2wi 16 1qy P + 21 Piurqy + 2Ry Plaug }
Uk

:pk22 + kaiZJQ — 2prCrzy + 2prpz — 2prcppy + wk+122E[(€2>2] + wk+102+1y292 + 2wk+lck+1yqu[eg] + 7k+1y2q2
4+ 2019 2GE[€)] 4 21 Chi1 2@ + 2R 2 E[€)] 4 2Rpq1 f1Ck 1Y + 20811 QY + Qg1 11
+ ngin E{wpi1 (PE)?up + 2(wps12€) PE + Wis 11 qy P+ M1 Phqy + hi i PHug }

=prz” + PeCry’ — 2pkChzy + 20uiz — 2ppCipy + Wi 2 El(€0)%] + Wi 1P + 20k CriyzqBley] + Yoy’
+ 22X 1y2qB[€)] 4+ 2Xe1ce1Y° 0 4 2hia pzBleR] + 2hp1picr1yq 4 2061100y + Qg

+ min{wy 1 ufE[Pe Plug + 2(wis1 B[R P + (wisichir + Aot )YqE[PE] + By 1 plE[PY] Yu }-
Uk
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Lampiran 2. Pensubstitusian Persamaan (5.33) ke dalam Persamaan (5.32)

Perhitungan ini dilakukan dengan mensubstitusikan persamaan u; ke dalam Persamaan (5.32).

fe(z,9) =pr2® + prcty® — 2prcrzy + 20002 = 2prcrpry + Wi 2°E[()°] + w162 11920 + 2wr ey 2qBle]] + iy’
+ 20 1192qBLe]] + 2N ki1 19707 + 2 pzBleR] + 2hnga pickiayq + 2061109y + ki + Wi u B[P Puy
+ 2(wp 1 2E[) PL] 4 (Wi 1Crs1 + N1 yqB[PL] 4 hia B[P )uj,
=pr2” + peciy” — 2prcrzy + 2z — 2prerpy + w1 27 E[(eR)?] + we ¢ 06 + 20k ey 2qEle] + ey’

+ 2011y 2GE[€)] 4 2N i1k 1y°q” + 2y pzE )] + 2Ry pCki1yq + 20k011qY + Qg1 i

A h
+ wyruf B[P P] | —E7[PoP] (ZE[GQPA +y (Ck:—H + k“) gE[Py] + p—+ E[Pk])
Wh+1 W1

+ 2(wi 1 2E[e) PE] + (wiy1¢he1 + N1 ygE[PY]

A h
+ herpE[P)) | —E7' PP (zE[eng] +y <CI<:+1 + wk+1> qE[Py] + p k+1 E[P;J)

k+1 We41
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Mengoperasikan secara langsung E[P, P{] dengan E~'[ P, Pf], sehingga didapatkan matriks identitas.

fi(2,y) =prz® + preciy® — 2prerzy + 2pppz — 2picrpy + Wi 2°E[(€0)?] + wit161 Y20 + 2wip1cr1y2qE[e)] + Yi1yPe

+ 2X192qB L] + 2M 16019707 + 2y p2El€]] + 2R k1Y q + 2901 1qY + Qi

k+1 W41

A h
— wenu, (B[P PET [PLF) (ZE[GQPIJ +y (Ck+1 + wkH) qE[Py] + p—— E[Pk])

— 2(wp1 2E[eR ] 4 (whpacrir + My )YgE[Py] + Py pE[Fy])

k+1 W41

A h
E~'[P.Py] (zE[eng] +y (Cchrl + wk+1> qE[Py] + p s E[Pk]>

=pr2” + prRy® = 2pkcrzy + 20002 — 2preipy + Wi 2 El(eR)?] + w0 vPE + 2wk ek yzqBleR] + ey’

+ 22X 1y2qB[€)] 4+ 2X 11970 4 2hia pzBleR] 4 2hp 1 picr1yq 4 2061140y + Qg

A h
— W1, (ZE[‘ngk] +y <Ck+1 + kH) qE[P] + p—t E[P,J) — 2(wi1 2B Pi] + (wiiaciin + Aei1)ygE[P]

Wr+1 Wi+1

A h
+ hi pE[R]) | E7 PPy (Z]E[eipk] +y <Ck+1 + k“) qE[P] + p— E[Pk]>
W41 W41
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Karena dari Persamaan (5.33) didapatkan —wy1 = E7' [Py Pi(wyy12E[€d Pf] + (wis1¢k1 + Mo 1)YE[qPE] + hir1 nE[P]), sehingga

diperoleh

fi(2,y) =prz® + peciy® — 2prerzy + 2pppz — 2picrpy + Wi 2°E[(€0)?] + wit16 Y20 + 2wip1cri1y2qE[e)] + i1y

+ 20 1Y 2GE[€0] + 201k 02 Q% + 2hp 1 pzBLEY] + 2R pik i1y + 29k410qY + g1 p? 4 (BT Py P (wyey 1 2E[e) PY]

A h
+ (Wrr1chi1 + M) VE[gPY] + hia i nE[PY))) (ZE[eng] +y (ck+1 + wk+1) qE[P] + kaJrl E[P;J) — 2(wk+1zE[62P£]
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_ A h
+ (Wi + Mot JyaEIP) + b aELPY) | E7AR (zE[eim o (o 25 ) gBlR) 4 g E[m)
k+1 k+1

Mengelompokkan variabel yang sama guna menyederhanakan persamaan.

fi(2,y) =piz® + pucry® — 2picrzy + 2pipz — 2pkCrity + w12 E(€)7] + wes161 Y7 + 2w cri1y2qEle]] + Y1y d

+ 2)\k+1yqu[eg] + 2\ 11y + 2hk+1MZE[€2] + 2R 1 k119G + 2G11110qY + ey 1 17+ (1- 2)<wk+12E[€2PI§]

_ A h
+ (Wrg1Chs1 + Mey1)YGE[PY] + hp i pB[P) | E7M PP (Z]E[eng] +y (ck+1 + w’;“) qE[Py] + uw';“ E[Pd)
+1 +1

fi(2,y) =prz® + peciy® — 2prerzy + 2pppz — 2picrpy + Wi 2°E[(€0)?] + wit16 Y20 + 2wipicr1y2qE[e)] + i1y

+ 20e11y2qE[e]] + 2N r1ck1Y° @ + 2hi i pzEle]] 4 2Ry picki1yq + 2gk4110qy + apapt — (Wi 2Ele) Py
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+ (Wet1Chi1 + Aos1)YGE[PE] + hyer 1 pE[P{)E ™ [Po P (zE[eng] +y (Ck+1 +

Nkt

1
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Wi+1
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Lampiran 3. Penyederhanaan Persamaan (5.34) dengan Persamaan (5.25)

Penyederhanaan Persamaan (5.34) dilakukan dengan pensubstitusian Persamaan (5.25) ke dalam Persamaan (5.34).

fi(2,y) =pe2® + pucry”® — 2pkckzy + 2pppiz — 2ppcipy + we 2°E[(e))?] + wis1 61 Y7 + 21 ck1yzqEle]] + i1y’ q?
+ 20 1Y2qE[€)] 42X 106019707 + 2hi i p2Ele)] + 2Ry 1 ficki1yq + 2951 11qY + Qg1
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A h
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Wi+1 Wi+1
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A h
(]E‘l [P, P{)2E[e) Py] + E7' [P Plycr1qE[Py] + E* [Pkp,g]yw‘;“ qE[P] + E~ PP ﬂw’;“ E[Pk]) :
+1 +1

Melakukan perkalian silang bentuk aljabar.
Je(z,y) =pr2® + peciy® — 2prcrzy + 2priz — 2prcipy + wi1 2°El(€0)?] + w1 i1 y°¢% + 2wiga ey zqEled]
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Mensubstitusikan Persamaan (5.25).
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Lampiran 4. Penyederhanaan Hasil pada Lampiran 3 dengan Persamaan (5.19)-(5.24)

fi(2,y) =pe2® + pucey”® — 2pkckzy + 2pppz — 2pkcipy + wep 2°El(€))?] + wis16i 176 + 2w i1 ck1y2qEle]] + i1y’ e
+ 22X 1y2qB[e)] 4+ 2X 11970 4 2hia pzBleR] 4 2hp1picr1yq 4 2061140y + Qg

— (w1 2E[e) Pl + (Wis10ht1 + Ao )YgE[PL] + by pE[PY])

A h
E_I[Pkplz] (ZE[@%Pk] +vy <Ck+1 + k+1> qE[Pk] + 1 i E[Pk]> .
W+1 Wi+1

Melakukan perkalian silang bentuk aljabar.
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+ 2X0192GB )] 42X 101y° ¢ + 2y 1 p2EleR] + 2Ry i1y q + 2051 1qY + gt

+ (w1 2E[L P — (wipacrin + A1) YqE[PY] — by pE[PY])

_ - - A ~ h
(]E P PIzE[ P + E ' [P Pycr1qE[P] + E 1[P,€P,§]w’;iq]E[Pk] +E 1[PkP,§]Mw’:11]E[Pk]>

=pr2” + PrRy® — 2pkcrzy + 200007 — 2preipy + w1 2 El(eR)?] + w1 yP ¢ + 2wk ek yzqBlel] + meny’e?

+ 22X 1y2qB[e)] 4+ 2Xe1ce1Y° 0 4 2hia pzBleR] + 2hp1picr1yq 4 206110y + Qg

_ _ _ A
— w11 2B le) PJE™ [Py P{]2E[e) Py] — wis12E[e) PHE " [P Pilycrr1qE[Pe] — wyi12Ele) P{E 1[PkP,§]yw’““ qE[Py]
k+1

6.



_ h _ _
— w1 12E[e P]E 1[PkP1§]ka+1 E[Py] — wii1ck1yqE[PE™ [P PL2E (e Pe] — wiei1 i yqB[PLET [P Plycrs1gE[ Py
ki1

A\ h
- wk+1ck+1qu[P£]E‘1[PkPé]ywz_tll qE[Py] — wk+1ck+1qu[PI§]E‘1[Pkpé]uwiiE[Pk] — M 1yqB[PET [Py Py 2Ele} Py

B B A - h
— Mer1YqE[PHE P Plycri1gE[Py] — Mer1yqE[ PR 1[PkP£]ywk“ qE[Py] — M+ 1yqE[PLE I[PkPé]uwkHE[Pk]
k+1 k+1

A
— 1 pB[ PR [Py P{J2E[€) Py] — h 1 pB[P{E ™ [Py PJycr s 1qBIP] — hi 1 pB[PE ™ [Py Py === gE[P}]

Wr+1

_ h
— hi pE[PET [P Pl u—"~E[ ]
W41

=prz” + PeCiy” — 2pkChzy + 2priz — 2ppcriy + w1 2 E[(€R)%] + weri i 06 + 20k ey 2qEl6)] + ey d
+ 201y 2qEle)] + 2N eq 1k 1y q” + 2hy 1 pzBle)] + 2Rhp i pCri1yq + 29k110qY + Qg1
— wy1 2 Eley BIET [P PE[eg Pr] — wiizyer i Ele PJET [Py PqE[Pr] — zyAe 1 Eleg PJE ™ [PePyqE[Py]
— 2y Bl PET [Py BB [Py — wiiicri1y2qBBET [P P E[e Pl — wipa iy y* CE[PET [P PE[Py]
— k1Y Mot CE[PET [P PIE[P] — oy i1 gB[PET [P PLE[Py] — A1y 2qE [P E™ [Py Py Ele} Py

A7 h
= Ner1t ke E[PE [P PE[P] — “H2 g2 P[RR [P PUE(P] — Myayp——qE[PE ™ [P P{JE[Py]

W41 W41
_ _ A _
— hyp1 2B PR P PE[E) Pr] — higapycr E[PE™ [Py P{qE[P] — hk+1ﬂyw:“E[P;§]]E '[P Pl qE [Py
+1

h2
— L PEIBIET [P PE[PY).
Wi+1
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Mengelompokkan dan menyederhanakan variabel yang sama.

Fi(2,y) =piz® + DuRy” — 2pickzy + 2pipz — 2ppckpy + w1 2°El(€))?] + w1 420 + 2wir1 o1 y2qEle)] + iy d
+ 204 1Y2qE[€)] 4+ 2M 100019707 + 2hii p2Ele)] + 2Ry ficki1yq + 29kr111qY + Qg1
— wkHE[egP,ﬂE*l[PkPlﬁ]E[eng]zz — kaﬂck“E[egP,ﬁ]E*l[PkP,ﬂqE[Pk]zy — 2)\k+1]E[62P,§]E*1[PkP,i]qE[Pk]zy

— 2y Bl PUE [P PUE Pz — w6l P EIPJE P PLEIPY — 2\srceniELPLE " [PLPE(P)y”

_ A _ A _
— 2hp16aEIPJE P PUEIRuy — S PRIPE (B PUEIRY — 2hens 2 qB[PUE ™ [PLP]E(P)
k+1 k+1

h2
— L E[PJE [P FIE[P
Wi+1

=pr2? + we 1 E[(e))?])2? — wi 1 Ele) PYE [P, PHE[e) P) 2 — 2prerzy + 2wi i1k 1qEle}] 2y

— 2wy 1ce 1 B[N PE T [P PHqE[ P2y + 2 e 1qE[el)zy — 2Mn 1 Ele) PHE [Py PHqE[ Pyl 2y + 2prpez + 2hy 1 Eed] puz

h2
- 2hk+1[€2PI§]E71[P/€PI§]/ﬁZ + Oék+1ﬂ2 - —wkH ]E[P,ﬁ]E*l[PkP,ﬁ]E[Pk]MQ + Pkcilf + 7k+1q2y2 + wk+10§+1q2y2
k+1

)\2
— W1 CE[PIE [P PB4 2X0s16k016°Y° — 2 en1cen CEIPE T [P BE[Py” — g%y

Wi+1
A2 A2
+ L Py — L PRIPHE T P PHE [Py — 2prcrty + 20519y + 2Ry 1cri1quy
Wi+1 W41

_ A A A _
— 2101 B[ PLE T [P PHE [P iy — 2hp = quy + 2hpn ——quy — 2hiss ———qE[PLE ! [P PHE[Py]py
W1 W41 Wi+1
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=pp2? + w1 E[(e))?]2? — wi 1 Ele) PYE P PYE[e) Pr)2* 42Xk 11qE[ed] 2y — 2\ 1 Elel PR [P, P{)qE[Py] 2y

— 2prerzy + 2wiiick1qEley) 2y — 2wiii e Ele) PUE T [Py PGE[ P 2y + Y4167y + PrCiy” + Wit1Cri1 @°Y°

)\2
— W16 CE[PUE P PAE[Py? + 21684167y — 2Xp1cen ¢ E[PUE [P PE[PLy* — %nyz

k1
ANet1 2 9 B A

+ ML PR[PE P PUE[Py? — 2pepiz + 2hyr Bled) iz — 2hy 1 Eled PHE ™Y [P PUE[Py] p12
Wi+1 Wr+1
A
+ 205101y — 2PeChiy + 21 Crar @y — 2hngr o QR PET [P PE[ Pyl py — 2hyeia wk“ any
k+1
/\k+1 )‘k+1 e —1 t 2 h%ﬂ e —1 t 2
+ 2hy 41 qpy — 2hy4q qE[PJE [P PJuy + agyrp” — E[PE™ [P P JE[ Pyl

Wk+1 Wk+1 Wk+1

—p2? + w1 (E[(e))?] — E[e) PLJE " [P PLE[L P22 + 201 (GEIe}] — GE[e) PUE " [P PUEIPL])2y — 2prcizy

+ 2wii1crr1 (qE[e)] — qR[QPUE [PLPE[P]) 2y + e d®y” + piciy”
2

- _ A
+ ek (0 = CEPJE PLPIEPDY + 2vncn (¢ - CEIPIE (R PJEIR]) - 5%
_l’_

)\2
+ f(q2 — CE[PE [P PIE[P))y? 4 2pipz + 2hyr1 (Ele)] — Ele) PHE™ [P PHE[Py]) w2 + 2914191y
+1

A
= 2pycipy + 2hpi1crn (g — qE[PE™ [P BB py — 2l wk“

qry
k+1

A h?
+ 2hps1 = (g — qER[PIE [P PR iy + cap® — —EE (BPIE [P P[P .
Wit1 W41
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Mensubstitusikan Persamaan (5.25).

Fi(2,y) =piz® + W1 Arz” + 20001 Crzy — 2pck2y + Wi G Cozy + Y1 €Y + Dery” + Wi Gy Bry?

2 bY:
+ 2Ny 1001 Bry® — ﬁq?y? + ﬁBMf + 2ppiz + 2hp1 Jepz + 29511y — 2pkCepry 4 2P G Mygpy
+ +
A A h?
— 21 gy + 2N I Mypy + i — — Dy
Wr+1 W1 W1

=prz” 4+ W1 Az + 201 Chzy — 2pcezy + 2wiy 10641 Cr2y

2 2
+ (%qu + PrCo + Wit1Chp1Chy1 Br + 2Mp1Chp1 By — wkﬂ ¢+ wkH Bk) Y? + 2pppz + 2y Tz
k+1 k+1

A A h2
+2 <9k+1q — P+ P Cot My — hp1 =g 4 by — Mk) 1y + gy — LDy
Wk+1 Wi+1 W41
/\2
=(pr + wr14%) 2> + 2N\ 1Cr — prcr + Wi y1ck1Cr) 2y + (’Ykﬂqz + prci + (Wrp1Ch1 + 2Me41)Chr1 Br — wkH (¢° — Bk))
k1

Wi+41 Wr+1

A h2
y? + 2(pr + hapr Je)pz + 2 <gk+1q — PrCk + Ny <0k+1Mk — Chtl (q — Mk))) py + (akJrl — Al Dk) .

Mensubstitusikan Persamaan (5.19)-(5.24).

fr(2,y) =wp2? — 2\ezy + y® + 2hgpz + 2g0uy + cgpi.
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Lampiran 5. Perhitungan Varian Minimum Persamaan (5.41)

Var* x| = max H (20, Y0, 1t)
= mlim{ozou2 + 2u(hozo + goyo — d) + wozas + 2Xo020%0 + Yovs — d*}
= mgX{ozo/f + 2phozo + 20g0y0 — 2pd + wozg + 2Xo0zoYo + Yoyg — d°}
=ao(*)? 4 21 hozo + 211" oo — 240" d + wozy + 2X0z0Y0 + Yoyg — d°-

Mensubstitusikan n* ke dalam persamaan.

h —d\* h —d h —d h —d
Vart (o] =aq <_ 0%0 + goYo ) ) (_ 020 + GoYo ) hozo -+ 2 <_ 0%0 + JoYo ) Jotlo — 2 (_ 020 + goYo > d

o &%) o Qo

+ wozg + 2Xo20Y0 + Yoys — d>.

Mensubstitusikan z, ke dalam persamaan.

ho(o + coo) + goyo — d\* L9 _ho(@o + coyo) + goyo — d
(&%) Qg

Var*[zr-] =ag (— ) ho(zo + coyo)

P (_ ho(zo + Coyi) + GoYo — d) dotlo — 2 (_ ho(zo + Coy;) + goyo — d
0 0

) d + wo(zo + coyo)?

+ 2Xo (o + covo)yo + Yoys — d°.
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Menjabarkan bentuk aljabar persamaan.

. 1
Var*[zp-] = — — (=2 oyooTo — WotoCays — 2AoYaainCo — 2WooToColo — WoloTa — YoYac + d>ap + 2hocoyago + d?

&%)

+ 2hgTocoyo + 2hoTogoyo — 290yod — 2hocoyod + hiciys — 2hozod + hiTd + 9ov7)

ho(xg + ¢ + 2
(1) (4= P ) (ol + co) + o
= . + wo(To + coyo)? + 2X0(20 + CoYo)Yo + YoYp — 0T T o 0
(%)) 1—}—0[0
* 1+ ag ho(@o + coyo) + goyo \
Var[zp-] = — a0 (d— ol 1_£2()) o +w0(I0+Coyo)2+2>\0(I0+Coyo)yo+%y§

(ho(zo + coyo) + goyo)Q-

1+Oéo

g8



Lampiran 6. Listing Program Simulasi |
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HitungL
1 - function lambda=HitungL (k,w,p,T,Ck, ck)
2
3 - for i=1:T+1
4 - if i<T+1
5 - a=sum(p(i:T+1));
6 - b=sum(w (i+1:T+1));
7 - lambda= (b-a) xck* (Ck" (T-(i-1)));
8 - elseif 1i==T+1
9 - a=p (T+1);
10 - lambda= (a*ckx (Ck" (T—(i-1))));
11 - end
12 - end
peluang
1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;
5 - elseif k<T+1
6 - p=exp (- (betax* (k-2))) —exp (- (betax (k-1)));
7 - else
8 - p=exp (- (betax* (T-1)));
9 - end
program_utama
1 - clear all
2 - «clc
3
4 - T=20;
5 - c¢ck=0.4;
6 — beta = 0.1;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 — EO = 1.2468; SEkNol1"2
9 - E1 = 1.0430; $EkNol
10 - g = 1.0284; $q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.00047; $EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.044¢67]; $EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

end

Ak

for

end

Jk

for

end

Ck

for

= zeros (T+1,1);
zeros (T,1);
zeros (T+1,1);

zeros (T+1,1);

zeros (T+1,1);

= zeros(1l,T+1);

k=1:T+1
p (k) =peluang(beta,k,T);

= EO— (EeP’ xinv (E) *EeP) ;

k=1:T+1
a = sum(p(k:T+1));
w(k) = a* (AkK"(T-(k-1)));

= El1-(EeP’ xinv (E) *EPk) ;

k=1:T+1
a = sum(p(k:T+1));
h(k) = a* (Jk*(T-(k=-1)));

= (g*xEl) - (EeP’ xinv (E) xg*EPk) ;

k=1:T+1
if k<T+1

b = sum(p(k:T+1));

c = sum(w(k+1:T+1));

lambda (k) = (c—b)*ck* (Ck*(T-(k-1)));
elseif k==T+1

b = p(T+1);

lambda (k) = — (bxck* (Ck*(T-(k-1))));
end
= EPk’ xinv (E) xEPk;
0;
k=1:T
f = (h(k+1)"2)/(w(k+1));
e = e+f;
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62
63
64
65
66
67
68

69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

end
alpha0 = —-exDk;

Bk = (g"2)«*(1-Dk);

eta(k) = (((ck"2)xp(k))+(w(k+1l)rck+2xlambda (k+1))

- ((lambda (k+1)"2) /w(k+1))* ((g"2)-Bk) ;

for k=1:T
* (ck*Bk))
end
f = 0;
for k=1:T
f = f+eta(k);
end

gammal = (ckx (p(T+1)"2)*((q”2))"T)+L£* ((q"2) " (T-1));

Mk = g (1-Dk);

for k=1:T

xi(k) = (-ck*p(k))+(h(k+1l) = ((ck*Mk)-((lambda (k+1)

/w(k+1))x (gq-Mk))));

end
g = 0;
for k=1:T
g = g+xi(k);
end

g0 = (=ckxp(T+1)*(g"T))+(g*x(gq”(T-1)));

y(1) = 4;
x(1) = 12;
z(1l) = x(1)+(ck*y(1));
for k=2:T+1
y (k) = qgxy(k-1);
x(k) = z(k-1);
if k<T+1
z (k) = x(k)+(ckxy(k));
else
break
end
end
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104
105
106
107
108
109
110
111
112
113

114

115
116
117
118
119
120
121
122

123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

s = 0;
for k=2:T+1
s = s+t ((p(k)*x(k))); d(k) = s;
end
u=[]
for k=1:T

temp = ((h(1)*(x(1)+(ckxy(1))))+((g0xy(1))-d(k)))/alphaO;

ut = (-inv (E) xEePx (x (k) + (ck*y(k))))—-(y (k)
* (ck+ (lambda (k+1) /w (k+1)))
*g*1inv (E) *EPk) + (tempx* (h (k+1) /w(k+1))
*inv (E) *EPKk) ;

u = [u;ut];

end

u

for k=1:T
ax=-((l+alpha0) /alphaO);
bx=(d (k)= ((h(1)*(x(1)+(ck*xy(1)))+(g0xy(1)))

/ (1+alpha0)))"2;

cx=w (1) * ((x(1)+(ck*y(1)))"2);
dx=(2+lambda (1)) *» (x (1) +(ckxy (1)) ) x(y(1));
ex=gammalx (y (1) *2);
fx=1/ (1+alphaO) ;
gx=(h (1) *(x(1)+(ckxy(1)))+(g0xy(1)))"2;
var (k) =(ax*xbx) tcx+tdxtex— (fx*gx) ;

end

figure (1)

hold on

n = zeros (3, 1);

n(l) = plot(var,d,’'m——’',"LineWidth’,2);
n(2) = plot(var,d,’r-’,’Linewidth’,2);
n(3) = plot(var,d,’b—-',’LineWidth’,2);

legend(n, ’\beta(s)=0.1",’\beta(s)=0.25","\beta(s)=0.

grid on
xlabel (’Varian’);

ylabel (’Mean’);




Lampiran 7. Listing Program Simulasi Il

90

HitungL
1 - function lambda=HitungL (k,w,p,T,Ck, ck)
2
3 - for i=1:T+1
4 - if i<T+1
5 - a=sum(p(i:T+1));
6 - b=sum(w (i+1:T+1));
7 - lambda= (b-a) xck* (Ck" (T-(i-1)));
8 - elseif 1i==T+1
9 - a=p (T+1);
10 - lambda= (a*ckx (Ck" (T—(i-1))));
11 - end
12 - end
peluang
1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;
5 - elseif k<T+1
6 - p=exp (- (betax* (k-2))) —exp (- (betax (k-1)));
7 - else
8 - p=exp (- (betax* (T-1)));
9 - end
program_utama
1 - clear all
2 - «clc
3
4 - T=20;
5 - c¢k=0;
6 — beta = 0.1;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 — EO = 1.2468; SEkNol1"2
9 - E1 = 1.0430; $EkNol
10 - g = 1.0284; $q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.00047; $EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.044¢67]; $EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

end

Ak

for

end

Jk

for

end

Ck

for

= zeros (T+1,1);
zeros (T,1);
zeros (T+1,1);

zeros (T+1,1);

zeros (T+1,1);

= zeros(1l,T+1);

k=1:T+1
p (k) =peluang(beta,k,T);

= EO— (EeP’ xinv (E) *EeP) ;

k=1:T+1
a = sum(p(k:T+1));
w(k) = a* (AkK"(T-(k-1)));

= El1-(EeP’ xinv (E) *EPk) ;

k=1:T+1
a = sum(p(k:T+1));
h(k) = a* (Jk*(T-(k=-1)));

= (g*xEl) - (EeP’ xinv (E) xg*EPk) ;

k=1:T+1
if k<T+1

b = sum(p(k:T+1));

c = sum(w(k+1:T+1));

lambda (k) = (c—b)*ck* (Ck*(T-(k-1)));
elseif k==T+1

b = p(T+1);

lambda (k) = — (bxck* (Ck*(T-(k-1))));
end
= EPk’ xinv (E) xEPk;
0;
k=1:T
f = (h(k+1)"2)/(w(k+1));
e = e+f;
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62 -
63 -
64
65 -
66

68 -

69 -
70 -
71
72
73 -
74 -
75 -
76 -
77
78 -
79
80 -
81 -

82 -
83

84 -
85 -
86 —
87 -
88 —
89

90 -
91 -

93 -
94
95 -
96
97

99
100 -
101
102
103 -

end
alpha0 = —-exDk;

Bk = (g"2)«*(1-Dk);

for k=1:T
eta(k) = (((ck"2)*p(k))+(w(k+1l)*ck
+2*lambda (k+1)) x (ckxBk) )
- ((lambda (k+1)"2) /w(k+1)) * ((g"~2) -Bk) ;

end
f = 0;
for k=1:T
f = f+eta(k);
end

gammal = (ck* (p(T+1)"2)x((g*2)"T))+f*((q"2)*(T-1));
Mk = gx (1-Dk);
for k=1:T

xi (k) = (-ckx*p(k))+(h(k+1l)*((ckxMk)
- ((lambda (k+1) /w(k+1)) x (g-Mk))));

end
g = 0;
for k=1:T
g = g+xi(k);
end

g0 = (=ckxp(T+1)*(g"T))+(g*x(gq”(T-1)));

y(1) = 4;
x(1) = 12;
z(1l) = x(1)+(ck*y(1));
for k=2:T+1
y (k) = qgxy(k-1);
x(k) = z(k-1);
if k<T+1
z (k) = x(k)+(ckxy(k));
else
break
end
end

d(l) = 1;
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104
105
106
107
108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

s = 0;

for k=2:T+1
s = st ((p(k)*x(k))); d(k) = s;

end

u:[]l

for k=1:T
temp = ((h(1l)*(x(1)+(ckxy(1))))+((gOxy(1l))-d))/alpha0;
ut = (-1inv(E) *EeP«* (x(k)))+ (temp* (h(k+1) /w(k+1))

*inv (E) *EPk) ;

u = [u;ut];

end

u

for k=1:T
ax=-((l+alpha0) /alpha0);
bx=(d(k)-((h(1l)*x(1))/(1+alphal)))"2;
cx=(w(l)-((h(1)"2)/(1+alpha0))) % (x(1)"2);
var (k)= (ax*xbx) +tcx;

end

figure (1)

hold on

n = zeros (3, 1);

n(l) = plot(var,d,’'m——’",’LineWidth’,2);
n(2) plot (var,d,’r-’,’LineWidth’,2);
n(3) = plot(var,d,’"b—-',’LineWidth’,2);
legend(n, ’\beta(s)=0.1",’\beta(s)=0.25","\beta(s)

grid on

xlabel (’Varian’);

ylabel (’Mean’);

0.




Lampiran 8. Listing Program Simulasi lll

94

HitungL
1 - function lambda=HitungL (k,w,p,T,Ck, ck)
2
3 - for i=1:T+1
4 - if i<T+1
5 - a=1;
6 - b=sum(w (i+1:T+1));
7 - lambda=-ckx (b—a) * (Ck* (T—-(i-1)));
8 - elseif 1i==T+1
9 - a=p (T+1);
10 - lambda=-ck#* (Ck" (T-(1i-1)));
11 - end
12 - end
peluang
1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;
5 - elseif k<T+1
6 - p=exp (- (betax* (k-2))) —exp (- (betax (k-1)));
7 - else
8 - p=exp (- (betax* (T-1)));
9 - end
program_utama
1 - clear all
2 - «clc
3
4 - T=20;
5 - c¢ck=0.4;
6 — beta = 0;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 — EO = 1.2468; $EkNol"2
9 - E1 = 1.0430; $EkNol
10 - g = 1.0284; $q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.00047; $EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.044¢67]; $EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

end

Ak

for

end

Jk

for

end

Ck

for

end

Dk

for

end

zeros (T+1,1);
zeros (T,1);
zeros (T+1,1);
zeros (T+1,1);
(

zeros (T+1,1);

= zeros(1l,T);

k=1:T+1

p (k) =peluang(beta,k,T);

EO— (EeP’ xinv (E) xEeP) ;

k=1:T+1

a = sum(p(k:T+1));

w(k) = Ak (T-(k-1));

El-(EeP’ xinv (E) *EPk) ;

k=1:T+1

a = sum(p(k:T+1));
h(k) = Jk"(T-(k-1));

(g*E1l) — (EeP’ xinv (E) xg*EPKk) ;

k=1:T+1
if k<T+1
b =1;
c = sum(w(k+1:T+1));
lambda (k) = ckx (c-b) * (Ck"(T-(k-1)));
elseif k==T+1
b = p(T+1);
lambda (k) = —-ck* (Ck*"(T-(k=-1)));
end

EPk’ xinv (E) xEPk;

k=1:T
d = (Jk*2)/ (BK);

alphaO = (d*(T-1)) % (=T*Dk);
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62
63
64
65
66

67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78

79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

Bk = (g™2)*(1-Dk);

for k=1:T
eta(k)=((w(k+1) xck+2*1lambda (k+1)) = (ckxBk) )
- ((lambda (k+1)"2) /w(k+1)) * ((g"2)-Bk) ;

end
f = 0;
for k=1:T
f = f+eta(k);
end

gammal = ((ck”*2)* ((g"2)"T))+£*((g*2)"(T-1));

Mk = gx (1-Dk);

for k=1:T
x1i(k) = h(k+1)* ((ckxMk)—-((lambda (k+1) /w(k+1))
* (q-Mk) ) ) ;

end

g = 0;

for k=1:T

y (1) = 4;
x(1l) = 12;
z (1) = x(1)+(ckxy(1));
for k=2:T+1
y (k) = gxy(k-1);
x(k) = z(k-1);
if k<T+1
z (k) = x(k)+(ckxy(k));
else
break
end
end
s = 0;
for k=1:T
if k<T
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104 - elseif k==

105 - d(k)= s+ (p(k+1)*x(k));

106 - end

107 - end

109 - u=[];

110 - for k=1:T

111 - temp = ((h(1)*(x(1)+(ckxy(1))))+((g0*y(1))-d(k)))
/alpha0;

112

113 - ut = (-inv (E) xEePx (x (k) + (ck*y(k))))—-(y (k)
* (ck+ (lambda (k+1) /w(k+1)))

114 *g*inv (E) *EPk) + (tempx (h (k+1) /w (k+1))
*inv (E) *EPKk) ;

115

116 - u = [uj;ut];

117 - end

118 u

119

120 - for k=1:T

121 - ax=-((l+alpha0) /alphaO);

122 - bx=(d (k)= ((h(1)*(x(1)+(ck*xy(1)))+(g0xy(1)))

/ (1+alpha0))) "2;

123 - cx=w (1) * ((x(1)+(ckxy(1)))"2);

124 - dx=(2+«lambda (1)) * (x (1) + (ck*y (1)) )*(y(1));

125 - ex=gammalx (y (1) *2);

126 - fx=1/ (1+alphaO) ;

127 - gx=(h (1) *(x(1)+(ckxy(1)))+(g0xy(1)))"2;

128 - var (k) =(ax*xbx) tcx+tdxtex— (fx*gx) ;

129 - end

130

131 - figure(l)

132 - hold on

133 = n = zeros (3, 1);

134 - n(l) = plot(var,u,’m——',"LineWidth’,2);

135 - n(2) = plot(var,u,’r-’,’'LineWidth’,2);

136 = n(3) = plot(var,u,’'b—-',’LineWidth’,2);

137 - legend(n, "c_k=0.4","c_k=0.5","c_k=0.6");

138 - grid on

139 - xlabel (’Varian’);

140 - vylabel ('Mean’);
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Lampiran 9. Batasan Efisien Hasil Simulasi | saat 3(s) = 0.1 dengan
Tiga Nilai c, Berbeda

k c, =04 ¢, = 0.5 c, = 0.6
var (x10°) d var (x10°%) d var (x10%) d

0 4.7789 | 1.0000 6.4153 | 1.0000 8.2928 | 1.0000
1 4.7382 | 1.2942 6.3621 1.3323 8.2254 | 1.3703
2 4.5590 | 2.6069 6.1433 | 2.7149 7.9639 | 2.8228
3 4.3826 | 3.9266 5.9235 | 4.1307 7.6967 | 4.3348
4 42105 | 5.2434 5.7054 | 5.5651 7.4276 | 5.8869
5 4.0435 | 6.5490 5.4909 | 7.0058 7.1598 | 7.4626
6 3.8826 | 7.8366 5.2816 | 8.4421 6.8960 | 9.0477
7 3.7281 | 9.1005 5.0787 | 9.8653 6.6381 | 10.6302
8 3.5805 | 10.3361 4.8830 | 11.2681 6.3878 | 12.2001
9 3.4400 | 11.5397 4.6953 | 12.6444 6.1461 | 13.7490
10 3.3066 | 12.7085 4.5159 | 13.9892 5.9138 | 15.2700
11 3.1803 | 13.8401 4.3450 | 15.2987 5.6917 | 16.7574
12 3.0610 | 14.9330 4.1828 | 16.5698 5.4799 | 18.2067
13 2.9485 | 15.9861 4.0291 | 17.8002 5.2786 | 19.6143
14 2.8427 | 16.9987 3.8839 | 18.9881 5.0879 | 20.9776
15 2.7432 | 17.9705 3.7470 | 20.1325 4.9075 | 22.2945
16 2.6499 | 18.9015 3.6181 | 21.2326 4.7373 | 23.5637
17 2.5624 | 19.7921 3.4969 | 22.2881 4.5769 | 24.7842
18 2.4805 | 20.6426 3.3831 | 23.2992 4.4260 | 25.9558
19 2.4038 | 21.4539 3.2764 | 24.2661 4.2843 | 27.0783
20 0.0000 | 29.5755 0.0000 | 33.9693 0.0000 | 38.3632
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Lampiran 10. Batasan Efisien Hasil Simulasi | saat ¢, = 0.4 dengan
Tiga Nilai 3(s) Berbeda

k B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
var (x109) d var (x10°) d var (x10°9) d

0 4.7789 | 1.0000 7.2838 | 1.0000 1.1081 1.0000
1 47382 | 1.2942 6.6712 | 3.0083 0.8633 | 5.3512
2 4.5590 | 2.6069 59124 | 5.6346 0.6825 | 8.9895
3 4.3826 | 3.9266 5.2945 | 7.9071 0.5730 | 11.4412
4 4.2105 | 5.2434 4.7925 | 9.8587 0.5053 | 13.0811
5 4.0435 | 6.5490 4.3851 | 11.5242 0.4627 | 14.1710
6 3.8826 | 7.8366 4.0543 | 12.9379 0.4356 | 14.8915
7 3.7281 | 9.1005 3.7857 | 14.1324 0.4183 | 15.3655
8 3.5805 | 10.3361 3.5673 | 15.1375 0.4071 | 15.6762
9 3.4400 | 11.5397 3.3897 | 15.9801 0.3999 | 15.8791
10 3.3066 | 12.7085 3.2450 | 16.6844 0.3952 | 16.0111
11 3.1803 | 13.8401 3.1270 | 17.2713 0.3922 | 16.0968
12 3.0610 | 14.9330 3.0308 | 17.7592 0.3903 | 16.1523
13 2.9485 | 15.9861 2.9523 | 18.1638 0.3890 | 16.1881
14 2.8427 | 16.9987 2.8881 | 18.4987 0.3882 | 16.2112
15 2.7432 | 17.9705 2.8357 | 18.7753 0.3877 | 16.2261
16 2.6499 | 18.9015 2.7929 | 19.0034 0.3874 | 16.2356
17 2.5624 | 19.7921 2.7579 | 19.1912 0.3872 | 16.2417
18 2.4805 | 20.6426 2.7294 | 19.3456 0.3870 | 16.2457
19 2.4038 | 21.4539 2.7060 | 19.4723 0.3869 | 16.2482
20 0.0000 | 29.5755 0.0000 | 19.9421 0.0000 | 16.2522
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Lampiran 11. Batasan Efisien Hasil Simulasi Il dengan Tiga Nilai 3(s)

Berbeda
k B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
var (x10%) d var (x10°%) d var (x10) d

0 6.4431 1.0000 1.8979 | 1.0000 4.4058 | 1.0000
1 6.3708 | 1.1420 1.6424 | 2.6544 3.1112 | 4.7216
2 5.8579 | 2.1752 1.3499 | 4.7216 2.2702 | 7.5854
3 5.4141 3.1102 1.1426 | 6.3316 1.8258 | 9.3224
4 5.0292 | 3.9562 0.9937 | 7.5854 1.5804 | 10.3760
5 4.6944 | 4.7216 0.8853 | 8.5619 1.4405 | 11.0150
6 4.4026 | 5.4143 0.8054 | 9.3224 1.3589 | 11.4026
7 41477 | 6.0410 0.7460 | 9.9147 1.3106 | 11.6376
8 3.9245 | 6.6081 0.7015 | 10.3760 1.2818 | 11.7802
9 3.7286 | 7.1212 0.6678 | 10.7352 1.2644 | 11.8667
10 3.5564 | 7.5854 0.6422 | 11.0150 1.2540 | 11.9191
11 3.4046 | 8.0055 0.6226 | 11.2329 1.2477 | 11.9510
12 3.2707 | 8.3857 0.6076 | 11.4026 1.2438 | 11.9703
13 3.1522 | 8.7296 0.5960 | 11.5347 1.2415 | 11.9820
14 3.0473 | 9.0408 0.5871 | 11.6376 1.2401 | 11.9891
15 2.9541 9.3224 0.5802 | 11.7178 1.2393 | 11.9934
16 2.8714 | 9.5772 0.5749 | 11.7802 1.2387 | 11.9960
17 2.7977 | 9.8078 0.5707 | 11.8288 1.2384 | 11.9976
18 2.7321 | 10.0164 0.5675 | 11.8667 1.2382 | 11.9985
19 2.6736 | 10.2052 0.5650 | 11.8962 1.2381 | 11.9991
20 0 | 12.0000 0 | 12.0000 0 | 12.0000
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Lampiran 12. Batasan Efisien Hasil Simulasi lll dengan Tiga Nilai ¢
Berbeda

k c, =04 ¢, = 0.5 ¢, = 0.6
var (x10°) d var (x106) d var (x106) d

0 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
1 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
2 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
3 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
4 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
5 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
6 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
7 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
8 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
9 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
10 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
11 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
12 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
13 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
14 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
15 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
16 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
17 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
18 1.3669 | 1.0000 1.9428 | 1.0000 2.6197 | 1.0000
19 0.3873 | 51.5757 0.5471 | 61.4697 0.7344 | 71.3636
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Lampiran 13. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi | saat 3(s) ber-
nilai 0.1 dengan Tiga Nilai c, Berbeda

k uy,
Cr = 0.4 Cr = 0.5 Cr, = 0.6
60.7373 69.9940 79.2506
0 —3.0985 —4.0183 —4.9381
—19.3928 —22.3928 —25.3929
69.6181 80.3267 91.0353
1 —3.6434 —4.6141 —5.5849
—22.2375 —25.6988 —29.1601
78.6399 90.9777 103.3154
2 —4.1914 —5.2297 —6.2680
—25.1268 —29.1067 —33.0867
88.8035 102.9702 117.1368
3 —4.8532 —5.9779 —7.1027
—28.3861 —32.9494 —37.5126
100.2632 116.4839 132.7046
4 —5.6455 —6.8784 —8.1113
—32.0658 —37.2852 —42.5046
113.1956 131.7244 150.2533
Y —6.5876 —7.9534 —9.3193
—36.2230 —42.1809 —48.1388
127.8026 148.9268 170.0510
6 —7.7015 —9.2286 —10.7557
—40.9235 —47.7129 —54.5023
144.3160 168.3602 192.4044
7 —9.0124 —10.7333 —12.4541
—46.2426 —53.9688 —61.6950
163.0014 190.3331 217.6648
8 —10.5495 —12.5011 —14.4527
—52.2667 —61.0489 —69.8310




k uy,
Cr = 0.4 Cr = 0.5 Cr = 0.6
184.1635 215.1990 246.2346
9 —12.3462 —14.5709 —16.7957
—59.0948 —69.0679 —79.0410
208.1522 243.3637 278.5752
10 —14.4407 —16.9871 —19.5334
—66.8408 —78.1580 —89.4752
235.3696 275.2929 315.2162
11 —16.8773 —19.8007 —22.7240
—75.6352 —88.4704 —101.3056
266.2776 311.5214 356.7652
12 —19.7067 —23.0705 —26.4343
—85.6283 —100.1791 —114.7299
301.4077 352.6640 403.9202
13 —22.9875 —26.8642 —30.7409
—96.9930 —113.4840 —129.9750
341.3712 399.4273 457.4834
14 —26.7869 —31.2595 —35.7321
—109.9279 —128.6148 —147.3017
386.8718 452.6244 518.3769
15 —31.1825 —36.3460 —41.5094
—124.6620 —145.8359 —167.0099
438.7198 513.1907 987.6617
16 —36.2637 —42.2268 —48.1898
—141.4587 —165.4516 —189.4445
497.8487 582.2035 666.5583
17 —42.1336 —49.0207 —55.9078
—160.6215 —187.8120 —215.0025
565.3343 660.9032 756.4721
18 —48.9108 —56.8647 —64.8186
—182.5005 —213.3206 —244.1408
642.4168 750.7189 859.0211
19 —56.7325 —65.9166 —75.1008
—207.4987 —242.4422 —277.3857
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Lampiran 14. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi | saat ¢, = 0.4
dengan Tiga Nilai 3(s) Berbeda

k uy,

B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
60.7373 127.4381 238.4294
—3.0985 —10.4974 —22.8093
—19.3928 —41.0869 —77.1863
69.6181 141.2280 2441704
—3.6434 —11.5868 —23.0059
—22.2375H —45.5282 —79.0097
78.6399 153.8957 251.7051
—4.1914 —12.5392 —23.38R89
—25.1268 —49.6033 —81.4153
88.8035 168.4977 267.2343
—4.8532 —13.6934 —24.6459
—28.3861 —54.3063 —86.4199
100.2632 185.4162 290.7040
—5.6455 —15.0912 —26.7705
—32.0658 —59.7613 —94.0057
113.1956 205.0835 322.2613
—6.5876 —16.7804 —29.7786
—36.2230 —66.1091 —104.2206
127.8026 227.9914 362.2764
—7.7015 —18.8151 —33.7109
—40.9235 —73.5094 —117.1850
144.3160 254.7024 411.3574
—-9.0124 —21.2572 —38.6344
—46.2426 —82.1453 —133.0966
163.0014 285.8619 470.3628
—10.5495 —24.1780 —44.6441
—52.2667 —92.2265 —152.2345




k uy,
B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
184.1635 322.2129 540.4166
9 —12.3462 —27.6595 —51.8641
—59.0948 —103.9947 —174.9644
208.1522 364.6121 622.9280
10 —14.4407 —31.7963 —60.45039
—66.8408 —117.7286 —201.7445
235.3696 414.0496 719.6170
11 —16.8773 —36.6977 —70.5932
—75.6352 —133.7500 —233.1343
266.2776 471.6705 832.5475
12 —19.7067 —42.4903 —82.5211
—85.6283 —152.4313 —269.8048
301.4077 538.8007 964.1683
13 —22.9875 —49.3207 —96.5053
—96.9930 —174.2039 —312.5525
341.3712 616.9764 1117.3637
14 —26.7869 —57.3589 —112.8652
—109.9279 —199.5671 —362.3156
386.8718 707.9780 1295.5145
15 —31.1825 —66.8018 —131.9752
—124.6620 —229.1002 —420.1935
438.7198 813.8696 1502.5691
16 —36.2637 —77.8779 —154.2730
—141.4587 —263.4743 —487.4704
497.8487 937.0442 1743.1281
17 —42.1336 —90.8521 —180.2683
—160.6215 —303.4677 —565.6425
565.3343 1080.2765 2022.5408
18 —48.9108 —106.0316 —210.5539
—182.5005 —349.9829 —656.4497
642.4168 1246.7822 2347.0153
19 —56.7325 —123.7727 —245.8179
—207.4987 —404.0656 —761.9110
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Lampiran 15. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi Il saat ¢, =0
dengan Tiga Nilai 3(s) Berbeda

uy,

B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
23.7108 66.2289 151.2906
0.5806 —4.1358 —13.5714
—7.3927 —21.2215 —48.8874
26.7839 71.0953 147.3782
0.2397 —4.6756 —13.1374
—8.3922 —22.8042 —47.6149
29.2888 74.3915 145.7787
—0.0381 —5.0412 —12.9600
—9.2069 —23.8763 —47.0946
32.1369 78.9428 151.2476
—0.3541 —5.5461 —13.5666

—10.1332 —25.3566 —48.8734
35.3805 84.8830 162.7622
—0.7139 —6.2050 —14.8439

—11.1882 —27.2886 —52.6184
39.0801 92.3743 179.7743
—1.1243 —7.0360 —16.7310

—12.3914 —29.7251 —b5&8.1515
43.3058 101.6110 202.0975
—1.5930 —8.0606 —19.2072

—13.7659 —32.7293 —65.4121
48.1392 112.8239 229.8330
—2.1292 —9.3044 —22.2838

—15.3379 —36.3763 —74.4329
53.6746 126.2864 263.3220
—2.7432 —10.7978 —25.9987

—17.1382 —40.7549 —85.3250




k uy,
B(s) =0.1 B(s) =0.25 B(s) =0.5
60.0213 142.3202 303.1182
9 —3.4472 —12.5763 —30.4131
—19.2025 —45.9698 —98.2686
67.3062 161.3030 349.9762
10 —4.2553 —14.6820 —35.6109
—21.5718 —52.1439 —113.5089
75.6764 183.6772 404.8504
11 —5.1838 —17.1639 —41.6979
—24.2942 —59.4209 —131.3564
85.3026 209.9598 468.9048
12 —6.2516 —20.0794 —48.8033
—27.4251 —67.9692 —152.1898
96.3829 240.7544 543.5300
13 —7.4807 —23.4953 —57.08120
—31.0289 —77.9850 —176.4613
109.1469 276.7648 630.3690
14 —8.8965 —27.4898 —66.7140
—35.1803 —89.6972 —204.7052
123.8615 318.8110 731.3492
15 —10.5288 —32.1539 —77.9154
—39.9662 —103.3725 —237.5486
140.8359 367.8474 848.7234
16 —12.4117 —37.5933 —90.9353
—45.4870 —119.3214 —275.7239
160.4294 424.9849 985.1176
17 —14.5851 —43.9314 —106.0650
—51.8597 —137.9051 —320.0855
183.0589 491.5155 1143.5892
18 —17.0953 —51.3114 —123.6438
—59.2198 —159.5438 —371.6276
209.2082 568.9417 1327.6941
19 —19.9960 —59.9000 —144.0659
—67.7248 —184.7263 —431.5068
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Lampiran 16. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi lll saat 3(s) ber-
nilai 0 dengan Tiga Nilai c, Berbeda

uj

Cr = 0.4 Cr = 0.5 Cr, = 0.6
108.6626 129.10745 149.5523
—8.4147 —10.5756 —12.7364
—34.9803 —41.6192 —48.2582
125.3150 148.9908 172.6667
—9.8216 —12.2308 —14.6400
—40.3526 —48.0315 —55.7104
144.6115 172.0288 199.4461
—11.5094 —14.2204 —16.9314
—46.5837 —55.4682 —64.3527
166.9768 198.7277 230.4786
—13.5247 —16.6000 —19.6753
—53.8116 —64.0940 —74.3765
192.9036 229.6754 266.4472
—15.9218 —19.4344 —22.9469
—62.1966 —74.1001 —86.0037
222.9648 265.5549 308.1451
—18.7639 —22.7988 —26.8337
—71.9249 —85.7086 —99.4923
257.8254 307.1596 356.4937
—22.1245 —26.7808 —31.4372
—83.2128 —99.1773 —115.1419
298.2579 355.4106 412.5632
—26.0887 —31.4821 —36.8756
—96.3115 —114.8060 —133.3006
345.1598 411.3783 477.5968
—30.7558 —37.0209 —43.2861
—111.5128 —132.9427 —154.3726




k uy,
Cr = 0.4 Cr = 0.5 Cr = 0.6
399.5733 476.3058 953.0384
9 —36.2408 —43.5346 —50.8284
—129.1558 —153.9916 —178.8275
462.7091 551.6371 640.5651
10 —42.6778 —51.1828 —59.6877
—149.6341 —178.4224 —207.2106
535.9735 639.0492 742.1249
11 —50.2223 —60.1509 —70.0796
—173.4051 —206.7804 —240.1556
620.9999 740.4903 859.9807
12 —59.0549 —70.6546 —82.2543
—200.1000 —239.6991 —278.3983
719.6856 858.2232 996.7608
13 —69.3856 —82.9442 —96.5027
—233.0358 —277.9146 —322.7935
834.2345 994.8763 1155.5181
14 —81.4586 —97.3106 —113.1627
—270.2293 —322.2816 —374.3340
967.2066 1153.5026 1339.7987
15 —95.5571 —114.0920 —132.6270
—313.4130 —373.7931 —434.1732
1121.5751 1337.6484 1553.7218
16 —112.0106 —133.6811 —155.3516
—363.5540 —433.6024 —503.6507
1300.7941 1551.4329 1802.0718
17 —131.2016 —156.5341 —181.8665
—421.7756 —503.0491 —584.3226
1508.8754 1799.6408 2090.4062
18 —153.5747 —183.1811 —212.7874
—489.3825 —583.689 —677.9963
876.1875 1042.5041 1208.8206
19 —82.6639 —98.2834 —113.9028
—283.5315 —337.3439 —391.1562
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