BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada Bab Il ini berisi definisi beserta contoh, teorema dan
akibat yang menjadi dasar teori yang digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan pada Bab III.

2.1 Hasil kali Cartesian dan Relasi

Berikut diberikan definisi mengenai hasil kali Cartesian dan
relasi berdasarkan Bhattacharya, dkk., 1995.

Definisi 2.1.1 (Hasil kali Cartesian)
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Himpunan semua
pasangan terurut (a,b) dimana a € A dan b € B merupakan hasil
kali Cartesian dari himpunan A dan B yang dinotasikan sebagai
berikut.

AXB ={(a,b)la€A,beB}.

Definisi 2.1.2 (Relasi)
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. jika R adalah
himpunan bagian A X B, maka R merupakan relasi dari A ke B.

2.2 Pemetaan, Operasi Biner dan Struktur Aljabar

Berikut diberikan definisi dan contoh mengenai pemetaan,
pemetaan injektif, surjektif, bijektif dan operasi biner berdasarkan
Lang, 1987 dan Bhattacharya, dkk., 1995.

Definisi 2.2.1 (Pemetaan)
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. Pemetaan dari A ke
B adalah suatu relasi yang menghubungkan setiap elemen x di
A dengan tunggal ke suatu elemen y di B. Pemetaan f dari A ke B
dapat dituliskan dalam notasi sebagai berikut :
f:A—B
x—=fx)=y



Contoh 2.2.2
Diketahui himpunan A ={0,1,2,3,4} dan B ={0,2,3,4,5,6,7,8}.
Didefinisikan suatu relasi
f:tA— B
x— f(x) = 2x.
Akan dibuktikan f merupakan pemetaan.

Bukti :

Karena suatu relasi didefinisikan f(x) = 2x, sehingga diperoleh
f =1{(0,0),(1,2),(2,4),(3,6),(4,8)}. Hal ini menunjukan bahwa
untuk setiap x di A tepat memiliki satu pasangan elemen y di B. Jadi,
terbukti bahwa f merupakan pemetaan. m

Definisi 2.2.3 (Pemetaan Injektif, Surjektif dan Bijektif)
Misalkan pemetaan f: A — B.
(i) Pemetaan f disebut injektif (into), jika f(x;) = f(x,) maka

X, = X, , untuk setiap x;, x, € A.

(i) Pemetaan f disebut surjektif (onto), jika untuk setiap y € B,
terdapat x € A sehingga f(x) = y.

(iii) Pemetaan f disebut bijektif (korespondensi 1 —1) jika f
merupakan pemetaan yang injektif dan surjektif.

Contoh 2.2.4
Diberikan R adalah himpunan bilangan real dan diidefinisikan suatu
pemetaan
ffR—R
x— f(x)=x—-20
sehingga f merupakan pemetaan bijektif.

Bukti

Ambil sembarang x;, x, € R, sedemikian sehingga berlaku:

(1) Q1) =f(x) =% —20=2x, —20

= X; = Xp.

Jadi, untuk setiap x;,x, € R jika f(x;) = f(xy) maka x; = x,
sehingga f adalah pemetaan injektif.

(i) Misalkan y adalah sembarang elemen di R. Dikerenakan
y = f(x) =x —20, sehingga terdapat x € R sedemikian
sehingga x = y + 20 € R. Jadi, untuk setiap y € R terdapat



x € R sedemikian sehingga f(x) = y. Oleh sebab itu f adalah
pemetaan yang surjektif.
Karena f injektif dan juga f surjektif maka f merupakan pemetaan
yang bijektif. m

Definisi 2.2.5 (Operasi Biner)
Misalkan S adalah himpunan tidak kosong. Operasi biner = adalah
suatu pemetaan dari S x S ke S.yang dinotasikan sebagai berikut.
*x:5XS§S—S
(a,b) —x*(a,b) = axb.

Contoh 2.2.6
Diberikan himpunan Z dengan operasi perjumlahan (+). Operasi
penjumlahan (+) adalah operasi biner pada Z.

Bukti
Operasi penjumlahan (+) adalah suatu operasi biner pada Z yang
dapat dinyatakan dalam notasi
+:ZXZ-Z
(a,b) » +(a,b) =a+b.
Artinya untuk setiap (a,b) € Z X Z maka a + b € Z. Jadi, terbukti
bahwa operasi penjumlahan (+) pada Z adalah operasi biner. m

Definisi 2.2.7 (Struktur aljabar)
Misalkan H adalah himpunan tidak kosong. H disebut struktur
aljabar jika dilengkapi dengan satu operasi biner atau lebih.

2.3 Matriks

Berikut ini akan diberikan definisi dan lemma dari matriks
berdasarkan Anton dan Rorres, 2004 dan Grossman, Stanley 1, 1994.

Definisi 2.3.1 (Matriks)

Matriks adalah susunan bilangan yang berbentuk persegi panjang.
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut disebut entri dari matriks.
Ukuran matriks dinyatakan dengan m x n, dimana m menunjukan
banyaknya baris dan n menunjukan banyaknya kolom. Entri yang
terletak pada baris i dan kolom j di dalam matriks dinyatakan
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sebagai a;;. Bentuk umum dari matriks yang berukuran m xn
adalah

aiq aqn e Qip

A az; Qg2 - Qon
mxn — . .

Am1i QAmz Amn

Definisi 2.3.2 (Kesetaraan Matriks)

Dua buah matriks dikatakan setara (equal) jika keduanya memiliki
ukuran yang sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah sama.
Secara matematis dapat ditulis, Jika A = B maka a;; = b;; untuk
semua i dan j.

Definisi 2.3.3 (Penjumlahan dan Pengurangan Matriks)
Misalkan A dan B masing-masing adalah matriks yang berukuran
sama, penjumlahan matriks A + B adalah matriks yang diperoleh
dengan menjumlahkan entri-entri A dan B yang bersesuaian. Secara
matematis dapat ditulis, Jika 4 = [a;;] dan B = [b;;] memiliki
ukuran yang sama, maka

A+ B = [ay] + [by]

= [a + b];;

dengan a + b = a;; + by;.
Dengan cara yang sama berlaku untuk pengurangan matriks.

Lemma 2.3.4
Misalkan A dan B masing-masing adalah matriks berukuran sama,
Matriks A dan B berlaku :

i) Hukum komutatif terhadap penjumlahan

i) Hukum asosiatif terhadap penjumlahan

Bukti
i) Dengan menggunakan Definisi 2.3.3 dan hukum komutatif pada
bilangan real, diperoleh

A+ B =[a;] + [by]
= [a + b];;
= [b + a];;
= [bij] +[a;;] =B + 4



il) Dengan menggunakan Definisi 2.3.3 dan hukum asosiatif pada
bilangan real, diperoleh

(A +B) +C = ([ay] + [by]) + [cy]
= [a + b]l] + [Cij]
= [a + b + C]ij
= [ai]-] + [b + C]ij
lai] + (b + 1))
= [aly + ([by] + [ey])
=A+ (B+C0C)
Berdasarkan i) dan ii), terbukti bahwa operasi pada matriks berlaku
hukum komutatif dan asosiatif atas penjumlahan.

Definisi 2.3.5 (Perkalian Matriks dengan Skalar)
Misalkan A adalah suatu matriks sembarang dan ¢ adalah skalar.
hasil kali cA adalah matriks yang diperoleh dari perkalian setiap entri
pada matriks A dengan bilangan c¢. Matriks cA disebut sebagai
kelipatan skalar dari A. Secara matematis dapat ditulis, jika A = [aij]
maka

cA = c[ai j]

= [cay]

Lemma 2.3.6
Misalkan A, B,C masing-masing adalah matriks sembarang dan
untuk setiap skalar a, b, c € R, berlaku :
i) Hukum distributif kanan terhadap skalar : (a + b)C = aC + bC
i) Hukum distributif kiri terhadap matriks : c(A + B) = cA + cB

Bukti
i) Ambil sembarang a,b€R, dan C =[c;]. Dengan
menggunakan Definisi 2.3.5 dan sifat distributif pada bilangan
real, diperoleh :
(a+b)C = (a+ b)[cij]
= afcy;] + b[ey]
=aC+bC



ii) Ambil sembarang ¢ € R, A = [a;;] danB = [a;;]. Dengan
menggunakan Definisi 2.3.5 dan sifat distributif pada bilangan
real, diperoleh :

= cla] +c[by]
=cA+cB

iii) Ambil sembarang a,b €R, dan C=[¢;]. Dengan
menggunakan Definisi 2.3.5, diperoleh :
a(bC) = a(b[cij])

= a([bcy;])
= a[bc];;
ab[cij]

(ab)|cyj]

= (ab)C

Berdasarkan i), ii), dan iii) terbukti bahwa operasi pada matriks

berlaku hukum distributif kanan terhadap skalar, hukum distributif

kiri terhadap matriks, dan a(bC) = (ab)C.

Definisi 2.3.7 (Perkalian Matriks)

Misalkan A dan B masing-masing adalah matriks berukuran m x p
dan p x n, hasil kali matriks AB adalah matriks berukuran m x n
yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk memperoleh
entri baris i dan kolom j dari AB dilakukan dengan menjumlahkan
hasil kali entri-entri matriks yang bersesuaian. Secara matematis
ditulis AB = [Cij]i dimana Cij = Zi:l A bk}

Lemma 2.3.8
Misalkan a, b € R dan A4, B, C adalah masing matriks adalah matriks
yang ukurannya sedemikian rupa dapat dilakukan operasi berikut.
i) Distributif kiri :A(B + C) = AB + AC
ii) Distributif kanan :(B + C)A = BC + BA
iii) a(BC) = (aB)C = B(aC)

Bukti
i) Untuk menunjukan A(B + C) = AB + AC , akan ditunjukan
bahwa A(B + C) dan AB + AC memiliki ukuran yang sama dan



entri-entri yang bersesuaian adalah setara. Dengan menggunakan

Definisi 2.3.3 matriks B dan C harus berukuran sama yaitu p X n

dan menggunakan defini 2.3.7 matriks A harus berukuran m X p

sedemikian sehingga A(B + C) adalah matriks beukuran m x n.

Dengan demikian AB + AC adalah matriks yang berukuran

mXn.

Misalkan A = [a;;], B = [b;;], dan C = [¢;;] akan ditunjukan

bahwa entri-entri yang berseuain dari A(B + C) dan AB + AC

adalah setara :

Berdasarkan Definisi 2.3.3 diperoleh :

[A(B + O)];;

= ail(blj + Clj) + aiz(sz + CZj) + -+ aim(bmj + ij)

= (ailblj + aizsz + -+ aimbmj) + (ailclj + ai2C2]’ + -+
aimcmj)

= [AB];; + [AC];;

= AB + AC

Untuk menunjukan (B + C)A = BA+ CA , akan ditunjukan
bahwa (B + C)A dan BA + CA memiliki ukuran yang sama dan
entri-entri yang bersesuaian adalah setara Dengan menggunakan
Definisi 2.3.3 matriks B dan C harus berukuran sama yaitu m X p
dan menggunakan defini 2.3.7 matriks A harus berukuran p X n
sedemikian sehingga (B + C)A adalah matriks beukuran m x n.
Dengan demikian BA + CA adalah matriks yang berukuran
m X n.
Misalkan A4 = [a;;], B = [b;;], dan C = [c;;] akan ditunjukan
bahwa entri-entri yang bersesuain dari (B + C)A dan BA + CA
adalah setara, yaitu :

[(B + C)Al;; = [BA + CA];;
Berdasarkan Definisi 2.3.3 diperoleh :
[(B + O)A];;
= (b + cin)aqj + (biz + ciz)azj + -+ (b + Cim) A
= (bilalj + bizazj + -+ bimamj) + (cilalj + CiZCZj + -+

CimQm j )



= [BA];; + [CA];;
=BA+CA

iii) Untuk menunjukan a(BC) = (aB)C = B(aC), akan ditunjukan

bahwa a(BC), (aB)C dan B(aC) memiliki ukuran yang sama
dan entri-entri yang bersesuaian adalah setara. Dengan
menggunakan Definisi 2.3.7 misalkan matriks B = [b;;] adalah
matriks berukuran m x p dan matriks C = [c;;] adalah matriks
berukuran p xn dan a adalah sembarang skalar bilangan
real.akan ditunjukan bahwa entri-entri yang bersesuain dengan
a(BC), (aB)C dan B(aC) adalah setara yaitu :
[a(BO)];; = [(aB)Cl;j = [B(al)]y;
untuk semua nilai i dan j. Berdasarkan Definisi 2.3.5 dan
Definisi 2.3.7 diperoleh :
- Untuk kesetaraan matriks [a(BC)];; = [(aB)C];;
[a(BO)ij = a([byj][eis])
= a(bllclj + blZCZj + -t bimcmj)
= abilclj + abizczj + -+ abimij
= (a[by])[cs]
= (aB);;(C)yj
= [(aB)C];;
- Untuk kesetaraan matriks [a(BC)];; = [B(aC)];;
[a(BO)i; = a([bi;][cis])
= a(bj1c1j + bipcyj + - + bimCj)
= abilclj + abl‘ZCZ]‘ + -+ abimij
= bilaclj + bizaczj + -+ bimaij
= [by](aleip)]
[bij][a(C)y]
= [B(al)];;

Contoh 2.3.9

. ) . _[5 3 -2 1 _[-1 5
Diketahui matriks 4 = [_1 4], B = [ 4 3], C = [ ) _7] dan
skalar ¢ = 2 € R, sehingga diperoleh hasil operasi matriks berikut.
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i) Penjumlahan matriks A dan B yaitu
_[5 3 -2 1
A+B=|" . 4] +| ]

_[34] 4 3
13 7

ii) Pengurangan matriks A dan B yaitu
_[5 31_[-2 1
A_B_[—1 4] [4 3]
_ [ 7 2]
-5 1
iii) Perkalian matriks A dan B yaitu
AB = 5 3] [—2 1]

-1 4114 3
:[—10+12 5+9]

2+16 —-1+12

=lis 13
iv) Perkalian matriks dengan skalar
cA=2| _51 Z]
_ [10 6]
-2 8

v) Hukum komutatif atas penjumlahan yaitu
5 -2 1
A+B=[—1 ﬂ+[4 3)
=[5+(—2) 3+1]
-14+4 4+3
(-2)+5 1+3
- [4+(—1) 3+4]
=[77 l+[5 4
=B+A
vi) Hukum asosiatif atas penjumlahan
-2 1 —
A+(B+C):[_51 Z]+([4 3 +[21 —57])

53], ([-2+(-1) 1+5
{51— 24J1 (—(1[) $has 5]3 - 7])

NP SR Sl
(5735 sie+T 3
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=[ ] 2 §)+[21 —57]
_GAiBytc

Definisi 2.3.10 (Determinan)
Misalkan A adalah matriks berukuran m x n. Minor dari a;; yang
dinotasikan dengan M;; adalah detrminan dari submatriks A yang
diperoleh dengan cara mengahapus semua entri pada baris ke-i dan
kolom ke-j, sedangkan kofaktor dari a;; yang dinotasikan dengan C;;
adalah (—1)"*/M;;. Determinan A dinotasikan det(A), didefinisikan
menggunakan:
1) Ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i
det(4) = a;1Ciy + a;Cip + -+ + Ay Cimy.-
2) Ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j
det(A) = alelj + aszzj + -+ amJCmJ

_ a,;, a . .
Misalkan Ay, = [ai a;ﬂ, determinan dari 4 adalah
Qa2
det(A) = |a21 a22|
= 04411032 — Az1012
bll blZ b13
Misalkan B = |by; by,  by3|, determinan dari B adalah
b31 b32 b33
bll blZ b13 bll blZ
det(B) = [bz1 baz  Das||b21 b2
b31 b32 b33 b31 b32
= b11b22b33 + b12b23b31 + b13b21b32 - b12b21b33 - b11b23b32
- b13b22b31

Aturan ini disebut sebagai aturan sarrus, namun hanya berlaku untuk
matriks berukuran 2 x 2 dan 3 x 3.

Definisi 2.3.11 (Invers Matriks)

Misalkan A adalah matriks berukuran n x n. Jika terdapat matriks
A~! sedemikian sehingga AA™!=A"1A =1, dimana I adalah
matriks identitas, maka A disebut matriks yang dapat dibalik dan A=1
disebut invers dari matriks A.
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Definisi 2.3.12 (Transpose Matriks)

Misalkan matrik A adalah matriks berukuran m x n. Transpose dari
matriks A adalah matriks berukuran n X m yang dinotasikan sebagai
At merupakan matriks yang diperoleh dengan menukar baris dan
kolom dari matriks A sehingga kolom pertama dari A® adalah baris
pertama dari A, kolom ke dua dari At adalah baris kedua dari A dan
seterusnya.

Definisi 2.3.13 (Matriks Skew Simetris)

Misalkan matriks A adalah matriks berukuran n x n, matriks A
disebut matriks skew simetris jika A* = —A dimana untuk setiap
entri-entri dari matriks a;; = —aj;.

2.4 Ruang Vektor

Berikut akan diberikan definisi dan contoh ruang vektor
berdasarkan Fraleigh, 1994 dan Lang, 1987.

Definisi 2.4.1 (Field)
Misalkan F adalah himpunan tak kosong. F disebut field jika
memenuhi kondisi berikut.
(i) F terhadap operasi penjumlahan memenuhi:
a. tertutup artinya untuk setiap x,y € F,x +y € F,
b. asosiatif artinya untuk setiap x,y,z € F berlaku:
x+yY)+z=x+W+2),
c. memiliki elemen satuan e; artinya untuk setiap x € F berlaku:
xX+e =e +x=x,
d. memiliki invers artinya untuk setiapx € F terdapat x~?!
sedemikian sehingga berlaku:
x+xl=x1l+x=e¢,
e. komutatif artinya untuk setiap x, y € F berlaku:
x+y=y+x
(ii) F terhadap operasi penggandaan memenuhi:
a) tertutup artinya untuk setiap x,y € F,x ey € F,
b) asosiatif artinya untuk setiap x,y,z € F berlaku:
(xey)ez=xe(ye2),
¢) memiliki elemen satuan e, artinya untuk setiap x € F berlaku:
Xee =ej ex =X,
13



d) memiliki invers artinya untuk setiap x € F dan x # 0 terdapat
x~1 sedemikian sehingga berlaku:
xex t=xlex=e¢,
e) komutatif artinya untuk setiap x, y € F berlaku:

Xey=Yyex.
(ili) Untuk setiap x,y,z € F berlaku hukum distributif sebagai
berikut:
xe(y+z)=(xey)+(xe2),
x+y)ez=(xez)+(yeoz
Contoh 2.4.2

Diberikan Zs = {0, 1, 2, 3,4} terhadap operasi penjumlahan (+) dan
pergandaan (). Zg adalah field.

Bukti

Akan dibuktikan bahwa Zs terhadapat operasi penjumlahan (+) dan
pergandaan () Zs adalah field.

Hasil operasi penjumlahan (4+) dan pergandaan (¢) pada Zsg
ditunjukan melalui tabel berikut.

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan dan Pergandaan pada Zs

B (W IN]| =] I+
B WIIN = O DI
N[ = || | || W] W]
W[N] =] O | ]| o]
I =G

N[ || =] ]| S| W]

W[ =] ][N QI NI

B[ W IN]| =] O] =]

Ql|Ql|llllQl| @l

= Ol ]| I IN] N
B W IN| =] ]| e

Ol | WOl NI | = | =]

Berdasarkan Tabel 2.1 dapat diuraikan sebagai berikut.
(i) Zs terhadap operasi penjumlahan
a) Tertutup artinya untuk setiap x,y € Zs, x + y € Zs,
b) Asosiatif artinya untuk setiap x, y, z € Zs berlaku :
x+y)+z=x+W+2)
¢) Memiliki elemen satuan 0 artinya untuk setiap x € Zs berlaku:
x+0=0+x=x,
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d) Memiliki invers artinya untuk setiap x € Zg terdapat x~!
sedemikian sehingga berlaku:
x+xl=xt+x=0=¢

untuk x = 0 terdapat x~* = 0 sehingga0 +0=0+0=10
untuk x = 1 terdapat x~* = 4 sehinggal +4=4+1=0
untuk x = 2 terdapat x~* = 3 sehingga2 +3=3+2=0
untuk x = 3 terdapat x~1 = 2 sehingga3 +2=2+3=0
untuk x = 4 terdapat x~1 = 1sehingga4 +1=1+4=0

Dengan demikian invers dari 0 adalah 0, invers dari 1 adalah
4, invers dari 2 adalah 3 dan invers dari 3 adalah 2, dan invers
dari 4 adalah 1,
e) Komutatif artinya untuk setiap x, y € Zg berlaku :
x+y=y+=x
(ii) Zg terhadap operasi pergandaan
a) Tertutup artinya untuk setiap x,y € Zs, x o y € Zs,
b) Asosiatif artinya untuk setiap x, y, z € Zg berlaku :
(xey)ez=xe(ye2),
c) Memiliki elemen satuan 1 artinya untuk setiap x € Zs berlaku:
xel=1ex=ux,

d) Untuk setiap x # 0 dan x € Zs memiliki invers x~1 artinya
1 1 1

Xex T =x""ex=1=¢e,
untuk x = 1 terdapat x™* = 1sehinggale1 =1¢1=1
untuk x = 2 terdapat x~* = 3 sehingga2e3 =32 =1
untuk x = 3 terdapat x~! = 3 sehingga3e2 =23 =1
untuk x = 4 terdapat x~! = 3 sehingga4e4 =44 =1
e) Komutatif artinya untuk setiap x, y € Zg berlaku
Xey=yex.
(ifi) Untuk setiap x,y,z € Zs berlaku hukum distributif sebagai

berikut:
xe(y+z)=(ey)+(xe2),
(x+y)ez=(xez)+ -2
Jadi Zs merupakan field. m
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Definisi 2.4.3 (Ruang Vektor)
Suatu ruang vektor V' atas F adalah himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan
skalar, dimana untuk setiap w,v,w € V,a,8 € F berlakuu +v € V,
au € V, dan memenuhi kondisi berikut :
(i) u+v=v+u,
(i) w+v)+w=u+w@W+w)
(iii) Terdapat 0 € V sehingga berlaku0 + u =u+0=1u
(iv) Terdapat —u € V sehingga berlaku i + (—u) = (—u) +u = 0,
(V) a(u+7v) =au+av,
(vi) (a+pB)u=au+ By,
(vii) (ap)i = a ()

(viii) 1Z =1

Contoh 2.4.4
Diberikan himpunan R3 = {(a, b,c)|a, b,c € R}. Akan ditunjukan
R3 adalah ruang vektor atas R.

Bukti
Jelas bahwa R adalah Field. Ambil sebarang a = (a4, a,,as),
b = (by,by,b3) T =(cy,cyc3) untuk setiap @, b,c € R® dan
sembarang skalar k, m € R berlaku
@ +b = (ay,az,a3) + (by, by, b)
= (a; + by, a, + by, az + b3) € R3,
ka = k(a,, ay, a3) = (kay, kay, kas) € R3,
Dan memenuhi kondisi berikut :
i) @+b = (ay,a, as) + (by, by, bs)
=(a; + by,a, + by, a3 + b3)
=(by+ay, by, +a, by +as)
= prbz; b3) + (a4, a3, a3)
=b+a
i) (E + b) +c= ((al, a,, as) + (by, bz,b3)) + (cq,C2,C3)
= (a; + by,a, + by, a3 + b3) + (cq,c5,¢3)
= ((ay + by) t+ ¢4, (ap + by) +c3,(az + bz) + ¢3)
=(a; + by +cy,ay, + by +c3,a3 + b3 +c3)
= (a; + (by + c1),a; + (by +c3),a3 + (bz + ¢3))
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= (ay,az,a3) + (by + ¢1,by + ¢, b3 + ¢3)
= (a1, az,a3) + ((by, bz, b3) + (€1, €2, ¢3))
=a+(b+70)
iii) Terdapat 0 = (0,0,0) € R® sehingga berlaku
0+a=(0,0,0)+ (a;,a, a3) = (a;,a,,a3) = a
iv) Terdapat —a = (—ay, —a,, —as) € R3 sehingga berlaku
a+ (—a) = (ay,a3,a3) + (—ay, —ay, —as)
=(a; — ap,A;—0z, a3 — as)
=(0,0,00=0
V) k(a@a+b) =k((ay,az az) + (by, by, b3))
=k(ay + by,a, + by, az + b3)
= (k(ay + by), k(ay + by), k(as + b3))
(kay + kby, ka, + kby, ka; + kbs)
(kaq, kay, kaz) + (kby, kby, kbs)
= k(a4, az asz) + k(bq, by, b3)
=ka+ kb
vi) (k+m)a = (k+m)(ay,a, as)
= ((k + m)ay, (k + m)a,, (k + m)az)
= (ka, + may, ka, + ma,, kas + mas)
= (kay, kay, kas) + (ma;, ma,, mas)
= k(ay, a3, a3) + m(ay, a3, as)
=ka+ma
vii) (km)a = (km)(ay,ay, as)
= (kmay, kma,, kmas)
= (k(may), k(ma,), k(mas))
= k(may, ma,, mas)
= k(m(ay, az,a3))
= k(ma)
viii) 1la = 1(aq,ay,a3) = (aq,a3,a3) = a
Berdasarkan uraian diatas terbukti bahwa R3 adalah ruang vektor
atasR. m
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Contoh 2.4.5
Diberikan himpunan

a b c
M;(R) = { d e f] la,b,c,d,e, f,g,h i€ ]R%}. Akan ditunjukan
M5 (R) adalah ruang vektor atas R.

g h i

Bukti
Jelas bahwa R adalah Field. Ambil sembarang A4,B,C € M3(R)
a by a, b, c as; bz c;
di e f d, e fz‘, C=|dsz e3 f3]
91 h i g2 hy iy gs hs i3
dan sembarang skalar k, m € R berlaku :
a by a b, c
A

yaitu:4 = ., B=

A+B=|d, e fi d, e
g1 hi i g2 hy i
aq + a; b1+b2 Cq1 + bz
di+d, e+e; fit+f;
g1+92 hithy i1+10;
a, by ka, kb,

d1 el fl] = kd1 kel

91 _h1 i1_ ] f‘g1 khy
dan memenuhi kondisi berikut.
a; by

+

€ M3(R)

kcq

kf
ki, |

kA =k € M;(R)

a, by c;]

|)A+B= d1 61

g1 h
[a,; + a,
= dl + dz
91+ 92
[a, + aq
= d2 + d1
g2 + g1
(A2 2

18

€1
fil+
l1
bi+b,
e t+e;
hy + h,
b,+by
e, +e
h, + hy
C2 a;
f2|+ [d1
iz g1

d;
92

+

ez f2
h, il
c1+ b,
fitfz
i1+ i,
c, + by
f2+h

i, +1;

by
‘]

€1
hy iy



i) (A+B)+C

a; by ¢ a by ¢ az bz ¢
=||d1 e fi|+|d2 ez fo||+]|ds e;3 fsl
91 hi i g hy 0 gs hs i3
ra, +a, by+b, ¢4 +by a; by c;
=|(di+d, erte; fitfo|+|ds e3 f3]
g1 +92, hithy i1+10; gs hs i3

ra, +a, +as  by+b,+b; ci+by+c3
=d1+d2+d3 €1+ez+e3 f1+f2+f3
_g1+gz+g h1+h2+h3 ll+lz+l3

ra, by cq] ra, +as by +bs by +c3
=(dy e fi[+|[|d2t+ds e;tes fotf3
(g1 hi iy g, +93 hy+hs i;+i3
(a1 by ] [a, b, ¢ az by c3
=|dy e fi|+||d2 e f2|+]|ds e3 f3]
(g1 hi iy g, hy iy gs hs i3
=A+(B+0)
0 0 O
iii) Terdapat 0 = [0 0 0] € M3 (R) sehingga berlaku
0 0 O
0 0 O a; by ¢ a b
0+A=|[0 0 O|+|dy e1 f1 =[d1 er fi|=A4A
0 00 g1 hi iy g1 h iy
-4, —b —¢
iv) terdapat —A =|—-d; —e; —f1] € M3(R), sehingga berlaku
91 —hi —i
a, by ¢ -a; —-b; —c
A+ (—4) = [d1 ey fil+|-di —e —f1]
g1 hi i,y -91 —hi —i

di—dy ei—e; fi—fi
g1—91 h—h i1—-14
0 0 O

= [0 0 O] =0
0O 0 O

V) k(A+B) = kA+ kB (berdasarkan sifat perkalian matriks
dengan skalar)

[al -a, bi—b; c4— 61]
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vi) (k+m)A =kA+mA (berdasarkan hukum distributif kanan
terhadap skalar)
vii) (km)A = k(mA) (berdasarkan sifat perkalian matriks dengan

skalar)
(a; by ¢ a, by
Vl“) 1A:1 dl e]_ fl = d]_ 61 fl :A
Lg1 _h1 _i1 91 _h1 51
Berdasarkan uraian diatas terbukti bahwa
a b c
M;(R) =4|d e f] la,b,c,d,e, f,g,h i€ ]R%} adalah  ruang
g h i

vektor atas R.m
2.5 Pemetaan linear dan Pemetaan Bilinear

Berikut akan diberikan definisi dan contoh mengenai
pemetaan linear dan pemetaan bilinear berdasarkan Lang, 1987.

Definisi 2.5.1 (Pemetaan linear)
Misalkan F adalah Field. V, V' adalah ruang-ruang vektor atas F dan
diberikan suatu pemetaan
gv-Vv

Pemetaan g disebut linear jika memenuhi aksioma berikut :
(i) Untuk setiap vektor u,v € V

gu+v) =9 +9®)
(i) Untuk setiapc € Fdanv €V,

g(cv) = cg(@).

Contoh 2.5.2
Diberikan suatu ruang vektor ¥V =R3 dan V'=R? atas R.
Didefinisikan suatu pemetaan
g:R® — R?
(%1, %2, x3) — (X1, %2)
Akan ditunjukan bahwa g adalah pemetaan linear.

Bukti

Ambil sebarang , v € R3 sehingga u = (uy, u,, u3) dan
v = (V1,V2,V3).
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(i) Memperhatikan sifat penjumlahan dua elemen pada R3 sebagai
berikut :
u+v = (ug, up, uz) + (V1, V2, v3),
= (uy +vq,uy + vy, uz + uz).
Sehingga diperoleh :
9(u+7v) = g((ug + vy, uy + vz, uz + u3)),
= (uy + vy, uy +vy),
=(uy, uz) + (v, v2)
=g(u) +g9(v).
(ii) Memperhatikan sifat perkalian elemen pada R dengan skalar
sebagai berikut :
cV = c(vq,V,,V3) = (cvq, CVy, CV3),
Sehingga diperoleh :
9(cv) = g(cvy, cvy, cv3),
= (cvy, cvy) = ¢c(vy, ;) = cg (V).
Berdasarkan (i) dan (ii) maka g adalah suatu pemetaan linear. m

Definisi 2.5.3 (Pemetaan Bilinear)
Misalkan F adalah Field. U,V, W adalah ruang-ruang vektor atas F
dan c € F . Diberikan suatu pemetaan
g:UxV—-w
Pemetaan g disebut bilinear jika memenuhi aksioma berikut.
(i) Untuk setiap u € U maka pemetaan v — g(u,v) adalah linear,
artinya
g, vy +vy) = g(w,vy) + g(w, vy)
g, cv) = cg(u, v).

(if) Untuk setiap v € V maka pemetaan u +— g(u,v) adalah linear,
artinya
gus +uy,v) = g(uy,v) + g(uz,v)
glcu,v) = cg(u,v).

Contoh 2.5.4
Didefinisikan sebuah pemetaan dari himpunan vektor kolom
R3 x R? ke R sebagai berikut:
g:R3¥xR? >R
X,Y) — g(X,Y) = XtAY
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1 3
Dimana A=|4 1| dan X' adalah transpose dari X. Akan

3 2
ditunjukan bahwa g adalah suatu pemetaan bilinear.

Bukti
X1

(i) Ambil sebarang X = |x2| € R3,Y = [iﬂ € R? dan
X3

2 .
Z= [ZZ] € R? maka diperoleh :
- gX Y +Z)=X'AY +2Z)
3
(B 2]
=[x + 4x; + 3x3  3x; + x5 + 2x3] V1 +Zl]

Yo t+ 23
= (xq +4x, +3x3)(y1 +21) + Bxq + x5 + 2x3)(y2 + 22)

= [x1 X5 x3]

 —
PN

= (%1 +4xy +3x3) (Y1 +21) + (3x1 + x3 + 2x3) (¥2 + 22)
= (x1 + 4x2 + 3X3)y1 + (x1 + 4x2 + 3X3)Zl

+ (3x1 + X2 + ZX3)y2 + (3x1 + X + ZX3)ZZ
= (xl + 4x2 + 3X3)yl + (3x1 + x2 + ZX3)y2

+ (%1 + 4x, + 3x3)z1 + (Bx1 + x5 + 2x3)2,
= [xl + 4x2 + 3X3 3x1 + xZ + ZX3] yl]

Y2
+ [x1 + 4x, + 3x3 3x1+x2+2x3
1 3
=[x x2 x3]|4 1 yl] +[*1 X ][
V2
3 2
= X'AY + XtAZ,
=gX,Y) +gX,U).
- gX,cY) = XtAcy
1 3
V1
=[xX1 X2 X3][4 1 [C ]
3 2 V2

= [x1 + 4‘X2 + SX3 3x1 + xZ + 2x3] [Cyl]

CcYy2
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= [(x1 + 4x5 + 3x3)cy; + (3x1 + x5 + 2x3)cy,]
= c[(x; + 4x, + 3x3)y; + (Bxy + x5 + 2x3)y,]
= C[x]_ + 4‘X2 + 3x3 3x1 + .xz + 2x3] [il]
1 3

4 1
3 2

=[x X x] [} = cxtay

=cg(X,Y).
Jadi, untuk X € R3 maka pemetaan Y — g(X,Y) adalah linear.
X1
X2
X3

(i) Ambil sebarang Y = B}/ﬂ ER? X = € R3 dan

141
W3
W3
- gXxXx+w)y)

= (X + W)tAy,

X1 winérr 3
) e e
(EED g

X1+ wy
= [xl + Wl x2 + WZ X3 + W3]

W= € R3 maka diperoleh :

_|_

Xy + w,
X3 + ws

3 2

3 2
= ((xg + wy) + 40y + wy) +3(x3 + w3))y; +
By +wq) + (xz + wy) + 2(x3 + w3))y,
= (xq + 4x, + 3x3)y; + (Wy + 4w, + 3w3)y, +
(3x1 + x5 + 2x3)y, + Bwy +wy, + 3ws)y,
= (x1 +4x, + 3x3)y; + (3x1 + x5 + 2x3) Y5
+ (wy + 4w, + 3w3)y; + Bwy + wy + 3ws)y,
= [xq +4x, +3x3 3x; +x, + 2x3] [iﬂ

+ [wy + 4w, +3ws 3wy +w, + 3w3

1 3
[;ﬂ [wi wy ws] [4 ][
3

=[x1 X2 Xx3]|4 1

3 2
= X'AY + WtAY,
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=gX,Y)+gW,Y).

- g(eX, W) = (cX)tAY
1 3 v,
=[cx1 CXy CX3] [4 1] [YZ]
3 2
= [cxq + 4cxy + 3cx3  3cxq + cxy + 20x3] [

= (cxq + 4cxy + 3cx3)y; + (3exy +cxp +

2¢x3)y,
= c(x; +4x, +3x3)y; + c(3x1 + x3 + 2x3) Y,

3

= c[xq + 4x, +3x3  3x1 +x, + 2x3] [iﬂ
1 3 v

=c[¥1 X2 Xx3]|4 1 [}’2]
3 2

= cX'AY = cg(X,Y).
Jadi, untuk suatu Y € R> maka pemetaan X — g(X,Y) adalah
linear. Sehingga berdasarkan 1) dan 2) maka g adalah pemetaan
bilinear. m

2.6 Aljabar Lie

Berikut ini akan diberikan definisi Lie bracket, identitas jacobi
dan Aljabar Lie berdasarkan Hall, Brian,C. 2015 dan Erdmann dan
Wildon, 2006.

Definisi 2.6.1 (Lie Bracket)
Misalkan S adalah himpunan tidak kosong dan Lie bracket adalah
operasi biner pada S yang biasa dinotasikan sebagai berikut :
[o0]:S XS — S
(a, b) = [ar b]

Definisi 2.6.2 (Identitas Jacobi)
Misalkan S adalah himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan
operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian (x). Untuk setiap
x,y,z € S berlaku identitas Jacobi yaitu :

xxy)xz+(yxz)xx +(zXxx)Xxy=0
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untuk S adalah ruang vektor atas Field yang dilengkapi dengan Lie
bracket untuk setiap x, y, z € S berlaku identitas Jacobi yaitu :

[[X, J/];Z] + [[y; Z]; X] + [[Z, X],y] = 0.

Definisi 2.6.3 (Aljabar Lie)
Misalkan F adalah Field dan L adalah ruang vektor atas F yang
didefinisikan Lie bracket di dalamnya, yang ditulis secara singkat
sebagai (L, [x,v]). (L,[x,y]) adalah aljabar Lie jika memenuhi
aksioma berikut :
(i) Memenuhi pemetaan bilinear
(if) Memenuhi identitas Jacobi,untuk setiap x,y,z € L
[[x, y],z] + [[y, z],x] + [[z, x],y] = 0.
(iii) Untuk setiap x € L,berlaku:
[x,x] =0

Contoh 2.6.4
Diberikan R adalah himpunan bilangan real dan L = R3 adalah
ruang vektor atas R yang dilengkapi dengan Lie bracket dan
didefinisikan sebagai berikut :
[e,0]: R3 X R® — R3

(ab)—[abl=axb
Akan ditunjukan bahwa (R3, [a, b]) merupakan aljabar Lie.
Bukti :

Ambil sebarang @ = (ay, a,, as), b = (by, by, bs) dan
¢ = (c¢q,¢5,¢3) dengan a, b, € R3 dan a;, b;, c;, m € R.

1) Pemetaan Bilinear
i) [E,b + E] = (ay,ay,a3) X (by + c1,b; + ¢3,b3 + c3)

i J k
= a1 az a3
bi+ci by+cy; by+cs
as as . a; as .
:|b2+cz b3+c3|l_|b1+cl b3+c3]+

a az
|b1 +c; by + cz|
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26

= (ay(bz + c3) —az(b; + c3)i
- (a1 (b3 + c3) —az(by + C1))f
+ (al(bz +cy) —ay(by + cl))k
= (azbz + azc3 — azb; — azcy)i — (abs + agc;3
—azb, —azcy)j + (a1b; + aqc,
— azb; — azck
= (azbz — azby)i + (asz3 —aszcy)i — (‘11%93
—agby)j — (ayc3 — azcy)j + (a, b,
— azby)k + (aic; — azcqp)k

a, asy, |a, as|, |41 asy, |ap Aasy,
~ b, b3|l |cz c3| b, b3|]_|cl c3|]
a a; a; a;
o plkt]e ek
a; as as), a1 Q; a, dasj,
=lo, bli=lo nlitly mletle cl
b, bs bs by b, C C3
a, as|. |41 Qaz k
_|C1 C3| |C1 Czl
i j k i j k
=la; a; az|+la; a, a;
by by bs €t C C3

= [a,b] + [a,T]

“) [a, mE] = (al, a,, a3) X (mbl,mbz, mbg)

i j k
=|a a, as
mb; mb, mby

i a;
|mb2 mb3| mb, mb3|] + |mb1 mb2| k
= (aymbz — azmb,)i — (aymb3 — azmb,)j +
(aymb, — ay,mby)k
= m(aybs — azby)i —m(a,b; —azby)j +
m(a,b, — a;by)k
= m((ayb; — azb,)i — (a;b3 — azby)j +
(aiby — ayby)k)



i j ok

=m al a2 a3
by b, b3
= m[ﬁ, E].

Dengan cara yang sama dengan (i) dan (ii) dapat ditunjukan bahwa
[@+b,c]=[ac] +[bc| dan [ma, b]=m[a b]. Jadi terbukti
bahwa [a, b] memenuhi pemetaan bilinear.

2) ldentitas Jacobi
- |[@b]e] =[axb,e

i j k
= [ a, ap as E]
by by bs

= [(azbs — azby)i — (a b3 — azby)j

+(aib; — azby)k, ]
= [((a2b3 — azb,), —(a,b; — azby), (a1b; — aZbl))'E]
= ((a2b3 — azhy), —(aybs — azby), (a1b; — aZbl))

. X (Cll CZ'.C3)
i j k

= a2b3 - a3b2 _a1b3 + a3b1 a1b2 - azbl
€1 C2 C3

= ((—aybs + agby)cz — (a1b; — azby)cy)i —
((azbs — agby)cs — (a1by — azby)cy)j +
((azbs — agby)c, — (—aybs + azby)cy)k
= (—aybszc3 + azbicz — aybyc; + aybic)i — (azbscs
—agbyc3 — arbycq + azbicq)j
+ (aybszcy; — azbycy + a1bscy

—aszbicy)k
- [[Bela]=pxea

424

by b, bs
i C C3

= [((byc3 — b3cy)i — (byc3 — b3cy)j + (bicy —

byc1)k), a]
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= [((bac3 — b3cy), (—byc3 + b3cy), (bycy —
byc1)),al
= (byc3 — b3cy), (—byc3 + bzcy), (bicy —
bycy) X(aq,az,a3)
i j k
= [(byc3 — b3cy)  (—=byicg + bzcy)  (bycy — bycy)
a; a as

= ((_b1C3 + bscy)ag — (bycy — b2C1)a2)i -
((byc3 — bzcy)az — (bicy — bacy)aq)j +
(bycs3 — bzcy)ay — (—bycs + bscy)ag)k

= (—b1C3a3 + b3C1a3 — b1C2a2 + szlaz)i —
(byczaz — bsycyaz — bycyay + bycraq)j +
(byc3a; — bscyay + bicsay — bycyaqg)k

- [[E,a],E] = [cx@Db]

i k|
= [ €1 €3 C3 ,b]
a, az as

= [((Cza3 —c3ap)i — (a3 — cza4)j +
(c1a; — Cza1)k)» b]
= [((cpa3 — cz3a;), —(cya3 — c3a4), (c1a; —

€2a1)), b]
= (c2a3 — c3a3), —(c1a3 — c3a1), (c1a; — C2a4)
X (bl' b2'b3)
[ j k
= |cpa3 —c3a, —ciaz+c3a; C1a; —Caq
by b, bs

= ((—c1a3 + cza1)b; — (cra; — Cza1)b2)i -
((c2a3 — c3a3)b; — (cra; — Cza1)b1)j +
((c2a3 — c3a3)by — (—cra3 + c3a1)b1)k
= (—cyasbs + cza,b; — ciay by + a1 b,)i —
(ca3b; — c3a,b3 — crazby + cya1b,)j +
(cpa3by, — cza,b, + ciasb; — cza1by)k
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Dengan menggunakan sifat komutatif maka diperoleh :
[[a, b],E] + [[b,z],a] + [[E,a],b]
= ((—aybscz + azbicz — aybyc; + aybic)i — (azbzcz — azb,cs
—a,bycq + azbicy)j + (aybszc, —azbyc, + a1bscq
— asbicq)k)
+ ((—byc3a3 + bycias — bycya, + byciay)i
— (byczaz — bycyaz — bycyaq + bycyag)j
+ (byc3a; — bycya; + bicsay — bscqiaq)k)
+ ((—cyazb; + c3a1b3 — cyaz by + cya,b;)i
— (cpa3bs — c3a;b3 — crazby + cya1b1)j
+ (ca3b; — czaz b, + crazby — cza by)k)
= (—aybzc3 + azbic; — a;bycy + azbicy — byczas + bacias
— bycya, + bycia,—ciazbs + c3a1b3 — ciazb,
+ c2a1b,)i — (azbscz — azbyc3 — agbycq
+ aybicy+byc3a3 — bscy,az — bicyaq + byciay
+ cya3b; — cza,b; — cyazby + c,a1b1)j + (aybscy
— azb,c, + abzc; — azbicq + byczay; — bicya,
+ byczaq — bzciaq + ca3b, — c3a,b, + c1a3 by
— c3a,by)k
=0i—0j+0k=0,
Jadi terbukti memenuhi identitas Jacobi.
3) [a,a] = (_al;a_z'a?,) X (aq,ay, as)
L]
a; az; as
a; az; as
= (azaz — azay)i — (a1a3 — aza,)j + (a1a; — aya,)k
Karena a,, a,, a; € R dan memenuhi sifat komutatif maka
[a,a] =0i—0j+ 0k = 0. Berdasarkan pembuktian 1, 2 dan 3

maka terbukti bahwa (R, [ @, b]) merupakan aljabar Lie.m

Contoh 2.6.5
Diberikan suatu field R dan ruang vektor

L=M,(R)= {[Z Z] la,b,c,d € ]R} atas R, didefinisikan Lie

Bracket sebagai berikut :
[¢,2]: M3(R) X M(R) — M,(R)
(A,B) — [A,B] = AB — BA
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Akan ditunjukan (M, (R), [+,*]) adalah aljabar Lie.

Bukti
Jelas bahwa M,(R) adalah suatu ruang vektor atas F. Akan
ditunjukan bahwa M, (R) adalah aljabar Lie.

Ambil  4,B,C € My(R) yaitu A=[% ﬂ'BZE ﬂ dan

C= [TI; rll] diperoleh :

1) Pemetaan bilinear
(i) [AB+C]l=AB+C)—(B+0)A

R A R
A5im 25D -(GEm 25D &
_ [ae +ak +bg +bm af+al+bh+bn]_

jce+ck+dg+dm cf +cl+dh+dn
[ea+ka+ fc+Ilc eb+kb+fd+1d
lga+ma+ hc+nc gb+mb+ hd +nd
_[ae+bg af +bh] [ak +bm al +bn] _
lce+dg cf +dh ck+dm cl+dn
fea+fc eb+fdl rka+lc kb+ld
lga+hc gb+ hd ma+nc mb+nd

ot A | A o e 1 A Y A 1
_[k lTa q
m nllc d
P A B VA e R i |
_[k lya ﬂ
AB—BA+AC—CA ¢
[A,B] + [4,C]

Q

QA QAa

QU T
[R—
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(i) [A,mB] =A(mB) — (r_nB)A

ol A A S Pt
=m((e ally 1) A d)
=m((e alls A= e )
= m[AB — BA]
= m[A, B]

Dengan cara yang sama seperti (i) dan (ii) dapat ditunjukan bahwa

[A+B,C] =[A,C]+[B,C] dan [mA, B] = m[A, B]. Jadi terbukti
bahwa [A, B] memenuhi pemetaan bilinear.

2) ldentitas Jacobi
- [[4,B],C]
= [AB — BA,C]
ot (ST P I A R |
'<[ae +bg af +bh] B [ea +fc eb +de ko1 ]

ce+dg cf+dh ga+hc gb+hd])'lm n
N bg — fc af + bh—eb—fd] 1k 1
N [ce+dg—ga—hc cf —gb ]'m n]
0 bg — fc af + bh—eb—fdlrk 1
" lce+dg —ga—hc cf —gb ]m nl
k l” bg — fc af+bh—eb—fd]
m nllce+dg—ga—hc cf —gb

_ [bgk — fck +afm+ bhm —ebm — fdm bgl — fcl + afn + bhn — ebn — fdn]
| cek + dgk — gak — hck + cfm — gbm  cel + dgl — gal — hcl + cfn — gbn
_ [ kbg — kfc + lce + ldg — lga — lhc kaf + kbh — keb — kfd + lcf — lgb
mbg —mfc + nce + ndg —nga —nhc maf + mbh —meb —mfd + ncf —ngb
- [[B, ], 4]

= [BC — CB, A]

ot (A A A [t |

_|([ek+fm el+fn] [ke+lg kf+Ilh a b

_[([gk+hm gl+hn] [me+ng mf+nh>’[c d]]
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“ el+fn—kf a b]]
gk+hm me—ng — 'c

lg el+fn kf
[gk+hm me —ng —mf “c d]
[a b][ fm—lg el+fn—kf—lh]
¢ dllgk+hm—me—ng gl—

_ [ fma—lga+elc+ fnc—kfc—lhc fmb —lgb+eld + fnd — kfd — lhd
~ lgka + hma — mea — nga + glc — mfc gkb + hmb — meb — ngb + gld — mfd]
afm —alg + bgk + bhm — bme — bng ael + afn — akf — alh + bgl — bmf

a [cfm —clg +dgk + dhm —dme —dng cel + cfn—ckf —clh+dgl — dmf]

- [[c, 4], B]
= [CA— AC,B]

o[ R A [ B |
='([ka+lc kb+ld ] _fak +bm al+an [e f]]
ma+nc mb+nd ck +dm cl+dn

- lc — bm kb+ld—al—bn H

|lma + nc — ck — dm mb — cl

=[ lc—bm kb+ld—al—bn”€
ma+nc—ck —dm mb — cl g hl
[e f[ lc — bm kb+ld—al—bn]
g hllma+nc—ck—dm mb — cl

lce — bme + kbg + ldg — alg — bng lcf — bmf + kbh + ldh — alh — bnh

= |mae + nce — cke — dme + mbg —clg maf + ncf — ckf —dmf + mbh —clh
[elc —ebm+ fma+ fnc— fck — fdm  ekb + eld — eal — ebn + fmb — fcl

" lglc — gbm + hma + hnc — hck — hdm  gkb + gld — gal — ghn + hmb — hcl

Dengan menggunakan sifat komutatif maka diperoleh :

[[4,B],C] + [[B,C],A] + [[C, Al B]

_ [bgk — fck + afm + bhm —ebm — fdm bgl — fcl + afn + bhn — ebn — fdn

“ | cek + dgk — gak — hck + cfm — gbm  cel + dgl — gal — hcl + cfn — gbn ]

[ kbg — kfc +lce +ldg — lga — lhc kaf + kbh — keb — kfd + lcf — lgb

imbg — mfc + nce + ndg —nga —nhc maf + mbh —meb — mfd + ncf —ngb

[ fma—lga+elc+ fnc—kfc — lhc fmb —lgb +eld + fnd — kfd — lhd

lgka + hma — mea — nga + glc — mfc gkb + hmb —meb —ngb + gld — mfd]
[afm — alg + bgk + bhm — bme — bng ael + afn — akf — alh + bgl — bmf

" lefm —clg + dgk + dhm — dme — dng  cel + cfn — ckf — clh + dgl — dmf]
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lce — bme + kbg + ldg — alg — bng lcf — bmf + kbh + ldh — alh — bnh
mae + nce — cke —dme + mbg — clg maf + ncf — ckf —dmf + mbh — clh

elc—ebm+ fma+ fnc — fck — fdm  ekb + eld — eal — ebn + fmb — fcl

a [glc — gbm + hma + hnc — hck — hdm gkb + gld — gal — gbn + hmb — hcl

=l ol

_[Ja bl[a b] _[a bl[a b
3) [4,4] = [c d [c d] [c d] [c d]
:[a2+bc ab+bd]_[a2+bc ab+bd]
Sa-lédc ch + d? ca+dc ch+d?
“lo o _
Berdasarkan pebuktian 1), 2), dan 3) terbukti bahwa
M,(R) = {[‘Cl Z] la,b,c,d € ]R} adalah aljabar Lie. m

Contoh2.6.6 o o
Diberikan A = [% 1], B = [9 1], C= [1 9] dimana

0 2 2 2 11 2
A,B,C € My(Z3) dengan skalar m = 2 € Z3, didefinisikan Lie
Bracket sebagai berikut :

[o,0]: M3 (Z3) X M3(Z3) — M(Zs)

(A,B) — [A,B] = AB — BA

Akan ditunjukan (M, (Zs), [,]) adalah aljabar Lie.

Bukti
Jelas bahwa M,(Z3) adalah suatu ruang vektor atas Zs;. Akan
ditunjukan bahwa M, (Z5) adalah aljabar Lie.

1) Pemetaan bilinear
(i) Akan dintunjukan bahwa [A,B + C] = [A,B] + [A, C]

[4,B + C]
=A(B+C)—(B+0)A
[+]

|z 1] 2D- (2
s 5=l 1l 2
21-lo 2

I
NI RN R
NI
(SN
NI O

I
—_—

Sl NI NICI NI
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(i)

34

:[Q 9]

0 0

[A,B] +[A,C] =

= AB — BA+ AC — CA

N [l [ N A [
o 211z 2l 1z 2llo 2I" 1o 2]l 2
P 9”% 1
1 20 _21 - _

=2 11_10 2+5?§-P 1
7T 1 [T ol 12 1l Iz 2

(dengan menggunakan sifat penjumlahan dan pengurangan pada
matriks serta hukum komutatif pada bilangan real diperoleh)

o
l Ol

terbukti bahwa [A,B + C] = [A,B] + [A, C].

B
m

[4,
= A

3

)
DI 11 NI 1 = B

) — (mB)A o
G2 -l D

¢ -6 AT

—19
2

ol RINI RO NS NI

1
0

:iz]_[ai
72 3171z o
_[1 1
0 2

terbukti bahwa [A, mB] = [A, B] + [A, C].



Dengan cara yang sama seperti (i) dan (ii) dapat ditunjukan bahwa

[A+B,C]l=[AC]+[B

,C] dan [mA, B] = m[A,

B]. Jadi terbukti

bahwa [A, B] memenuhi pemetaan bilinear.

2) ldentitas Jacobi
- [[4,B],C]
= [AB — BA, C]

(R R [
- - R 7]
(2 |

(hukum dlstrlbutlf kanan pada matrlks)

=17 5l 2[5 a2l

[ T
1+

22 [1 0] [%

- [[B,¢1, 4]
= [BC — CB, A]

Q<[§ %H% _2] E p

ﬂ
] [ [O 2] [
H

-2 0k -
|5 3

ol Lz 215 I+ [

I
7~ N\ T

NI NI o HI

)4
I -6 3
HU[E

d

|5 1]
o Al 1l

i

)

NI
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[CA B]
[CA— AC,B]

(0 8 3B 0 e )
(@ 3 2 ] _
-0 3P I-F @ 3 2

(hukum distributif kanan pada matriks)
= alls 2l Al el e el
2 2112 2 2 2112 2
2 lle 3
2 202 -
=[2 1]_[1 1]_[2 Z]+[Z 1]
1 0 2 1 2 0 1 0
Dengan menggunakan sifat komutatif maka diperoleh :
[[4,B], C]+[BC A] +[c, A], B]

=[x 2J-13 al-1E al+l 2+l -l -

ERERE R RN

=l
=B 38 3-F 35 3
-0
=[o ol

Berdasarkan pembuktian 1), 2), dan 3) terbukti bahwa
(M,(Z5),[+,]) adalah aljabar Lie. m
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Contoh 2.6.7
Diberikan suatu field R dan ruang vektor
a b c
d e f
g h i
didefinisikan Lie Bracket sebagai berikut :

[e,e]: M3(R) X M3(R) — M3(R)

(A,B) — [A,B] = AB — BA

Akan ditunjukan (M5 (R), [+,*]) adalah aljabar Lie.

L= M;(R) = la,b,c,d,e, f,g,hi ER atas R,

Bukti

Berdasarkan Contoh 2.4.5 M;(R) adalah suatu ruang vektor atas R.
Akan ditunjukan bahwa M;(R) adalah aljabar Lie.

Ambil 4, B, C € M3(R) , diperoleh :

1) Pemetaan bilinear

(i) [AB+C]l=AB+C)—(B+0)A
(hukum distributif Kiri dan kanan matriks)
=AB+AC—-BA—CA
=AB—-BA+ AC —CA
=[A,B] + [A, C]

(i) [A,mB] = A(mB) — (mB)A
(sifat perkalian matriks dengan skalar)
= m(AB) — m(BA)
= m(AB — BA)
= mlA, B]

(i) [A+B,C]=(A+B)C—-C(A+B)
(hukum distributif kiri dan kanan matriks)
=AC+BC—-CA—-CB
=AC—-CA+BC—-CB
=[A,C] +[B,C]

(iv) [mA, B] = (mA)B — B(mA)

(sifat perkalian matriks dengan skalar)
= m(AB) — m(BA)

= m(AB — BA)

= m[A, B]
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2) ldentitas Jacobi
- [[4,B],c] + [[B, €], A] + [[C, A, B]
= [AB — BA,C] + [BC — CB,A] + [CA — AC, B]
= ((AB — BA)C — C(AB — BA)) + ((BC — CB)A — A(BC —
CB)) + ((CA— AC)B — B(CA — AC))
= ABC — BAC — CAB + CBA + BCA — CBA — ABC + ACB +
CAB — ACB — BCA + BAC
=0
3) [A,A]=AA—AA=0

Berdasarkan pebuktian 1), 2), dan 3) terbukti bahwa

a b c

M3;(R) =4[d e f] la,b,c,d,e, f,g,hi € Ry adalah aljabar
g h i

Lie. m

Contoh 2.6.8

Diberikan suatu field R dan ruang vektor
L=n(3) ={X = (x;;) € M3(R) |(Vi =) x;; = 0} atas R,
didefinisikan Lie bracket
[¢,e]:n(3) X n(3) — n(3)
X,Y) — [X,Y] = XY —YX
Akan ditunjukan (n(3), [,]) adalah aljabar Lie.

Bukti
Jelas bahwa n(3) adalah suatu ruang vektor atas R. Akan ditunjukan
bahwa n(3) adalah aljabar Lie.

0 a; by 0 a, by
Ambil X,Y,Zen3)yaituX =10 0 ¢ |,Y=|[0 0 czldan
0 0 O 0 0 O
0 a; b3
Z=10 0 c3]diperoleh:
0 0 O

1) Pemetaan bilinear
i) [X,Y+Z]
=XY+2)-Y+2)X

38



0 a, b,
0 0

=X(
0 0 O
0 aj b3>

0 0 «c3
0 0

[0
0
a;¢, +a,c3

0

0
0

+10
0

a;c;
0
0

0
0
0
0
0
0
0 0 azq
[0 0 0]
0 0 0
a
0
0
a
0
0
ay
0
0

b{110 a,
c1|10 0
010 0
b,110 a4
CZHO 0
0llo 0
b{1[0 a,
61”0 0
0

0 a; by
0 0 c¢f|0 O
0 0 oflo o
=XY-YX+XZ-7ZX
=[X, Y]+ [X,Z]

0 0
0 as

i) [X,mY]
=X(mY) - (mY)X

O a3 b3 0 aZ b2
+ 0 0 C3 - 0 0 CZ
0 0 O 0 0 O

[0 a; ”0 a2+a3 b, + bs

c; + 3
0

+

a2 + as bz + b3 0 aq bl
0 c;+c3||0 O 01]
0 0 0 0 O
0 0 azce taze
]— [0 0 0 ]
0 0 0
0 acg 0 0 ayq
0 0 ] - [0 0 0 ‘ -
0 0 0 0 O

b2 O al

b
o
i

bi1[10 az bs
C1 0 0 C3 -
0110 0 O

b3 0 a1 bl
c3] [0 0 ¢
0ll0 0 O

bz 0 a1 bl
czl [0 0 ¢
010 0 O

b3 0 a1 b1
C3 ] [0 0 61]
olto 0 O
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0

0 a; by [0 a, b,]
=0 0 cf{m|]0 O c|)]—|m
0 0 O 0 0 0 0
0 a; bi1[0 a, b,] 0
=m|[|[0 O c¢[|0 O cp]—m{]O0
0 0 o010 0 O
0 a; bi1[0 a, b,] 0 a,
=m{]0 0 ¢||0 0O cf— 0
0 0 o01l0 0 O 0
=m(XY —YX)
=m[X,Y]

0 a,
0 0

0

a;

0
b,
0

0

1

<)

0 a4

0
0

0
0

0 ag

0 O
0 O

0 ag
0 0
0 0

by
C1
0

)

Dengan cara yang sama seperti (i) dan (ii) dapat ditunjukan bahwa

[X+7Y, 7] =

(X, Z] + Y,

2) ldentitas Jacobi

40

0
0
0

- [[x, Y1, Z]
= [XY =YX, Z]

a; bi1[0 a, by
0 |0 0 ¢
0 ofto 0o O
0 a, by][0 a4
0 0 cz 0 0

0

a1 c, 0 0 az c1] [0
0

0
0
0
0 aqc, —ayc;] [0 as bs
0 %% ”0 0 ]
0 0 0 O
a,c; —a,c1|[0 az bs
HE
0 0 O

0 a; b3l[0 0 ayc, —ascy
—[0 0 ”0 ! ]

0 0

Z] dan [mX,Y] =
bahwa [X, Y] memenuhi pemetaan bilinear.

0 a3 bs
Cl ) C3

as
0
0

0
0

m[X,

b3
C3
0

|

0

3l

Y]. Jadi terbukti

by
C1
0

by

0

)



0 0 O
=10 0 0]
0 0 O
- v, Z], X]
=[YZ - ZY,X]
0 a, by][0 a3 bs
=10 O 02”0 0 c3]
0 0 o0llo 0 O
0 a3 0 a2 0 a1 by
Loalbsall i
0 0 aycs 0 0 aszc aq
o o o] [ ” 0 ]
L0 0 0 0 o0
[0 0 ajc3—azc;] [0 a; by
“llo 0 %% ”0 0 ‘
0 0 0 0 0 O
0 0 azc3—a3c2 0 al by
Lo b
0 0
0 al 0 0 a,c3; — a3Cy
UK (e
0
0 0 O
=10 0 0]
0 0 O
- [[2,x1,Y]
=[ZX —XZ,Y]
0 a; b3][0 a; by
=110 O 63”0 0 01]
0 0 o0lJlo 0 O
0 a; by][0 a3 b3]1 [0 a, b,
—[0 0 01”0 0 63],[0 0 62]
0 0o ofto o o0l1Jlo 0 O



[0 0 azc 0 O a1c3 0 a, by
o o o] [ ” o <l
L0 0 0 o0
[0 0 a3cl—alc3 0 a2
Bk s
0 0
0 o a3cl—alc3 0 az
=[O 0 0 ”0 0 02]
0 0 0 0 0 O
0 a, by][0 0 azci—aqcs
L5l o o™
0 0 o010 O 0
0 0 O
=[0 0 0]
0 0 O

Dengan menggunakan sifat komutatif maka diperoleh :
[[x, Y], z] + [[v, 2], X] + [[Z, X], Y]

0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
=OOO+OOO+OOO] [OOO]
0 0O 0 0 O 0 0 O 0 0
Jadi terbukti memenuhi identitas Jacobi.
3) [X,X]
[0 a; by][0 a1 0 a1 0 a; by
o3 el v o el ol
0 0 0 o
[0 0 a; 0 0 a161
=0 O 0 ] [0 0 ]
0 0 O 0 0 O
[0 0 O
=0 O 0]
0 0 O

Berdasarkan pembuktian 1), 2), dan 3) terbukti bahwa (1(3), [e,*])
adalah aljabar Lie. m
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Contoh 2.6.9
Diberikan suatu field R dan ruang vektor
L =3s0(3) = {4 € M3(R)|A = —A} atas R, didefinisikan Lie
bracket
[¢,2]: 50(3) X 50(3) — s0(3)
X,Y) — [X,Y] = XY —YX
Akan ditunjukan (s0(3), [,¢]) adalah aljabar Lie.

Bukti

Jelas bahwa so(3) adalah suatu ruang vektor atas R. Akan
ditunjukan bahwa so(3) adalah aljabar Lie.

Ambil 4, B, C € s0(3) yaitu diperoleh :

1) Pemetaan bilinear

(i) [4,B4+Cl=AB+C)—(B+0C)A
(hukum distributif kiri dan kanan matriks)
=AB+ AC—BA—-CA
=AB—-BA+AC—-CA
=[A,B] + [A, C]

(i) [A,mB] = A(mB) — (mB)A
(sifat perkalian matriks dengan skalar)
= m(AB) — m(BA)
= m(AB — BA)
= m[A, B]

(i) [A+B,C]=(A+B)C—-C(A+B)
(hukum distributif kiri dan kanan matriks)
=AC+BC—-CA—-CB
=AC—-CA+BC—-CB
=[A,C] +[B,C]

(iv) [mA, B] = (mA)B — B(mA)

(sifat perkalian matriks dengan skalar)
= m(AB) — m(BA)
=m(AB — BA)
=mlA, B]
2) ldentitas Jacobi
[[4,B],C] + [[B,C],A] + [[C, Al, B]
=[AB — BA,C] + [BC — CB,A] + [CA — AC, B]
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= ((AB — BA)C — C(AB — BA)) + ((BC — CB)A — A(BC —
CB)) + ((CA— AC)B — B(CA — AC))
= ABC — BAC — CAB + CBA + BCA — CBA — ABC + ACB +
CAB — ACB —BCA+ BAC =0
3) [A,Al=4A—AA=0

Berdasarkan pembuktian 1), 2), dan 3) terbukti bahwa
L =s0(3) = {4 € M5(R)|A* = —A} adalah aljabar Lie.m

2.7 Homomorfisma Aljabar Lie

Berikut akan diberikan definisi homomorfisma, Isomorfisma,
dan automorfisma aljabar Lie berdasarkan Hall, Brian,C. 2015.

Definisi 2.7.1 (Homomorfisma)

Misalkan F adalah field. L, dan L, adalah aljabar Lie atas F.
Pemetaan ¢:L; — L, adalah homomorfisma aljabar Lie, jika ¢
merupakan pemetaan linear dan ¢([a, b]) = [@(a), @(b)] untuk
setiap a,b € L;.

Contoh 2.7.2
Diberikan R adalah himpunan bilangan real dan L = R3 adalah
ruang vektor atas R. Didefinisikan suatu pemetaan
p:R3 — R?
(@b) —o([ab])
Sehingga ¢ merupakan homomorfisma aljabar Lie.

Bukti
Berdasarkan Contoh 2.6.4 (R3,[e,s]) adalah aljabar Lie. Akan
dibuktikan bahwa suatu pemetaan ¢:R3 — R3 merupakan
homomorfisma aljabar Lie. Ambil sembarang @, b € R3, dengan
@ = (a1,a,,a3) dan b = (by, by, bs), sedemikian sehingga berlaku :
i) Pemetaan Linear
- (p([ﬁ + b]) = ¢([(ay, az,a3) + (by, by, b3)])

= ¢([(ay + by), (az + by), (a3 + b3)])

= (a; + by), (az + by), (az + b3)

= (ay,az,a3) + (by, by, b3)
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=p(aD)+o(b)
- p([ma]) = p(Im(ay, az, as)])
= ¢([may, may, mas])
= (may, ma,, mas)
=m(ay,ay,as)

_ =me([a]
i) (@ B]) = o((araz as) x by ba, )
L]
= ‘P( a; a; 4as >
by b, b;

_ a; Gz . |41 A3z . |41 QG

=o(lo; voli=lo bli*lo blk)

= @(azb; — azb,)i — p(a;b3 — azby)j +
§0(a1b2 - a_Zbl)k

i j k
=|(pa @a; @as
®by @b, @bs

= ¢(a1,az,a3) X @(by, by, b3) = [p(@), p(b)]
Berdasarkan uraian (i) dan (ii) terbukti bahwa ¢ adalah

homomorfisma Lie aljabar untuk setiap @, b € R3.m

Contoh 2.7.3
Diberikan suatu field R dan ruang vektor
L= n(3) = {X = (xij) € M3(R) |(Vl 2]) Xij = O}atas R,
didefinisikan suatu pemetaan:
p:1n(3) xn(3) — n(3)
X, Y) — (X, YD
Sehingga ¢ merupakan homomorfisma aljabar Lie.

Bukti

Berdasarkan Contoh 2.6.8 (n(3),[e,e]) adalah aljabar Lie. Akan
dibuktikan bahwa suatu pemetaan ¢:n(3) = n(3) merupakan
homomorfisma aljabar Lie. Ambil sembarang X,Y € n(3) dengan

0 a4 by 0 a, b,

X=|0 0 ¢| dan Y=[0 0 «¢,| sedemikian sehingga
0 0 O 0 0 O

berlaku :
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i) Pemetaan Linear

0 a; by
0 0 ¢ 0 0 ¢
0 0 O 0 0 O

0 a;+a, by+b,
0 0 ¢+ ¢
0 0 0

0 a;+a, by +b,
0 0 c1t+c;

0 0
0 a; by

=0 0 ¢
0 0 0

= o([XD + o([YD
i) o(X,Y]) = (XY —YX)

M
EE )
|

0 0 ac 0 0 a,cy
0 0 O ] [0 0 D
0 0 O 0 0 0

p(X+YD =9 +

0 a, bzl

=9

+ 10 0 Cy

0
0 a, bzl
0 0 O

0 0 ac 0 0 aq
=¢|0 0 0 [—¢]0 0O O ‘
0 0 0 0 0 O
0 a; b{]1[0 a, by
= (p( 0 0 ¢ 0 0 D
0 0 O

_w(

% gll ¥ e
= [p(XY), p(YX)]

Berdasarkan wuraian (i) dan (ii) terbukti bahwa ¢ adalah
homomorfisma Lie aljabar untuk setiap X,Y € n(3).m
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Contoh 2.7.4
Diberikan field R dan ruang vektor
L =s0(3) = {4 € M3(R)|A* = —A} atas R, didefinisikan suatu
pemetaan
@:90(3) — s0(3)
X, Y) — (X, Y]
Sehingga ¢ merupakan homomorfisma aljabar Lie.

Bukti

Berdasarkan Contoh 2.6.9 (s0(3),[e,e]) adalah aljabar Lie. Akan
dibuktikan bahwa suatu pemetaan ¢:s0(3) — s0(3) merupakan
homomorfisma aljabar Lie. Ambil sembarang X,Y € s0(3) dengan

0 a, by 0 a, b,
X=|-a, O Cl] dn Y=|—-a, O 62] sedemikian
_bl —Cq 0 —b2 —Cy 0
sehingga berlaku :
i) Pemetaan Linear
0 aq bl 0 a; bz
oX+YD=0||[-aa 0 of+|-a 0 c2”
—-b; —c; O -b, —c, O
0 a, +a, b; + b,
=@l [|—a1 + (—ayp) 0 c1tc
—by + (=b2) —c1+(—c2) 0
0 a; +a, by + b,
=|—a; + (—ay) 0 ¢ tc
|—=b1 +(=b2) —c1+(=¢c2) 0
r 0 a; by 0 a, b,
=|l-a4 0 ¢|+|—a, O 62]
|—b; —c; O -b, —c, O

= o([XD + o([YD
i) o([X,Y]) = (XY - YX)

0 a; byr O a, b,
= (p( _a1 0 Cl] [_az 0 Cz]

-b; —c¢; O0ll-b, —c, O
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by
2 3 el 5 6)
) —01 0
a; by b,
= (p( -a; O 01] [—az 0 CZD -
-b; —; b, —c2 0
az by
ol ¥ el %)
b, —c, 0
= [p(XY), p(YX)]

Berdasarkan wuraian (i) dan (ii) terbukti bahwa ¢ adalah
homomorfisma Lie aljabar untuk setiap X,Y € s0(3).m

Definisi 2.7.5 (Isomorfisma)
Misalkan L; dan L, adalah aljabar Lie atas F dan ¢: L; — L, adalah

homomorfisma aljabar Lie maka ¢ disebut isomorfisma jika ¢
bijektif.

Contoh 2.7.6

Berdasarkan Contoh 2.7.2 telah dibuktikan bahwa ¢:R3 — R3

merupakan homomorfisma aljabar Lie. Selain itu ¢ juga merupakan
isomorfisma aljabar Lie.

Bukti
Untuk membuktikan ¢ merupakan isomorfisma aljabar Lie, cukup
dengan menunjukan ¢ adalah bijektif. Akan ditunjukan bahwa ¢

adalah bijektif. Ambil sembarang @, b, ¢, d € R3, dengan
a = (a4,a;,a3), b= (b1, by, b3), € = (¢q,¢5,¢3) dan
d = (dy,d,, d3) sedemikian sehingga memenuhi sifat-sifat berikut
ini :
(i) injektif yaitu
o([a@b]) = e(cd])
= fp((al»az'%) X (b1:b2;b3)) = @ ((c1,¢3,¢3) X

(le le d3))
i j k i j k
=>(P<a1 a, a3>=<p(c1 C; (3 >
by by bs dy dy ds
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i j ok i j k
=4 a1 az a3 = C1 Cz C3
by by b3l ldy d; dj

= ay =,0; =Cyp,03 = C3,b; =dq, by, =dy, b3 =d;
= (a,b) = (¢,d)
(ii)surjektif yaitu untuk setiap [C,d ] € R® terdapat (a,b) € R®
sedemikian sehingga
(p([ﬁ,b]) = (p((al,az,a3) X (bybz’bs))
i j k
= §0( a, a; 4as )
by by bs
i j ok
a, az as
by b, b3
= (a,b) = (¢,d)
Oleh karena ¢ homomorfisma aljabar Lie memenuhi (i) dan (ii),

sehingga dapat disimpulkan bahwa ¢ adalah isomorfisma aljabar Lie
untuk setiapa, b,¢,d € R3.m

Contoh 2.7.7

Berdasarkan Contoh 2.7.3 telah dibuktikan bahwa ¢ merupakan
homomorfisma aljabar Lie untuk setiap X,Y € n(3). Selain itu ¢
juga merupakan isomorfisma aljabar Lie.

Bukti

Untuk membuktikan ¢ merupakan isomorfisma aljabar Lie, cukup
dengan menunjukan ¢ adalah bijektif. Akan ditunjukan bahwa ¢
adalah bijektif. Ambil sembarang X,Y, W, Z € n(3), yaitu :

0 aq bl 0 a; bz 0 as b3
X:() 0 C11YZO 0 C |y W:[O 0 C3] dan
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 a, b,
Z=|(0 0 c4] sedemikian sehingga memenuhi sifat-sifat berikut
b o o
ini:

i) injektif yaitu
o([X,Y]) = o([W, Z])
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0 a; b{][0 a, by 0 a, by][0 a; by
= (p( 0 O 01] 0 O 02] [0 0 Czl [0 0 C1]> =
0 0 0Jl0 0 O 0 0 0JlO 0 O
0 as b3 0 Ay b4 0 Ay b4_ 0 as b3
(p( 0 O c3] [0 0 04] - [0 0 c4] [0 0 C3D
0 0 0ll0 0 O 0 0 o0llo 0 O
0 0 ac 0 0 ayq 0 0 azc
=>(p<0 0 0 —[0 0 0])=(p 0 0 0]—
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 aucs
[O 0 0 ]
0 0 O
0 0 ac 0 0 ayq 0 0 azcy
=[0 0 0]—[0 0 O]=[O 0 O]—
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 aucs
[O 0 O ]
0 0 O
0 a; bi1[0 a, b, 0 a, by][0 a4 b
= [0 0 Cl] [O 0 62] - [0 0 02] [0 0 61] =
0 0 o0fl0 0 O 0 0 o0llo 0 O
0 0 C3] 0 0 C4] - [O 0 C4] [O O C3]
0 0 o0llo 0 O 0 0 o0llo 0 O

= XY -YX=WZ-ZW

=X=W,Y=272

= [X, Y] =[W,Z]

ii) surjektif yaitu untuk setiap W,Z € n(3) terdapat X,Y € n(3)

sedemikian sehingga
bz O az 0 a, by
0 O

o([X,Y])
““l)

N

0 0 ¢

0 a4 bi][

OOO

o
o
Q
=
(®)
N
I
—

gooo
o

©C o000 O On o R

coo

N
CDCDﬁ

[
—_—
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Oal Oazz 0 a, by
—10 0 ¢

0 a4 by
0 0 ¢
0 0 O

0 0 O

= (X Y) = (W Z)
Oleh karena ¢ homomorfisma aljabar Lie memenuhi (i) dan (ii),
sehingga dapat disimpulkan bahwa ¢ adalah isomorfisma aljabar
Lie.m

Contoh 2.7.8

Berdasarkan Contoh 2.7.4 telah dibuktikan bahwa ¢: s0(3) — s0(3)
merupakan homomorfisma aljabar Lie untuk setiap X,Y € so(3).
Selain itu ¢ juga merupakan isomorfisma aljabar Lie.

Bukti

Untuk membuktikan ¢ merupakan isomorfisma aljabar Lie, cukup
dengan menunjukan ¢ adalah bijektif. Akan ditunjukan bahwa ¢
adalah bijektif. Ambil sembarang X,Y, W, Z € s0(3), yaitu :

0 a, b 0 a, by
X=|-a4 0 ¢f, Y= [—az 0 62],
-b, —c¢; O -b, —c, O
0 as bs 0 a, by
W=|-a3; 0 c|danZ=|—a, O czl
—b; —c3 O —by, —c, O

sedemikian sehingga memenuhi sifat-sifat berikut ini :
(i) injektif yaitu
p(lX,Y] ) = (W, Z

Cll a bz
—Cl1 Cl —az 0 C2

i

0 az b311 O
—az 0 63] [—a4 62]

—b; —c3 O b

L el 2 )

=9

=<,,<
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0 a; by 0 a, by
= [_al 0 C]_] [_az 0 Czl

-b; —c -b, —c, O
0 a, b1 0 a, by
— [—az 0 02] [—al 0 c1]
b2 —Cy —c; 0
a3 a4
IR
—Cy
as bs
—ay 0 02] [—a3 0 c3]
—-by, —c4 0ll—=b; —c3 O
= XY-YX=WZ-ZW

=X=W,Y=2Z
= [X,Y] = [W,Z]

(i) surjektif yaitu untuk setiap W, Z € so(3) terdapat X,Y € so(3)
sedemikian sehingga

e([X,Y])

0 a;, b1 O a, b,
= (p( _al 0 Cl] [_az 0 C2]

—-b; —c¢; O0ll-b, —c, O
0 a, by 0 a, b;
— [—az 0 CZ] [—al 0 CID
b, —Cz by —c; O
a1
Fo ¥ el ¥
0 a, by
— [—az O CZ] [—al 0 Cl]
-b, —c, 0ll-b;y —c; O
=X, Y)=W,2)

Oleh karena ¢ homomorfisma aljabar Lie memenuhi (i) dan (ii),

sehingga dapat disimpulkan bahwa ¢ adalah isomorfisma aljabar Lie
untuk setiap X,Y € s0(3). m
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Definisi 2.7.9 (Automorfisma)

Misalkan L, dan L, adalah aljabar Lie atas F dan ¢: L; — L, adalah
automorfisma aljabar Lie jika isomorfisma dari aljabar Lie ke dirinya
sendiri.

Contoh 2.7.10

Berdasarkan Contoh 2.7.6 telah dibuktikan bahwa ¢:R3 —» R3
adalah isomorfisma aljabar Lie. selain itu ¢ juga merupakan
automorfisma aljabar Lie.

Bukti

Untuk membuktikan ¢ adalah automorfisma aljabar Lie, dengan
melihat pemetaan pada ¢. pada Contoh 2.7.2 didefinisikan pemetaan
@:R3 > R3 , karena ¢ adalah isomorfisma aljabar Lie ke dirinya
sendiri sehingga jelas ¢ adalah automorfisma aljabar Lie.m

Contoh 2.7.11

Berdasarkan Contoh 2.7.7 telah dibuktikan bahwa ¢:n(3) — n(3).
adalah isomorfisma aljabar Lie. selain itu ¢ juga merupakan
automorfisma aljabar Lie.

Bukti

Untuk membuktikan ¢ adalah automorfisma aljabar Lie, dengan
melihat pemetaan pada ¢. pada Contoh 2.7.3 didefinisikan pemetaan
@:1n(3) — n(3), karena ¢ adalah isomorfisma aljabar Lie ke dirinya
sendiri sehingga jelas ¢ adalah automorfisma aljabar Lie. m

Contoh 2.7.12

Berdasarkan Contoh 2.7.8 telah dibuktikan bahwa

@:s0(3) — s0(3) adalah isomorfisma aljabar Lie. selain itu ¢ juga
merupakan automorfisma aljabar Lie.

Bukti

Untuk membuktikan ¢ adalah automorfisma aljabar Lie, dengan
melihat pemetaan pada ¢. pada Contoh 2.7.4 didefinisikan pemetaan
@:90(3) — s0(3) karena ¢ adalah isomorfisma aljabar Lie ke
dirinya sendiri sehingga jelas ¢ adalah automorfisma aljabar Lie. m
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