BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas beberapa definisi dan contoh yang
mendukung pembuktian dari teorema prinsip kontraksi Banach serta
penerapan prinsip kontaksi Banach pada sistem persamaan linear.

3.1 Titik Tetap

Definisi 3.1.1 (Titik Tetap)

Diberikan ruang metrik (X,d) dan suatu pemetaan f:X — X. Titik
x € X disebut titik tetap f jika x = f(x).

Remark 3.1.1
Dari definisi tersebut telah jelas jika setiap pemetaan kontraksi
adalah kontinu seragam.

(Siddiqi, 2006)

Contoh 3.1.2
Diberikan f:R - R
x+— f(x) =x%2-2

Sehingga
fx) = x © x? =2 = x
= x?—x—-2 = 0
& (x-2)x+1) = 0
& x=2Vx=-1

Maka x = 2 atau x = —1 merupakan titik tetap.

3.2 Ruang Banach
Definisi 3.2.1 (Ruang Banach)
Ruang vektor bernorma yang lengkap disebut ruang Banach.
(Siddiqi, 2006)
Contoh 3.2.2
1
llx1, 22112 = (21 ]% + |x2])2

akan dibuktikan R? dengan ruang bernorma 2 merupakan ruang
Banach.
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Penyelesaian :
(i) Akan ditunjukkan R? adalah ruang vektor bernorma
a) Ambil sebarang x;, x, € R?

1
v(x1, %) = (|x1]% + |x,|)2
b) Ambll x1 = xz = 0

1
v(xy,%,) = (|0]* +10]?)z
= 0.
c) Ambil sebarang a € K
v(a(xl,xz)) = v(axy, ax;)
1
= (lax1|? + lax,|*)2
1
= (lal?|x.]? + lal?|x,|?)?
1
= (lal* (g |* + |x21%))?

= |a|v(xy, x7).
d) Misal

x = (x,%), ¥y= 1y, €R?
x+y =0 +yLx2+y2)

dengan menggunakan pertidaksamaan Minkowski diperoleh

2 2 2
D+l < ) Il + ) il
i=1 i=1 i=1

1
Dengan aksioma norma ||x|| = (|x4]? + |x;]|?)z pada R?,
sehingga

1
llx +yll = (xg + 11 + 122 + y21%)2
1 1

2 3 2 2
(Zm +yi|2) < (Zw +Z|yi|2)
i=1 i=1 i=1

2
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Sesuai pertidaksamaan Minkowsi diketahui x = (x;) € R?
dany = (y;) € R?. Sehingga [lx + ¥l < llxIl + lIyll.

Dari (a), (b), (c), dan (d) maka terbukti bahwa R? adalah
ruang vektor bernorma.

(ii)Kemudian untuk menunjukkan R? adalah ruang Banach, maka
akan dibuktikan bahwa setiap barisan Cauchy di R? adalah
konvergen.

Diketahui x,, = (a;™) € R? adalah barisan Cauchy. Maka
2 1
bew + xll = > (@ =g <& mm=N G
i=1

maka

|la;* —a;™| <e n,m=N. (3.2)

Untuk suatu i yang tetap, dengan menggunakan pertidaksamaan
(3.2) maka (a;™) adalah barisan Cauchy untuk bilangan real
sehingga barisan (a;™) adalah barisan yang konvergen ke a;,
yaitu

lim a;" = q; (3.3)

n—-oo

dari persamaan (3.1) diperoleh
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pilih m — oo, sehingga
k
Zlai" —al*<e*  n=N
i=1
selanjutnya pilih k — oo, diperoleh
Zlai"—ai|2<€2, n=>N
i=1

sehingga
—(x, —x) =x —x, €R?
di mana x = (a4, a,).

Oleh karena itu

1

@ 2
x, — x| = a—aql*] <, n=N
Il — x|| la; i

i=1

sehingga ||x, — x|| = 0 di mana n — 0. Jadi (x,,) konvergen ke
x € R2.

Dari (i) dan (ii) maka diperoleh kesimpulan bahwa R? adalah ruang
Banach.

3.3 Pemetaan Kontraksi
Definisi 3.3.1 (Pemetaan Kontraksi)
Diberikan T pemetaan di ruang bernorma X ke dirinya sendiri. T
disebut pemetaan kontraksi jika terdapat konstanta k, 0 < k < 1,
seperti pada ||Tx — Ty|| < kl|lx — yll,Vx,y € X.

(Siddiqi, 2006)
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Contoh 3.3.2

Bukti

f:N-R
1
x|—>f(x)=x+;

Ambil sebarang x;, x, € N sehingga

f(xe) — fx

sehingga pasti terdapat k =

Dl =

IA

X1X2—

3.4 Prinsip Kontraksi Banach
Teorema 3.4.1 (Prinsip Kontraksi Banach)
Setiap pemetaan kontraksi T yang didefinisikan pada ruang Banach
X ke dirinya sendiri mempunyai titik tetap tunggal x* € X. Sehingga,
jika x, merupakan sebarang titik pada X dan barisan (x,)

didefinisikan dengan

X1 = TxO,xZ = Txl,.x3 = sz, sy

maka

X1 — X3 +
X1X2

xl_x2|

X1 — Xy —
X1X2

-2
(%) (1 — x2)

X1x, — 1

X1 — X
|

k|x1—x2|
dengan0<k<1 [ |

. Ak
lim x, = x

n—oo

Xn =Txp_q,
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dan
kn
= 1l < == lle1 = ol (3.4)

Bukti
1. Eksistensi titik tetap: Diberikan x, sebarang titik di X,
didefinisikan

X1 =Txg, %3 =Tx1,x3 =Tx9, e, X = TXxp_q, -
Maka,

xZ == Txl = T(Tx)o = TZXO
x3 =Tx, =T(Tx); = T(T(Tx))y = T3x,

xO = TnxO
jikam > n, dapat dikatakanm =n+p,p =1, 2,3, .., maka

||xn+p - xn” = ”Tn+px0 - Tnxoll
= IT(T™P ™ xp) = T(T" x|
< kNI T™P~ xg — T x|

karena T adalah pemetaan kontraksi, dengan meneruskan proses
sebanyak n — 1 kali, diperoleh

||xn+p - xn” < kn”Tpr - xO” (3-5)

untukn =0,1,2,3,..., dan semua p.
Sedemikian sehingga,

ITPxq — xol| = |ITPxo — TP 1xy + TP 1xy — TP~ 2x, + TP 2x,
+ ..+ Txg — x|
< |ITPxy — TP x|l + ITP " 1xg — TP 2x,| + ...
+ [[Txo — xol
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Karena TPxy = TP~ xy, TP 1xy = TP %xq, ..., Txg = X4,
diperoleh

ITPxo — xoll < ITP~1xy — TP x| + ITP "2y — TP 2x5 ]| + ...
+ |21 — x|

dengan pertidaksamaan (3.5), maka
lnsp = 2xn |l < KTRP Ml = xll + KP72 |1y — X0l
+ 4l = x0ll]

< k™lx; —xoll[1+k+k?+ .. + kP14 kP + ..]
untuk k = 0

= [ nep = xall < K™llxy = xoll = (3.6)

karena Z k™ deret geometri dengan rasio k untuk 0 < k < 1.untuk
m=0

nm=n+p menuju oo, dari pertidaksamaan (3.6),

diketahui [|x,.4, — x,|| = 0, sehingga (x,,) adalah barisan Cauchy di

ruang Banach X. Oleh Kkarena itu, (x,) harus konvergen atau

lim, e x, = x™.

Karena T adalah kontinu dan merujuk Remark 3.1.1, sehingga
diperoleh

Tx* = T(lim xn) = lim Tx, = lim x,,4
n—-oo

n—oo n—oo

(sesuai definisi (xp,), xp41 = Txy)

> Tx* =x* (limit dari {x,,,1) sama dengan (x,,))

Oleh karena itu, x* adalah titik tetap dari T
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2. Ketunggalan dari titik tetap :
Diberikan x4 * titik tetap lain dari T.
Maka
Txy" =x" & ||Tx" = Txy"|| < kllx™ — "l
dengan T adalah pemetaan kontraksi. Tetapi,

ITx™ = Ty ™|l = llx™ — 2"l
sehingga diperoleh
Ix* —x"ll < klx"—x"l & [x"—x" = 0
S x'-x = 0
= x* = x"

Maka terbukti bahwa titik tetap dari T adalah tunggal.

3. Turunan dari pertidaksamaan (3.4) :
Dengan langkah yang sama seperti pada langkah (1), didapatkan
lim, e x, = x*

dan
n

||xn+p - xn” < 1—k ”xl - xO”

Untuk p — oo pada pertidaksamaan di atas, diperoleh

kn

lim ||x - X < X1 — X

tim [y =l < 7l
kTL

lim x ) X < X1 — X

|(timny) = xal| = 7151 = 50l
le

< —

[Qimxa) =l < Tl =l
n

x*—x < X — X

e =xall < T s = xoll
n

X, — x* < X — X

e ="l < 1 Ity = xoll

Jadi terbukti jika x, merupakan sebarang titik pada X dan barisan

. K™
(x,,) maka lim,,_,o, x,, = x* dan ||x, — x*|| < P |y — xoll
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3.5 Penerapan Prinsip Kontraksi Banach

Aplikasi 3.5.1 (Penerapan Prinsip Kontraksi Banach)

Misalkan akan dicari solusi dari sistem persamaan linear berderajat n
dengan sebarang neN yaitu

ai1X1 + A12Xy + ...+ A1 nXn = b1
ady1X1 + ArrX7 + ...+ AonXn = bz (37)

Ap1X1 + ApaXe + oo+ appXxy, = by

dapat ditulis dalam bentuk matrik Ax = b, yaitu

11 Q12 Qin

az1 Qzz azn
A= : . :

An1 Qn2 - Ann

X = (xl; X2, "'Ixn)T dan b= (b1I b2! ---rbn)T

SPL (3.4) dapat ditulis

x1 = (1= ay1)% — A12X%; — Qy3X3 — . — AipXp + by

Xy = —0ayx1Xq + (1 - azz)xz - a23X3 — e aann + b2

X3 = —a31x1 - a32x2 + (1 - a33)X3 — agnxn + b3 (38)
Xp = —QAp1X1 — ApaXy — Ap3X3 — ... + (1 —au)x, + by

Dengan memisalkan §;; = —a;; + §;;, di mana

ijo

(L =y
51'1'_{0, i#j

persamaan (3.8) dapat ditulis dalam bentuk berikut

n
X ZZﬂinj +b, i=123,..,n (3.9)
=
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Jika x = (x4, x5, ..., X,) € R™, maka persamaan (3.7) dapat ditulis
x—Ax+b=x (3.10)

Diberikan Tx = x — Ax + b. Maka untuk mencari solusi sistem
Ax = b ekuivalen dengan mencari titik tetap pada pemetaan T. Maka
Tx—Tx' = —A)(x —x") dan ditunjukkan T adalah suatu
kontraksi yang memungkinkan pada matriks.

Untuk mencari titik tetap tunggal dari T yaitu sebuah solusi tunggal
dari persamaan (3.10), maka diterapkan Teorema 3.4.1. Persamaan
(3.10) memiliki solusi tunggal jika

n n
Zlﬁul = ZI—aU- +6|<k<1i=12..,n
j=1 j=1

Untuk x = (xq, x5, ..., x,) dan x’ = (x'1,x'5, ..., X)),

didapat
ITx = Tx'l| = lly — ¥/l
di mana
y = uY2 ¥ ER"
y = O0'uYayYn) ER?
n
Yi = Z ,Bl]x] + bi
=1
n
y’i = Zﬁij’xj-l_bi’ i=123,..,n
=1
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maka

ly ="l sup [vi = ']

1<i<n

n n
= sup Z.Bijxj +b; — Zﬁijx'j —b;
=1 =1

I<i<n

= sup i Bij(x; —

I<i<n j=1
n

sup Z|ﬂul|x1

1<i<n j=

IA

IA

sup | — ;| sup Zlﬁul
1<j<n 1<i<n j=1

IA

ksup % —x'j].
I<j<n

n
Karena Z‘ﬂij‘s k<luntuk i=12,..,n dan |x—X'|| =
j=i
sup |x; — x';|, diperoleh ||Tx — Tx'|| < kllx — x'|l, 0 < k < 1, atau
I<j<n
dengan kata lain T adalah suatu pemetaan kontraksi.

Contoh 3.5.2
Diberikan sistem persamaan linear
3
Exl + xZ = 2
xz + X3 = 3
+ 2 = 1
Xy 3 X3 =
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dapat ditulis dalam bentuk matriks Ax = b di mana
z 1 9
2
A =10 1 1
0 1 2
3
x = (x1,x5,x3)T dan b = (2,3,1)7,

kemudian matriks A diubah menjadi matriks S dengan entri

(L i=j
5U_{a i#j

sehingga terbentuk matriks

r 3

~S+1 -1+40 0+0}

g =0+0 —-1+1 -1+4+0
2

[ 0+0 —140 —Z+1]

—1 -1 0 -- -1 0
2 1
81 = 2 o1 r Rl ERES -t
3 0 -1
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n
1
Karena Z‘ﬂii‘=§£k<l maka terbukti matriks A memiliki

i

solusi tunggal. Kemudian dengan menggunakan operasi baris

elementer, akan dicari solusi matriks A.

r 1 r 1 OOle
O O nNvlw S O nvlw =N o o mlw

o

S

1
0

1

10

Baris ketiga
dikurangi
baris kedua

Baris ketiga
dikalikan —3

Baris kedua
dikurangi
baris ketiga

Baris pertama
dikurangi
baris kedua

Baris pertama
dikalikan 2

T
Maka diperoleh suatu solusi tunggal x = (—, -3, 6) :

3
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