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TEOREMA SUBORDINASI UNTUK FUNGSI BAZILEVIC
ORDER ALPHA

ABSTRAK

Pada skripsi ini, dijelaskan fungsi Starlike, fungsi Konveks, fungsi
Bazilevic sebagai subkelas fungsi univalen. Selanjutnya, akan
dipelajari relasi antar subkelas fungsi univalen dan diperkenalkan
tentang subordinasi fungsi analitik, serta aplikasi subordinasi pada
fungsi Bazilevic.

Kata kunci: Fungsi Univalen, Fungsi Bazilevic, Subordinasi.
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A SUBORDINATION THEOREM OF BAZILEVIC FUNCTION
ORDER ALPHA

ABSTRACT

In this paper, described the Starlike function, Convex function,
Bazilevic function as a subset of univalent functions. Next, we will
study relation of inter subclass of univalent function and be
introduced about the subordination of analytic function, as well as
subordinate application in the Bazilevic function.
Keywords: Univalent function, Bazilevic function, Subordination.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis matematika merupakan salah satu cabang matematika
yang mencakup geometri, fungsi, limit, turunan, deret, teori integral,
dan ukuran. Bahasan pada analisis matematika mencakup variabel riil
dan variabel kompleks yang memuat bilangan imajiner.

Peminat analisis matematika di jurusan matematika FMIPA UB
sangat sedikit dibandingkan dengan peminat aljabar dan terapan
matematika. Dari 96 mahasiswa Matematika Universitas Brawijaya
selama dua periode terakhir, hanya tujuh mahasiswa yang memilih
analisis matematika untuk penulisan skripsi. Hal ini disebabkan
kurangnya minat mahasiswa terhadap pembuktian-pembuktian yang
dilakukan pada analisis matematika. Oleh karena itu, perlu tekad
untuk mempelajari atau bahkan mengembangkan analisis matematika,
agar analisis matematika tidak tertinggal dengan cabang ilmu yang
lain.

Pada skripsi ini, akan diperkenalkan topik tentang subordinasi
fungsi analitik. Topik ini diprakarsai oleh Sanford S. Miller dan Petru
T. Mocanu pada tahun 1981. Pada artikel tersebut, Miller dan Mocanu
memberikan dasar-dasar dan terapan subordinasi. Pada tahun 2001,
Marjono dan D.K. Thomas membahas tentang perumuman
penyelesaian masalah untuk fungsi konveks dan fungsi starlike di
sektor menggunakan Lemma Clunie-Jack dan Lemma
Miller-Mocanu.

Pada tahun 2006, G. Murugusundaramoorthy dan N. Magesh
membahas tentang subordinasi dan superordinasi menggunakan
operator linear Dziok-Srivastava. Selanjutnya, Marjono pada tahun
2017 menggunakan Miller Mocanu Lemma pada subordinasi dan
fungsi Bazilevic.

Pada skripsi ini, penulis memberikan relasi antar subkelas
fungsi univalen dengan mengkaji kembali artikel Ram Singh pada
tahun 1973 dan selanjutnya memperkenalkan prinsip subordinasi serta
aplikasi subordinasi pada fungsi Bazilevic dengan mengkaji kembali
artikel Marjono pada tahun 2017.
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1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana relasi antar subkelas pada fungsi univalen?

2. Bagaimana subordinasi pada fungsi Bazilevic?

1.3 Tujuan

1. Mempelajari subkelas terbesar dari fungsi analitik.

2. Menerapkan prinsip subordinasi menggunakan Lemma Miller-
Mocanu pada fungsi Bazilevic.
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BAB II
DASAR TEORI

2.1 Bilangan Kompleks

2.1.1 Bentuk bilangan kompleks

Jika z adalah suatu titik di bidang kompleks yang dikaitkan
dengan bilangan kompleks (x, y) atau x + iy, maka dapat dilihat dari
Gambar (2.1) bahwa

x = cos θ,

y = sin θ,

dimana r =
√
x2 + y2 = |x+ iy|, dinyatakan sebagai absolute value

atau |z|, dan θ dinamakan argumen dari z = x+ iy atau arg z sebagai
sudut antara garis Oz dengan sumbu x positif. Hal ini mengakibatkan

z = x+ iy = r(cos θ + i sin θ)

yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, sedangkan r dan θ
dinamakan koordinat kutub (Spiegel, 1987).

Gambar 2.1: Grafik bilangan kompleks
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2.1.2 Teorema De’Moivre

Jika
z1 = x1 + iy1 = r1(cos θ1 + i sin θ1),

z2 = x2 + iy2 = r2(cos θ2 + i sin θ2),

maka dapat ditunjukkan bahwa

z1z2 = r1r2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)), (2.1)

z1
z2

=
r1
r2

(cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)),

Persamaan (2.1) dapat dinyatakan sebagai

z1z2...zn = r1r2...rn[cos(θ1 + θ2 + ...+ θn) + i sin(θ1 + θ2 + ...+ θn)],

dan jika z1 = z2 = ... = zn = z, maka

zn = (r(cos θ + i sin θ))n = rn(cosnθ + i sinnθ)

(Spiegel, 1987).

2.2 Fungsi Kompleks

Fungsi kompleks f merupakan fungsi yang mengawankan
setiap z anggota dari S himpunan bilangan kompleks dengan
w = f(z), dimana S sebagai domain dan z sebagai variabel
kompleks.

Jika diberikan fungsi bernilai kompleks dari variabel kompleks
f(z), maka dapat dinyatakan sebagai f(z) = u(x, y)+iv(x, y) dengan
u dan v fungsi bernilai real dari variabel real x dan y. Fungsi u(x, y)
dan v(x, y) berturut-turut dinamakan bagian real dan bagian imajiner
dari fungsi f(z).
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2.3 Fungsi Univalen

Suatu f(z) dikatakan analitik di suatu D jika turunan f ′(z) ada
di semua titik z dari suatu daerah D. Suatu f(z) dikatakan analitik
di suatu titik z0 jika terdapat suatu lingkungan |z − z0| < δ sehingga
f ′(z) ada di setiap titik pada lingkungan tersebut.

Misalkan A adalah kelas fungsi f(z) analitik di D = {z : z ∈
C, |z| < 1} dan dapat dinyatakan sebagai

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Fungsi f(z) dikatakan fungsi univalen ternormalisasi jika z0 =
0, a0 = 0, a1 = 1, an ∈ C sehingga diperoleh

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n. (2.2)

Fungsi f analitik pada domain D disebut univalen jika memenuhi
kondisi f(z1) 6= f(z2),∀z1, z2 ∈ D dengan z1 6= z2. Dengan kata
lain, f pemetaan satu-satu (injektif) dari D pada domain lainnya.

2.4 Subkelas Fungsi Univalen

Misalkan S, S∗, Sp(λ), C, Ct dinotasikan sebagai fungsi
univalen, Starlike, λ-Spirallike, Konveks, Close-to-Convex di D
secara berurutan.

Definisi konveks order α setengah bidang
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f ′(0)− 1 = 0 dan

0 ≤ α < 1 jika

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α

untuk z ∈ D, maka f dikatakan Konveks order α setengah bidang dan
dinotasikan dengan K(α)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).
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Definisi starlike order α setengah bidang
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f ′(0)− 1 = 0 dan

0 ≤ α < 1 jika

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α

untuk z ∈ D, maka f dikatakan Starlike order α setengah bidang dan
dinotasikan dengan St(α)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).

KelasK(α) dan St(α) telah dipelajari dan telah didapatkan bentuk
standar oleh Goodman, dan didefinisikan sebagai berikut:

Definisi konveks order α pada sektor
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f ′(0)− 1 = 0 dan

0 ≤ α < 1 jika ∣∣∣∣arg(1 +
zf ′′(z)

f ′(z)

)∣∣∣∣ < απ

2

untuk z ∈ D, maka f dikatakan Konveks order α pada sektor dan
dinotasikan dengan C(α)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).

Definisi starlike order α pada sektor
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f ′(0)− 1 = 0 dan

0 ≤ α < 1 jika ∣∣∣∣arg(zf ′(z)f(z)

)∣∣∣∣ < απ

2

untuk z ∈ D, maka f dikatakan Starlike order α pada sektor dan
dinotasikan dengan S∗(α)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).
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Definisi fungsi Bazilevic (α, β)
Misalkan α, β ∈ R dengan α > 0. Suatu fungsi f ∈ A dikatakan

fungsi Bazilevic (α, β) jika

f(z) =

[
α+ iβ

∫ z

0
P (t)g(t)αtiβ−1dt

] 1
α+iβ

(2.3)

(Ram Singh, 1973).

Kita notasikan B(α, β) sebagai kelas fungsi Bazilevic (α, β) dan
merupakan subkelas dari S. Miller dan Mocanu pada tahun 1971
telah menunjukkan bahwa C ⊂ S∗ ⊂ K ⊂ B ⊂ S, dan B merupakan
subkelas terbesar dari S.

Misalkan α, β ∈ R, α > 0 dan −π
2 < λ < π

2 . f ∈ A mempunyai
bentuk (2.3) dikatakan f ∈ Bλ(α, β), jika dan hanya jika

Re

(
eiλ

zf ′(z)

f(z)

(
f(z)

g(z)

)α(f(z)

z

)iβ)
> 0 (2.4)

untuk suatu g(z) ∈ S∗. Definisi B(α, β) dapat diperluas pada saat
α ≥ 0, sehingga dapat diperoleh B0(0, 0) = S∗, Bλ(0, 0) = Sp(λ),
B(1, 0) = Ct

(Yong Chan Kim dan Toshiyuki Sugawa, 2007).

Fungsi f analitik di D untuk α > 0, f ∈ B(α) dan mempunyai
bentuk (2.2) jika

Re

(
f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1(g(z)

z

)−α)
> 0, z ∈ D

(Ram Singh, 1973).

dan dikatakan f ∈ B1(α) jika g(z) = z. Sehingga diperoleh

Re

(
f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1)
> 0, z ∈ D (2.5)

(Ram Singh, 1973).
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Lemma 1
Jika M(z) dan N(z) analitik di D, M(0) = N(0), N(z)

memetakan D ke setiap wilayah Starlike dan Re
(
M ′(z)
N ′(z)

)
> 0 di D,

maka Re
(
M(z)
N(z)

)
> 0 di D

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f ′(0)− 1 = 0 dan

0 ≤ α < 1 jika

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α

Karena M(z) dan N(z) analitik di D, maka kita mempunyai

Re

[
z
M ′(z)/N ′(z)

M(z)/N(z)

]
> 0

karena

Re

(
M ′(z)

N ′(z)

)
> 0

maka

Re

(
M(z)

N(z)

)
> 0.
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Lemma 2
Jika f(z) ∈ S∗ dan α bilangan bulat positif, maka fungsi F (z)

didefinisikan dengan

F (z)α =
α+ 1

z

∫ z

0
f(t)αdt (2.6)

juga termasuk S∗

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Karena f(z) ∈ S∗, maka

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α

sehingga, jika F (z)α ∈ S∗, maka

Re

(
z(F (z)α)′

F (z)α

)
> α

Dari bentuk (2.6) kita mempunyai

z(F (z)α)′

F (z)α
=
αzF ′(z)

F (z)

z(F (z)α)′

F (z)α
=z

(
α+ 1

z

∫ z

0
f(t)αdt

)′
/

(
α+ 1

z

∫ z

0
f(t)αdt

)
=z

(
− α+ 1

z2

∫ z

0
f(t)αdt+

α+ 1

z
f(z)α

)
/

(
α+ 1

z

∫ z

0
f(t)αdt

)
=z

(
− 1

z
+

f(z)α∫ z
0 f(t)αdt

)
=
zf(z)α −

∫ z
0 f(t)αdt∫ z

0 f(t)αdt

sehingga,

αzF ′(z)

F (z)
=
zf(z)α −

∫ z
0 f(t)αdt∫ z

0 f(t)αdt
=
M(z)

N(z)

dengan fungsi (α+ 1)-valently Starlike di D, maka F (z) ∈ S∗.
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Lemma 3
Jika f(z) ∈ B1(α), dimana α bilangan bulat positif, maka

Re

(
f(z)

z

)α
> 0, z ∈ D

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Karena f(z) ∈ B1(α), kita mempunyai

Re

(
zf ′(z)

f(z)1−αzα

)
=Re

(
z1−αf ′(z)

f(z)1−α

)
=Re

((
f(z)

z

)α−1
f ′(z)

)
=Re

(
αf(z)α−1f ′(z)

αzα−1

)
=Re

(
d(f(z))α/dz

d(zα)/dz

)
=Re

(
(f(z)α)′

(zα)′

)
> 0, z ∈ D

Karena

Re

(
zf ′(z)

f(z)1−αzα

)
= Re

((
f(z)

z

)α)′
> 0, z ∈ D

maka

Re

(
f(z)

z

)α
> 0, z ∈ D.

Lemma 4 [Miller-Mocanu]
Misalkan p analitik di D̄ dan q analitik dan univalen di D, dengan

p(0) = q(0). Jika p ⊀ q, maka terdapat z0 ∈ D dan ζ0 ∈ ∂D seperti
p(|z| < |z0|) ⊂ q(D) dan p(z0) = q(z0) = q(ζ0) dan

z0p
′(z0) = k(ζ0)q

′(ζ0), k ≥ 1

(Marjono, 2017).
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Subordinasi Fungsi Analitik
Misalkan fungsi f(z) dan g(z) analitik di D. Fungsi f(z)

dikatakan subordinasi ke g(z), dinotasikan f(z) ≺ g(z), jika terdapat
fungsi ω(z) analitik di D, dengan ω(0) = 0 dan |ω(z)| ≤ 1, maka
f(z) = g(ω(z)). Jika g(z) univalen, maka f(z) ≺ g(z) ekuivalen
dengan f(0) = g(0) dan f(D) ⊂ g(D).

11
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BAB III
METODOLOGI

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur untuk
mencari informasi tambahan, dengan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Mengumpulkan beberapa sumber tertulis.

2. Mengidentifikasi definisi, lemma, dan teorema yang
berhubungan dengan subordinasi fungsi analitik.

3. Membahas relasi antar subkelas fungsi univalen.

4. Membahas Teorema Subordinasi pada Fungsi Bazilevic Order
Alpha.

Dalam membahas teorema subordinasi pada fungsi Bazilevic
order alpha, diperlukan beberapa dasar teori, antara lain bilangan
kompleks, fungsi kompleks, fungsi univalen, subkelas fungsi
univalen, subordinasi fungsi analitik, serta lemma Miller-Mocanu.
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BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Relasi Antar Subkelas pada Fungsi Univalen

Teorema 1
Himpunan semua titik log

(
z1−αf ′(z)
f(z)1−α

)
, untuk α > 0, z ∈ D dan

hasil dari f(z) berada pada B(α), merupakan konveks

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Jika f(z) ∈ B(α), maka dapat dituliskan(

zf ′(z)

f(z)1−αg(z)α

)
= P (z)

untuk suatu g(z) ∈ S∗ dan P (z) ∈ A, dengan demikian kita
mempunyai

log

(
z1−αf ′(z)

f(z)1−α

)
=log

(
zf ′(z)

f(z)1−αg(z)α
g(z)α

zα

)
=log(P (z)) + αlog

(
g(z)

z

)
.

(4.1)

Hal ini teruji untuk z ∈ D, logP (z) berada pada A, merupakan
himpunan konveks. Demikian pula, untuk z ∈ D, log(g(z)z ), g(z)
berada pada S∗, merupakan himpunan Konveks. Dari keterangan
tersebut dan dari bentuk (4.1), untuk α = 0 dan α = 1 mengakibatkan

1. Himpunan semua titik log( zf
′(z)

f(z)α ), untuk z ∈ D dan f(z) berada
pada S∗, merupakan konveks.

2. Himpunan semua titik log(f ′(z)), untuk z ∈ D dan f(z) berada
pada Ct, merupakan konveks.
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Teorema 2
Jika f(z) ∈ B(α), dimana α merupakan bilangan bulat positif,

maka fungsi F (z) didefinisikan dengan (2.6) juga termasuk B(α)

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Dari bentuk F (z), kita peroleh

αzF ′(z)

F (z)1−α
=
α+ 1

z

(
zf(z)α −

∫ z

0
f(t)αdt

)
(4.2)

karena f(z) ∈ B(α), maka

Re

(
zf ′(z)

f(z)1−αg(z)α

)
> 0, z ∈ D (4.3)

dengan g(z) ∈ S∗. Jika kita definisikan G(z) dengan

G(z)α =
α+ 1

z

∫ z

0
g(t)αdt, (4.4)

maka dari Lemma 2 menunjukkan bahwa G(z) ∈ S∗.
Dari bentuk (4.2) dan (4.4), diperoleh

αzF ′(z)

F (z)1−αG(z)α
=
zf(z)α −

∫ z
0 f(t)αdt∫ z

0 g(t)αdt
=
M(z)

N(z)
.

Seperti pada Lemma 2, kita tarik kesimpulan dari bentuk (4.3) bahwa

Re

(
αzF ′(z)

F (z)1−αG(z)α

)
> 0

di D, yang artinya bahwa F (z) ∈ B(α).
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4.2 Subordinasi pada Fungsi Bazilevic

Teorema 3
f analitik diD, dengan f(0) = f ′(0)−1 = 0. Untuk α > 0, γ > 0

dan z ∈ D. Jika

f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1
≺
(

1 + z

1− z

)β(γ)
maka, (

f(z)

z

)α
≺
(

1 + z

1− z

)γ
(4.5)

dimana,

β(γ) = γ +
2

π
arctan(

γ

α
) (4.6)

dan β(γ) adalah bilangan terbesar dari bentuk (4.5)

(Marjono, 2017).

Bukti.
Jika diberikan

p(z) =

(
f(z)

z

)α
dimana p analitik di D dan p(0) = 1, maka turunan pertama dari p(z)
adalah

p′(z) =α

(
zf ′(z)− f(z)

z2

)(
f(z)

z

)α−1
=α

(
f ′(z)

z
− f(z)

z2

)(
f(z)

z

)α−1
=α

(
f ′(z)

z
− 1

z
p(z)

1
α

)(
p(z)p(z)−

1
α

)
=α

((
f ′(z)

z

)(
f(z)

z

)α−1
− 1

z
p(z)

)
sehingga diperoleh

p′(z)

α
+

1

z
p(z) =

(
f ′(z)

z

)(
f(z)

z

)α−1
z
p′(z)

α
+ p(z) =f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1
.
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Akan ditunjukkan bahwa

z
p′(z)

α
+ p(z) ≺

(
1 + z

1− z

)β
memenuhi

p(z) ≺
(

1 + z

1− z

)γ
dimana β = β(γ) seperti pada bentuk (4.6).

Misalkan h(z) = (1+z1−z )β dan q(z) = (1+z1−z )γ untuk z ∈ D maka
| arg h(z)| < βπ

2 dan | arg q(z)| < γπ
2 .

Andaikan p ⊀ q, maka terdapat z0 ∈ D dan ζ0 ∈ ∂D, sehingga
p(z0) = q(ζ0), p(|z| < |z0|) ⊂ q(D) dan z0p′(z0) = kζ0q

′(ζ0), untuk
k ≥ 1.

Karena p(z0) = q(ζ0), maka ζ0 6= ±1 dan kita definisikan
ri = 1+ζ0

1−ζ0 , r 6= 0. Oleh karena itu, kita peroleh

z0
p′(z0)
α + p(z0) = kζ0q′(ζ0)

α + q(ζ0), k ≥ 1

karena ri = 1+ζ0
1−ζ0

ζ0 = ri−1
ri+1

q′(z) = γ(1−z+1+z
(1−z)2 )(1+z1−z )γ−1 sehingga

z0
p′(z0)

α
+ p(z0) =

kζ0γ
(

2
(1−ζ0)2

)(1+ζ0
1−ζ0

)γ−1
α

+

(
1 + ζ0
1− ζ0

)γ
=
kγ
(
ri−1
ri+1

)(
2

1−( ri−1
ri+1

)2

)
(ri)γ−1

α
+ (ri)γ

=
kγ
(
ri−1
ri+1

)(
2

1−2( ri−1
ri+1

)+( ri−1
ri+1

)2

)
(ri)γ−1

α
+ (ri)γ

=
kγ( ri−1ri+1)

( (ri+1)2

2

)
(ri)γ−1

α
+ (ri)γ

=
kγ(−r2 − 1)

2α
(ri)γ−1 + (ri)γ

=

(
ri− kγ(r2 + 1)

2α

)
(ri)γ−1

=

(
ri− kγ(r2 + 1)

2α

)
rγ−1

(
cos

(γ − 1)π

2
+ i sin

(γ − 1)π

2

)
,
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karena cos (γ−1)π
2 = sin γπ

2 dan sin (γ−1)π
2 = − cos γπ2 , diperoleh

=

(
ri− kγ(r2 + 1)

2α

)
rγ−1

(
sin

γπ

2
− i cos

γπ

2

)
=rγ−1

(
ri− kγ(r2 + 1)

2α

)(
sin

γπ

2
− i cos

γπ

2

)
=rγ−1

(
ri sin

γπ

2
− kγ(r2 + 1)

2α
sin

γπ

2
+ r cos

γπ

2
+ i

kγ(r2 + 1)

2α
cos

γπ

2

)
=rγ−1 cos

γπ

2

((
r − kγ(r2 + 1)

2α
tan

γπ

2

)
+ i
(kγ(r2 + 1)

2α
+ r tan

γπ

2

))
=
rγ−1

2
cos

γπ

2

((
2r − kγ(r2 + 1)

α
tan

γπ

2

)
+ i
(kγ(r2 + 1)

α
+ 2r tan

γπ

2

))
(4.7)

jadi, argumen dari (4.7) adalah

arg

(
z0
p′(z0)

α
+ p(z0)

)
= arctan

( kγ(r2+1)
α + 2r tan γπ

2

2r − kγ(r2+1)
α tan γπ

2

)

≥ arctan

( γ(r2+1)
α + 2r tan γπ

2

2r − γ(r2+1)
α tan γπ

2

)
:=φ(r).
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Misalkan φ(r) = arctan U(r)
V (r) , dimana

U(r) =
(γ(r2+1)

α + 2r tan γπ
2

)
dan V (r) =

(
2r − γ(r2+1)

α tan γπ
2

)
.

Maka, turunan pertama dari tanφ(r) = U(r)
V (r) adalah

(tanφ(r))′ =

(
U(r)

V (r)

)′
φ′(r)

(
sinφ(r)

cosφ(r)

)′
=φ′(r)

(
sin′ φ(r) cosφ(r)− sinφ(r) cos′ φ(r)

cos2 φ(r)

)
=φ′(r)

(
cos2 φ(r) + sin2 φ(r)

cos2φ(r)

)
=φ′(r)

(
1 +

sin2 φ(r)

cos2φ(r)

)
=φ′(r)(1 + tan2 φ(r))

=φ′(r)

(
1 +

(
U(r)

V (r)

)2)
=φ′(r)

(
V 2(r) + U2(r)

V 2(r)

)
φ′(r)(V 2(r) + U2(r)) =U ′(r)V (r)− U(r)V ′(r).

Misalkan r = 1, maka U ′(r)V (r) − U(r)V ′(r) = 0. Dimana φ(r)
mencapai minimum saat r = 1, sehingga

φ(r) ≥φ(1)

= arctan

(
α tan γπ

2 + γ

α− γ tan γπ
2

)
=
β(γ)π

2
.

Oleh karena itu,

β(γ)π

2
≤ arg

(
p(z0) +

z0p
′(z0)

α

)
≤ π

2

kontradiksi dengan |h(z)| < β(γ)π
2 yang dinyatakan pada bentuk (4.5).

Jadi, teorema tersebut terbukti.
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Untuk menunjukkan bahwa bentuk (4.5) merupakan bilangan
terbesar dari bentuk (4.6). Kita misalkan

p(z) =

(
1 + z

1− z

)γ
,

maka dari bentuk prinsip modulus minimum untuk fungsi harmonik,

inf
|z|<1

arg

(
p(z) +

zp′(z)

α

)
mencapai beberapa titik z = eiθ, untuk 0 < θ < 2π. Dengan
demikian,

p(z) + zp′(z)
α(

sin θ
1−cos θ

)γ−1 =
cos γπ2

1− cos θ

(
sin θ−γ

α
arctan

γπ

2
+i
(

sin θ tan
γπ

2
+
γ

α

))
.

Argumen dari persamaan diatas adalah

arg

(
p(z) +

zp′(z)

α

)
= arctan

(
α sin θ tan γπ

2 + γ

α sin θ − γ tan γπ
2

)
.

Hasil minimum dari sisi kanan didapatkan ketika sin θ = 1.
Dengan demikian,

arg

(
p(z) +

zp′(z)

α

)
≥ arctan

(
α tan γπ

2 + γ

α− γ tan γπ
2

)
=
β(γ)π

2
.

diperoleh B(γ) ≤ arg

(
p(z) + zp′(z)

α

)
, jadi β(γ) terbukti merupakan

bilangan terbesar.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

A adalah kelas fungsi f(z) analitik di D = {z : z ∈ C, |z| <
1}. Kita tahu bahwa C ⊂ S∗ ⊂ K ⊂ B ⊂ S, dimana S merupakan
kelas fungsi f(z) univalen di D = {z : z ∈ C, |z| < 1}. Fungsi f
analitik di D untuk α ≥ 0, f ∈ B(α) dan mempunyai bentuk (2.2)
jika dan hanya jika

Re

(
f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1(g(z)

z

)−α)
> 0, z ∈ D.

Berdasarkan dari hasil dan pembahasan, dapat disimpulkan
bahwa:

1. B(α) merupakan subkelas terbesar dari fungsi univalen dengan
menunjukkan

(a) Himpunan semua titik log
( z1−αf ′(z)
f(z)1−α

)
, untuk z ∈ D dan

f(z) berada pada B(α), merupakan konveks.

(b) f(z) ∈ B(α), dimana α merupakan bilangan bulat positif,
maka fungsi F (z) didefinisikan dengan (2.6) juga
termasuk B(α).

2. Dengan menggunakan Lemma Miller-Mocanu, terbukti bahwa

f ′(z)

(
f(z)

z

)α−1
≺
(

1 + z

1− z

)β(γ)
dengan β(γ) merupakan bilangan terbesar.

5.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya mempelajari relasi antar
subkelas fungsi univalen dan memperkenalkan subordinasi pada
fungsi Bazilevic. Diharapkan pada penelitian selanjutnya, diberikan
perbandingan antar subkelas fungsi univalen, baik berupa contoh
maupun grafik setiap subkelas fungsi univalen.
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