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TEOREMA SUBORDINASI UNTUK FUNGSI BAZILEVIC
ORDER ALPHA

ABSTRAK

Pada skripsi ini, dijelaskan fungsi Starlike, fungsi Konveks, fungsi
Bazilevic sebagai subkelas fungsi univalen.  Selanjutnya, akan
dipelajari relasi antar subkelas fungsi univalen dan diperkenalkan
tentang subordinasi fungsi analitik, serta aplikasi subordinasi pada
fungsi Bazilevic.

Kata kunci: Fungsi Univalen, Fungsi Bazilevic, Subordinasi.
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A SUBORDINATION THEOREM OF BAZILEVIC FUNCTION
ORDER ALPHA

ABSTRACT

In this paper, described the Starlike function, Convex function,
Bazilevic function as a subset of univalent functions. Next, we will
study relation of inter subclass of univalent function and be
introduced about the subordination of analytic function, as well as
subordinate application in the Bazilevic function.

Keywords: Univalent function, Bazilevic function, Subordination.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis matematika merupakan salah satu cabang matematika
yang mencakup geometri, fungsi, limit, turunan, deret, teori integral,
dan ukuran. Bahasan pada analisis matematika mencakup variabel riil
dan variabel kompleks yang memuat bilangan imajiner.

Peminat analisis matematika di jurusan matematika FMIPA UB
sangat sedikit dibandingkan dengan peminat aljabar dan terapan
matematika. Dari 96 mahasiswa Matematika Universitas Brawijaya
selama dua periode terakhir, hanya tujuh mahasiswa yang memilih
analisis matematika untuk penulisan skripsi. Hal ini disebabkan
kurangnya minat mahasiswa terhadap pembuktian-pembuktian yang
dilakukan pada analisis matematika. Oleh karena itu, perlu tekad
untuk mempelajari atau bahkan mengembangkan analisis matematika,
agar analisis matematika tidak tertinggal dengan cabang ilmu yang
lain.

Pada skripsi ini, akan diperkenalkan topik tentang subordinasi
fungsi analitik. Topik ini diprakarsai oleh Sanford S. Miller dan Petru
T. Mocanu pada tahun 1981. Pada artikel tersebut, Miller dan Mocanu
memberikan dasar-dasar dan terapan subordinasi. Pada tahun 2001,
Marjono dan D.K. Thomas membahas tentang perumuman
penyelesaian masalah untuk fungsi konveks dan fungsi starlike di
sektor ~ menggunakan Lemma  Clunie-Jack dan Lemma
Miller-Mocanu.

Pada tahun 2006, G. Murugusundaramoorthy dan N. Magesh
membahas tentang subordinasi dan superordinasi menggunakan
operator linear Dziok-Srivastava. Selanjutnya, Marjono pada tahun
2017 menggunakan Miller Mocanu Lemma pada subordinasi dan
fungsi Bazilevic.

Pada skripsi ini, penulis memberikan relasi antar subkelas
fungsi univalen dengan mengkaji kembali artikel Ram Singh pada
tahun 1973 dan selanjutnya memperkenalkan prinsip subordinasi serta
aplikasi subordinasi pada fungsi Bazilevic dengan mengkaji kembali
artikel Marjono pada tahun 2017.



1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana relasi antar subkelas pada fungsi univalen?
2. Bagaimana subordinasi pada fungsi Bazilevic?

1.3 Tujuan
1. Mempelajari subkelas terbesar dari fungsi analitik.

2. Menerapkan prinsip subordinasi menggunakan Lemma Miller-
Mocanu pada fungsi Bazilevic.



BAB I1
DASAR TEORI

2.1 Bilangan Kompleks

2.1.1 Bentuk bilangan kompleks

Jika z adalah suatu titik di bidang kompleks yang dikaitkan
dengan bilangan kompleks (z,y) atau = + iy, maka dapat dilihat dari
Gambar (2.1) bahwa

T = cos#,

y = sin 6,

dimana r = \/a? 4+ y? = |x + iy|, dinyatakan sebagai absolute value
atau |z|, dan 6 dinamakan argumen dari z = x + iy atau arg z sebagai
sudut antara garis Oz dengan sumbu x positif. Hal ini mengakibatkan

z=x+ 1y =7r(cosf + isinf)

yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, sedangkan r dan 6
dinamakan koordinat kutub (Spiegel, 1987).

Gambar 2.1: Grafik bilangan kompleks



2.1.2 Teorema De’Moivre

Jika
z1 = x1 + iy = r1(cosfy +isinby),

29 = X9 + iys = r(cosfy + isinby),

maka dapat ditunjukkan bahwa

2129 = r17r2(cos(61 + 62) + isin(f; + 02)), 21
ﬂ — E(Cos(el — 92) —|—’LSID(91 - 92))7
29 T2

Persamaan (2.1) dapat dinyatakan sebagai
2129...2n = T1T2...Tp[cos(01 + 02 + ... + 0,,) + isin(6y + 02 + ... + 0,,)],
dan jika z; = 29 = ... = 2, = z, maka

2" = (r(cos@ +isinf))" = r"(cosnb + isinnh)

(Spiegel, 1987).

2.2 Fungsi Kompleks

Fungsi kompleks f merupakan fungsi yang mengawankan
setiap 2z anggota dari S himpunan bilangan kompleks dengan
w = f(z), dimana S sebagai domain dan z sebagai variabel
kompleks.

Jika diberikan fungsi bernilai kompleks dari variabel kompleks
f(z), maka dapat dinyatakan sebagai f(z) = u(z, y)+iv(z,y) dengan
u dan v fungsi bernilai real dari variabel real = dan y. Fungsi u(x,y)
dan v(z, y) berturut-turut dinamakan bagian real dan bagian imajiner
dari fungsi f(z).



2.3 Fungsi Univalen

Suatu f(z) dikatakan analitik di suatu D jika turunan f’(z) ada
di semua titik z dari suatu daerah D. Suatu f(z) dikatakan analitik
di suatu titik z jika terdapat suatu lingkungan |z — zg| < ¢ sehingga
f(2) ada di setiap titik pada lingkungan tersebut.

Misalkan A adalah kelas fungsi f(z) analitik di D = {z : z €
C,|z| < 1} dan dapat dinyatakan sebagai

f(z) = Z an(z — 20)".
n=0

Fungsi f(z) dikatakan fungsi univalen ternormalisasi jika zp =
0,a90 =0,a; = 1,a, € C sehingga diperoleh

fR) =2+ an2" (2.2)
n=2

Fungsi f analitik pada domain D disebut univalen jika memenuhi
kondisi f(z1) # f(22),Vz1,22 € D dengan z; # z. Dengan kata
lain, f pemetaan satu-satu (injektif) dari D pada domain lainnya.

2.4 Subkelas Fungsi Univalen

Misalkan S, S*,S,(\),C,C;  dinotasikan sebagai fungsi
univalen, Starlike, A-Spirallike, Konveks, Close-to-Convex di D
secara berurutan.

Definisi konveks order « setengah bidang
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f’(0) — 1 = 0 dan

0 <a<1jka
zf"(2)
Re<1—|— 702) > >«

untuk z € D, maka f dikatakan Konveks order « setengah bidang dan
dinotasikan dengan K («)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).



Definisi starlike order o setengah bidang
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f’(0) — 1 = 0 dan

0 <a<1jka
zf'(2)
Re( 702) > >

untuk z € D, maka f dikatakan Starlike order «v setengah bidang dan
dinotasikan dengan S;(«v)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).

Kelas K (o) dan S;(«) telah dipelajari dan telah didapatkan bentuk
standar oleh Goodman, dan didefinisikan sebagai berikut:

Definisi konveks order « pada sektor
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f’(0) — 1 = 0 dan

0 <a<1ijka
"
2f"(2)\| _ o
f'(2) 2
untuk z € D, maka f dikatakan Konveks order o pada sektor dan
dinotasikan dengan C'(«)

arg(l +

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).

Definisi starlike order o pada sektor
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f’(0) — 1 = 0 dan

0 <a<1jka
z2f'(2) ) ‘ am
arg < —
( f(2) 2
untuk z € D, maka f dikatakan Starlike order o pada sektor dan
dinotasikan dengan S*(«)

(Marjono dan D. K Thomas, 2001).



Definisi fungsi Bazilevic (o, )
Misalkan «, 8 € R dengan o > 0. Suatu fungsi f € A dikatakan
fungsi Bazilevic («, 3) jika

f(z)= [O‘ﬂﬂ /OZP@)g(t)“tw‘ldt o (2.3)

(Ram Singh, 1973).

Kita notasikan B(«, ) sebagai kelas fungsi Bazilevic («,3) dan
merupakan subkelas dari S. Miller dan Mocanu pada tahun 1971
telah menunjukkan bahwa C' C S* C K C B C S, dan B merupakan
subkelas terbesar dari S.

Misalkan o, 8 € R, @ > 0dan —5 < A < 5. f € A mempunyai
bentuk (2.3) dikatakan f € B)(«, ), jika dan hanya jika

a2 ') (F)\ (1))
(@55 (0m) () )20 e
untuk suatu g(z) € S*. Definisi B(«, ) dapat diperluas pada saat

a > 0, sehingga dapat diperoleh By(0,0) = S*, Bx(0,0) = S,(A),
B(1,0) = C,

(Yong Chan Kim dan Toshiyuki Sugawa, 2007).

Fungsi f analitik di D untuk o > 0, f € B(«) dan mempunyai
bentuk (2.2) jika

re(re (1) (5) Y 50 e

(Ram Singh, 1973).

dan dikatakan f € Bj(«) jika g(z) = z. Sehingga diperoleh

Re <f’(z) <@>a1> >0,z€D (2.5)

(Ram Singh, 1973).



Lemma 1
Jika M(z) dan N(z) analitik di D, M(0) = N(0), N(z)

memetakan D ke setiap wilayah Starlike dan Re AA/,[,/ ((j)) > 0di D,

M(z .
maka Re(N((Z))> >0di D
(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Fungsi f analitik di D dengan f(0) = f’(0) — 1 = 0 dan

0 <a<1jka
!/
Re(zf (Z)> >«
f(2)
Karena M (z) dan N(z) analitik di D, maka kita mempunyai

Re [zm] >0

()

Re(M(Z)> > 0.

karena

maka

N(z)



Lemma 2
Jika f(z) € S* dan « bilangan bulat positif, maka fungsi F'(z)
didefinisikan dengan

Fz)e =2 ;r ! /Ozf(t)adt 2.6)

juga termasuk S*
(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Karena f(z) € S*, maka

(8

sehingga, jika F'(2)* € S*, maka

Dari bentuk (2.6) kita mempunyai

2(F(2)*) _ azF'(2)
F(z)> F(z)

S (o2 ) (22 o)
—( - a“/ e+ ) /(U5 [ e
( 5 foi)

fo fyed
fo t)edi
sehingga,
azF'(z) B fo t)*dt _ M(z)
F(z) fo t)xdt ~ N(2)

dengan fungsi (« + 1)-valently Starlike di D, maka F'(z) € S*.



Lemma 3
Jika f(z) € Bj(«), dimana « bilangan bulat positif, maka

re(1E) >0z ep

z
(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Karena f(z) € B;(«), kita mempunyai

() ()

—Re (ch))a_lf%z))

Karena

re( 505 :Re<<f(;)>a>l>0,zeD

re(1E) >0z

z

maka

Lemma 4 [Miller-Mocanu]
Misalkan p analitik di D dan ¢ analitik dan univalen di D, dengan
p(0) = ¢q(0). Jika p £ g, maka terdapat zop € D dan (o € 9D seperti

p(|z] < |20]) C ¢(D) dan p(20) = q(20) = q(¢o) dan
z0p' (20) = k(C0)q'(Co), k > 1

(Marjono, 2017).
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Subordinasi Fungsi Analitik

Misalkan fungsi f(z) dan g¢(z) analitik di D. Fungsi f(z)
dikatakan subordinasi ke g(z), dinotasikan f(z) < g(z), jika terdapat
fungsi w(z) analitik di D, dengan w(0) = 0 dan |w(z)| < 1, maka
f(2) = g(w(2)). Jika g(z) univalen, maka f(z) < g(z) ekuivalen
dengan f(0) = ¢g(0) dan f(D) C g(D).

11
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BAB III
METODOLOGI

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur untuk
mencari informasi tambahan, dengan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Mengumpulkan beberapa sumber tertulis.

2. Mengidentifikasi definisi, lemma, dan teorema yang
berhubungan dengan subordinasi fungsi analitik.

3. Membahas relasi antar subkelas fungsi univalen.

4. Membahas Teorema Subordinasi pada Fungsi Bazilevic Order
Alpha.

Dalam membahas teorema subordinasi pada fungsi Bazilevic
order alpha, diperlukan beberapa dasar teori, antara lain bilangan
kompleks, fungsi kompleks, fungsi univalen, subkelas fungsi
univalen, subordinasi fungsi analitik, serta lemma Miller-Mocanu.

13
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BAB 1V
PEMBAHASAN

4.1 Relasi Antar Subkelas pada Fungsi Univalen

Teorema 1
Himpunan semua titik log (W) untuk o > 0, z € D dan

hasil dari f(z) berada pada B(«), merupakan konveks
(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Jika f(z) € B(«), maka dapat dituliskan

(7 eater ) = 0

untuk suatu g(z) € S* dan P(z) € A, dengan demikian kita
mempunyai

lg<f()f()> :lo“’(f(z)zlfi?(z)a = )
e +aa(2)).

4.1)

Hal ini teruji untuk z € D, logP(z) berada pada A, merupakan
himpunan konveks. Demikian pula, untuk z € D, log(@), g(2)
berada pada S*, merupakan himpunan Konveks. Dari keterangan
tersebut dan dari bentuk (4.1), untuk o = 0 dan @ = 1 mengakibatkan

1. Himpunan semua titik log( ?{;()Z) ),untuk z € D dan f(z) berada

pada S*, merupakan konveks.

2. Himpunan semua titik log(f’(z2)), untuk z € D dan f(z) berada
pada C%, merupakan konveks.

15



Teorema 2
Jika f(z) € B(«), dimana o merupakan bilangan bulat positif,
maka fungsi F'(z) didefinisikan dengan (2.6) juga termasuk B(«)

(Ram Singh, 1973).

Bukti.
Dari bentuk F'(z), kita peroleh

;ifgffl = er ! (zf (2)* = /0 ) f(t)adt) 4.2)

karena f(z) € B(«), maka

e
i (f(Z)l‘“g(Z)a

dengan g(z) € S*. Jika kita definisikan G(z) dengan

) ~0.2€D 4.3)

Gz) = &F 1 /Ozg(t)o‘dt, (4.4)

z

maka dari Lemma 2 menunjukkan bahwa G(z) € S*.
Dari bentuk (4.2) dan (4.4), diperoleh

QxF'(z) _ 2f(2) — J5 f)dt _ M(z)
PG ()" JZ g(t)edt N(z)

Seperti pada Lemma 2, kita tarik kesimpulan dari bentuk (4.3) bahwa

di D, yang artinya bahwa F'(z) € B(a).

16



4.2 Subordinasi pada Fungsi Bazilevic

Teorema 3
f analitik di D, dengan f(0) = f’(0)—1 = 0. Untuk o > 0,y > 0
dan z € D. Jika

CIG G*_Z)W
(12) < (=2) @s)

2
By)=~v+— arctan(l) (4.6)
™ e
dan /() adalah bilangan terbesar dari bentuk (4.5)

dimana,

(Marjono, 2017).

Bukti.
Jika diberikan

p(z) = <f(zz)>a

dimana p analitik di D dan p(0) = 1, maka turunan pertama dari p(z)

adalah o1
o) =a(LELIE) (£)
:a<f’iz> _ fz<§>> f(;))‘)“1
—a( P = 2o ) (st +)
()
sehingga diperoleh

17



Akan ditunjukkan bahwa

prc(j) o2 < <1+z>5

1—2

p(z) < ij)y

dimana 8 = (3(v) seperti pada bentuk (4.6).

Misalkan h(z) = (32)# dan ¢(2) = (}£)7 untuk z € D maka
|arg h(2)] < 5T dan |arg q(2)| < %

Andaikan p £ ¢, maka terdapat zo € D dan (o € 9D, sehingga
p(20) = q(Co), p(|2| < |20]) C ¢(D) dan 20p'(20) = kCoq'(Co), untuk
k>1.

Karena p(zp) = q({y), maka (y # +1 dan kita definisikan

memenuhi

re =
/ k, /
2070 4 plz0) = L) 1 g(o) k> 1
karena ri = ifgo
._1 0
Co = rit1

¢'(2) = (1) (H2)7 " sehingga

1+Co\7—

1
P’ (20) ) = kCO’Y( - go) )(1—40) n 1+¢)”
« a 1—2¢o
ky () (e ) (rd) !
_ (m—&-l)(l,(THi)Q)( ) +(Ti)7
«
k W{il T 2 Ti— ) ,7_1
_ 7(rz+1)(1 2(u+i)+(m‘+1)2)(”) +(Ti)7
; i 2 N\~ —
b e
(07
ky(=r?

FET =D iyt 4 gy

= <ri — W) (ri)7!

B GRG0 A W N G el O L e 5
(1 B 0

18

)



karena cos ('y—l)ﬁ — sin am dan sin w = — COS ﬂ, dl eroleh
2 2 2 2> 4P
ky(r? 41
ky(r? 41
:T"/—l <’I“Z _ P)/(7a2a+)> <sin 777( — 7cos ’.}/27?>
k 2 1 k 2 1
=771 <ri sin g — ’Y(Tzoj‘) sin g + 7 cos g + i’Y(;Oj—) cos 72%)
T By(r? 1)y ky (P4 1) T
s (= PG e ) (G ran )
v-1 ky(r? +1 ky(r? +1
! 5 cos fy?ﬂ ((27’ — fY(TaHtan %T) + Z(W + 27 tan 7271-))
4.7)

jadi, argumen dari (4.7) adalah

ky(r2+1
arg ZOL(ZO) +p(20) | =arctan T 2 tan
«a 2r — 7197(75“) tan IF

(r’+1) s
T + 2rtan é)

> arctan ( 5
2r — LTQH) tan 1%

=¢(r).
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Misalkan ¢(r) = arctan VE:% dimana
U(r) = (77(7"1“) + 2rtan%’) dan V(r) = (2r — 7(7" +1) tan ).
Maka, turunan pertama dari tan ¢(r) = ET; adalah

o)y =(T)

¢'<r><i;zzi::> (P )
= ()
<1 » 2 >>
) (1 + tan® ¢(r))
2

<1 < )
V2(r 2(7«))

¢ (r)(V2(r) + U?(r)) =U'(r)V(r U( W'(r).

Misalkan » = 1, maka U'(r)V (r) — U(r)V’'(r) = 0. Dimana ¢(r)
mencapai minimum saat = 1, sehingga

¢(r) =2¢(1)
(atangrjtfy)
=arctan | —=——~=
o —ytan 5
_ By
==y

Oleh karena itu,

BOIT g (p(zo) + Zopla(zo)> <

T
2 2

kontradiksi dengan |h(z)| < b ) yang dinyatakan pada bentuk (4.5).
Jadi, teorema tersebut terbuktl
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Untuk menunjukkan bahwa bentuk (4.5) merupakan bilangan
terbesar dari bentuk (4.6). Kita misalkan

o - (1)

maka dari bentuk prinsip modulus minimum untuk fungsi harmonik,

s (5 + 212)

|z]< (67
mencapai beberapa titk z = e, untuk 0 < # < 27. Dengan
demikian,
(=) m
p(z) + Zpa cos 5 ] v T, NIy
= sin 8—— arctan ——+i( sin f tan —+—) |.
(lsin%)V*l 1 — cosf o 2 i 2 +a)
—COS

Argumen dari persamaan diatas adalah

! sin f tan 1T +
arg (p(z) + zp(z)> = arctan (a %n "o 7).
a

_ T
asinf — vy tan 5

Hasil minimum dari sisi kanan didapatkan ketika sinf = 1.
Dengan demikian,

/ T
20 (2) atan -5 +7
i A N —_72 @ 7
arg (p(z) + . > > arctan <a S tan
_Bm

2

diperoleh B(v) < arg <

bilangan terbesar.

) jadi B(~) terbukti merupakan
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BABV
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

A adalah kelas fungsi f(z) analitik di D = {z : z € C, |z| <
1}. Kita tahu bahwa C C S* C K C B C S, dimana S merupakan
kelas fungsi f(z) univalen di D = {z : z € C,|z| < 1}. Fungsi f
analitik di D untuk o > 0, f € B(«) dan mempunyai bentuk (2.2)
jika dan hanya jika

Re <f'(z) (f(;))al (g(j))a> >0,z € D.

Berdasarkan dari hasil dan pembahasan, dapat disimpulkan
bahwa:

1. B(«) merupakan subkelas terbesar dari fungsi univalen dengan
menunjukkan

2o (2)

T ), untuk z € D dan
f(2) berada pada B(«), merupakan konveks.

(a) Himpunan semua titik log(

(b) f(2) € B(«), dimana o merupakan bilangan bulat positif,
maka fungsi F(z) didefinisikan dengan (2.6) juga
termasuk B(a).

2. Dengan menggunakan Lemma Miller-Mocanu, terbukti bahwa

re(? ij”)al < sz)w

dengan () merupakan bilangan terbesar.

5.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya mempelajari relasi antar
subkelas fungsi univalen dan memperkenalkan subordinasi pada
fungsi Bazilevic. Diharapkan pada penelitian selanjutnya, diberikan
perbandingan antar subkelas fungsi univalen, baik berupa contoh
maupun grafik setiap subkelas fungsi univalen.
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