BAB III
PEMBAHASAN

3.1 Formulasi Model

Sebuah model dengan enam kompartemen berisikan subpopulasi
rentan (5), terpapar (F), terinfeksi tanpa gejala (/,,), terinfeksi dengan
gejala (I;), sembuh (R), dan mati (D) diformulasikan. Misalkan [NV
adalah ukuran total populasi sehingga

N(t) = S(t) + E(t) + L(t) + I,(t) + R(t) + D(t),Vt > 0.

Diasumsikan adanya laju kematian alami konstan pada keseluruhan
model. Kemudian M (t) didefinisikan sebagai efektivitas informasi
tentang virus Ebola yang dikirim oleh individu dari subpopulasi yang
masih hidup dalam waktu ¢. Efektivitas informasi adalah kemampuan
informasi terkirim menghasilkan hasil sesuai harapan atau berdampak
positif.

Hubungan subpopulasi S(t), E(t), I,(t), Is(t), R(t), dan D(t)
serta pengaruh media M (t) diperlihatkan pada Gambar (3.1).

Gambar 3.1: Diagram kompartemen penyakit virus Ebola
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3.1.1 Laju perubahan subpopulasi rentan (susceptible)

Laju individu pada subpopulasi rentan (S) dipengaruhi oleh
kelahiran atau migrasi, kematian alami dan perubahan menjadi
individu terpapar (E) setelah mengalami kontak dengan virus Ebola.
Kelahiran atau migrasi mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi .S bertambah dengan laju sebesar A yaitu

ds(t)
dt
Kematian alami dapat mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi S berkurang dengan laju sebesar y yaitu
dfh(tt) = —uS(t).
Individu pada subpopulasi S dapat berubah menjadi F setelah
mengalami kontak dengan virus Ebola. Hal ini mengakibatkan jumlah

individu pada subpopulasi S berkurang, dinyatakan sebagai laju
infeksi x(t) yaitu

=A.

ds(t)

Cdt
Laju perubahan subpopulasi rentan terhadap waktu ¢ dapat dinyatakan
sebagai

= —k(t)S(t).

dsdff) = A— (j+ K(1)S(8). 3.1

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi terpapar (exposed)

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi terpapar (FE)
dipengaruhi oleh perubahan individu rentan (S) menjadi terpapar
setelah mengalami kontak dengan virus Ebola, kematian alami dan
perubahan individu terpapar menjadi terinfeksi. Perubahan dari
subpopulasi S menjadi E mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi F bertambah dengan laju sebesar x(t)S(t), yaitu

df‘[it) = k(t)S(1).
Kematian alami dapat mengakibatkan jumlah individu pada

subpopulasi F berkurang dengan laju sebesar w yaitu
dE(t)

— = —ukE().

o nE(t)
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Perubahan individu terpapar (£) menjadi terinfeksi mengakibatkan
jumlah individu pada subpopulasi E berkurang dengan laju sebesar ~
yaitu
dE(t)
—= = —yE(t).
o VE(t)
Laju perubahan subpopulasi terpapar terhadap waktu ¢ dapat
dinyatakan sebagai
dE(t)

— = HOSE) = (b +E®). (32)

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi tanpa gejala (infected
asymptomatic)

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi tanpa
gejala (I,) dipengaruhi oleh perubahan individu terpapar (£) menjadi
terinfeksi tanpa gejala, kematian alami, perubahan individu tanpa
gejala menjadi bergejala dan perubahan individu terinfeksi tanpa
gejala menjadi sembuh (R). Perubahan dari subpopulasi £ menjadi
I, mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi I, bertambah
dengan laju sebesar pyE(t), yaitu

dI, ()
dt

Kematian alami dapat mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi I, berkurang dengan laju sebesar p yaitu

Mol _ o).
Perubahan individu terinfeksi tanpa gejala (/,) menjadi terinfeksi
dengan gejala mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi I,
berkurang dengan laju sebesar 6 yaitu

dlo(t)
dt
Perubahan individu terinfeksi tanpa gejala (I,) menjadi sembuh
mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi I, berkurang
dengan laju sebesar §; yaitu
dlq(t)
dt

=pyE(t).

= —0L,(t).

= —011,(t).
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Laju perubahan subpopulasi terinfeksi tanpa gejala terhadap waktu ¢
dapat dinyatakan sebagai
dI, (t)
dt

= pYE(t) — (1 + 0+ 51) (1), (3.3)

3.1.4 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi dengan gejala

(infected symptomatic)

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi dengan
gejala () dipengaruhi oleh perubahan individu terpapar (£) menjadi
terinfeksi dengan gejala, perubahan individu tanpa gejala menjadi
bergejala, kematian alami, perubahan individu terinfeksi dengan
gejala menjadi sembuh (R) dan perubahan individu dengan gejala
menjadi mati karena penyakit virus Ebola. Perubahan dari
subpopulasi £ menjadi I; mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi I bertambah dengan laju sebesar (1 — p)yE(t), yaitu

L) _ (1 ppm).

Perubahan individu terinfeksi tanpa gejala (/,) menjadi terinfeksi

dengan gejala mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi I
bertambah dengan laju sebesar 01,(t) yaitu

dIs(t)
dt
Penyebab kematian pada subpopulasi I; adalah kematian alami dan
kematian karena penyakit virus Ebola.  Jumlah individu pada
subpopulasi I; berkurang dengan laju sebesar p karena kematian
alami dan berkurang dengan laju sebesar o karena penyakit virus
Ebola dapat dinyatakan sebagai

dIs(t)
dt
Perubahan individu terinfeksi dengan gejala (I5) menjadi sembuh

mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi I; berkurang
dengan laju sebesar do yaitu

dI(t)
dt

= 0L,(t).

= —pls(t) — ols(t).

= —0oI,(t).
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Laju perubahan subpopulasi terinfeksi dengan gejala terhadap waktu ¢
dapat dinyatakan sebagai

dI(t)
dt

= (1 - p)VE(t) + ela(t) - (:U’ + o+ 52)Is(t)' 34

3.1.5 Laju perubahan subpopulasi sembuh (recovered)

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi sembuh (R)
dipengaruhi oleh perubahan individu terinfeksi tanpa gejala (/) dan
terinfeksi dengan gejala (I5) menjadi sembuh (R) serta kematian
alami. Perubahan dari subpopulasi I, dan I, menjadi R
mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi R bertambah
dengan laju sebesar 011, (t) + d215(t), yaitu

dR(t
d() = 51[a(t) + (5213(25).
t
Kematian alami dapat mengakibatkan jumlah individu pada

subpopulasi R berkurang dengan laju sebesar p yaitu

dR(t)

5 = —nR(t).

Laju perubahan subpopulasi sembuh terhadap waktu ¢ dapat
dinyatakan sebagai

dR(t)

7 = 51[a(t) + 6215(t) - NR<t)' (3-5)

3.1.6 Laju perubahan subpopulasi mati (deceased)

Perubahan jumlah individu pada subpopulasi mati (D)
dipengaruhi oleh perubahan individu terinfeksi dengan gejala (I;)
menjadi mati (D) serta penguburan jenazah.  Perubahan dari
subpopulasi I; menjadi D mengakibatkan jumlah individu pada
subpopulasi D bertambah dengan laju sebesar o I(t), yaitu

dD(t)
= ols(t).
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Penguburan dapat mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi D
berkurang dengan laju sebesar p yaitu
dD(t)
dt
Laju perubahan subpopulasi mati terhadap waktu ¢ dapat dinyatakan
sebagai

= —pD(t).

d’iﬁf’f) — o I,(t) — pD(b). (3.6)

3.1.7 Laju pengaruh media informasi

Individu pada subpopulasi S, E, I,, Is, dan R masing-masing
memiliki kesempatan yang sama untuk mengirimkan informasi
mengenai virus Ebola melalui media dengan laju sebesar «; dengan
¢ = 1,2,3,4,5. Hubungan jumlah individu yang memberikan
informasi dengan laju pengiriman informasi tentang virus Ebola pada
media dapat dituliskan sebagai

dM(t)
dt
Diantara informasi tentang virus Ebola di media terdapat informasi

yang telah tertimbun atau kadaluwarsa.  Laju informasi yang
kadaluwarsa adalah sebesar w atau dapat dituliskan sebagai

dM(t)
dt
Laju pengaruh media informasi terhadap waktu ¢ dapat dinyatakan
sebagai
dM (t)
dt

= a15(t) + aoE(t) + asly(t) + asls(t) + asR(t).

= —wM(t).

=1 S(t) + a2 E(t) + azly(t) + asals(t) + asR(t) —wM(t).
3.7)

3.1.8 Laju infeksi virus Ebola

Diasumsikan bahwa penularan virus Ebola merupakan hasil
kontak langsung dengan pasien yang terinfeksi dengan gejala atau
cairan mereka sedangkan individu yang terinfeksi tanpa gejala tidak
menularkan virus.
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Pengaruh dari media M (¢) merupakan faktor reduksi yang dinotasikan
ft)=(1—-M()),0< M(t) <1,vt>0.
Berikut laju infeksi virus Ebola terhadap waktu

o) = PL= MBI +0D(?))
N(t) ’

dengan ¢ menyatakan jumlah kontak individu rentan dengan terinfeksi,
[ menyatakan kemungkinan kontak akan menghasilkan infeksi dan 7
menyatakan tingkat penularan jenazah.

Berdasarkan persamaan (3.1)-(3.7), model pengaruh media
informasi pada dinamika penularan virus Ebola adalah

B _ A+ (1)),

dig’f) — K(H)S(t) — (1 +7)E(t),

W) _ (1 py (1) +010) — (a0 + ELD)

C“jh@ — 511(t) + 821,(t) — pR(L),

DU _ o11) - p0(0),

d]\jt(t) = o S(t) + 02B(t) + asla(t) + aals(t) + a5 R(E) — wM (1),

(3.8)

Diasumsikan nilai awal masing-masing variabel tetap S, F, 1, 5, R,
D, dan M adalah positif sehingga S(0) > 0, £(0) > 0, I,(0) > 0,
I,(0) >0, R(0) >0, D(0) > 0,dan M (0) > 0.

3.2 Sifat-sifat Model

Model matematika diformulasi menyesuaikan dengan fakta
secara biologi sehingga perlu dipenuhi beberapa sifat yang
membuatnya sesuai dengan keadaan sebenarnya. Semua variabel dari
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model haruslah nonnegatif karena mewakili status penyakit manusia
yang berbeda dan pengaruh dari media terhadap penularan penyakit.
Eksistensi dan ketunggalan serta kepositifan solusi merupakan
sifat-sifat yang perlu dibuktikan untuk menunjukkan model tersebut
dapat diaplikasikan.

3.2.1 Eksistensi dan ketunggalan solusi

Berdasarkan Teorema (2.1.1), dengan nilai awal yang diberikan,
suatu sistem memiliki solusi dan solusi tersebut tunggal. Pada bagian
ini akan ditunjukkan bahwa sistem persamaan (3.8) invarian positif dan
memiliki daya tarik.

Teorema 3.2.1. Sistem persamaan (3.8) masuk akal secara biologis
pada domain

Q = {(S(t), E(t), Ia(t), Is(t), R(t), D(t), M(t)) € R

:N(t)§2,0<M(t)§1}

yang memiliki daya tarik dan invarian positif.
Bukti.
i) Akan ditunjukkan N (t) < %
Dengan menjumlahkan persamaan (3.1)-(3.6) diperoleh
aN ()
dt
Diasumsikan p > p, asumsi ini masuk akal karena angka

kematian akibat penyakit virus Ebola lebih tinggi dari angka
kematian alami selama epidemi berlangsung, sehingga

dN(t)
dt
Kemudian dengan menggunakan Akibat (2.1.2) diperoleh

N(t) < N(0) exp Uot—,,bdu] —|—/0tAe:1:p [/:—udv] dz

N(t) < N(0) exp[—put + 0] +/0 A exp [—pt + pz]dz

= A—pS(t)—pE(t) —pla(t) —pls(t) — pR(t) — pD(t).

<A — uN(t).
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ii)

N(0) < NO) cap[-pt] + | caplpt + ]|

0

< N(O) cop [t + 5~ cap =1t
(

N(t)
N(t)

IN

[N 0) — A} exp [—ut] + é, vt > 0.
7 7

Ketika N (0) < £ diperoleh N (t) < 4.
Ketika N(0) > % dan t — oo diperoleh N(t) < %
sehingga N (t) ad

alah fungsi yang terbatas atau N (t) <

==

Akan ditunjukkan M (¢) terbatas

Pada awal epidemi, diasumsikan bahwa informasi dikirim
melalui media sejak t = 0, setidaknya untuk tujuan pencegahan
sehingga 0 < M(t) < 1. Diasumsikan juga bahwa belum
terdapat virus yang menjangkit dalam populasi sehingga dari
persamaan (3.7) diperoleh

d]\ift) > a1 S(t) — wM(t).

Dengan menggunakan Akibat (2.1.2) diperoleh

M(t) > M(0) exp [ /0 L du} + /0 " onS(t) exp

[/:—wdv}dz

M(t) > M(0) exp [—wt + 0] + /Ot a15(t) exp [—wt + wz] dz

t

0415(75)

M(t) > M(0) exp [—wt] + [ exp [—wt + wz]]

0
alS(t) . qu(t)

w

M(t) > M(0) exp [—wt] +

M(t) > {M(O) - ali(t)] exp [—wt] + ali(t), Vi > 0.

exp [—wt]

Sebelum virus menyebar diasumsikan M (t) stabil sehingga
M(©0) = 250 gimana M(0) = M* (M* adalah titik
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kesetimbangan bebas penyakit untuk M yang akan ditunjukkan
kemudian), diperoleh

Dengan asumsi sebelumnya 0 < M (t) < 1, diperoleh
M* < M(t) <1.

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa (2 terbatas dan
limy_0o N(t) = % Selain itu, jumlah atau selisih variabel dalam 2
dengan nilai awal positif akan tetap berada pada ) atau
persekitarannya. Jadi, {2 invarian positif dan memiliki daya tarik
terhadap sistem (3.1)-(3.7). ]

3.2.2 Kepositifan solusi

Teorema 3.2.2. Solusi-solusi dari persamaan (3.1)-(3.7) seluruhnya
adalah positif.

Bukti. Dari persamaan (3.1) diperoleh
ds(t
dv(f) > —(u+k(t)S(t), Vt > 0.
Jika kedua sisi pertidaksamaan diintegralkan terhadap 7 pada interval
[0, t] maka diperoleh

b dS(r) t
(S5 [~ nrar
InS(r) ) > —put —/0 K(T)dT

InS(t) —InS(0) > —ut — /Ot/ﬁ'/(T)dT

m;(é)) >t — /Otﬁ(T)dT
;((é)) > eap [—ut - /Otn(f)dﬂ
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yang menunjukkan bahwa S(t) positif karena S(0) positif. Dengan
cara yang sama untuk persamaan (3.2)-(3.7) diperoleh

E(t) > E(0) exp[—(p+ )],

Ta(t) > T(0) exp (s + 0 + 50)1],
1,(t) > 1,(0) exp[~ (i + 0 + 52)1],
R(t) > R(0) exp[—uf],
D(t) = D(0) exp[—pt],
M(t) > M(0) exp [—wt],

yang menunjukkan bahwa E\(t), [,(t), Is(t), R(t), D(t), dan M(t)
bernilai positif untuk setiap nilai awal positif. Dengan demikian,
setiap solusi dari persamaan (3.1)-(3.7) adalah positif. 0

3.3 Titik Kesetimbangan Model dan Angka Reproduksi Dasar

Model (3.8) memiliki dua titik kesetimbangan yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit (E£y) yang menunjukkan ketidakadaan
penyakit pada populasi dan titik kesetimbangan endemik (E'E) yang
muncul saat penyakit mewabah pada populasi.

3.3.1 Titik kesetimbangan bebas penyakit (E;) dan angka
reproduksi dasar (Ry)

Titik kesetimbangan bebas penyakit merupakan titik yang
menggambarkan tidak adanya penyakit dalam populasi sehingga
dapat diketahui bahwa nilai £* = I; = I; = R* = D* = 0.
Kemudian untuk nilai S* dan M™ dapat dicari dengan menggunakan
Definisi (2.2.1). Dari persamaan (3.1) diperoleh

0=A—(up+k)S

0= A— <N+Cﬁ(1_MJif(Is+nD)>S
o - (s PO
0=A—-(p+0)S
wS =A
s =2

i
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Dari persamaan (3.7) diperoleh

0=0a15 +asF + asgly + ayls + asR — wM

0=0a1S —wM
wM = a1 S
M=%"g
w
a = G
wh

Titik kesetimbangan bebas penyakit dapat dituliskan sebagai

A A
Eo = (S*, E*,I', I, R*, D*, M*) = (,0,0,0,0,0, O”) .
H Wi
Angka reproduksi dasar Iy dicari dengan menggunakan metode
matriks generasi selanjutnya. Model kompartemen yang terinfeksi dari
model (3.8) adalah

dE
&= _ E
o =S = (B +7)E,
dl,
T =pyE — (n+0+61)la,
dl
P (1 =p)yE+ 01, — (p+ o + 62) 15,
dD
& oI, — pD.
at P
Misalkan
Q1 =p+7,
Q2= p+0+ 01,
Q3 = p+ 0+ 0,
sehingga ‘
E=rS—-0Q1E,

I, = pyE — Q21,,

Iy = (1 —pyE + 01, — Qs1;,

D=ocl;—pD.
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Matriks F' dan V dapat dituliskan sebagai berikut
¢B(1 — M)(Is + nD)

~—

S

|
oo o

dan

K

_pPYE + Q2Ia
(p—DVE — 01, + Q31
—ols+ pD

V=

Turunan parsial matriks ' dan V terhadap F, I,,, I, dan D adalah

0 0 ¢f(1—M*) cBn(l—M*)

0 0 0 0

DF(E0) = | 0 0

0 0 0 0

dan
Q1 0 0 0
—pY Q2 0 0
DV (Ey) =
E =11y 20 Qs 0
0 0 —o p
Invers matriks DV adalah
[ 1 0 0 0|
Q1
DY 1

— 0 0

. Q1Q2 Q2
DV (Eo) = (L=p)y  _ O 0 1y,

Q1Q3 Q1Q2Q3 @Q2Q3 Q3
(1—p)yo oOpy of o 1
| 1@ PR1Q2Q3  pQ2Qs  pQ3 p |

Pencarian Invers matriks DV dapat dilihat pada Lampiran 1. Perkalian
matriks DF(FEy) danDV ~!(Ey) dapat dilihat pada Lampiran 2. Nilai
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eigen terbesar yang diperoleh dari (DF (Ey))(DV ~1(Ep)) adalah

c¢fy(1— M~)
s (ph+ (1 — +n0o),
2010205 (PO + (1 = p)Q2)(p +no)
sehingga angka reproduksi dasar dari model (3.8) adalah
cfy(1— M~)
Ry=—F7+——"""(pf0+(1- + no).
0= 010205 (pf + (1 = p)Q2)(p +no)
Untuk lebih memahami angka reproduksi dasar yang diperoleh,
misalkan v = ~ 01 sedemikian sehingga
2
cfy(1— M~)
Ry=—F+——-"—"(p0+(1—- +no
0= 0.0,0, Pt (1=p)@)(p+n0)
cfy(1 - M¥)
R (e +no
2010505 (P + Q2 — pQ2)(p + no)
cfy(1 - M~)
= —————(pf + Q2 — pu — ph — pd + no
501050, PV + Q2= pu—p0 = pb)(p+10)
1—M* — )
P13 Q2
cfy(1 — M~)

ZA—RZ@;*O—pw@+n®-

Ry dapat ditulis kembali sebagai Ry = R; + Ra, dengan

Ry =¢B(1— M*)(1—pov) (&) (53) )
w2 () (5)

Dapat diketahui bahwa Ql merupakan kemungkinan individu £
1

berubah menjadi I, atau I;, — merupakan durasi tingkat infeksi I,

Q3

dan 2 merupakan proporsi individu I; yang mati karena penyakit.

3
Dengan demikian, angka reproduksi dasar Ry adalah jumlah infeksi
sekunder dari individu terinfeksi pada I dan D.
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3.3.2 Eksistensi titik kesetimbangan endemik (F F)

Berdasarkan Definisi (2.2.1) titik kesetimbangan endemik model

dsS dE dl, dlg dR

(3.8) diperoleh jika 0 = 0, g = 0, a =0, T =0, o =0,

b =0, M = 0, yaitu

dt dt
0=A—(p+k)S, 3.9
0=rS—-QFE, (3.10)
0=pyE — Q21,, (3.11)
0= (1—-p)vE+ 01, — Qsls, (3.12)
0=0114 + 0215 — puR, (3.13)
0=0ls—pD, (3.14)
0=0o1S +aoFE + asl, + ayls + asR — wM. (3.15)

Dari persamaan (3.9) diperoleh

0=A—(u+r)S

(b+r)S=A
w_ A
W+ K
Dari persamaan (3.10) diperoleh
0=krS —Q1FE
QL1E =kKS
kA
S Qiptk
g A
Q1(p+ £*)

Dari persamaan (3.11) diperoleh
0=pyE — Q21,

Q21, = pyE
py KA
L=l =
Q2 Q1(n + k)

© O QiQa(u+ )
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Dari persamaan (3.12) diperoleh

0= (1—-p)vE+0l,— Qs
Qsls = (1 —p)yE + 01,
IL—(1— kA pyRA
Qs ( p)’le(quFv) * Q1Q2(p + k)
e VETAPE + (1 - p) Qo)
B Q1Q2Q3(p + K**)

Dari persamaan (3.13) diperoleh

0= (51[11 + (5215 — ,u,R
IUR = (51[[1 + (5215
) pyRA 5y vEA(pd + (1 — p)Q2)
Q1Q2(p + K) Q1Q2Q3(p + K)
g = TETAPS1Qs + 55(ph + (1 - p)Q2))
pQ1Q2Q3(1 + K**)

Dari persamaan (3.14) diperoleh

uR =20

0=o0l;—pD
pD =ol;
__yRAPO + (1 —p)Q)
pO =0 Q1Q2Q3(1 + k)
e _ OVRTA(pO + (1 — p)Qo)
pPQ1Q2Qs(p + £*)

Dari persamaan (3.15) diperoleh

0=o1S +asFE + asl, +agls +asR—wM
wM = a1 5 + aoF + agl, + asls + asR
B A
C wp@Q1Q2Qs3(p + )

L

(m1 4+ mar™),

dengan

m1 = a1Q1Q2Q3 4,
ma = Q3(p(a2Q2 + pyas) + asypdr) + y(aup + asdo)
(pf + (1 — p)Q2).
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Misalkan

Bl = M*™)(I5* +nD™)

Cc
P kk — kk _
(57) = 1 - ,

substitusi M**, I** D** dan N** dengan menyatakan nilai-nilainya

’) s )

dalam fungsi x**. Perhitungan N** dapat dilihat pada Lampiran 3.
Misalkan
P(k™) =0,

sehingga diperoleh persamaan polinom x** berderajat dua berikut
K [Ug(/{**)Q + v ™+ ’Uo] =0, (3.16)
dengan

vy = prtwQIQ3Q3A(1 — Ry),
vl = pwQ1Q2Q3A (&1 + &2) + &3,
vy = wQ1Q2Q3A(pQ3(1Q2 + py(p + 61)) +Y(u(p + o) + pda2)

(pf + (1 — p)Q2)),
(3.17)

dimana
&1 = p(Q1Q2Q3 + pQ2Q3 + pypQ3 + pyQ3d

+702(pf + (1 — p)Q2)),
§2 = (yo(pu —cBn) + plyu — cB7))(ph + (1 — p)Q2),

&3 = cByul’(p+ no)(ph + (1 — p)Q2) [Qa(azQz + pyas)

ijél + (LQ(W + (1 —p)Qz)) }

F a9 + (1 )Q) + as
Proses substitusi dapat dilihat pada Lampiran 4.
Dari persamaan (3.16) diperoleh ** = 0 bersesuaian dengan
adanya titik kesetimbangan bebas penyakit yang dibahas pada subbab
sebelumnya. Solusi persamaan kuadrat

va(K*)2 + vk + 9 =0 (3.18)

adalah
== \/U% o X

K
+ 2U2
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k** haruslah suatu bilangan real positif. «** bernilai real jika
v? — 4vgvy = 0 atau v? — 4vgvg > 0 dengan vy > 0 sehingga
dilakukan analisis pada kedua kasus tersebut.

Kasus 1. v — dvvg = 0.
Dalam kasus ini terdapat dua akar kembar, yaitu
)% U1

K =——"
2112

K** > 0 apabila v; < 0.

Kasus 2. v — 4v9vg > 0.

Kasus 2.1. v1 > 0 dan vy > 0.

Perhatikan bahwa —4vovy < 0 sehingga \/v% — 4duovg < 1.
Hal ini berakibat x%* < 0.

Kasus 2.2. v1 > 0dan vy < 0.

Perhatikan bahwa —4vyvg > 0 sehingga \/vf — 4uovg > 1.
Hal ini berakibat x%* > 0 dan x** < 0.

Kasus 2.3. v; < 0dan vg > 0.

Perhatikan bahwa —v; > 0 dan \/v? — dvavg > 0.

Hal ini berakibat £%* > 0.

Kasus 2.4. v1 < 0dan vy < 0.

Perhatikan bahwa —4vyvg > 0 sehingga \/v% — 4dvovg > —0q.
Hal ini berakibat %" > 0 dan k™ < 0.

Misalkan %" = k71" dan k™ = K3".
(3.18) diberikan pada Tabel (3.1).

Tanda akar-akar persamaan

Tabel 3.1: Tanda akar-akar persamaan (3.18)
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vy >0
v >0 v <0
vg >0 v9 < 0 v9 >0 v9 <0
(R() < 1) (Ro > 1) (Ro < 1) (RO > 1)
K1 - + + +
K5 - - + -




Dari Tabel (3.1) dapat disimpulkan bahwa titik kesetimbangan
endemik eksis dan tunggal ketika vy < 0 atau Ry > 1. Ketika v; < 0
dan Ry < 1 terdapat dua titik kesetimbangan endemik bersamaan
dengan titik kesetimbangan bebas penyakit. Misalkan terdapat nilai
kritis Ry dinotasikan R{, nilai diskriminan (A) persamaan (3.18)
sama dengan nol pada saat g = R sehingga diperoleh

0 = v} — 4wvaug
0 =0} — vz (pp’wQIQ3Q3A(1 — RE))

v = 4oy (pp*wQIQEQFA(1 — RY))

2
U1

41}21/1

2
U1

4vo1p

1— RS =

RG=1-

dengan ¢ = pp?wQIQ3Q3A. Persamaan (3.18) tidak memiliki solusi
real ketika Rp < R{ (A < 0) dan memiliki dua solusi real ketika
R < Ryp<1 (A > 0). Berdasarkan uraian tersebut diperoleh
Teorema (3.3.1) mengenai eksistensi titik kesetimbangan endemik.

Teorema 3.3.1. Eksistensi Titik Kesetimbangan Endemik

1. Jika Ry > 1, persamaan (3.18) memiliki satu solusi positif dan
sistem persamaan (3.8) memiliki titik kesetimbangan endemik
tunggal.

2. Jika R < Rp < 1dan v; < 0 akar-akar x] dan 3 keduanya
positif dan sistem persamaan (3.8) memiliki dua titik
kesetimbangan endemik.

3. Jika Rj = Ry maka persamaan (3.18) memiliki akar positif
kembar dan sistem persamaan (3.8) memiliki titik
kesetimbangan endemik tunggal.

4. Jika 0 < Rg < R sistem persamaan (3.8) tidak memiliki titik
kesetimbangan endemik dan hanya memiliki titik
kesetimbangan bebas penyakit.
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3.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Sistem persamaan (3.8) merupakan sistem otonomus nonlinear,
sehingga untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan dilakukan
proses linearisasi. Proses linearisasi sistem persamaan (3.8) diperoleh
dengan menentukan matriks Jacobi (J).

3.4.1 Kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan bebas
penyakit (E)

Titik kesetimbangan bebas penyakit (Ep) disubstitusikan ke
dalam matriks Jacobi sehingga diperoleh

[ —p 0 0 —cf(1-M") 0 —cfnp(l—-M*) O
0 —Q1 0 cB(1— M) 0 cBn(l — M™) 0
0 Y —Q2 0 0 0 0
J(Ey) = 0 (1-pvy 0 —Q3 0 0 0
0 0 01 02 — 0 0
0 0 0 o 0 —p 0
L a1 a9 a3 (o7 as 0 —w

Untuk mengetahui kestabilan lokal Ey, ditunjukkan matriks Jacobi
sistem persamaan (3.8) pada FEp memiliki nilai eigen negatif.
Pencarian persamaan karakteristik matriks J(Fy) dipaparkan pada
Lampiran 5. Nilai-nilai eigen dari matriks J(Ey) adalah —p, —p, —w,
dan akar-akar persamaan (3.19) berikut

My o +a 2 +as)d+a,=0 (3.19)
dengan

a1 =p+ Q1+ Q2+ Qs,
az = p(Q1+ Q2 + @Q3) + Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3
—cfy(1 = M*)(1-p)
= p(Q1+ Q2+ Q3) + Q1Q2 + Q2Q3 + Q1Q3(1 — Ryp),
az = p(Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3) + Q1Q2Q3 — cfy(1 — M¥)
(P + (1 —p)(p+ Q2 +no))
= p(Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3) + Q1Q2Q3 — cBy(1 — M™)
(p0 + (1 — p)Q2) — cfy(L — M*)(1 —p)(p+no)
= p(Q1Q2 + Q2Q3) + Q1Q2Q3(1 — R1) + pQ1Q3(1 — Ry),
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as = pQ1Q2Q3 — (cB(1 — M™))phyp — (cf(1 — M*))(1 — p)vpQ2
— (eBn(1 — M*))pbyo — (eBn(l — M*))(1 — p)yoQ2
B (= M) B
= pQ1Q2Q3 (1 T 0:0:05 (p0 + (1 —p)Q2)(p +no)
= pQ1Q2Q3(1 — Ry).

Jika misalkan

Ry = L= 0+ (1 ),
R ]

Ry = W(WJr (1 —p)Q2)no,
R3 = W(W)(HWL

Ri= P01 (o + 0,

maka Ry dapat ditulis Ry = R1+ Ro = R3+ Rsdan Ry = Ry, + Rqp.
Diketahui M* < M (t) <1dan0 < (1 — p) < 1 sehingga (1 — M*)
dan (1 — p) selalu bernilai positif. Akibatnya 0 < Ry, < R1 < Ry
dan 0 < Ryp < R4 < Ry.

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan (3.19) memiliki
nilai eigen negatif jika dan hanya jika

i. a1 > 0, aj jelas bernilai positif.

ii. a3 > 0, a3 bernilai positif ketika Ry < 1.
iii. a4 > 0, a4 bernilai positif ketika Ry < 1.
iv. ajas — az > 0, diperoleh

araz —az = (p+ Q1+ Q2 + Q3)(p(Q1 + Q2 + Q3) + Q1Q2
+ Q2Q3 + Q1Q3(1 — Ryp)) — (p(Q1Q2 + Q2Q3)
+ Q1Q2Q3(1 — Ry) + pQ1Q3(1 — Ry))
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= p*(Q1+ Q2 + Q3) + 2p(Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3)
+p(QF + Q3+ QF) + QIQ2 + Q1Q3 + Q203 + Q3Qs
+2Q1Q2Q3 + pQ1Q3(1 — Ryp) + Q1Q3(1 — Ryp)
+ Q1Q2Q3(1 — Ryp) + Q1Q3(1 — Ryy)
— Q1Q2Q3(1 — R1) — pQ1Q3(1 — Ra)

=p*(Q1+ Q2+ Q3) + 2p(Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3)
+p(QF + Q3 + Q3) + Q1Q2 + Q1Q3 + Q203 + Q303
+2Q1Q2Q3 + pQ1Q3(Ry — Ryp) + Q1Q3(1 — Ryp)
+ Q1Q2Q3(R1 — Ryp) + Q1Q3(1 — Ryp),

jelas bahwa ajas — a3 bernilai positif jika Ry < 1.
v. ag(ajaz — a3z) — a?ay > 0, nilai ag(ajaz — a3z) — alay yang

perhitungannya dipaparkan pada Lampiran 6, bernilai positif
jika Rg < 1.

Dari uraian tersebut dapat disimpulkan kestabilan lokal Fy yaitu
stabil asimtotik lokal ketika Ry < 1 dan tak stabil ketika Ry > 1.
Selanjutnya akan ditunjukkan kestabilan global Ej.

Teorema 3.4.1. Kestabilan Global
Titik kesetimbangan bebas penyakit (Ej) stabil asimtotik global ketika
Ry < R(M(t)) < 1. Ketika Ry < 1, Ej stabil lokal.

Bukti. Didefinisikan V' (t) = E(t) + I,(t) + Is(t) + D(t) sebagai
fungsi Lyapunov, W C R”. Akan ditunjukkan V (¢) merupakan fungsi
Lyapunov kuat yang memenuhi kondisi

i V(&) =0,
ii. V(Z) > 0,VZ# @ € W, dan
iii. V(&) <0,V # #* dengan & € W.
Diketahui Ey = (E*, I*, I*, D*) = (0,0,0,0).
i. Jelas bahwa pada saat Ey, diperoleh V(Ep) = 0.
ii. Jelas ketika E(t) > 0,1,(t) > 0,15(t) > 0,dan D(t) > 0, Vt >
0, VZ # 0 diperoleh V' (Z) = E(t) + 1,(t) + Is(t) + D(t) > 0.
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iii. Turunan dari V adalah

V=E+I,+I,+D

=kS —Q1E+pyE — Q2+ (1 —p)yE+ 01, — Q31

+ols —pD
cB(1 = M)(L; +nD)
= S — Q1E + pyE — Qs1,
N Q1E +py Q2

+(1—=pyE+0I, — Qsls+ols — pD
cB(1 — M)(Is +nD)

= S+(v—Q1)E+(0—-Q2)1,

N
+ (0 —Q3)Is — pD.

Karena S < N, % < 1 sehingga diperoleh

V<cB(l—M)Is+nD)+ (v —Q)E + (6 — Q)1

+ (U - Q3)Is - pD.

Dari persamaan (3.11) diperoleh

0= p’YE - QQIa
pny = QQIa
E = @Ia.
pY

Dari persamaan (3.12) diperoleh
0=01—-pyE+0I,— Qs
Q?)Is = (1 - p)’yE + HIa

Q3IS = (1 - P)V@Ia + 91{1
pY

_p+(1-p)Q2,

I
’ pQs3
Dari persamaan (3.14) diperoleh
0=o0ls—pD
pD = ol
p="1I,.
p

(3.20)

3.21)

(3.22)

(3.23)
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Substitusi  persamaan (3.21), (3.22), dan (3.23) ke
pertidaksamaan (3.20) diperoleh

< Q1Q20Q3
~ y(pf + (1 = p)Q2)

(R(M (1)) = DI,

cBy(1 — M(t))
pQ1Q2Q3

Proses substitusi dapat dilihat pada Lampiran 7.
Dengan demikian, V' < 0 ketika R(M (t)) < 1.

R(M(1)) = (p0 + (1 —p)Q2)(p + no).

Dari (i), (ii), dan (iii) dapat disimpulkan kestabilan global dari
titik kesetimbangan bebas penyakit. V' < 0 ketika R(M (t)) < 1 dan
secara khusus V' = 0 hanya jika E* = Iy = I7 = D* = 0, sehingga
V(t) merupakan fungsi Lyapunov kuat. Dengan menggunakan
Teorema (2.6.5) diketahui FEjy stabil asimtotik global ketika
R(M(t)) < 1. Pada Teorema (3.2.1) telah dibuktikan bahwa
M(t) > M*,Vt > 0 sedemikian sehingga Ry < R(M t)), diperoleh
kestabilan global Ej yaitu Ry < R(M(t)) < 1. O

3.4.2 Kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik (£ F)
Misalkan ¢ = ¢3(1 — M*) sehingga untuk Ry = 1 diperoleh

epr(l — M7) - B

0:0,0, PP+ (1=P)Q)(p+70) =1
_» - )

pQ1Q2Q3 (Pd+ (1 —p)Q2)(p+mno) =1

¢y(p0 + (1 = p)Q2)(p + no) = pQ1Q2Qs3

PR1Q2Q3
v(pb + (1 = p)Q2)(p + no)’
Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan endemik, digunakan
Teorema (2.6.1) dan Remark (2.6.2).

¢=0¢" =

Teorema 3.4.2. Titik kesetimbangan endemik tunggal yang stabil
asimtotik lokal eksis ketika Ry > 1.
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Bukti. Pertama, misalkan

S=zx,E=x9,1, =23, s =14, R=25,D = xg, M = x7,
dan

S=fi,E=fo,lo=f3,1s=fs, R= f5,D = fs,M = f7.

Titik kesetimbangan daya tarik pada sistem persamaan (3.8) adalah
titik  kesetimbangan  bebas  penyakit yang  dinotasikan

Ey = (5%0,0,0,0,0,M*). Linearisasi matriks A dari sistem
persamaan (3.8) pada (Ey, ¢*) adalah
[ —u 0 0 —¢° 0 —mg* 0 ]
0 —Q1 0 ¢ 0 no* 0
0 DY —-Q2 0 0 0 0
A= 0 1-py 6 —-Q3 O 0 0
0 0 (51 52 — K 0 0
0 0 0 o 0 —p 0
e%t fe%) a3 oy as 0 —w |

Dilakukan perhitungan seperti pada Lampiran 5, dengan
c¢B(1 — M*) = ¢*, diperoleh persamaan karakteristik matriks A yaitu
H(A) = (== 2)*(—w = VA + (0 + Q1 + Q2 + Qo)A + (pQs
+ Q2 + pQs + Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3 — ¢*y(1 — p))A?
+ (pQ1Q2 + pQ1Q3 + pQ2Q3 + Q1Q2Q3
— ¢*v(p0 + (1 = p)(p+ Q2+ n0)))A + pR1Q2Q3
— ¢"pbyp — ¢*(1 = p)ypQ2 — o™ npbyo
— ¢"n(1 = p)yoQal.
Berdasarkan Teorema (2.6.1) nilai ¢* dianggap O sehingga diperoleh

nilai-nilai eigen dari matriks A adalah —pu, —u, —w, 0, dan akar-akar
persamaan (3.24) berikut

N+ doA? + di\ +dy =0, (3.24)
dengan

do =p+ Q1+ Q2+ Q3,
d1 = p(Q1+ Q2 + Q3) + Q1(Q2 + Q3) + Q203,
dy = p(Q1(Q2 + Q3) + Q2Q3) + Q1Q20Qs.
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Linearisasi matriks A menghasilkan nol sebagai nilai eigen
sederhana, sehingga penyataan (Al) terpenuhi. Selanjutnya, akan
ditunjukkan pernyataan (A2) dipenuhi.

Vektor eigen kanan W = w1, wa, w3, wy, ws, we, wr] dan vektor
eigenkiri V' = [v1, va, v3, V4, 5, Vg, U7] bersesuaian dengan nilai eigen
nol sedemikian sehingga VW = 1 adalah solusi dari

AW - [0,0,0,0,0,0,0},,
VA=10,0,0,0,0,0,0],
VW =1.

S

Setelah dilakukan perhitungan, diperoleh

__ P@1@2Q3
p 7
w0y = pQ2Q3
(T
ws = p7£1Q37
Wy = 87
ag
1 [mesél P52]
ws =— |——— +—1|,
Iz Y1 o
We — 1,
wr = o
pprw’
v = 0,
vy = P10+ (1= P)@2)(p +10)
3 ’
_0Qur(p +no)
v3 = )
VY3
~ Q1Q2v1(p + o)
V4 = ’
Y3
V5 = 0,
~ nQ1Q2Q3v¢1
vg = —————,
Y3
vy =0,
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dengan

Y1 =70(pf + (1 —p)Q2),
P2 = pQaQs(agp — a1Q1) + py [pQs(azu + asd1) + (aap + asds)
(0 + (1 = p)Q2)],

Y3 = p(p+no) QZQB% +pIQ1Qs | + (p* +no(p+ Q3))

(Q1Q2)(p0 + (1 —p)Q2).

Perhitungan vektor eigen kanan W dan vektor eigen kiri V' dapat
dilihat pada Lampiran 8.

Diketahui bahwa
Eo(:CQ) =0,we >0
Eo(xg) = 0,w3 > 0,
Eo(a:4) = 0,71)4 > 0,
Eo(wg,) =0,ws > 0,
Ey(z¢) = 0,wg > 0

Karena Fy(z1) dan Ey(x7) positif, berdasarkan Remark (2.6.2), w;
dan wr tidak perlu positif sehingga (A2) terpenuhi.
Rumus konstanta a dan b adalah

n 2
a = Z VRW; ,%(6’0)7

wy
ki1 8951695]
. Pfe =
b= i 0,0).
kg:l o 83:1-8(;5( )

Setelah dilakukan perhitungan diperoleh

_
Asyo’
y_ Y00+ (1= p)Q2)*(p +10)?
V3 ’

dengan

Yy = —2pQ1Q2Q3(p + 10) (p(1(Q2Q3 + pQ3) + v (1 + d2)
(PO + (1 —p)Q2)) + 1p + pQ3017)-
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Perhitungan konstanta a dan b dapat dilihat pada Lampiran 9.

Karena ¢ < 0 dan b > 0, dengan menggunakan pernyataan
keempat Teorema (2.6.1) dapat disimpulkan bahwa ketika ¢* berubah
dari negatif menjadi positif, Ey berubah kestabilannya dari stabil
menjadi tak stabil. Kemudian, titik kesetimbangan endemik negatif
tak stabil berubah menjadi positif dan stabil asimtotik lokal. Dengan
kata lain, ketika Ry > 1 titik kesetimbangan endemik tunggal eksis
dan stabil asimtotik lokal. O

3.5 Simulasi Numerik

Pada bagian ini, dilakukan simulasi numerik menggunakan
metode Runge-Kutta orde 4 pada software MATLAB R2015a.
Divariasikan nilai-nilai parameter untuk mengetahui pengaruh angka
reproduksi dasar pada pencegahan dan penularan penyakit virus
Ebola. Penting untuk diketahui bahwa angka yang dipilih hanya untuk
tujuan ilustrasi dan memverifikasi hasil analisis.

Laju kesembuhan individu terinfeksi tanpa gejala diasumsikan
lebih besar karena memiliki ketahanan yang lebih kuat terhadap virus
Ebola daripada individu terinfeksi dengan gejala (61 > J9).
Diasumsikan bahwa individu dapat mengirim informasi terkait virus
Ebola melalui media terlepas dari status penyakit yang dialami. Pada
awal epidemi, tidak ada individu sembuh atau individu yang terinfeksi
tanpa gejala karena hanya individu dengan gejala yang menularkan
penyakit, selain itu belum ada individu yang mati akibat penyakit
virus Ebola. Diasumsikan juga bahwa informasi dikirim melalui
media pada waktu ¢ = 0, setidaknya untuk tujuan pencegahan.
Tingkat infektivitas jenazah diasumsikan bernilai konstan (n = 1.5).
Dengan total populasi 260, berikut nilai awal yang digunakan

So =200, Ey =50,1,0=0,1I0=10,Ry =0,Dg =0, My = 0.4.
3.5.1 Simulasi numerik 1

Pada simulasi ini, nilai parameter yang digunakan A = 20,
@ =0.0643, w = 0.0058, oy = 0.00001, p = 0.459, 6 = 0.73,
o = 0.8, p = 0.6559, 6; = 0.123, 53 = 0.09, az = 0.0000649,
a3 = 0.0000212, ay = 0.0000453, as = 0.00002, n = 1.5, c = 4,
8 = 0.19, dan v = 0.45. Nilai parameter tersebut memenuhi
Ry < Rj < 1.
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Gambar (3.2) menunjukkan tidak terdapat individu yang
terinfeksi penyakit virus Ebola pada saat Ry < Rj < 1. Hal ini sesuai
dengan Teorema (3.3.1) poin 4 yang menyatakan bahwa sistem
persamaan (3.8) tidak memiliki titik kesetimbangan endemik dan
hanya memiliki titik kesetimbangan bebas penyakit yang stabil.
Subpopulasi rentan divisualisasikan secara terpisah pada Gambar
(3.3).

- Coy
R,=0.16795 dan R;=0.34167, Ra<R‘n:<1

o)
o
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Gambar 3.2: Ukuran subpopulasi terinfeksi dan sembuh ketika
Ry < R <1
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Gambar 3.3: Ukuran subpopulasi rentan ketika Ry < Rj < 1
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3.5.2 Simulasi numerik 2

Pada simulasi ini, nilai parameter yang digunakan A = 20,
w=0.0643, w = 0.0058, oy = 0.00001, p = 0.459, 8 = 0.73,
o = 0.8, p = 0.6559, 67 = 0.123, 2 = 0.09, aa = 0.0000649,
a3 = 0.0000212, aq4 = 0.0000453, a5 = 0.00002, n = 1.5, c = 6,
B = 049, dan v = 0.56. Nilai parameter tersebut memenuhi
RS < Ry < 1.

Gambar (3.4) menunjukkan meskipun Ry < 1, masih terdapat
individu yang terjangkit penyakit virus Ebola. Hal tersebut
mengindikasikan bahwa mengurangi Ry menjadi kurang dari satu
tidak cukup untuk memberantas virus Ebola secara total. Dari hasil
analisis, diketahui ketika R < Rp < 1 terdapat satu titik
kesetimbangan bebas penyakit yang stabil bersamaan dengan dua titik
kesetimbangan endemik dimana yang satu stabil dan yang lain tidak.
Adanya dua titik kesetimbangan yang stabil menunjukkan
konvergensi solusi bergantung pada nilai awal yang diberikan. Jika
nilai awal semakin dekat dengan titik kesetimbangan bebas penyakit
maka titik bebas penyakit menjadi stabil sedangkan jika nilai awal
semakin dekat dengan titik kesetimbangan endemik maka titik
endemik yang stabil. Pada Gambar (3.4) titik kesetimbangan endemik
yang bersifat stabil.
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Gambar 3.4: Ukuran populasi ketika R < g < 1
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3.5.3 Simulasi numerik 3

Pada simulasi ini, nilai parameter yang digunakan A = 20,
@ =0.0643, w = 0.0058, a; = 0.00001, p = 0.459, 6§ = 0.73,
o = 0.8, p = 0.6559, 6; = 0.123, 6 = 0.09, az = 0.0000649,
a3 = 0.0000212, oy = 0.0000453, a5 = 0.00002, n = 1.5, ¢ = 8§,
B = 0.53, dan v = 0.63. Nilai parameter tersebut memenuhi Ry > 1.

Gambar (3.5) menunjukkan penyakit virus Ebola mewabah
dalam populasi. Hal ini sesuai dengan hasil analisis bahwa titik
kesetimbangan endemik stabil ketika Ry > 1.
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Gambar 3.5: Ukuran populasi ketika Ry > 1
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