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RINGKASAN
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Aljabar abstrak adalah ilmu aljabar yang membahas tentang struktur
aljabar. Salah satu perluasan konsep struktur aljabar adalah struktur aljabar
fuzzy. Pengembangan teori terkait struktur aljabar fuzzy telah banyak diteliti,
diantaranya ring fuzzy dan ideal fuzzy. Ring Smarandache adalah generalisasi
dari ring yang didefinisikan sebagai suatu ring yang memuat himpunan bagian
sejati A c R berbentuk field dan ideal Smarandache didefinisikan sebagai suatu
ideal A dari R yang memuat himpunan bagian sejati X c A berbentuk field.
Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan struktur aljabar Q-fuzzy
Smarandache karena belum banyak penelitian terkait struktur tersebut.
Permasalahan tersebut kemudian digunakan untuk membangun struktur baru
tentang ring Q-fuzzy Smarandache beserta sifat-sifatnya. Struktur baru ini
dibentuk berdasarkan definisi dari Kandasamy (2003) yang membahas tentang
struktur ring fuzzy Smarandache dan sifat-sifat dari paper Doss (2016) yang
membahas tentang konsep semigrup Q-fuzzy Smarandache serta Malik (1991),
Ray (1999) dan Aktas (2006) yang membahas tentang produk cartesian dari
subgrup fuzzy. Selanjutnya, sifat-sifat yang telah diperoleh akan dibuktikan.
Hasil dari penelitian ini adalah struktur baru ring Q-fuzzy Smarandache di
antaranya, ring Q-fuzzy Smarandache, subring Q-fuzzy Smarandache, ideal Q-
fuzzy Smarandache, koset Q-fuzzy Smarandache, koset Smarandache dari
ideal Q-fuzzy Smarandache, ring kuosien Q-fuzzy Smarandache dan produk
kartesian dari ring Q-fuzzy Smarandache, beserta sifat-sifatnya. Bagi penelitian
selanjutnya diharapkan dapat membangun definisi homomorfisma, isomorfisma
dari ring Q-fuzzy Smarandache dll beserta sifat-sifatnya.

Kata Kunci: struktur ring Smarandache, struktur baru ring Q-fuzzy
Smarandache, semigrup Q-fuzzy Smarandache.
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SUMMARY

Fatmawati Hidayat, Master Mathematics Study Program, Mathematics
Department, Faculty of Natural Sciences University of Brawijaya, Smarandache
Q-Fuzzy Rings and Its Properties, Supervisor: Marjono, Co-Supervisor: Noor
Hidayat.

Abstract algebra is a science of algebra wich discusse the algebraic
structure. One of the extensions of the concept of algebraic structure is fuzzy
algebra. The development of fuzzy algebra has been widely researched,
including fuzzy ring and fuzzy ideal. Smarandache ring is a generalization of the
ring that is defined as a ring R that has a proper subset A c R such that 4 is a
field and Smarandache ideal is defined as an ideal A of R that has a proper
subset X c A such that X is a field. This research aims to develop Smarandache
Q-fuzzy algebra because currently there is a few related to these theories. These
problems are then used to build new structures on the Smarandache Q-fuzzy
ring with their properties. This new structure is formed on the basis of the
definition of Kandasamy (2003) which discusses about the concept of
Smarandache fuzzy ring. Then, the properties of paper Doss (2016) discusses
the concept of Smarandache Q-fuzzy semigroups and also Malik (1991), Ray
(1999) and Aktas (2006) are discusses the Cartesian product of fuzzy subgroup.
Furthermore, properties that have been obtained will be proved. The results of
this research is the new structure of Smarandache Q-fuzzy ring such as,
Smarandache Q-fuzzy ring, Smarandache Q-fuzzy subring, Smarandache Q-
fuzzy ideal, Smarandache Q-fuzzy coset, Smarandache coset of the
Smarandache Q-fuzzy ideal, Smarandache Q-fuzzy quotient ring and Cartesian
product of Smarandache Q-fuzzy ring with their properties. For further research,
it is expected to build definitions of homomorphism, isomorphism of
Smarandache Q-fuzzy ring, ect with their properties.

Keywords: Smarandache ring structure, the new structure of Smarandache Q-
fuzzy ring, Smarandache Q-fuzzy semigroups.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Himpunan tegas (crisp set) didefinisikan sebagai suatu kumpulan benda-
benda yang terdefinisi dengan baik (tegas/crisp). Pendefinisian yang jelas
digunakan untuk mengelompokkan anggota himpunan tersebut atau tidak. Jika
objek tersebut merupakan anggota dari suatu himpunan yang dimaksud maka
nilai keanggotaannya 1 dan sebaliknya bernilai O.

Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan, teori himpunan tegas (crisp
set) juga mengalami perkembangan menjadi himpunan fuzzy. Himpunan fuzzy
merupakan penemuan dari Zadeh pada tahun 1965 di mana, konsep himpunan
fuzzy A dalam semesta X dicirikan oleh fungsi karakteristik p4: X — [0,1]. Fungsi
karakteristik inilah yang menghubungkan setiap anggota-anggota dalam X ke
interval tertutup [0,1].

Berdasarkan definisi himpunan fuzzy inilah penelitian tentang aljabar
fuzzy mulai berkembang di antaranya Rosenfeld (1971) memperkenalkan Fuzzy
Groups, selanjutnya Solairaju dan Nangrajan (2009) Q-Fuzzy Groups serta Priya,
dkk (2013) On Q-Fuzzy Normal Subgroups. Selain aljabar fuzzy, teori aljabar
abstrak juga mengalami perluasan di antaranya struktur aljabar Smarandache
yang dikembangkan oleh Raul dengan mengikuti sebuah paper yang ditulis oleh
Smarandache Florentin dengan judul Special Algebraic Structures. Selanjutnya
Kandasamy (2002) mengembangkan teori tersebut diantaranya adalah semigrup
Smarandache, ring Smarandache, semiring Smarandache dll.

Pada tahun 2003, Kandasamy memperkenalkan teori baru yaitu

Smarandache Fuzzy Algebra yang merupakan perluasan dari teori fuzzy dan



aljabar Smarandache. Salah satunya adalah semigrup fuzzy Smarandache yang
didefinisikan sebagai himpunan fuzzy A di H (H=semigrup Smarandache) yaitu
A={(x,ps(x))|x € H} disebut semigrup fuzzy Smarandache jika u, yang
dibatasi pada G memenuhi aksioma tertentu. Semigrup fuzzy Smarandache
dinotasikan sebagai (semigrup FS) kemudian Doss dan Suganya (2016)
memperkenalkan suatu struktur baru yang diberi nama Smarandache Q-fuzzy
Semigroups. Pada paper tersebut dibahas tentang semigrup Q-fuzzy
Smarandache dan semigrup normal Q-fuzzy Smarandache beserta sifat-
sifatnya. Berdasarkan paper Doss dan Suganya serta Kandasamy penulis ingin
mengembangkan struktur baru Ring Q-fuzzy Smarandache beserta sifat-

sifatnya.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan pemaparan dari latar belakang didapatkan beberapa
rumusan masalah sebagai berikut:
1. Bagaimana struktur baru Ring Q-fuzzy Smarandache?

2. Bagaimana sifat-sifat yang berkaitan dengan Ring Q-fuzzy Smarandache?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang terkait diperoleh tujuan masalah
sebagai berikut
1. Membangun struktur Ring Q-fuzzy Smarandache

2. Menentukan dan membuktikan sifat-sifat Ring Q-fuzzy Smarandache



BAB I
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini akan diberikan definisi dan contoh dari grup dan ring beserta
macam-macamnya yang dirujuk dari buku Noor Hidayat (2017), Raisinghania

dan Anggarwal (2011).

2.1 Grup dan Ring

Definisi 2.1.1 (Operasi Biner)

Misalkan G adalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner * pada G
adalah pemetaan dengan domain G x G dan kodomain G, di mana

(a,b) »*(a,b) =axb
untuk setiap (a,b) € G X G.
Berdasarkan Definisi 2.1.1, Raisinghania dan Anggarwal menyatakan bahwa
suatu operasi * pada G adalah biner jika dan hanya jika
aabeEG=>a*xbeG Vabea

Keadaan ini sering disebut sebagai sifat ketertutupan.

Definisi 2.1.2 (Grup)
Misalkan G adalah himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan satu
operasi biner yaitu " = ". (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut :
a. Operasi * memenuhi hukum asosiatif yaitu, Va, b, c € G berlaku
(axb)xc=a=*(bx*c)
b. Terdapat elemen identitas yaitu e € G sedemikian sehingga
axe=exa=a Va€eG
c. Setiap elemen di ¢ memuat invers yaitu, Va € G,3a ! € G sedemikian
sehingga

axal=alxa=e



Contoh 2.1.3. Misalkan m adalah bilangan bulat tidak nol. Pandang himpunan
yang didefinisikan sebagai berikut,
G={m%*aclZ}

Tunjukkan bahwa G membentuk grup atas operasi perkalian ".".

Bukti:
i.  Ambil sebarang x,y € G. Misal x =m® dan y =m’ untuk suatu a,b € Z.
Diperoleh bahwa, x.y = m®-m? = m(@*?) € G. Karena a + b € Z, sehingga
x.y € G.Jadi G tertutup terhadap operasi perkalian.
ii. Operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y,z € G. Misal x = m%,y =m® dan z=m¢ untuk suatu
a, b € Z. Diperoleh bahwa,
(.y).z = (m®-mb) - me = mathite = atre) = ma. (mb . ;me) = x.(y.2)
i. Terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian yaitu m°® € G
Vx = m® € G berlaku, x. m® = m®.x = m¢
iv. Setiap elemen di ¢ memiliki invers terhadap operasi perkalian

Vx =m® € G,3x~ 1 =m™® € G berlaku

Berdasarkan i-iv diperoleh bahwa (G, .) adalah grup

Definisi 2.1.4 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan dua
operasi biner yaitu penjumlahan " +" dan perkalian ".". (R, +,) disebut ring jika
memenuhi aksioma berikut :

i. (R,+) adalah grup komutatif



ii. (R,.) adalah semigrup
iii. Operasi + dan - bersifat distributif di R baik distributif kiri maupun kanan
p@n=@Eq+@rm

@+ r=@-r)+(@1)

Contoh 2.1.5. Misalkan Q+2 adalah himpunan yang didefinisikan sebagai

berikut,
QV2 ={a+ bV2;a,b € Q}

Tunjukkan bahwa Qv2 membentuk ring atas operasi penjumlahan "+ " dan

perkalian ".".

Bukti:

i. Ambil sebarang x,y € Qv2. Misal x = a + bv/2 dan y = ¢ + dv2 untuk suatu

a,b,c,d € Q. Diperoleh bahwa,
x+y=(a+bV2)+(c+dV2)=(a+c)+ (B +dV2€EQV2

karena a+c € Q dan b +d € Q, sehingga x+y € Qv2. Jadi Q2 tertutup
terhadap operasi penjumlahan.

ii. Operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y,z € Qv/2. Misal x = a + b\/2;y = ¢ + dv2 dan

z = e+ f\2 untuk suatu a, b, c,d, e, f € Q. Diperoleh bahwa,
@+y) +z=(a+bV2) + (c+aV2)) + (e + fV2)
= ((a+c)+(b+d)\/§)+(e+f\/§)
=((a+c)+e)+(b+d)+f)V2
=(a+(c+e)+(b+@+NHV2
= (a+bv2) + ((c+e) + (d + FV2)



iv.

Vi.

Vii.

= (a+bx/§)+((c+dx/§)+(e+fx/§)) =x+@W+2)
Terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan yaitu 0 + 0v/2 € Q+/2
Vx = a + bv2 berlaku, x + (0 + 0v2) = (0 + 0v2) + x = (a + bv2)
Setiap elemen di Qv2 memiliki invers terhadap operasi penjumlahan
Vx=a+bV2€QV2,3—x= (— a) + (=b)V/2 € QV2, berlaku

x+ (—x) = (a +bV2) + ((-a) + (-b)VZ) = 0 + 0V2

(=x) +x = ((-a) + (~b)V2) + (@ + bvZ) = 0 + 0V2
Operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif, dalam hal ini

Ambil sebarang x,y € Q2. Misal x = a + bV/2 dan y = ¢ + dv2 untuk suatu

a,b,c,d € Q. Diperoleh bahwa,

x+y=(a+bV2)+ (c+dv2)=(c+a)+(d+b)V2
=(c+dV2)+(a+bV2) =y +x

Berdasarkan i-v diperoleh bahwa (Q+/2, +) adalah grup komutatif.

Ambil sebarang x,y € Qv2. Misal x =a+ bV2;y = c+dv2 untuk suatu

a,b,c,d € Q. Diperoleh bahwa,

Xy = ((a+b\/§) : (C+d\/§)) = ((a-c) +((@ad)+ (D)2 + 2(b-d))

Karena (a.c), (a.d), (c.b), (b.d) € Q sehingga x.y € Qv2 . Jadi Q+/2 tertutup
terhadap operasi perkalian.

Operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y,z € Qv/2. Misal x = a + b\/2;y = ¢ + dv2 dan
z = e+ fV2 untuk suatu a, b,c,d, e, f € Q. Diperoleh bahwa,

(x.y).z = ((a +bv2) - (c+ d\/i)) (e +fV2)

=(@ )+ (@) +®-0)+2(b-d))VZ- (e +fV2)



=@ c)e((ad)-e+-c)-e+(ac)-f+2b-d)-fIV2
+2(@-d)-H+(b-c)-f)+(b-d)-e))
=a-(cre)-(a-(d-e)+b-(c-e)+a-(c-f)+b-2(d- V2
+2(a-@-H+(b-c-H)+(b-d-e))
= (a+bv2)((c-e)+ ((d-e) + (c- HWVZ+2(d- /)
= (a+bv2)- ((c+dv2)- (e + fV2)) = x.(y.2)
viii. Operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi hukum distributif.

Ambil sebarang x,y,z € Qv/2. Misal x = a + b\/2;y = ¢ + dv/2 dan

z=e+ fV2 untuk suatu a, b, c,d, e, f € Q. Berlaku,
x.(y+z)=a+b\/§-((c+d\/§)+(e+f\/§))
=a+b\/§-((c+e)+(d+f)x/§)
=a-(cte)+a-(d+OV2+b-(c+e)N2+2b-(d+f)
=a-(c+te)+(a-d+)+b-(c+e)V2+2b-(d+f)
=act+a-e+(a-d+a-f+bc+b-e)N2+2b-d+2b-f
= (@ )+ (a-d+b-cW2+(2b-d))
+(@-e)+ @ f+b-eVZ+(2b-1))
= (a+bV2- (c+av2)) + (a+bvZ- (e + fV2)) = (x.y) + (x.2)

Berdasarkan i-viii diperoleh bahwa (Q+/2, +,.) adalah ring.

Definisi 2.1.6 Macam-Macam Ring
a. Ring Komutatif (RK)
Suatu ring (R, +,") disebut ring komutatif jika operasi perkalian bersifat komutatif

di R.



b. Ring dengan Elemen Identitas

Suatu ring (R, +,") disebut ring dengan elemen identitas jika R memiliki elemen
identitas terhadap operasi perkalian.

c. Ring Komutatif dengan Elemen Identitas

Suatu ring (R, +,) disebut ring komutatif dengan elemen identitas jika operasi
perkalian bersifat komutatif di R dan memiliki elemen identitas.

d. Field

Suatu ring (R, +,") disebut field jika ring R merupakan ring komutatif dengan
elemen identitas dan setiap elemen yang tidak nol memiliki invers pada operasi

perkalian.

Contoh 2.1.7. (Qv2,+,) adalah ring sebagaimana contoh 2.1.5. Akan

ditunjukkan bahwa (Qv2, +,.) merupakan field.

Bukti:
a. Terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian yaitu 1 + 0v2 € Q2
Vx = a+bv2 berlaku x - (1+ 0v2) = (1+ 0vV2) - x = (a + bV2)
b. Operasi perkalian memenuhi hukum komutatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y € Qv2. Misal x =a+bvV2;y =c+dv2 untuk suatu
a,b,c,d € Q berlaku,
x.y= (a+ b\/f).(c + d\/f) = (c.a +dvV2.a+c.hbV2 + Zd.b)
= (c + d\/f).(a + b\/f) =y.x

c. Setiap elemen tidak nol di Qv2 memiliki invers terhadap operasi perkalian

1
a+b\2

vx = (a+bv2),3x71 = sehingga,



x.x‘lz(ﬁ)-(a+b\/§)=1=1+0\/§

xlx= (a+b\/§).(r1b\/§) =1=1+0V2

Jadi (Qv2, +,") adalah field.

A A A A A

penjumlahan dan perkalian modulo 5. Akan ditunjukkan bahwa Zs adalah field.

Bukti:

Tabel 2.1 Operasi Penjumlahan Modulo 5 pada Zs

~

B[ | DY |y [ O +
k= SIS SO O
D) | )| O | ) | L | L)
LI DN | 1) | O [ W) | )

B O D) [ ) | O | O
Oy [ | L[ DY [ )| =

Tabel 2.2 Operasi Perkalian Modulo 5 pada Zs

QI | =) [ )| DN | O) | N
) [N | Q)| W) [ O [ )

DN [ W) [ 12) | GO [ O | L

B[O DN | =) | O | =

OO OO Oy O

)| U | DN | = O -

Diperoleh bahwa (Zs,+,.) merupakan ring komutatif dengan elemen identitas
dan semua elemen di Zs selain 0 memiliki invers terhadap operasi perkalian

modulo 5 vyaitu, 17'=1,2"1=3,3"1=24"1=2% sehingga ring (Zs,+,.)

merupakan field.
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2.2 Aljabar Smarandache

Aljabar Smarandache merupakan pengembangan dari struktur aljabar.
Berikut akan diberikan definisi dari semigrup Smarandache, ring Smarandache
subring Smarandache dan ideal Smarandache yang dirujuk dari buku

Kandasamy (2003).

Definisi 2.2.1 (Semigrup Smaradanche)
Semigrup (H,.) disebut semigrup Smaradanche jika terdapat himpunan

bagian sejati G (dinotasikan dengan ¢ c H) sedemikian sehingga G adalah grup.

Contoh 2.2.2. Misalkan Z, = {0, 1,2, 3}. (Z4,.) adalah semigrup terhadap operasi
perkalian modulo 4. Pilih ¢ c Z, yaitu, ¢ = {1, 3}. Akan ditunjukkan bahwa (Z,,.)

adalah semigrup Smarandache.

Bukti:

Tabel 2.3 Operasi Perkalian Modulo 4 pada Z,

DN O DN | Oy | DN
)N | L) [ Oy L)

WH DD [ )| O =)

OO O O O

WH DD [ )| O -

Diketahui bahwa (Z,4,.) adalah semigrup. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

(G,.) adalah grup sehingga (Z,,.) adalah semigrup Smarandache.

Tabel 2.4 Operasi Perkalian Modulo 4 pada G

Q| = | =)
=) O W)

L[ -
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Perhatikan Tabel 2.4 di atas diperoleh bahwa, G tertutup terhadap operasi
perkalian modulo 4, operasi perkalian modulo 4 memenuhi hukum asosiatif,
terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian modulo 4 yaitu 1 € G dan
setiap elemen di ¢ memiliki invers terhadap operasi perkalian modulo 4 yaitu,

171 =1 dan 37! = 3. Jadi, (G,.) adalah grup sehingga (Z,,.) adalah semigrup

Smarandache.

Contoh 2.2.3. Misalkan Z, = {0,1,2,..,n— 1}. (Z,,.) adalah semigrup terhadap
operasi perkalian modulo n, untuk n > 3. Pillih G c Z, yaitu G = {I,n —1}. Akan

ditunjukkan bahwa (Z,,,.) adalah semigrup Smarandache.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa (G,.) adalah grup sehingga (Z,,.) adalah semigrup

Smarandache.

Tabel 2.5 Operasi Perkalian Modulo n pada G

n—1 n—1 1

Perhatikan Tabel 2.5 di atas diperoleh bahwa, G tertutup terhadap operasi
perkalian modulo n, Operasi perkalian modulo n memenuhi hukum asosiatif,
terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian modulo n yaitu 1 € G dan
setiap elemen di G memiliki invers terhadap operasi perkalian modulo n yaitu,

1'=1 dan n—1"'=n—1. Jadi, (G,.) adalah grup sehingga (Z,,.) adalah

semigrup Smarandache.
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Contoh 2.2.4. Misalkan N adalah himpunan bilangan asli. (N,+) adalah
semigrup terhadap operasi penjumlahan. Ambil himpunan bagian sejati dari N
berturut-turut yaitu, himpunan bilangan genap E, himpunan bilangan ganjil J,
himpunan bilangan prima P, himpunan bilangan komposit K. Akan ditunjukkan

bahwa (N, +) semigrup Smarandache.

Bukti:

Diketahui bahwa (N, +) adalah semigrup. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa

(E,+),(J,+),(P,+),(K,+) berturut-turut adalah grup sehingga (N,+) semigrup

Smarandache.

1. (E,+) tidak memenuhi salah satu syarat dari grup yaitu, E tidak memiliki
elemen identitas terhadap operasi penjumlahan. Jadi (E, +) bukan grup.

2. (J,+) tidak memenuhi salah satu syarat dari grup vyaitu, ji,j, €] tidak
memenuhi j; +j, € J. Jadi J tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan
sehingga, (J,+) bukan grup.

3. (P, +) tidak memenuhi salah satu syarat dari grup yaitu, p;, p, € P tidak selalu
berakibat p; + p, € P. Jadi P tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan
sehingga, (P, +) bukan grup.

4. (K,+) tidak memenuhi salah satu syarat dari grup yaitu, k,k, € K tidak selalu
berakibat k, + k, € K. Jadi K tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan
sehingga, (K, +) bukan grup.

Jadi (N, +) bukan semigrup Smarandache.

Definisi 2.2.5 (Ring Smaradanche)
Ring (R,+,.) disebut ring Smaradanche jika terdapat himpunan bagian

sejati C (dinotasikan dengan C c R) sedemikian sehingga € adalah field.
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A A A A A

operasi penjumlahan dan perkalian modulo 6. Pilih C c Zg yaitu, C = {0,2,4}.

Akan ditunjukkan bahwa (Z¢, +,.) adalah ring Smarandache.

Bukti:

Tabel 2.6 Operasi Penjumlahan Modulo 6 pada Z¢

Q) DN =) O UD | W) | o)
)| OO DN) | =) O U | UD

D) | =) [ )| U | o) | LY | L)

=) | O UD| )G DN DN

O | UD| W) | L[ DN | )| =)

UD [ | LD DY | [ O]
UD [ )| L) DN )| O O

Tabel 2.7 Operasi Perkalian Modulo 6 pada Z¢

OO OOy OOy O
UD | [ QD)D) | =) D) | =)
BN | O W) [N O [ DN
LH O L) O LD LD
DN [ ) [ O DN | )| Oy | )
DN Q)| )| UD | Oy | U

UD | ) [ O DN | =) [ O =

Diketahui bahwa (Zg, +,.) adalah ring. Kemudian akan ditunjukkan bahwa

(C,+,.) adalah field sehingga (Z¢, +,.) adalah ring Smarandache.

Tabel 2.8 Operasi Penjumlahan Modulo 6 pada C

~

S Doy | |+

= (=)
O || DN DN
D) [ O | W) | W

Perhatikan Tabel 2.8 di atas diperoleh bahwa, C tertutup terhadap operasi
penjumlahan modulo 6, operasi penjumlahan modulo 6 memenuhi hukum

asosiatif, terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan modulo 6 yaitu
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0 € C, setiap elemen di ¢ memiliki invers terhadap operasi penjumlahan modulo

6 dan operasi penjumlahan modulo 6 memenuhi hukum komutatif.

Tabel 2.9 Operasi Perkalian Modulo 6 pada C

(== el
B DY | O [

DN | )| O DN

BN O -

Perhatikan Tabel 2.9 di atas diperoleh bahwa, C tertutup terhadap operasi
perkalian modulo 6, operasi perkalian modulo 6 memenuhi hukum asosiatif,

terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian modulo 6 yaitu 4 € C, setiap
elemen di € selain 0 memiliki invers terhadap operasi perkalian modulo 6 yaitu,
271 =2,471 = 4, operasi perkalian modulo 6 memenuhi hukum komutatif serta

operasi penjumlahan dan perkalian modulo 6 memenuhi hukum distributif. Jadi

(C,+,.) adalah field sehingga (Zg, +,.) adalah ring Smarandache.

Contoh 2.2.7. Misalkan Z, = {0,1,2,3}. (Z4,+,.) adalah ring terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian modulo 4. Pilih € c Z, yaitu, ¢ = {1,3}. Akan

ditunjukkan bahwa (Z,, +,.) ring Smarandache.

Bukti:

Tabel 2.10 Operasi Penjumlahan Modulo 4 pada Z,

=) O W DN DN
DN | =) | Oy | L [ D)

Oy | L[ DN | )| =)

wr [ DY | = | O+
LW DY | Y| )| ©




15

Tabel 2.11 Operasi Perkalian Modulo 4 pada Z,

N[O D) | O N
=) [N L) | O | LDy

WH DD )| O =)

OO OO O

WH D) =) | O -

Diketahui (Z4,+,.) adalah ring. Kemudian akan ditunjukkan bahwa (C,+,.) field

sehingga (Z4,+,.) ring Smarandache.

Tabel 2.12 Operasi Penjumlahan Modulo 4 pada C

L) | | 4+
O DY =)
N | )| L

Perhatikan Tabel 2.12 di atas, 1+ 1 =2 ¢ C sedemikian sehingga C tidak
tertutup terhadap operasi penjumlahan modulo 4 sehingga (C,+,.) bukan field.

Jadi (Z4, +,.) bukan ring Smarandache.

Contoh 2.2.8. Misalkan R adalah himpunan bilangan real. (R,+,.) merupakan
ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Pilih @ c R yaitu, himpunan

bilangan rasional. Akan ditunjukkan bahwa (R, +,.) adalah ring Smarandache.

Bukti:

Diketahui bahwa (R, +,.) adalah ring. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
(Q, +,.) adalah field sehingga (R, +,.) adalah ring Smarandache.

i. Ambil sebarang x,y € Q. Misal x = %;y = % untuk suatu a,b,d,e € Z& b,e #+ 0.

a+d
b+e’

+ Karena (a+d),(b+e)€EZ

Sekarang perhatikan x+y = g

SHES

sehingga x + y € Q. Jadi Q tertutup terhadap operasi penjumlahan.

ii. Operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif, dalam hal ini
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untuk suatu

Ambil sebarang x,y,z € Q. Misal x = 7;y = g !

jz==
g

a,b,d,e,f,g € Z&b,e, g # 0. Diperoleh bahwa,

(x+y)+z=%+(g+£)=(%+g>+§=x+(y+z)

iii. Terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan yaitu 0 € Q

a

Vx=%€(@berlakux+0=0+x=;
iv. Setiap eleman di @ memiliki invers terhadap operasi penjumlahan

szgeQ,a—x:—%erehingga,

x+(—x)=%+(—%)=0

a a
(—X)+X:—Z+E:0

v. Operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y € Q. Misal x = %;y = % untuk suatu a,b,d,e € Z& b,e #+ 0.

PO S S
x y_b e e b_y X

vi. Ambil sebarang x,y € Q. Misal x = %;y = g untuk suatu a,b,d,e € Z& b,e # 0.

gz “ " Karena (a.d),(b.e) € Z sehingga

Sekarang perhatikan x.y = ”

a
o

x.y € Q. Jadi Q tertutup terhadap operasi perkalian.

vii. Operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif, dalam hal ini
Ambil sebarang x,y,z € Q. Misal x = 75y = %;z = 5 untuk suatu

a,b,de f,g€eZ&b,e g+ 0. Diperoleh bahwa,

(x.y).z= %(gg) = (%95 =x.(y.2)

viii. Operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi hukum distributif yaitu,

ad f ad af
_(_ _)— €EQ Va,b,d,e,f,g €EZ,&be #0,bg # 0

b’ e+g _E-l_@

ix. Terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian yaitu 1 € Q
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a

Vx:%eQberIakux.lzl.x:Z

X. Operasi perkalian memenuhi sifat komutatif, dalam hal ini

Ambil sebarang x,y € Q. Misal x = %;y = % untuk suatu a,b,d,e € Z& b,e # 0.

d _d
berlaku x.y = - = ;.% =y.X

e
>
xi. Setiap eleman di Q selain 0 memiliki invers terhadap operasi perkalian

Vx = % Ix1 = S sedemikian sehingga

Jadi (Q, +,.) adalah field.

Diperoleh bahwa (R, +,.) merupakan ring Smarandache.

Contoh 2.2.9. Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat. (Z, +,.). merupakan
ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Piilih himpunan bagian sejati
dari Z berturut-turut yaitu, himpunan bilangan bulat negatif Z~, himpunan
bilangan cacah C, himpunan bilangan asli N, himpunan bilangan genap E,
himpunan bilangan ganjil J himpunan bilangan prima P, himpunan bilangan

komposit K. Akan ditunjukkan bahwa (Z, +,.) ring Smarandache.

Bukti:

Diketahui (Z,+,.) adalah ring. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
(Z7%+,),(C,+,.), (N, +,),(E,+,.)(J,+,.), (P, +,.),(K,+,.) berturut-turut adalah
field sehingga (Z, +,.) ring Smarandache.

a. (Z71,+,.) tidak memenuhi salah satu syarat dari field yaitu, Z~! tidak memiliki

elemen identitas terhadap operasi penjumlahan. Jadi (Z%, +,.) bukan field.
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b. (C,+,.) tidak memenuhi salah satu syarat dari field yaitu, setiap elemen di C
tidak memiliki invers terhadap operasi penjumlahan sehingga, (C,+,.) bukan
field.

c. (N, +,.) tidak memenuhi salah satu syarat dari field yaitu, N tidak memiliki
elemen identitas terhadap operasi penjumlahan. Jadi (N, +,.) bukan field.

d. Untuk pembuktian (E,+,.)(J,+,.),(P,+,.),(K,+,.) analog dengan Contoh
2.2.4 sehingga (E,+,.)(J,+,.), (P, +,.), (K, +,.) bukan field.

Jadi (Z, +,.) bukan ring Smarandache.

Definisi 2.2.10 (Subring Smaradanche)
Misalkan (R,+,.) ring. S € R merupakan subring dari R. S c R disebut
subring Smaradanche jika terdapat himpunan bagian sejati X (dinotasikan

dengan X c S) sedemikian sehingga X adalah field.

Contoh 2.2.11. Misalkan Z,, = {0,1,...,11}. (Z;5,+,.) adalah ring terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian modulo 12. Pilih § c Z,, yaitu,
(S,+,.) adalah subring Smarandache dari (Z;,,+,.) dengan beberapa kondisi

berikut,
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Bukti:

Tabel 2.13 Operasi Penjumlahan Modulo 12 pada Z,
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Tabel 2.14 Operasi Perkalian Modulo 12 pada Z,
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Diketahui bahwa (Z;,,+,.) adalah ring. Selanjutnya akan ditunjukkan ba

(S,+,.) adalah subring dari Z.
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Tabel 2.15 Operasi Penjumlahan Modulo 12 pada S

)| 00> | av || oy | +
00| oV | | By | |

_
oV || 8| | 5) | 00| o

QY U
oo | ov ||| o 5)|5)

(o o] S) oo av| o

—_
N | | S)| 00| O | by | o

—
o[ 5)| 00| ov || B | B

U
)
U
)

Perhatikan Tabel 2.15 di atas diperoleh bahwa, S tertutup terhadap operasi
penjumlahan modulo 12, operasi penjumlahan modulo 12 memenuhi hukum
asosiatif, terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan modulo 12
yaitu 0 € S, setiap elemen di S memiliki invers terhadap operasi penjumlahan

modulo 12 dan operasi penjumlahan modulo 12 memenuhi hukum komutatif.

Tabel 2.16 Operasi Perkalian Modulo 12 pada S

—_
| 00| v | cod | | D)

QO> | ) | O | Q0> | > | O> | CO>

OO OO O OOV

)| COY| O | )| OO [ O | >

QO [ )| | OO [ W) | O | N

QO> [ OV | > | DN | O
OO OO OO O>

o)

Perhatikan Tabel 2.16 di atas diperoleh bahwa, S tertutup terhadap operasi
perkalian modulo 12, operasi perkalian modulo 12 memenuhi hukum asosiatif
serta operasi penjumlahan dan perkalian modulo 12 memenuhi hukum distributif.
Jadi (S,+,.) adalah subring dari (R,+,.). Akan ditunjukkan bahwa (X, +,.)

adalah field dari (S, +,.).
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Tabel 2.17 Operasi penjumlahan modulo 12 pada X

O OO | W) | )

) O 00| 00y

O | |+
[e NN

Perhatikan Tabel 2.17 di atas diperoleh bahwa, X tertutup terhadap operasi
penjumlahan modulo 12, operasi penjumlahan modulo 12 memenuhi hukum
asosiatif, terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan modulo 12
yaitu 0 € X, setiap elemen di X memiliki invers terhadap operasi penjumlahan

modulo 12 dan operasi penjumlahan modulo 12 memenuhi hukum komutatif.

Tabel 2.18 Operasi perkalian modulo 12 pada X

OO OO

QO [ ) | O | )
)| 00| O | 0Oy

QO | v | O -

Perhatikan Tabel 2.18 di atas diperoleh bahwa, X tertutup terhadap operasi
perkalian modulo 12, operasi perkalian modulo 12 memenuhi hukum asosiatif,
terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian modulo 12 yaitu 4 € C,
setiap elemen di X selain 0 memiliki invers ternadap operasi perkalian modulo 12
yaitu, 4=1 = 4,81 = 8, operasi perkalian modulo 12 memenuhi hukum komutatif
serta operasi penjumlahan dan perkalian modulo 12 memenuhi hukum distributif.

Jadi (X, +,.) adalah field sehingga (S, +,.) adalah subring Smarandache.

Definisi 2.2.12 (Ideal Smaradanche)
Misalkan (R,+,.) ring dan (S,+,.) subring dari R. Ideal Smarandache
didefinisikan sebagai ideal I dari R yang memuat himpunan bagian sejati X

(dinotasikan dengan X c I) sedemikian sehingga X adalah field.
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Contoh 2.2.13. Diberikan (Zq,,+,.) adalah ring terhadap operasi penjumlahan
dan perkalian modulo 12 dan (S, +,.) merupakan subring dari Z;, sebagaimana
Contoh 2.2.11. Akan ditunjukkan bahwa [ adalah ideal Smarandache dari Z;,

dengan beberapa kondisi berikut:

Bukti:

a) Akan ditunjukkan bahwa I memenuhi aksioma ideal dari Z;,

Untuk 0 €I danr € Zy, Untuk 2 €I danr € Zq;
0.0=0 2.0=0
/A €1 A\N €l
0.11=0 2.11=10
Untuk 2 €I danr € Zq, Untuk 6 € I danr € Z;
2.0=0 6.0=0
€l ° €l
3.11=8 6.11=56
Untuk 8 € I danr € Z;, Untuk 10 € I danr € Zq,
0.0=0 10.0=0
8.11i=42 10.11=2

Berdasarkan penjelasan di atas diperoleh bahwa I adalah ideal kanan. Karena
operasi perkalian bersifat komutatif yaitu, a.r = r.a sehingga untuk a € I dan
r € Z1, berlaku r.a € 1. Jadi I adalah ideal kiri. Telah diperoleh bahwa I
adalah ideal kanan maupun kiri sehingga I adalah ideal dari Z,,.

b) X c I adalah field sebagaimana Contoh 2.2.11.

Jadi I adalah ideal Smarandache dari Z.
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Definisi 2.2.14. (Produk Cartesian dari Ring Smaradanche)

Misalkan (R4, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R; sedemikian
sehingga C adalah field dan misalkan (R,,+,.) adalah ring Smarandache di
mana D c R, sedemikian sehingga D adalah field. Terlebih dahulu akan
ditunjukkan bahwa R; x R, adalah ring Smarandache.

Teorema 2.2.15. Jika (R, +,.) dan (R,,+,.) ring Smarandache di mana C c R,
dan D c R, berturut-turut adalah field maka R; X R, = {(x,y)|x € R{,y € Ry}

adalah ring Smarandache.

Bukti:
Didefinisikan operasi penjumlahan @ dan perkalian @ pada R, x R, sebagai
berikut,
(x1,¥1) @ (x2,¥2) = (x1 + 22,71 + ¥2)
(x1,¥1) @ (x2,¥2) = (x1.%2,¥1.¥2)
untuk setiap x;,x, € Ry dan y;,y, €R;
1. Akan ditunjukkan bahwa (R; X R,,B,®) adalah ring.
a. Akan ditunjukkan bahwa R; X R, bersifat tertutup terhadap operasi
penjumlahan. Ambil sebarang x,y € Ry XR,. Misal x = (x1,y;) dan
y = (x3,¥2), untuk suatu x;,x, € R; dan y;,y; € R,
x @y =(x1,y1) D (x2,¥2) = (X1 + x2, 51 +¥2)
karena x{,x, € Ry dan y;,y, € R, sehingga, x; + x, € R; dan y; + y, € R,.
Dengan demikian x @ y € R; X R,. Jadi R; X R, bersifat tertutup terhadap
operasi penjumlahan.
b. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif.
Ambil sebarang x,y,z€ R; XR,. Misal x = (x1,y1),y = (x3,¥,) dan

zZ = (X3,_')73), untuk suatu X1,X2,X3 € R1 dan Y1,¥Y2,¥Y3 € RZ
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xDy)Dz= ((x1'3’1) ©® (XZ;YZ)) @D (x3,¥3)

= (ot + (2 + x3), 51 + (2 +¥3))

= (1, y1) D ((x2,72) ® (x3,¥3)) =x D (y D 2)
terbukti bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif.
Akan ditunjukkan bahwa terdapat elemen identitas terhadap operasi
penjumlahan yaitu, 0 = (0g,,0g,) € Ry X R,. Ambil sebarang x € R; X R,.
Misal x = (x1,y1), untuk suatu x; € R; dan y; € R,
0@ x = (0g,,0r,) B (x1,y1) = (Og, +x1,0g, +y1) = (x1,31) = x
x@® 0= (x1,y1) @ (0g,,0r,) = (%1 + Og,, y1 + Or,) = (x1,¥1) = x
terbukti bahwa 0 € R; X R, merupakan elemen identitas terhadap operasi
penjumlahan.
. Akan ditunjukkan bahwa setiap x elemen dari R; X R, memiliki invers
terhadap operasi penjumlahan. Ambil sebarang x € R; X R,. Misal
x = (xq,y1), untuk suatu x; € R; dan y; € R,. Karena (R{,+) dan (R, +)
merupakan grup sehingga 3I(—x;) € Ry, (—y1) € R, sedemikian sehingga
x1 + (—=x1) = (—=x1) + x1 = 0p, dan y; + (—y1) = (—=y1) +y1 = Og,.
Selanjutnya, misalkan (—x) = (—x1,—y1)
(x @ —x) = (x1,y1) @ (=x1, —y1) = (x1 — x1,y1 = y1) = (0g,, 08,) = 0
(=x @ x) = (—=x1,—y1) ® (x1,y1) = (=x1 + x1,—y1 + y1) = (0g,,08,) = 0
terbukti bahwa setiap x € R; X R, mempunyai invers berbentuk

—X = (_xl, _3’1) € R1 X Rz.

. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif

Ambil sebarang x,y € Ry X R,. Misal x = (xq,y;) dan y = (x,,y,), untuk

suatu xq,x, € Ry dan y;,y, €R,

x®y=(0,y1) D (x2,¥2) = (x1 +x2,51 +¥2)
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=@ +x,72+y1) =(2,92) @ (x, 1) =y D x
jadi operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif.
f. Akan ditunjukkan bahwa R; X R, bersifat tertutup terhadap operasi
perkalian. Ambil sebarang x,y € R; X R,. Misal x = (x;,y;) dan
vy = (x3,y,), untuk suatu x;,x, € Ry dan y;,y, € R,
xQy = (x1,¥1) ® (x2,¥2) = (x1.%2,¥1.¥2)
karena x;,x, € R; dan y;,y, € R, sehingga, x;.x, € Ry dan y;.y, € R,.
Dengan demikian x @ y € R; X R,. Jadi Ry X R, bersifat tertutup terhadap
operasi perkalian.
g. Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif.
Ambil sebarang x,y € Ry X R,. Misal x = (x1,y1),y = (x3,y,) dan
z = (x3,¥3), untuk suatu x;, x,,x3 € Ry dan yy,y,,y3 € R,
(x®y)®z=((x1,y1) ® (x2,¥2)) ® (x3,¥3)
= (x1- (x2.x3), 1. (}’2-3’3))
= (x1,y1) ® ((xz'}’z) & (X3J’3)) =x® (Y ®2)
terbukti bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif.
h. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi
hukum distributif. Ambil sebarang x,y € Ry X R,. Misal x = (x1,y1),
y = (x3,y,) dan z = (x3,y3), untuk suatu x;,x,,x3 € R; dan y;,y,,v3 € R,
x@ D2 = (x,y1) @ ((x2,52) ® (x3,¥3))
= (x1,51) ® (x2 + x3,52 + ¥3)
= (x1.(x2 + x3),¥1- 2 + ¥3))
= (x1.%2 + x1.%3,¥1. Y2 + ¥1.¥3)
= (x1.%2,¥1-¥2) + (x1.X3,¥1.¥3)
= ((X1:3’1) &® (XZIYZ)) Y ((X1JJ/1) ® (X3,J/3))
=x QDO (xQz)
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terbukti bahwa operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi hukum

distributif

2. Karena (R; X R,,®,Q) adalah ring, selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

Ry

a.

X R, adalah ring Smarandache.
Akan dibuktikan bahwa € x D € R; X R,
C c R, berarti bahwa ¢ merupakan himpunan bagian sejati dari R;.
D c R, berarti pula bahwa D merupakan himpunan bagian sejati dari R,.
Diperoleh Teorema 2.2.15 yaitu, Ry X R, = {(x,y)|x € R{,y € R;}.
Berdasarkan definisi himpunan bagian diperoleh bahwa
C XD c Ry X R, berarti bahwa C x D merupakan himpunan bagian sejati
dari R; X R,. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa € x D merupakan field.
Akan ditunjukkan bahwa C x D tertutup terhadap operasi penjumlahan
Ambil sebarang x,y € C x D. Misal x = (xq,y;) dan y = (x,y,), untuk
suatu xq,x, € C dan y;,y, € D
x Dy = (x1,y1) © (x2,¥2) = (x1 + x2,51 +¥2)
karena x;,x, € C dan y;,y, € D sehingga, x; + x, € C dan y; +y, € D.
Dengan demikian x @ y € C x D. Jadi C X D tertutup terhadap operasi

penjumlahan.

. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif.

Ambil sebarang x,y,ze€ CxD. Misal x = (x1,y1),y = (x3,¥5,) dan
z = (x3,y3), untuk suatu x;,x,,x3 € C dan y;,y,,y3 €D
(x@®y) D z=((x1,y1) D (x2,¥2)) D (x3,¥3)

= (x1 + (x2 +x3),y1 + (2 + J/3))

= (x1,¥1) @ [(x2,52) @ (x3,¥3) ] =x D (y D 2)

terbukti bahwa bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif
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Akan ditunjukkan bahwa terdapat elemen identitas terhadap operasi
penjumlahan yaitu, 0 = (0.,0,) € € X D. Ambil sebarang x € C x D. Misal
x = (x1,y1), untuk suatu x; € C dany; € D

0@ x=(0¢,0p) D (x1,y1) = (0¢ +x1,0p +y1) = (x1,51) =x

x @ 0= (x1,y1) @ (0¢,0p) = (x1 + 0¢,y1 + 0p) = (x1,y1) =x

terbukti bahwa 0 € ¢ x D merupakan elemen identitas terhadap operasi

penjumlahan.

iv. Akan ditunjukkan bahwa setiap x elemen dari € x D memiliki invers

Vi.

terhadap operasi penjumlahan. Ambil sebarang x € C X D.
Misal x = (xq,y7), untuk suatu x; € C dan y; € D. Karena (C,+) dan
(D,+) merupakan grup sehingga 3I(—x;) € C,(—y;) € D sedemikian
sehingga x; + (—x;) = (—x1) + x; = 04 dan
y1 + (=y1) = (=y1) + y1 = 0p. Selanjutnya, misalkan —x = (—x{,—y1)
(x @ —x) = (x1,y1) @ (=x1,—y1) = (x1 —x1,y1 —¥1) = (0¢,0p) =0
(=x @ x) = (=x1,—y1) @ (x1,¥1) = (—x1 + x1,—y1 + ¥1) = (0¢,0p) =0
terbukti bahwa setiap x € ¢ x D memiliki invers berbentuk —x € ¢ x D
Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum
komutatif. Ambil sebarang x,y € C x D. Misal x = (x;,y;) dan
y = (x3,¥,), untuk suatu x;,x, € C dan y;,y, € D
x @y = (x1,y1) D (x2,¥2) = (X1 + x2, 51 +¥2)

=0 +x,y2 +y1) = (2,52) @ (x, 1) =y D x
terbukti bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif.
Akan ditunjukkan bahwa C x D tertutup terhadap operasi perkalian. Ambil
sebarang x,y € C x D. Misal x = (x1,y1) dan y = (x;,y,), untuk suatu

X1,Xy € C dan Y1,Y2 € D

x®y=(x1,y1) ® (x2,¥2) = (x1.x2,¥1.¥2)
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Karena x{,x, € C dan y;,y, € D sehingga, x;.x, € C dan y;.y, €D.

Dengan demikian x @ y € C x D. Jadi C x D tertutup terhadap operasi

perkalian.

vii. Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif.

Ambil sebarang x,y € C x D. Misal x = (x1,v1),y = (x2,y,) dan

zZ = (x3,y3), untuk suatu X1,X2,X3 eC dan Y1,¥Y2,Y3 €D

(x®y)®z=((x1,y1) ® (x2,¥2)) ® (x3,¥3)

viii.

= (x1- (2. x3), 1- (J/z-)’3))
= (x1,71) ® [(x2,¥2) ® (x3,¥3)]
=xQ (y®z)
Terbukti bahwa operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif
Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi
hukum distributif. Ambil sebarang x,y € C x D. Misal x = (x1,y1),
y = (x3,y,) dan z = (x3,y3), untuk suatu x;,x,,x3 € C dan y;,y,,y3 € D
xQ@ YDz =(x1,71) ® ((xz'}’z) @ (X3,Y3))
= (x1, 1) ® (x2 + x3,¥2 + ¥3)
= (x1. (x2 + x3),¥1- (V2 + ¥3))
= (1.2 + X1.%3,¥1. Y2 + ¥1.¥3)
= (x1-%2,¥1-¥2) + (X1.X3,¥1.¥3)
= ((1, 1) ® (x2,72)) D ((x1,71) ® (x3,¥3))
=(xQ®y) D xQz)
Terbukti bahwa operasi penjumlahan dan perkalian memenuhi hukum
distributif
Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi hukum komutatif.
Ambil sebarang x,y € € x D. Misal x = (x1,y1),y = (x3,¥2), untuk suatu

X1,X2 € C dan Yi,Y2 €D
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x @y = (x1,¥1) ® (x2,¥2) = (x1.%2,y1.¥2) = (X2.%1,¥2-Y1)
= (x2,¥2) @ (x,y1) =y Q@ x

Terbukti bahwa operasi perkalian memenuhi hukum komutatif
Akan ditunjukkan bahwa terdapat elemen identitas terhadap operasi
perkalian yaitu, 1 = (1.,1p) € C X D. Ambil sebarang x € C x D. Misal
x = (x1,y1), untuk suatu x; € C dan y; € D.
1®x=(1¢1p) ® (x1,y1) = (L¢-x1,1p.y1) = (x,y1) =x
x®1=(x,y1)® (1, 1p) = (x1-1¢,1-1p) = (x,31) = x
Jadi 1 € C x D merupakan elemen identitas terhadap operasi perkalian
Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen tidak nol di C x D memiliki invers
terhadap operasi perkalian. Ambil sebarang x € C x D dengan
x = (x1,¥1), untuk suatu x; € € dan y; € D. Karena (C,.) dan (D,.)
merupakan grup sehingga 3(x7!) € C, (y;!) € D sedemikian sehingga
x1.(er D) = Gy Doxg =1 dan yi.(y1) = (yiH).y1 = 1p. Selanjutnya,
misalkan (x™1) = (x7L, y7Y)
(x®@x™1) = (x,y) ® (e oy )

= (. x Ly y D =001p) =1
Cr®x) =Ly ® (o)

= (it yr o) = (e 1p) =1

Jadi setiap x € ¢ x D memiliki invers berbentuk —x € ¢ x D

Terbukti bahwa ¢ x D adalah field sehingga R; X R, adalah ring Smarandache.

Preposisi 2.2.16
Jika R4, ..., R, merupakan ring Smarandache di mana C; c R; untuk (i =1, ...,n)

adalah field maka

Ry X ..X R, ={(x1, ..., x)|x; ER;, i =1,...,n}
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merupakan ring Smarandache yang didefinisikan dengan operasi penjumlahan
@ dan perkalian @ sebagai berikut,
Ce1y s %) B 1) e V) = (X1 + Y1, X + V1)
(X150 %) @ (V150 V) = (X1 Y15 s X V)
Bukti:
Untuk membuktikan R; X ...x R, adalah ring Smarandache, akan digunakan
induksi matematika sebagai berikut,
a. Untuk n = 2 telah terbukti dalam Teorema 2.2.15
b. Diasumsikan benar untuk n = k yaitu, R; X ... X R, adalah ring Smarandache.
Akan dibuktikan untuk n =k + 1
Misalkan R = R; X ...X R,. Karena R adalah ring Smarandache sehingga
menurut Teorema 2.2.15 diperoleh bahwa R x R, ., adalah ring Smarandache
atau
(R{ X .. X Ri) X Ryy1 =Ry X .. X R}y X Rjo 41

adalah ring Smarandache. Jadi benar untuk n = k + 1.

2.3 Himpunan Fuzzy

Himpunan fuzzy merupakan himpunan yang anggotanya memiliki derajat
keanggotaan tertentu yang ditentukan oleh fungsi keanggotaan atau fungsi
karateristik. Berikut akan diberikan definisi himpunan fuzzy beserta operasi-
operasi yang berlaku di dalamnya yang dikutip dari Zadeh (1965) dan Susilo
(2006). Untuk pendefinisian produk cartesian himpunan fuzzy akan dikutip dari

Malik dan Moderson (1991).
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Definisi 2.3.1 (Himpunan Fuzzy)
Misalkan X adalah himpunan semesta. Himpunan fuzzy A pada X ditandai
dengan fungsi keangotaan u, yang menghubungkan setiap anggota-anggota
dalam X ke interval tertutup [0,1] yaitu,
ta s X = [0,1]

karena u, adalah suatu pemetaan maka u, dapat dinyatakan dalam himpunan
pasangan terurut.

A= {(x,,uA(x))|x € X}
dengan nilai fungsi u,(x) menyatakan derajat keanggotaan unsur x € X dalam

himpunan fuzzy A.

Contoh 2.3.2. Misalkan semesta X = {0,1,2,3}. Didefinisikan fungsi keanggotaan
Uy Yaitu, puy: X — [0,1] sedemikian sehingga

(03, xe{03}
”A(x)_{ 1,  xef{12).

Himpunan fuzzy A pada X dapat direpresentasikan dengan pasangan berurutan
sebagai berikut,

A =1{(0,0.3),(1,1), (2,1), (3,0.3)}

Contoh 2.3.3. Misalkan semesta X adalah himpunan semua bilangan asli N.
Didefinisikan fungsi keanggotaan u, yaitu, u,:N — [0,1] sebagai suatu formula

matematis sedemikian sehingga

Ha(x) = e,

Himpunan fuzzy A pada N dapat direpresentasikan dengan pasangan berurutan

sebagai berikut,
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4={(1,e"0DY),(2,e-C2),(3,e-G-2%), )

atau dapat disajikan dalam bentuk grafik sebagai berikut,

0.37

_/ N

] 1 2 3
Gambar 2.1 Grafik Fungsi Keanggotaan Himpunan Fuzzy Bilangan Asli

> M

Bilangan 2 memiliki derajat keanggotaan 1 yaitu u,(2) = 1, sedangkan 1 dan 3

memiliki derajat keanggotaan 0.37 yaitu, 14(1) = u,(3) = 0.37.

Definisi 2.3.4 (Himpunan Bagian dari Himpunan Fuzzy)
Dua himpunan fuzzy A dan B dalam semesta X dikatakan sama, yang
dinotasikan dengan A = B jika dan hanya jika
Ua(x) = up(x) untuk setiap x € X.
Himpunan fuzzy A adalah himpunan bagian dari himpunan fuzzy B, dengan
lambang A € B jika dan hanya jika
Ug(x) < ug(x) untuk setiap x € X.

Jadi A = B jika dan hanya jika A € B dan B € A.

Contoh 2.3.5. Berdasarkan Contoh 2.3.2 diperoleh bahwa himpunan fuzzy A
adalah A = {(0,0.3),(1,1),(2,1),(3,0.3)}. Didefinisikan fungsi keanggotaan ug
yaitu ug: X — [0,1] sedemikian sehingga,

(05, x€e{03};
“B(x)_{ 1, xe{12)

Diperoleh himpunan fuzzy B adalah,
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B ={(0,0.5),(1,1),(2,1),(3,0.5)}

Jadi himpunan fuzzy A adalah himpunan bagian dari himpunan fuzzy B

Definisi 2.3.6 (Operasi-Operasi Himpunan Fuzzy)
a) Komplemen Himpunan Fuzzy
Misalkan X adalah himpunan tidak kosong. Komplemen dari himpunan fuzzy
A dinotasikan dengan A€ yang didefinisikan sebagai berikut,
A¢ = {(x,,uAc(x))|x € X}
di mana,
Hac(x) = 1= py(x)
untuk setiap x € X.
b) Gabungan Himpunan Fuzzy
Misalkan X adalah himpunan tidak kosong. A dan B merupakan dua himpunan
fuzzy di X dengan masing-masing fungsi keanggotaan p, dan ug. Gabungan
dari dua himpunan fuzzy A dan B didefinisikan sebagai berikut,
AUB = {(x,yAUB(x))|x € X}
di mana,
Haup (x) = max{us (x), up (x)}
untuk setiap x € X.
c) Irisan Himpunan Fuzzy
Misalkan X adalah himpunan tidak kosong. A dan B adalah dua himpunan
fuzzy di X dengan masing-masing fungsi keanggotaan p, dan pp.
Irisan dari dari dua himpunan fuzzy A dan B didefinisikan sebagai berikut,
ANB = {(x, yAnB(x))|x € X}
di mana,

tang (x) = min{u, (x), pup ()}
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untuk setiap x € X.

Contoh 2.3.7. Misalkan semesta X ={-2,—1,0,1}. Didefinisikan fungsi
keanggotaan u, dan up berturut-turut yaitu, py:X — [0,1] dan ug: X — [0,1]

sedemikian sehingga,

(05, xe{-21}
”A(x)_{ 1, xe€f{-1,0)

_ (0.7, xe{-2,-11}
o ={>7 XE

Bukti:
Himpunan fuzzy A dan B pada X masing-masing dapat direpresentasikan
dengan pasangan berurutan sebagai berikut,

A ={(-2,0.5),(-1,1),(0,1),(1,0.5)}

B ={(-2,0.7),(—1,0.7),(0,1),(1,0.7)}
Akan ditentukan komplemen dari 4, gabungan dan irisan dari dua himpunan
fuzzy A dan B

A¢ = {(-2,0.5),(—1,0),(0,0),(1,0.5)}

AUB ={(-2,0.7),(-1,1),(0,1),(1,0.7)}

AN B ={(=2,0.5),(—1,0.7),(0,1), (1,0.5)}

Definisi 2.3.8 (Produk Cartesian Himpunan Fuzzy)

Misalkan X adalah himpunan tidak kosong. A dan B adalah dua himpunan
fuzzy di X dengan masing-masing fungsi keanggotaan p, dan pug. Produk

cartesian dari dua himpunan fuzzy A dan B dalam semesta X x X didefinisikan

sebagai berikut,

Ax B ={((%y), taxs (6, 1))1(x,¥) € X x X}
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di mana

taxp (x,y) = min{u, (x), up (¥)}

untuk setiap x,y € X.

2.4 Subgrup Fuzzy
Pada subbab ini akan diberikan definisi subgrup fuzzy yang dikutip dari

Rosenfeld (1971)

Definisi 2.4.1 (Subgrup Fuzzy)

Misalkan (G,*) adalah grup dan A = {(x, u,(x))|x € G} adalah himpunan
fuzzy di G. A disebut subgrup fuzzy dari G jika untuk setiap x,y € G berlaku,
L paCey) = min{ps (), pa ()}

i (™) = pua(x)

Contoh 2.4.2. Diberikan suatu grup (Z, +) dengan operasi penjumlahan modulo

6. Didefinisikan fungsi keanggotaan py yaitu, u,: Ze — [0,1] sedemikian sehingga,

0.3, X € {i,?,?}, 3};
IJ.A(.X) = 07, X = gl
L x = 0.

Akan ditunjukkan bahwa A adalah subgrup fuzzy dari Zg.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi,

1. pa(xy) = minfpy (x), pa ()}

2. ua(x7) = py ().

Dari Tabel 2.19 dan Tabel 2.20 diperoleh bahwa A memenuhi 1 dan 2 sehingga

A adalah subgrup fuzzy dari Zg.
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Tabel 2.19 Hasil Operasi u, (x + y) = min{u, (x), us (v)}

x y Xty pa(x) Ha(y) pa(x +y) | min(uy(x), 1s(v))
0 0 1 1 1
1 1 0.3 0.3 0.3
. 2 2 0.3 0.3 0.3
013 3 1 0.7 0.7 0.7
4 4 0.3 0.3 0.3
5 5 0.3 0.3 0.3
0 1 1 0.3 0.3
1 2 0.3 0.3 0.3
. 2 3 0.3 0.7 0.3
113 i 0.3 0.7 1 03
) 5 0.3 0.3 0.3
5 0 0.3 1 0.3
0 2 1 0.3 0.3
1 3 0.3 0.7 0.3
~ 2 4 0.3 1 0.3
21 3 5 0.3 0.7 03 0.3
4 0 0.3 1 0.3
5 1 0.3 0.3 0.3
0 3 1 0.7 0.7
1 4 0.3 1 0.3
. 2 5 0.3 0.3 0.3
313 0 0.7 0.7 1 0.7
4 1 0.3 0.3 0.3
5 2 0.3 0.3 0.3
0 ) 13 1 0.3
1 5 0.3 0.3 0.3
~ 2 0 0.3 1 0.3
NE i 0.3 0.7 03 0.3
4 2 0.3 0.3 0.3
5 3 0.3 0.7 0.3
0 5 1 0.3 0.3
R 1 0 0.3 1 0.3
5 2 1 0.3 0.3 0.3 0.3
3 2 0.7 0.3 0.3
4 3 0.3 0.7 0.3
5 ) 0.3 0.3 0.3




Tabel 2.20 Hasil operasi uy(x™1) = p,(x)

X —X p(x) p(=x)
0 0 1 1
1 5 0.3 0.3
2 ) 0.3 0.3
3 3 0.7 0.7
4 2 0.3 0.3
5 1 0.3 0.3

2.5 Himpunan Q-Fuzzy dan Subgrup Q-Fuzzy
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Dalam subbab ini akan dikutip definisi dari himpunan Q-fuzzy dan

subgrup Q-fuzzy dari jurnal Priya,dkk (2013).

Definisi (2.5.1) Himpunan Q-Fuzzy

Misalkan X dan Q adalah himpunan tidak kosong. Himpunan Q-fuzzy A

pada X ditandai dengan fungsi keangotaan u, yang menghubungkan setiap

anggota-anggota dalam X x Q ke interval tertutup [0,1] yaitu,

HatXxQ~[01]

karena u, adalah suatu pemetaan maka p, dapat dinyatakan dalam himpunan

pasangan terurut.

A= {((x, CI)' Ha (x, Q))|(x' Q) € X X Q}

dengan nilai fungsi u4 (x, ) menyatakan derajat keanggotaan unsur

(x,q) € X x Q dalam himpunan Q-fuzzy A.

Contoh 2.5.2. Misalkan X ={7,89} dan Q ={1,2}.

keanggotaan py yaitu, u,: X X Q — [0,1] sedemikian sehingga,

(0.4
™ (x, Q) € {(711)1 (8'1)r (712)}1

uﬂm®={q

1
| pt (x,q) ={(9,1),(8,2),(9,2)}.

Didefinisikan fungsi
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Himpunan Q-fuzzy A pada X dapat direpresentasikan dengan pasangan

berurutan sebagai berikut,

A={((7,1),04),((81),0.4),((9,1),1),((7,2),0.2),((8,2),0.5),((9,2),0.5)}

Contoh 2.5.3. Misalkan semesta X adalah himpunan semua bilangan real R dan
Q adalah himpunan tidak kosong yaitu, Q = {1}. Didefinisikan fungsi keanggotaan
Uy vyaitu, ps:RxQ —[0,1] sebagai suatu formula matematis sedemikian
sehingga;
pa(x, q) = e,
Himpunan Q-fuzzy A pada R dapat direpresentasikan dengan pasangan
berurutan sebagai berikut,
A={., (0,670 (1,e=0-D) (2,e-@D*) ]

atau dapat disajikan dalam bentuk grafik sebagai berikut,

0.37

r M,

_/""/// \\\ﬁ—\_
0 1 2
Gambar 2.2 Grafik Fungsi Keanggotaan Himpunan Q-fuzzy Bilangan Real

=R

Bilangan 2 memiliki derajat keanggotaan 1 yaitu u,(1,1) = 1, sedangkan 0 dan 2

memiliki derajat keanggotaan 0.37 yaitu, 14(0,1) = u4(2,1) = 0.37.
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Definisi (2.5.4) Subgrup Q-Fuzzy

Misalkan (G,*) adalah grup dan Q merupakan himpunan tidak kosong.
A={((x,q),1a(x,9)I(x,q) € G x Q} adalah himpunan Q-fuzzy di G. A disebut
subgrup Q-fuzzy dari G jika untuk setiap x,y € G dan q € Q berlaku,
I pa(xy, q) = minfus (x, @), ua (v, 0}

i pua(x7Lq) = pa(x, @)

Contoh 2.5.5. Diberikan suatu grup (Z,, +) dengan operasi penjumlahan modulo
4 dan himpunan tidak kosong Q = {4}. Didefinisikan fungsi keanggotaan p, yaitu,

Ua:Zy X Q = [0,1] sedemikian sehingga,

0.5 = ~
o woe(@a.G)
0.8 ~
a(x,q) = 3 ry (x.q) = (2,4);
%, (6.q) = (0,4).

Bukti

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi,

a. pa(xy, q) = minfuy (x, @), ua (v, @)}

b. ua(x™,q) = pa(x, ).

Dari Tabel 2.21 hingga Tabel 2.22 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b

sehingga A merupakan subgrup Q-fuzzy dari Z,.
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Tabel 2.21 Hasil Operasi u,(x + y,4) = min{u,(x,4), u (v, 4)}

x |y | x+y | ua(ed) | pa(4) | ualx+y,4) | min(uy(x, 4), u(y, 4))
0 0 0 0.25 0.25 0.25 0.25
1 1 0.125 0.125 0.125
2 2 0.2 0.2 0.2
3 3 0.125 0.125 0.125
1 0 1 0.125 0.25 0.125 0.125
1 2 0.125 0.2 0.125
2 3 0.2 0.125 0.125
3 0 0.125 0.25 0.125
2 0 2 0.2 0.25 0.2 0.2
1 3 0.125 0.125 0.125
2 0 0.2 0.25 0.2
3 1 0.125 0.125 0.125
3 0 3 0.125 0.25 0.125 0.125
1 0 0.125 0.25 0.125
2 1 0.2 0.125 0.125
3 2 0.125 0.2 0.125
Tabel 2.22 Hasil Operasi u,(x1,4) = p,(x, 4)
x —-X Ha (x' 4') pa(=x, 4)
0 0 0.25 0.25
1 3 0.125 0.125
2 2 0.2 0.2
3 1 0.125 0.125

2.6 Semigrup Fuzzy Smarandache dan Ring Fuzzy Smarandache

Dalam subbab ini akan dikutip definisi dari semigrup fuzzy Smarandache

dan ring fuzzy Smarandache dari Kandasamy (2003).

Definisi 2.6.1 (Semigrup Fuzzy Smarandache)

Misalkan H adalah semigrup Smarandache di mana G ¢ H adalah grup.

Himpunan fuzzy A di H yaitu, A = {(x,us(x))|x € H} disebut semigrup fuzzy

Smarandache jika py yang dibatasi pada G dinotasikan dengan u;, memenuhi

aksioma berikut,
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1. pe(xy) = minfug (%), ue (¥)}

2. pe(x) = pg(x™h)

Contoh 2.6.2. Diberikan semigrup (Z,,.) dengan operasi perkalian modulo 4.

Didefinisikan fungsi keanggotaan py yaitu, u,:Z, — [0,1] sedemikian sehingga,

03, x€{1,3}
) =407, x=2;
L x=a

Ambil himpunan bagian sejati dari Z, yaitu, ¢ = {1,3} sebagaimana Contoh

2.2.2. Akan ditunjukkan bahwa A adalah semigrup FS dari Z,.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi

a. ug(xy) = min{ug (x), ug (N}

b. pe(x™1) = ug(x).

Dari Tabel 2.23 dan Tabel 2.24 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b sehingga

A merupakan semigrup FS dari Z,.

Tabel 2.23 Hasil Operasi g (x.y) = min{u; (x), us ()}

x y Xx.y pe (x) e (y) pe (x-Y) min(ug (x), g (¥))
1 1 1 0.3 0.3 0.3 0.3

3 3 0.3 0.3 0.3
3 1 3 0.3 0.3 0.3 0.3

3 1 0.3 0.3 0.3

Tabel 2.24 Hasil Operasi u; (x™1) = ug(x)

e (x)

e (—x)

0.3

0.3

L[| &R

w| |
=

0.3

0.3
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Definisi 2.6.3 (Ring Fuzzy Smarandache)

Misalkan R adalah ring Smarandache di mana A c R adalah field.
Himpunan fuzzy A di R vyaitu, A= {(x,us(x))lx € R} disebut ring fuzzy
Smarandache jika p, yang dibatasi pada C dinotasikan dengan p., memenuhi
aksioma berikut,

1. pe(x —y) = minfuc (x), uc (1)}
2. pc(xy™1) = minfuc (x), uc (v)}
vx,y € C,y # 0.

Ring fuzzy smarandache dinotasikan sebagai (ring FS).

Contoh 2.6.4. Diberikan (Zg, +,.) ring atas operasi penjumlahan dan perkalian
modulo 6. Pilih CcZ vaitu, C= {0,2,4} sebagaimana Contoh 2.2.6.
Didefinisikan fungsi keanggotaan py yaitu, u,:Ze — [0,1] sebagai berikut

05 xe(2,4)

“A(x)z{ 1, xe{0138)

Akan ditunjukkan bahwa A merupakan ring FS dari Zg

Bukti :
Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi
a. pc(x —y) = min{uc(x), uc ()}

b. uc(xy™™) = minfuc(x), uc )}

Dari Tabel 2.25 hingga Tabel 2.26 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b

sehingga A adalah ring FS dari Zg.
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Tabel 2.25 Hasil Operasi u-(x — y) = min{uc(x), uc(»)}

X |y | pe@) | pe@) | petx—y) | minfuc(x),puc(y)}
0 1 1 1
0] 2 1 0.5 0.5 0.5
4 0.5 0.5 0.5
0 1 0.5 0.5
22| 05 0.5 1 0.5
4 0.5 0.5 0.5
0 1 0.5
42| 05 0.5 0.5 0.5
4 0.5 1

Tabel 2.26 Hasil Operasi uq(xy™) = min{uc(x), uc(»)}

x|y | oyt L pe@) | @) | opeCy™) | minfuc (), uc ()}

0 0 1 1
0| 2 2 1 0.5 0.5

) ) 0.5

0 0 1 1 0.5
2|2 2 0.5 0.5 0.5

4 ) 0.5 0.5

0 0 1 1 0.5
4|2 7) 0.5 0.5 0.5

4 ) 0.5 0.5

2.7 Semigrup Q-Fuzzy Smaradanche
Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi, contoh beserta sifat-sifat
dari semigrup Q-fuzzy Smarandache dan semigrup normal Q-fuzzy

Smarandache yang dikutip dari paper Doss dan Suganya (2016).

Definisi 2.7.1 (Semigrup Q-Fuzzy Smaradanche atau Semigrup QFS)
Misalkan H adalah semigrup Smaradanche di mana G ¢ H adalah grup
dan Q@ merupakan himpunan tidak kosong. Himpunan Q-fuzzy A di H vyaitu,
A={((x,q),1a(x,q))I(x,q) € Hx Q} disebut semigrup Q-fuzzy Smarandache
jika u,4 yang dibatasi pada G x Q@ dinotasikan dengan u;, memenuhi aksioma

berikut,



1. pe(xy,q) = min{ug (x, q), ug (v, @}

2. pe(xq) =ug(x74,q)

Vx,y € G dangq € Q.
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Contoh 2.7.2. Diberikan semigrup (Z,,.) terhadap operasi perkalian modulo 4.

Pilih G c Z, di mana G = {1,3} sebagaimana contoh 2.2.2 dan Q # @, Q = {2}.

Didefinisikan fungsi

sehingga,

pa(x, q) =5

(0.5

S

)

.8

QR Q

1]

keanggotaan u, vyaitu py:Z4xQ — [0,1] sedemikian

@) e{(12).(32)}

x,q) =(2,2);
(x,q) = (0,2).

Akan ditunjukkan bahwa A adalah semigrup QFS dari Z,

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi

a. ug(x.y,q) = min{ug(x, q), 16 (v, q)}

b. pe(x7tq) =ue(x,q).

Berdasarkan Tabel 2.27 dan Tabel 2.28 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b

sehingga A merupakan semigrup QFS dari Z,.

Tabel 2.27 Hasil Operasi p; (x.y,2) = min{u;(x, 2), uc (v, 2)}

x|y | xy [ D) | pe(0,2) | pe(x.y,2) | min(ug(x,2), 46 (y,2))
1| 1 1 0.25 0.25 0.25 0.25

3 3 0.25 0.25 0.25
311 3 0.25 0.25 0.25 0.25

3 1 0.25 0.25 0.25
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Tabel 2.28 Hasil operasi u; (x1,2) = pg(x,2)

X —X pe(x,2) pe(=x,2)
1 1 0.25 0.25
3 3 0.25 0.25

Proposisi 2.7.3. Misalkan H adalah semigrup Smarandache di mana G c H
adalah grup dan Q merupakan himpunan tidak kosong. Jika A adalah semigrup
QFS dari H maka berlaku,

i.  ug(e,q) = ug(x,q) untuk e adalah elemen identitas dari G

i. ug(x71,q) = pg(x,q) untuk setiap x € G dan q € Q

Bukti: Diketahui A adalah semigrup QFS dari H.
Akan dibuktikan pg (e, ) = pg (x,q) dan ug(x 1, q) = pg(x,q)

i. Misalkan e adalah elemen identitas di G

L)

He(e,q) = pg(xx~
> min{ug (%, @), 6 (x ™, @)}
= min{us (x, q), ug (x, )}
= (%, q)

Jadi ug(e,q) = ug(x,q) O
ii. Untuk setiap x € G dan q € Q berlaku,
e (x~h @) = uglex™,q)
> min{ug (e, @), ug (x ™, @)}
= min{ug (e, ), ue (x, )}
= pus(x,q)

Jadi ug(x7%,q) = pg(x,q9) O
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Teorema 2.7.4. Misalkan H adalah semigrup Smarandache di mana G c H
adalah grup dan Q # @. A adalah semigrup QFS dari H jika ug(xy™1,q) = ug(e, q)

maka ug(x,q) = uc(v,q),vx,y €G C H

Bukti: Diketahui A adalah semigrup QFS dari H dan ug;(xy~1,q) = us (e, q) untuk
setiap x,y € G; q € Q. Akan dibuktikan bahwa u; (x,q) = us (v, q).
L Untuk ug (x, q) = 1 (v, @)
e (X, q) = e (xy ™y, q)
> min{u; (xy ™1, q), 1e v, 0)}
= min{y; (e, q), ue v, @)}
=uc(, q)
ii. Untuk ug (v, @) = e (x, q)

N

e (v, q) = pg(yx~
> min{ug (yx 1, q), g (x, 9)}
= min{us ((x~ D7 @)} pe (x, q)
= min{ug (xy ™", q), g (x, )}
= min{ug (e, q), e (%, 9)}
=t (%, q)

Datri (i) dan (ii) terbukti bahwa u; (x,q) = u;(v,q) 0O

Teorema 2.7.5. Misalkan H adalah semigrup Smarandache di mana G c H
adalah grup dan Q # @. Irisan dari dua semigrup QFS juga merupakan semigrup

QFS.
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Bukti: Diketahui H adalah semigrup Smarandache. Misalkan A dan B keduanya
merupakan semigrup QFS dari H. Akan dibuktikan bahwa irisan dari keduanya
adalah semigrup QFS. Ambil x,y € G danq € Q
. (ug N Be)(xy, q) = min{ug (xy,q), B (xy, a)}

> min{min{u; (x, q), uc v, @)}, min{B¢ (x, q), B (v, 3}

= min{min{y; (x, q), B (x, @)}, min{us (v, 9, Bs (v, )3}

= min{(ug N Be)(x, q), (ug N Be) (v, @)}

= min{(ug N B)(x, q), (ke N Be) (v, q)}
i. (e N Be)(x™, q) = minfug (x ™, @), B (x™ 1, )}

= min{u (x,q), Bs (x, @)}

= (ug N ) (x, q)

Berdasarkan (i) dan (ii) terpenuhi, maka terbukti bahwa A n B merupakan

semigrup QFS. O

Teorema 2.7.6. Misalkan H adalah semigrup Smarandache dan Q # @. Jika A

adalah semigrup QFS dari H maka A® juga merupakan semigrup QFS dari H.

Bukti:
1) we(xy, @) =1 = ps(xy, q)
<1 -min{ug(x,q), 1 (v, )}
= max{1 — ug(x,q), 1 — pc (¥, @)}
= max{ug (x, @), ue v, @)}
2) pe(x ) =1-ps(x71,q)
=1-ps(x,q)
= g (x, q)

Terbukti bahwa A¢ adalah semigrup QFS dari H. O
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Definisi 2.7.7 (Semigrup Normal Q-Fuzzy Smarandache atau Semigrup
NQFS)
Misalkan H adalah semigrup Smaradanche di mana ¢ ¢ H adalah grup.
Semigrup QFS A dari H disebut Semigrup NQFS jika untuk setiap x,y € G € H

dan g € Q berlaku,

te (xy, q) = p(yx, q) atau pg (x,q) = pe (yxy ™, q)

Contoh 2.7.8
Diberikan suatu semigrup (Z4,.) terhadap operasi perkalian modulo 4 dan
himpunan tidak kosong Q = {2}. A adalah semigrup QFS dari Z, sebagaimana

pada Contoh 2.7.2. Akan ditunjukkan bahwa A adalah semigrup NQFS dari Z,.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi,

a. pg(xy,q) = e (yx, q) atau ug(x,q) = u(yxy =, q)

Dari Tabel 2.29 diperoleh bahwa A di Z, memenuhi a sehingga A merupakan

semigrup NQFS di Z,.

Tabel 2.29 Hasil Operasi semigrup NQFS

x|y |yt yeaey™ Tpue(e2) | pp(yxyh2)
111] 1 1 0.125 0.125

3] 3 1 0.125
311 1 3 0.125 0.125

3] 3 3 0.125

Teorema 2.7.9. Misalkan H adalah semigrup Smarandache di mana G c H
adalah grup dan Q # @. Irisan dari dua semigrup QFS juga merupakan semigrup

NQFS.
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Bukti: Diketahui H adalah semigrup Smarandache. Misalkan A dan B keduanya
merupakan semigrup NQFS dari H. Akan dibuktikan bahwa irisan dari keduanya
adalah semigrup QFS. Ambil x,y € G danq € Q
(ug 0 Be)(xyx~, q) = minfug (xyx ™, q), B (xyx ™1, )}
= min{us (v, 9), B¢ v, )}

= (g N Be) (v, @)



BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibangun struktur baru ring Q-fuzzy Smarandache di
antaranya, ring Q-fuzzy Smarandache, subring Q-fuzzy Smarandache, ideal Q-
fuzzy Smarandache, koset Q-fuzzy Smarandache, ring kuosien Q-fuzzy
Smarandache beserta sifat-sifatnya yang dirujuk dari Kandasamy (2003) serta
Doss & Suganya (2016).

3.1 Struktur Baru Ring Q-Fuzzy Smarandache

Definisi (3.1.1) Ring Q-Fuzzy Smarandache

Misalkan R adalah ring Smarandache di mana C c R adalah field. Q
merupakan himpunan tidak kosong. Himpunan Q-fuzzy A di R yaitu,
A={((x,q), 1alx, 9))I(x,q) € R x Q} disebut ring Q-fuzzy Smarandache jika u,
yang dibatasi pada C x Q dinotasikan dengan ., memenuhi aksioma berikut,
1. uc(x—y,q) = minfuc(x, @), uc (v, 9)}

2. uc(xy™t,q) = min{uc (x, @), uc v, )}
Vx,y€C,y#0danq € Q

Ring Q-fuzzy Smarandache dinotasikan dengan ring QFS

Contoh 3.1.2. Diberikan (Zg,+,.) ring terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian modulo 6. Pilih C c Zg yaitu, C = {0, 2,4} berbentuk field sebagaimana
Contoh 2.2.6. Diberikan Q = {1,2}. Didefinisikan fungsi keanggotaan u, yaitu,

Ua:Ze X Q = [0,1] sedemikian sehingga

2, ) € {(11)(1.2)(3.2)6.2)

0.8 A Nra A N
pa(x,q) = < R (x,q) €{(2,1)(21)(2,2)(42)};

& % () €{(0,1)(3,1)(5,1)(0,2)},
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Akan ditunjukkan bahwa A merupakan ring QFS dari Zg.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi,

a. pc(x —y,q) = min{uc(x,q), pa(y, 9}

b. pc(xy™, q) = min{uc(x, @), uc (v, @)}

51

Dari Tabel 3.1 hingga 3.4 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b sehingga A

merupakan ring QFS di Zg.

Tabel 3.1 Hasil Operasi pc(x —y,1) = min{uc-(x, 1), uc(y, 1)}

x |y lpe@) [ peD | pexr=—y1) | minfucCx1),puc(y, D}
0 1 1 1
0 |2 1 0.8 0.8 0.8
4 0.8 0.8 0.8
0 1 0.8 0.8
2 | 2 0.8 0.8 1
4 0.8 0.8
0 1 0.8 0.8
i | 2 0.8 0.8 0.8
4 0.8 1

Tabel 3.2 Hasil Operasi uc(xy =1, 1) = min{u.(x, 1), ue (v, D}

x|y J’:l pee D) | pc D) | peey™ 1) | min{ucCx, D), pe(y, D}
0 0 1 1
0| 2 3 1 0.8 0.8
) ) 0.8
0 0 1 1 0.8
2| 2 2 08 |08 0.8
) ) 0.8 0.8
0 0 1 1 0.8
4|2 2 08 |08 0.8
4 4 0.8 0.8
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Tabel 3.3 Hasil Operasi u-(x —y,2) = min{u:(x, 2), uc (v, 2)}

x y  |uc(x2) | pc(,2) | pe(x—y,2) | minfuc(x, 2),uc(y,2)}
0 0.5 0.5 0.5
0 2 0.5 0.4 0.4 0.4
4 0.4 0.4 0.4
0 0.5 0.4 0.4
2 2 0.4 0.4 0.5
P 0.4 0.4
0 0.5 0.4 0.4
4 2 0.4 0.4 0.4
4 0.4 0.5
Tabel 3.4 Hasil Operasi uc(xy~?1,2) = min{u.(x, 2), uc (v, 2)}.
x|y y:l pe(x,2) | pc,2) | peCey=,2) | min{uc(x,2), pc (v, 2)}
0 0 0.5 0.5
0| 2 2 05 |04 0.4
4 4 0.4
0 0 0.5 0.5 0.4
2 | 2 2 04 0.4 0.4
4 4 0.4 0.4
0 0 0.5 0.5 0.4
4| 2 2 04 |04 0.4
4 4 0.4 0.4

Contoh 3.1.3. Diberikan ring Smarandache (R, +,.) di mana Q c R adalah field
sebagaimana contoh 2.2.8 dan Q = {1}. Didefinisikan fungsi keanggotaan u,

yaitu, u,: R x Q — [0,1] sebagai suatu formula matematis sedemikian sehingga

uaCx,q) = e=((°+4),

Akan ditunjukkan bahwa A adalah ring QFS dari R.

Bukti:

Pilih x,y € Q yaitu x = % dany = % dan Q = {1}. Sekarang perhatikan,

a. ,uQ(xy_l,q) = min{uQ(X. q), HQ(% Q)}

o (G94) 5 i {e—((%)zﬂl), e—((%)zﬂ)}_
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0.006 < min{0.28,0.34}.

Karena kondisi di atas tidak terpenuhi sehingga A bukan ring QFS dari R.

Teorema 3.1.4. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C c R
adalanh field. Jika A adalah ring QFS dari R maka berlaku,

1. pc(0,9) = pc(x, q)

2. pce,q) = pe(x,q)

3. uc(=x,9) = uc(x,q)

untuk setiap x,—x € C dan g € Q. 0 dan e berturut-turut merupakan elemen

identitas atas operasi penjumlahan dan perkalian dari C.

Bukti:

Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache dan A merupakan ring QFS dari R.

Akan ditunjukkan bahwa ketiga kondisi tersebut terpenuhi,

1. Akan ditunjukkan bahwa u(0,q) = pc(x, q), untuk setiap x € € dan q € Q.
Selanjutnya, ambil sebarang x € C dan q € Q. Karena C adalah field sehingga
terdapat -x € C sedemikian sehingga x + (—x) = (—x) +x = 0. Dengan
menggunakan aksioma 1 dari Definisi 3.1.1 didapat,

tc(0,9) = pe(x + (=x),q) = minfuc(x, @), uc (x, )} = pc(x,q)

2. Akan ditunjukkan bahwa u.(e, q) = uc(x,q), untuk setiap x € € dan q € Q.
Selanjutnya, ambil sebarang x € C dan q € Q. Karena C adalah field sehingga
terdapat x~! € C sedemikian sehingga x.x"!=x"l.x=e. Dengan
menggunakan aksioma 2 dari Definisi 3.1.1 didapat,

uc(e, q) = pe(x.x™t, q) = minific (x, ), ue (x, 93} = pe (x, 9)

3. Akan ditunjukkan bahwa u-(—x,q) = pc(x, q), untuk setiap x € € dan g € Q
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Selanjutnya, ambil sebarang 0 € € dan q € Q. Karena C adalah field sehingga
terdapat 0 € C sedemikian sehingga —x+0=0+ (—x) = —x. Dengan
menggunakan aksioma 1 dari Definisi 3.1.1 didapat,

Uc (—X, Q) = Uc (0 + (—X), CI) = min{:uC (01 CI): Uc (X, q)} = Hc (X, Q)

Terbukti bahwa ketiga kondisi diatas berlaku o

Teorema 3.1.5. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C c R
adalah field dan A adalah ring QFS dari R.
1. Jika pe(x = v,q) = puc(0,q) maka uc(x, q) = pc (v, q)

2. Jika pc(xy™1,q) = puc(e,q) maka uc(x,q) = puc(v,9)

untuk setiap x,y € C dan g € Q

Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache dan A merupakan ring QFS. Akan
dibuktikan bahwa u.(x, q) = uc (v, q)
1opcCoq) =pc(x—y+y.q)
= minfuc(x — v, q), uc (v, 0}
= min{u;(0,9), uc (v, 9}

=uc(¥,q) (1)

dan
ey, q) = uc(y —x +x,q)
> min{uc(y — x,q), uc(x, q)}
= min{uc(—(y — %), q), uc(x,q)}
= min{uc(x — y), uc(x, @)}
= min{uc (0, q), puc (x, )}

= uc(x,q). (2)
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Berdasarkan (1) dan ( 2 ) diperoleh bahwa uc(x,q) = uc(y,q) o
2. (e, q) = peCey™'y, @)
> min{uc(xy ™1, @), uc (v, )}
= min{uc(e, @), uc (v, @)}
= puc(¥q) (3)
dan
ue, @) = ucCex ™'y, @)
> min{uc(x, @), uc(x 'y, @)}
= min{uc (x, ), pc ((x 1) 71 @)}
= min{uc (x, @), e (xy ™, @)}
= min{uc(x,q), uc(e, q)}
= uc(x,q). (4)

Berdasarkan ( 3 ) dan (4 ) diperoleh bahwa u-(x,q) = uc(y,q) o

Teorema 3.1.6. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C c R

adalah field. Irisan dari dua ring QFS juga merupakan ring QFS.

Bukti:
Diketahui (R,+,.) adalah ring Smaradance Misalkan A dan B adalah dua ring
QFS. Akan dibuktikan bahwa irisan dari keduanya adalah ring QFS.
Ambil x,y e C dang € Q
1. (ue N Be)(x = y,q) = minf{uc(x — y,q), Bc(x — v, @)}
= min{min{uc (x, @), uc v, @)}, min{Bc (x, @), Bc (v, 93}
= min{min{uc (x, @), Bc (x, )}, min{uc (v, @), Bc (v, D3}
= min{(uc N Be)(x, @), (ue N By, @)}

2. (ue N Byt @) = minfuc(xy ™1, q), Be(xy ™1, @)}
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> min{min{uc (x, q), uc (v, @)}, min{B¢ (x, q), Bc (v, @) }}
= min{min{u¢ (x, @), Bc (x, )}, min{uc (v, @), Bc (v, @3}

= min{(uc N Bc)(x,q), (uc N B, @)}

Berdasarkan 1 dan 2, terbukti bahwa A n B merupakan ring QFS. o

Teorema 3.1.7. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C c R

adalanh field. Jika A adalah ring QFS maka A€ juga merupakan ring QFS.

Bukti:
Diketahui (R,+,.) adalah ring Smaradance dan A adalah ring QFS. Akan
ditunjukkan bahwa A°¢ juga merupakan ring QFS.
Ambil x,y e C dangq € Q
a. pex -y =1—pc(x—y,9
<1 -—minfuc(x,q), uc v, q)}
= max{1 — uc(x,q), 1 — uc(y, @)}
= max{u¢ (x, q), u¢ (v, ©)}.
b. u(xy™q) =1—pc(xy™4q)
< 1 - min{uc(x, @), uc (v, @)}
= max{1 — pc(x,9), 1 — puc (v, q)}
= max{u¢ (x, @), uc v, P}-

Jadi terbukti bahwa A€ adalah ring QFS o

Definisi (3.1.8) Subring Q-Fuzzy Smarandache
Misalkan R ring. S merupakan subring Smarandache dari R dimana X c S

adalah field.Q adalah himpunan tidak kosong. Himpunan Q-fuzzy Ag di R yaitu,
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As = {((x, @), ma(x,@))|(x, q) € R x Q} disebut subring Q-fuzzy Smarandache jika
ta, memenuhi kondisi berikut,
1. py, dibatasi pada S x @ dinotasikan dengan ug, memenuhi aksioma berikut,
i ps(x —y,q) = min{us(x, @), us(y, q)}
i, us(xy,q) = min{ug(x, q), us(y, q)}
Vx,y €S,y #0danq € Q
2. py, dibatasi pada X x @ dinotasikan dengan uy, memenuhi aksioma berikut,
i px(x —y,q) = min{u(x, @), u(y, q)}
i. px ey~ q) = min{u(x, q), u(y, 9)}
Vx,y€eX,y+0danqg € Q

Subring Q-fuzzy Smarandache dinotasikan dengan subring QFS

Contoh 3.1.9. Diberikan (Z,;,+,.) ring terhadap operasi penjumlahan dan
X c S yaitu, X = {0,4, 8} berbentuk field sebagaimana Contoh 2.2.11. Diberikan
Q ={1}. Didefinisikan fungsi keanggotaan u,, vaitu, p,.:Z1; XQ — [0,1]

sedemikian sehingga

05, () €{(2,1)(6,1)(10, 1)};
pa(x,q) =10.1, () €{(1,1)(3,1)(51)(7,1)(91)(11,1)};
L (x,q) €{(0,1)(3,1)(8,1)}.

Akan ditunjukkan bahwa Ag adalah subring QFS dari Z,.

Bukti:
Berdasarkan Contoh 2.2.11 diperoleh bahwa Z;, adalah ring dan S c Z,

merupakan subring Smarandache. Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi

a. ps(x —y,q) = minfus(x, @), us (v, @}



b. ps(xy,q) = min{us(x, @), us(v, @)}

C. ux(x —y,q) = min{uy(x, q), ux (v, q)}

d. ux(xy~,q) = min{uy (x, ), ux (v, 9)}-

Perhatikan Tabel 3.5 hingga Tabel 3.8 berikut ini,

Tabel 3.5 Hasil Operasi ug(x — y, 1) = min{us(x, 1), us(y, 1)

x |y [pusl) | psnD) | pus(x =y, 1) | min{us(x, 1), 15(y, D}
0 1 1 1
0| 2 1 0.5 0.5 0.5
4 1 1 1
6 0.5 0.5 0.5
8 1 1 1
10 0.5 0.5 0.5
210 0.5 1 0.5 0.5
2 0.5 1 0.5
4 1 0.5 0.5
6 0.5 1 0.5
8 1 0.5 0.5
10 0.5 1 0.5
0 1 1 1
M2 0.5 0.5 0.5
41 2 1 1 1 1
6 0.5 0.5 0.5
8 1 1 1
10 0.5 0.5 0.5
0 1 0.5 0.5
2 0.5 1 0.5
6| 2 0.5 1 05 0.5
6 0.5 1 0.5
8 1 0.5 0.5
10 0.5 1 0.5
0 1 1 0.5
L2 1 0.5 0.5 0.5
8 | 4 1 1 1
6 0.5 0.5 0.5
8 1 1 1
10 0.5 0.5 0.5
0 1 0.5 0.5
2 0.5 1 0.5
10 [ 3 0.5 1 0.5 0.5
6 0.5 1 0.5
8 1 0.5 0.5
10 0.5 1 0.5
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Tabel 3.6 Hasil Operasi ug(xy, 1) = min{ug(x, 1), us(y, 1)}

x|y |usCel) | ps ) | ps(xy, 1) | minfus(x, 1), pus(y, 1}
0 1 1 1
2 0.5 1 0.5
| 4 1 1 1
0% 1 0.5 1 0.5
8 1 1 1
10 0.5 1 0.5
0 1 1 0.5
2 0.5 1 0.5
2 [ 3 0.5 1 1 05
6 0.5 1 0.5
8 1 1 0.5
10 0.5 1 0.5
0 1 1 1
L2 0.5 1 0.5
4| 2 T 1 1
6 1 0.5 1 0.5
8 1 1 1
10 0.5 1 0.5
0 1 1 0.5
2 0.5 1 0.5
6 | 2 1 1 0.5
6 | 05 0.5 1 0.5
8 1 1 0.5
10 0.5 1 0.5
0 1 1 0.5
12 0.5 1 0.5
8 | 1 1 1 1
6 1 0.5 1 0.5
8 1 1 1
10 0.5 1 0.5
0 1 1 0.5
2 0.5 1 0.5
10 [ 3 1 1 0.5
6 | 0 0.5 1 0.5
8 1 1 0.5
10 0.5 1 0.5
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Tabel 3.7 Hasil Operasi uy(x —y,1) = min{uy(x, 1), ux(y, 1)

x |y x| ux D) | px(x =y, 1) | minfuy(x, 1), py (v, 1D}
0 1 1
0| 2 1 1 1
8 1 1
0 1 1
i 2 1 [1 1 1
8 1 1
0 1 1
8| 2 1 1 1
8 1 1
Tabel 3.8 Hasil Operasi uy(xy~1, 1) = min{uy (x, 1), ux (v, 1)}
x|y | oyt luxCeD) | uy (D) | py ey~ 1) | min{ux (1), ux (v, D}
0 0 1 1
0| 2 4 1 1 1 1
8 8 1 1
0 0 1 1 1
4| 2 3 1 1 1
8 8 1 1
0 0 1 1 1
8| 2 3 1 1 1
8 8 1 1

Berdasarkan Tabel 3.5 hingga Tabel 3.8 diperoleh bahwa A merupakan subring
QFS.

Teorema 3.1.10. Misalkan (R, +,.) ring. Misalkan pula bahwa (S, +,.) merupakan
subring Smarandache dari R di mana X c S adalah field. Irisan dari dua subring

QFS juga merupakan subring QFS.

Bukti:

Diketahui (R,+,.) adalah ring dan (S,+,.) merupakan subring Smarandache
Misalkan As dan Bs adalah dua subring QFS. Akan dibuktikan bahwa irisan dari
dua subring QFS juga merupakan subring QFS.

Ambil sebarang x,y € Sdanqg € Q
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1) (us N Bs)(x =y, q) = min{us(x = y,q), Bs(x =y, 4)}
= min{min{us(x, q), us (v, )}, min{Bs (x, q), Bs (v, ) }}
= min{min{us(x, g), s (x, ¢)}, min{us (y, ¢), Bs (v, ) }}
= min{(us N Bs)(x, @), (s N Bs) (v, q)}
2) (us N Bs)(xy, q) = min{us(xy, q), Bs(xy, @)}
= min{min{us(x, q), us (v, )}, min{Bs (x, q), Bs (v, O }}
= min{min{y;(x, q), Bs(x, @)}, min{us (v, q), Bs (v, )1}
= min{(us N Bs)(x, @), (s N Bs) (v, 4)}
dan ambil sebarang x,y € X dan q € Q
3) (ux N Bx)(x —y,q) = min{ux (x = y,q), Bx(x =¥, )}
= min{min{uy (x, q), ux (v, @}, min{Bx (x, q), Bx v, @) }}
= min{min{uy (x, q), Bx (x, 9}, min{ux (v, ©), Bx (v, )3}
= min{(uy N Bx)(x,q), (ux N Bx) (v, 9}
4) (ux N ) ey~ @) = min{uy ey, @), By ey~ @)}
> min{min{uy (x, @), ux (v, @)}, min{Bx (x, @), Bx (v, )3}
= min{min{uy (x, q), Bx (x, )}, min{ux (v, @), Bx (v, )3}

= min{(ux N Bx)(x, q), (ux N Bx) (v, )}

Berdasarkan 1) hingga 4), terbukti bahwa As N B¢ merupakan subring QFS. o

Teorema 3.1.11. Misalkan (R,+,.) adalah ring. Misalkan pula bahwa (S,+,.)
merupakan subring Smarandache dari R di mana X c S adalah field X. Jika Ag

adalah subring QFS maka A¢ juga merupakan subring QFS.

Bukti:
Diketahui (R, +,.) adalah ring dan (S, +,.) merupakan subring Smarandache dari

R. Ambil sebarang x,y € Sdanq € Q



a pus(x—y,q)=1-—pus(x—y,q
<1-—min{us(x,q), us(v,q)}
= max{1 — us(x,q), 1 — ps(y, q)}
= max{us(x, q), us (v, )}.

b. us(xy,q) =1 — ps(xy,q)
<1 —min{us(x, @), us(y, q)}
= max{1 — us(x,q), 1 — us(y,q)}
= max{us(x, q), us(y, @)}

dan ambil sebarang x,y € X danq € Q

C. us(x—v,q9) =1—-ux(x—y,q
<1-—min{uy(x,q), ux(v,q)}
= max{1 — uy(x,q),1 — ux (v, q)}
= max{uy (x, q), ux (v, 9}

d ug(xy™q) =1—py(xy™'q)
<1 -—max{ux(x, q),ux,q)}
= min{1 — puy (x,9), 1 — ux (v, @)}

= min{u§ (x, @), ux“ (v, @)}

Berdasarkan a hingga d terbukti bahwa A% merupakan subring QFS. o

Definisi (3.1.12) Ideal @Q-Fuzzy Smarandache
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Misalkan (R, +,.) ring. I ideal Smarandache dari R di mana X c I adalah

field. @ merupakan himpunan tidak kosong. Himpunan Q-fuzzy A; di R yaitu,

A ={((x,q), 1a(x,q))I(x,q) € R x Q} disebut ideal Q-fuzzy Smarandache jika

Haps memenuhi beberapa kondisi berikut,

1. uy, dibatasi pada I x Q dinotasikan dengan y;, memenuhi aksioma berikut,

a) p(x —y,q) = min{y; (x, ), 1, (v, 9)}
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b) w;(xy,q) = max{y, (x, q), i, (v, )}
Vx,y€l,y+0danq € Q

2. py, dibatasi pada X x Q dinotasikan dengan uy, memenuhi aksioma berikut,

a) px(x —y,q) = min{uy (x, q), ux v, q)’}
b) ux(xy~t, q) = min{uy (x, @), ux (v, )}
Vx,y€X,y#0danq € Q

Ideal Q-fuzzy Smarandache dinotasikan dengan ideal QFS

Contoh 3.1.13
Berdasarkan Contoh 3.1.9 kondisi kedua telah terpenuhi. Selanjutnya akan

ditunjukkan u,, yang dibatasi pada I x @ memenuhi aksioma berikut,

Lo —y,q) =2 minu (x, @), 1 (v, 0}

Misalkan K = {0, 4,8} dan L = {2,6,10} sehingga beberapa kemungkinan yang

terjadi adalah,

a. Ambil sebarangx e Kdany € L maka (x —y) € L
U (x—vy,q) = 0.5 danmin{y;(x, q),4;(y,q)} = min{1,0.5} = 0.5 sehingga
kondisi i terpenuhi.

b. Ambil sebarang x € L dany € K maka (x —y) € L
u(x —y,q) = 0.5 dan min{y;(x,q), 4;(y,q)} = min{1,0.5} = 0.5 sehingga
kondisi i terpenuhi.

c. Ambil sebarang x,y € K maka (x —y) € K
wx—y,q)=1 dan min{y(x,q), (¢} =min{1,1} =1 sehingga
kondisi i terpenuhi.

d. Ambil sebarang x,y € L maka (x —y) € L
u;(x —vy,q) = 0.5 dan min{y; (x, q), ;(v,q)} = min{0.5,0.5} = 0.5 sehingga

kondisi i terpenuhi.
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i p(xy, q) = max{y; (x, q), (v, @)}
a. Ambil sebarang x € K dan y € L maka (xy) € K
u;(xy,q) = 1 dan max{y;(x, q), 4;(y,q)} = max{1,0.5} = 1 sehingga kondisi
ii terpenuhi.
b. Ambil sebarang x € L dan y € K maka (xy) € K
u;(xy,q) = 1 dan max{y;(x, q), 4;(y,q)} = max{0.5,1} = 1 sehingga kondisi
ii terpenuhi.
c. Ambil sebarang x,y € K maka (xy) € K
u;(xy,q) = 1 dan max{y; (x, q), u;(v,q)} = max{1,1} = 1 sehingga kondisi ii
terpenuhi.
d. Ambil sebarang x,y € L maka (xy) € K
ur(xy,q) = 1 dan max{y;(x, q), u;(y, q)} = max{1,1} = 1 sehingga kondisi ii
terpenuhi.
Dari hasil perhitungan diperoleh bahwa kedua kondisi telah terpenuhi sehingga

A; merupakan ideal QFS dari Z,.

Teorema 3.1.14. Misalkan (R, +,.) ring. Misalkan pula bahwa (I, +,.) merupakan
ideal Smarandache dari R di mana X c I adalah field. Irisan dari dua ideal QFS

juga merupakan ideal QFS.

Bukti:

Diketahui (R,+,.) adalah ring dan (I,+,.) merupakan ideal Smarandache.
Dimisalkan A; dan B; adalah dua ideal QFS. Akan dibuktikan irisan dari dua ideal
QFS juga merupakan ideal QFS.

a. Ambilx,y el danq €@

1L (unpPx—yq) =min{w(x—y,q@),B(x—y,q}
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= min{min{y; (x, ), 4; (v, 9}, min{B; (x, q), B; (v, ©)}}
= min{min{y, (x, q), B; (x, )}, min{w; (v, ©), B; v, ) }}
= min{(w; N BN (x, @), (ur 0 BN, @)}
2. (ur 0 B (xy, q) = max{p; (xy, q), Bi (xy, @)}
= max{max{y; (x, q), u; (v, 9}, max{p; (x, ), B; (v, 03}
= max{max{y, (x, @), B;(x, q)}, max{y; (v, @), B; (v, O}}
= max{(u N B (x, @), (w0 B, @)}
b. Ambil x,y € X dan q € Q
1. (ux N Bx)(x —y,q) = min{uy(x —y,9), Bx (x — ¥,9)}
= min{min{uy (x, q), iy (v, )}, min{By (x, q), Bx (v, )3}
= min{min{uy (x, q), Bx (x, @)}, min{ux (v, @), Bx (v, )3}
= min{(ux N Bx)(x, 4), (ux N Bx) (v, O}
2. (ux N B)(xy ™1, q) = min{uy (xy ™, @), By (xy ", @)}
> min{min{uy (x, q), ux v, )}, min{Byx (x, q), Bx v, )3}
= min{min{uy (x, q), Bx (x, )}, min{ux (v, @), Bx v, )3}

= min{(ux N Bx)(x, q), (ux N Bx) (v, @)}

Berdasarkan a dan b terbukti bahwa A; N B; merupakan ideal QFS. o

Teorema 3.1.15. Misalkan (R,+,.) adalah ring. Misalkan pula bahwa (I,+,.)
merupakan ideal Smarandache dari R di mana X c I adalah field. Jika A; adalah

ideal QFS maka A juga merupakan ideal QFS.

Bukti:
Diketahui (R, +,.) adalah ring dan (1, +,.) merupakan ideal Smarandache dari R.
Akan ditunjukkan bahwa A§ juga merupakan ideal QFS.

Ambil x,y e I dan q € Q
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a. uf(x—y,q)=1-p(x-yq)
< 1-min{y (x,q), 1 (v, q)}
=max{1l — u;(x,q),1 — w;(y,9)}
= max{uj (x, q), uj (v, 9)}-

b. uf(xy™,q) =1 -y, q)
< 1 —max{y(x,q), 1 (v, q)}
= min{l — p;(x,q), 1 — (v, )}
= min{uj (x, @), 1 (v, @)}

dan ambil x,y € X danq € Q

C. uys(x—y,q9) =1—-pux(x—y,q
<1 —min{uy(x, @), ux (v, q)}
=max{1 —ux(x,q),1 —ux(y,q)}
= max{ui (x, q), ux v, 9)}-

d. ugCGey™q) =1—pux(xy~ 1 q)
< 1-—max{ux(x, q),ux»,q)}
= min{l — ux(x,q), 1 — ux (¥, q)}

= min{u§ (x, @), ux“ (v, @)}

Berdasarkan a hingga d terbukti bahwa Af merupakan ideal QFS. o

Teorema 3.1.16. Misalkan (I, +,.) adalah ideal Smarandache dari ring R di mana
X c I adalah field. A; adalah ideal QFS dari R jika dan hanya jika,

p(x,q) = w(e, q) < p(0,q) dan px (x, q) = px (e, q) < px(0,9)
Untuk setiap x € I dan x € X. 0 dan e berturut-turut merupakan elemen identitas

dari I dan X. Untuk setiap q € Q.
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Bukti:
(=) Diketahui bahwa I adalah ideal Smarandache dan A; adalah ideal QFS.
a. Ambil sebarang 0,e,x,€ I dan g € Q.
11(0,9) = py(e + (—e), q) = minfu; (e, @), (e, @)} = py (e, q)
jika x € I, x # 0 maka
ur(x, q) = py(x. e, q) = minfp; (x, q), (e, )3 = (e, q)
weq) = w(x~.x,q) = minf,; (x, @), 1 (x, 9} = 1 (x, @)
b. Ambil sebarang 0,e,x,€ X dan q € Q
1x (0,q) = px(e + (—e), q) = min{uy (e, q), ux (e, @)} = pux (e, q)
jika x € X,x #= 0 maka
px (x,q) = px(x.e,q) = minfux (x, q), ux (e, @)} = ux (e, q)
ux (e, q) = py (x'.x, q) = minfuy (x, @), ux (x, @} = px (x, @).
Telah terbukti bahwa,

ur(x,q) = (e, q) < py(0,q) dan ux (x, q) = pux(e, q) < pux(0,9)
(<) Diketahui bahwa I adalah ideal Smarandache dan
ur(x,q) = e, q) < py(0,q) dan px (x, q) = pux (e, q) < pux (0, q).
a. Untuk setiap x,y € I, jika x # y maka
ur(x —y,q) = (e, q) = min{y; (x, @), w; (v, q)}
dan jika x = y maka
ur(x —y,q) = 1(0,q) = minfy; (x,q), 1 (v, @)}
b. Untuk setiap x,y €I, jika x = 0 atau y = 0 maka
wr(x.y,q) = max{p; (x, @), u; (v, q)}
dan jika x # 0,y # 0 maka
ur(x.y,q) = (e, q) = max{p; (x, ), u; (v, q)}

c. Untuk setiap x,y € X, jika x # y maka

ux(x —y,q) = px(e,q) = min{uy (x, q), ux (v, @)}
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dan jika x = y maka
px(x —y,q@) = ux(0,q) = min{uy (x, q), ux (v, q)}

d. Untuk setiap x,y € X, jika x = 0 atau y = 0 maka

px (e.y ™Y, @) = min{uy (x, q), px (v, @)}

dan jika x # 0,y # 0 maka

px ey~ q) = py (e, q) = minf{uy (x, q), ux (v, 3.

Telah terbukti bahwa A; adalah ideal QFS dari ring R. O

Definisi 3.1.17 (Koset Q-Fuzzy Smarandache)

Misalkan R ring Smarandache di mana X c I adalah field. Misalkan A4;
adalah ideal QFS dari R. Himpunan Q-fuzzy A, dari R (di mana x € C c R) yaitu,
A, = {((r,q),yAx (r, q)) [(r,q) € R X Q} disebut koset Q-fuzzy Smarandache jika
Kay didefinisikan dengan,

ta, (@) = pa,(r — x,q)
untuk setiap (r,q) € R X Q.

Koset Q-fuzzy Smarandache dinotasikan dengan koset QFS.

Contoh 3.1.18. Diberikan (Z,,,+,.) ring Smarandache di mana C c Z;, yaitu
¢ ={0,4,8} adalah field. Diberikan 4; ideal QFS sebagaimana Contoh 3.1.13.

Akan ditunjukkan A, adalah koset QFS.

Bukti:

Akan ditunjukkan A, koset QFS yang memenuhi

ta, (@) = pa,(r — x,q) €Y

ambil sebarang x € C,r € R dan q € Q.
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Berdasarkan Tabel 3.9 diperoleh bahwa A, memenuhi (1) sehingga 4, adalah

koset QFS.
Tabel 3.9 Hasil Operasi Koset QFS
T x (r—x) pa, (r—x,1)
0 0 1
0 z g 1
8 ) 1
0 1 0.1
T z 9 0.1
8 5 0.1
0 2 0.5
2 z 10 0.5
8 6 0.5
0 3 0.1
3 z 11 0.1
8 7 0.1
0 4 1
7y z 0 1
8 8 1
0 5 0.1
5 Z T 0.1
8 9 0.1
0 6 0.5
6 z 7 0.5
8 10 0.5
0 7 0.1
7 n 3 0.1
8 11 0.1
0 8 1
8 z Z 1
8 0 1
0 9 0.1
9 z g 0.1
8 1 0.1
0 10 0.5
(10) z 6 05
8 2 0.5
0 11 0.1
an Z 7 0.1
8 3 0.1
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Teorema 3.1.19. Misalkan R ring Smarandache di mana C c R adalah field. Jika
A; adalah ideal QFS dari ring R maka
pa,(x+71,q9) = pa, (r+x,q) =y, (r,q)

untuk setiap x € C,r e Rdanq € Q

Bukti:
Diketahui R ring Smarandache dan 4; ideal QFS dari ring R. Akan ditunjukkan
bahwa
ba,(x+7,q) = pa, (r+x,q9) =y, (r,q)
untuk suatu x € C,r € R danq € Q
pa,(x+71,9) =ps, (x+7—2x,9)
= Uy, (r,q)
dan
pa,(r+x,q) =py, (r+x—xq)
= pg, (r, q).

Terbukti bahwa py, (x +7,q) = uy, (r + x,q) = pa,(r,q) 0.

Definisi 3.1.20 (Koset Smarandache dari Ideal QFS)
Misalkan R ring. I ideal Smarandache dari ring R di mana X c [ adalah
field dan 4; ideal QFS dari ring R. Himpunan Q-fuzzy x + A; dari R
(di mana x € X) yaitu, x+A4; = {((x + v, 9, 124, @)1, @) € R x Q} disebut
koset Smarandache dari ideal QFS jika x + A; didefinisikan dengan,
tera, @) = pa, (Y — x, )

untuk setiap (y,q) € X X Q
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Contoh 3.1.21. Diberikan (Zi,,+,.) ring. (I,+,.) ideal Smarandache dari Z;, di
mana X c I yaitu X ={0,4,8} adalah field dari I. 4, ideal QFS sebagaimana

Contoh 3.1.13. Akan ditunjukkan x + A; adalah koset Smarandache dari ideal

QFS.

Bukti:
Akan ditunjukkan x + A; adalah koset Smarandache dari ideal QFS yang

memenuhi,

tata, V@) = sy — x,9) 2

ambil sebarang x,y € X dan g € Q.
Berdasarkan Tabel 3.10 diperoleh bahwa x + A; memenuhi (2) sehingga x + 4,

adalah koset Smarandache dari ideal QFS.

Tabel 3.10 Hasil Operasi Koset Smarandache dari Ideal QFS

y—x) pa,(y —x,1)

)

(00)]

NN
oo | | | 0o | ) | ) | 0 | b | | R
O[> | 0| 00 | O | b | ) | 0y |
RIRrRR R RR R R

Teorema 3.1.22. Misalkan R ring. I ideal Smarandache dari R di mana X c |
adalah field. Misalkan 4, ideal QFS dari R. Jika R/A; adalah himpunan semua
koset-koset dari ideal QFS A; di R maka R/A; adalah ring dari koset

Smarandache pada ideal QFS 4;.
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Bukti:
Didefinisikan operasi penjumlahan + dan perkalian . pada R/A; sebagai berikut,
(x+AD++A4)=x+y)+A4
(x+A4D. (v +4) = (x.y) + 4
untuk setiap x,y € R dan g € Q
A. Akan ditunjukkan bahwa (R/A;,+,.) adalah ring
1. Akan ditunjukkan bahwa (R/A; , +) merupakan grup komutatif

a. Akan ditunjukkan bahwa R /A; tertutup terhadap operasi penjumlahan
Ambil sebarang x + 4;,y + A; € R/A;

(x+AD++A4) = +y)+4

b. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum asosiatif
Ambil sebarang x + A;,y + A;,z+ A; € R/A;

(c+AD+ @ +AD)+@E+A) =(Cx+y)+ A4, +z+ 4
=(x+y)+z+4
=x+W+2)+4)
=@ +A)+ (G +4) + (2 +4))

c. Akan ditunjukkan bahwa 0 + A; € R/A; adalah elemen identitas terhadap
operasi penjumlahan. Ambil sebarang x + A; € R/A; berlaku,
(x+A4)+O0+A4)=0+A)+x+A4)=x+A4)

d. Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen di R/A; memiliki invers terhadap
operasi penjumlahan. V(x+ A;) € R/A;,3 —(x+ A;) € R/A; sedemikia
sehingga
(x+A)+(~(x+4))=(x—x)+ A4, =0+4
(—x+AD+x+A)=(x+x)+4,=0+4

e. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif

Ambil sebarang x + 4;,y + 4; € R/4;
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(x+AD+ O +4A) = +y)+A4
=W+x)+4
=W +A4)+x+4)
Terbukti bahwa (R/A; ,+) adalah grup komutatif.
2. Akan ditunjukkan bahwa (R/A;,.) merupakan semigrup
a. Akan ditunjukkan bahwa R/A; tertutup terhadap operasi perkalian
Ambil sebarang x.A;,y.4; € R/A;
(x.A) + (-4 = (x.y) + 4
b. Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif
Ambil sebarang x. A4;,y.A;,z.A; € R/A,;
((x+A4D. (v +A4D).z+A) = (x.y)+ Az + 4
= x.y).z+ A4
=(x.(y.2) +4))
=(x+A). (0 +A4).-z+AD)
Terbukti bahwa (R/A,.) adalah semigrup.
3. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan dan perkalain memenuhi
hukum distributif. Ambil sebarang x + 4;,y + 4;,z + A; € R/A;
(x+AD. (D +AD+@+A))=(x+A4A)D.(v+2)+ 4
=x.(y+2)+ 4
= ((x. ) + (x. z)) + A
=xy+A4A)+x.z+A4)
=((x+A4D.- 0+ 4)) +((x+A4).(z+ A4D)
Berdasarkan 1, 2 dan 3 terbukti bahwa (R/A4; , +,.) adalah ring
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (X/4,, +,.) adalah field
B. Akan ditunjukkan bahwa (X/A4;, +,.) adalah field

1. Akan ditunjukkan bahwa (X/A;,+) merupakan grup komutatif
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(a) Akan ditunjukkan bahwa R /A, tertutup terhadap operasi penjumlahan
Ambil sebarang x + A;,y + A; € X /A,
x+AD+ O +4D)=x+y)+4

(b) Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hokum
asosiatif. Ambil sebarang x + A,y + A;,z+ A; € X /4,

(c+AD+ O +AD)+ E+AD =(x+y)+ A +z+ 4
=(x+y)+z+A4
=x+W+2)+4)
=(@+A)+(O+A) + (z+4))

(c) Akan ditunjukkan bahwa 0 + A; € X/A; adalah elemen identitas terhadap
operasi penjumlahan. Ambil sebarang x + A; € X/A; berlaku,
x+A4AD)+O0+A4)=0+4)+x+A)=K+A4)

(d) Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen x + A; € X/A; memeiliki invers

(—x + A4;) € X/A,; sedemikia sehingga

x+AD)+(—x+A)=x—-x)+4, =0+ A4,

(x+A)+x+A)=(—x+x)+A4, =0+ 4

(e) Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum
komutatif. Ambil sebarang x + A;,y + 4; € X/A;

(x+AD+ O +4AD)=(x+y)+4
=(y+x)+ 4
=W+4)+x+4)

Terbukti bahwa (X /A4, ,+) adalah grup komutatif.

2. Akan ditunjukkan bahwa (X /4, ,.) merupakan semigrup

(a) Akan ditunjukkan bahwa X /A, tertutup terhadap operasi perkalian
Ambil sebarang x. 4;,y.A; € X/4;

(x.AD+ . A) = (x.y) + 4
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(b) Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi hukum asosiatif
Ambil sebarang x.4;,y.4;,z.A; € X/4;
((x+A4D. v+ A4D).(z+A4) = (x.y) + Az + 4
= (x.y).z+ 4
= (y.2) +4))
=(x+A). (0 +A4).(z+4))
Terbukti bahwa (X/4;,.) adalah semigrup.
3. Akan ditunjukkan operasi penjumlahan dan perkalain memenuhi hukum
distributif. Ambil sebarang x + 4;,y + 4;,z+ A; € X/4;
(x+AD. (G +AD+(@z+A4A))=(+A4).(y+2)+4)
=x.(y+2)+ 4
== ((x.y) + (x.z)) + 4
=xy+4)+x.z+A4)
=((x+A4). O+ A)) + ((x+A4p.(z+ AD)

4. Akan ditunjukkan bahwa 1+ A; € X/A; adalah elemen identitas terhadap
operasi perkalian. Ambil sebarang x + A; € X/A;
(x+A4).A+A4)=0A+A4).(x+4)=(x+A4)

5. Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen tidak nol di X/A; memiliki invers
terhadap operasi perkalian. V(x + 4,) € X/A,,3(x"1 + A;) € X/A, sedemikia
sehingga
(x+A).(x 1+ 4) =(x.x D)+ 4, =144
(x T+ A4).(x+A4)=@xLx)+4, =1+4

6. Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan memenuhi hukum komutatif.
Ambil sebarang x + 4;,y + A; € X/4;

(x+A4).(y+A4) =(y) + 4

= (y.x) + 4;
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=@ +A).(x+A4)

Terbukti bahwa (X /A4;,+,.) adalah field. o
Jadi R/A; adalah ring dari koset Smarandache pada A; sehingga R/A; disebut

sebagai ring kuosien Smarandache dari R oleh A4; atau ring kuosien QFS.

3.2 Produk Cartesian dari Ring Q-Fuzzy Smarandache

Dalam subbab ini akan dibentuk struktur baru dua atau lebih ring QFS
pada satu ring Smarandache dan beda ring Smarandache beserta sifat-sifatnya
yang berlaku di dalam paper Malik dan Moderson (1991), Ray (1999), serta

Aktas dIl (2006).

Definisi 3.2.1 (Produk Cartesian Himpunan Q-Fuzzy)

Misalkan A dan B berturut-turut merupakan himpunan Q-fuzzy dari
himpunan X dengan masing-masing fungsi keanggotaan u, dan pg. Produk
cartesian dari dua himpunan Q-fuzzy A dan B dalam semesta X X X X Q
didefinisikan sebagai berikut,

AxB={((xy, @) taxs (7, ©)I(x,y,q) € X X X X Q}
di mana
taxe (6, ¥),q) = min{u, (x, q), up (v, @)}

untuk setiap x,y € X x X dan Q = {q}

Teorema 3.2.2. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Jika A dan B masing-masing adalah ring QFS

dari R maka A x B adalah ring QFS dari (R X R).
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Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. A dan B masing-masing
merupakan ring QFS dari R. Akan dibuktikan bahwa A x B adalah ring QFS dari
(R X R).
Ambil x;,x, € C,y;,y, € Ddan q € Q
a. (ue X up)((x1, 1) = (x2,¥2),4) = (ue X up)((x1 — %2, 31 — ¥2),q)

= min{uc (1 —x2, @), up 1 — Y2, @)}

{uc G, @), e (xz, CI)}'}}

> min {min{{MD 1, @), ip V2, @)}

S {min{#c Cer, @), 1p (1, q)},}

min{uc(x2, @), tp (v2,9)}

_ o {(#c X up)((x1, 9, (yl.q)),}
= min
(‘uc X ‘u'D)((xZ' CI)' (yZﬁ CI))

b. (e x up)(Cer, y1). (2y2)7 4 q) = (e X up) ((x1-x2_1»}’1-}’2_1)»CI)

= min{uc (x1.x3%, @), 1, 1. v2 L, O}

{uc O, @), pe (xz, CI)}'}}

> min {min {{“D LD, iy V2, @)}

= il {min{uc Cer, @), 1p 1, q)}.}

min{uc(x2, @), p V2, 9)}

_ {(Mc X up)((x1,9), (yl.q)),}
= min
(‘uC — ‘U'D)((XZ' CI)' (yZﬁ CI))

Jadi A x B adalah ring QFS dari (R X R). O

Teorema 3.2.3. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Misalkan pula 0 dan e berturut-turut merupakan
elemen identitas atas operasi penjumlahan dan perkalian dari R. Jika A X B

adalah ring QFS dari (R x R) maka berlaku

i (ue % 1p)((0,0),9) = (ue X up)((x,¥),9)
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ii. (ue X up)((e,e),q) = (ue X up)((x,¥),9)

Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. A dan B merupakan ring QFS.

Ambil sebarang x € C,y € D,q € Q serta 0 dan e masing-masing merupakan
elemen identitas dari R.
i (e % 1p)((0,0),q) = e x pp ((x + (1)), (v + (=), q)
= min{uc(x + (=x),q), up (x + (=x), 9)}
> min{min{{uc (%, @), e (=%, @)} tup 07, @), 1p (=¥, 3}}
= min{min{uc (x, @), uc (x, @)}, min{up (v, ), up (v, 93}
= min{{uc(x, )}, {up v, O3}
= (uc % up)((x, ), )0
i (e % 1p)((e,€),q) = (e x p) (™), ™). q)
= min{pc(ex ™, @), up (ex ™", @)}
> min{min{{sc (x, @), uc x ™", O} {p &0, ), 1 1, D3}

= min{min{uc (x, 0), uc Cx, O3}, minfu, (v, @), 1, v, D}
= min {{uc G, )}, {11, 7, )}

= ('“c X #D)((x’ Y), q)D

Teorema 3.2.4. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field, dan e elemen identitas dari R. Jlka A XB
adalah ring QFS dari (R x R) maka berlaku,

1. uc(x,q) < pc(e q) atau pp(x,q) < up(e, q)

2. up(e,q) = uc(x,q) untuk setiap x € C atau up(x,q) < up(e,q)

3. uc(e,q) = pp(x, q) untuk setiap x € D atau uc(x,q) < pc(e,q)
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Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. Diketahui pula bahwa A x B
adalah ring QFS dari (R X R).
1. Misalkan x € C,y e D,e€ R dan g€ Q. Andaikan u-(x,q) > uc(e,q) dan
t1p(y,q) > pp(e, q)
e X p((6,),9) = min (s (%, ), 15 (7, @)
> min (uc (e, @), y(e, )
= ue % up((e,€),q)
tampak terdapat kontradiksi pada u: x up((x,¥),q) > ue % up((e, €),q) sehingga,
pengandaian salah. Jadi A x B adalah ring QFS dari (R X R).
2. Misalkan x € C,y € D dan g € Q. Andaikan u-(x,q) > up(e,q) dan
tp (¥, q) > pup (e, q)
e X u, = min (uc(x),uD(y))
> min(yp (e), p (e))
= Up X Up ((e, e), Q)
tampak terdapat kontradiksi pada e X up((x,¥),q) > up X up((e,e),q)

sehingga, pengandaian salah. Jadi A x B adalah ring QFS dari (R X R).

3. Bukti analog dengan 2

Terbukti bahwa ketiga kondisi di atas terpenuhi o

Teorema 3.2.5. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Misalkan pula 0 elemen identitas atas operasi

penjumlahan dari R. Jika A X B adalah ring QFS dari (R X R) maka berlaku,

1. pe(x,q) < pc(0,q) atau up(x, q) < pp(0,9)
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2. pup(0,9) = pc(x, q) untuk setiap x € € atau up (x,q) < up(0,q)
3. up(0,q9) = up(x, q) untuk setiap x € D atau u-(x,q) < uc(0,q)

Bukti: analog dengan Teorema 3.2.4. o

Teorema 3.2.6. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Misalkan A dan B merupakan ring QFS.

1. Jika pp (e, q) = pc(x,q) maka e x pup((x, ), q) = pc(x,q)

2. Jika pup (0,q) = pc (x, ) maka pe X pup((x,0),q) = pc(x, q)

3. Jika pc (e, q) = pp(x,q) maka e x pup((e,x),q) = up(x,q)

4. Jika ,Llc'(o, CI) = Hp (x, CI) maka He X “D((Oﬁ X), CI) = HUp (x' Q)

Bukti:
1. Diketahui up(e,q) = uc(x,q). Ambilx € C,e € R dan q € Q
pe % pp((x,€), q) = min{ue (x, @), up (e, q)}
= tic(x,q) 0
2. Bukti analog dengan 1 o
3. Diketahui uc(e,q) = up(x,q). Ambil x € C,e e R dan q € Q
uc % pp((e, x), q) = min{uc (e, ), up (x, 9)}

=up(x,q) o

4. Bukti analog dengan 3 0

Teorema 3.2.7. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Dimisalkan pula bahwa uy(e,,q) = u.(x,q) dan
1p(0,q) = p(x,q). Jika A X B adalah ring QFS dari (R x R) maka A adalah ring

QFS dari dari R.
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Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. A x B adalah ring QFS dari R X R.

Akan dibuktikan bahwa A adalah ring QFS dari R dengan menggunakan

Up (e' Q) = Uc (X, CI) dan Up (0, CI) = Uc (x, Q)

1. Ambilx e C,ye D,0eRdanqg € Q
pe(x =y, @) = pe x pp((x = ,0),q)
> min (Mc X pp((x,0),q), uc X up((v,0), q))
= min (min (e ), 145(0, @), min(c (v, 0), 1 (0,9))) )
= min(uc (x, ), 1c (v, @)
2. Ambilx e C,yeD,ee Rdanq € Q
ueCey™hq) = ne x (G vy~ e),q)
> min (g, % u,(Ce €),q), 1, % 1, (v, €),9) )
= min(min(u¢ (x, q), tp (e, @)), min(pc (v, @), p (e, 9)))

= min(uc (x, @), 1 (v, 9))

Jadi A adalah ring QFS dari dari R.o

Teorema 3.2.8. Misalkan (R, +,.) adalah ring Smarandache di mana C c R dan
D c R berturut-turut adalah field. Dimisalkan pula bahwa u.(e, q) = up(x,q) dan
uc(0,q) = up(x,q). Jika A x B adalah ring QFS dari (R x R) maka B adalah ring
QFS dari dari R.

Bukti: Analog dengan Teorema 3.2.7. o

Sebelumnya telah dibangun struktur baru tentang produk cartesian dari

dua himpunan Q-fuzzy sebagaimana Definisi 3.2.1. Selanjutnya, akan dilakukan
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generalisasi pada produk cartesian dari dua himpunan Q-fuzzy. Berikut

pendefinisiannya,

Definisi 3.2.9
Misalkan Aq, ..., A, adalah himpunan-himpunan Q-fuzzy dalam (berturut-turut)
X, ..., X dengan masing-masing fungsi keanggotaan p,,, ..., us . Produk cartesian

dari 44, ..., 4,, dalam semesta X x ... x X x Q didefinisikan sebagai

((xli ﬁxn)' CI)' .u'Alx...XAn ((xlf ey xn)' CI)) |

A1 X ... X An = (
((cgy o 20),9) EX XX X X Q
di mana,

MA;x..xA, ((xl' s Xp ), Q) = min{?ﬁ"ﬂAl (x1,9), v Mg, (@)}

untuk setiap x4, ...,x, € X, ...,X dan Q = {q}

Teorema 3.2.10. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C; Cc R,
(untuk i =1,2,...,n) berturut-turut merupakan field. Jika A4, ...,4, adalah ring

QFS maka A4, X ... x A,, adalah ring QFS dari R X ... X R.

Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. Diketahui pula bahwa A4, ..., 4,
adalah ring QFS dari R. Akan dibuktikan bahwa A4; X ... x 4, adalah ring QFS dari

R X ...x R. Ambil (xq, ..., x,), y1, ..., ¥,) € C; Sertaq € Q
a. (e, X X e, ) (1, s %) = 1 o V), )

= (HQ X ... X ,ucn)((x1 — Y Xn T Yn):CI)

= min{uc, (41 = ¥1,9), -, e, on = Y, 0}

> min {min {{uc, Ge1, @), e, 01, D} - {1, G @), 116, O D}
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= min {min{ucn e, @)y s i, G O} minfpie, 31, @), oo tic, O q)}}

= min{ (g, % o % 1, )(Gets @ s Gonn ), (i, X X i WY1 @D Gres D))
b. (ue, X X pe, (o1, s %) 1 0, ¥2) 72, q)

= (s, % % e, ) (T o X0y, 4)

= min{uc, 0c1.¥75 @), s tic, G- Y0 L @)}

> min {min {{uc, Ge1, @), e, 01, D} - {1, G @), 116, O D}

= min {min{ucn (X1, @), wees b, ey O} min{uc, 31, @), -oe tic, G q)}}

= min{(uc, % % e, ) (Gets D oes Cons ), (ti, X o 1) (1D s O D))

Jadi 4; X ...x A, adalahring QFS dariR X ...X R. O

Teorema 3.2.11. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C; C R,
(untuk i = 1,2, ...,n) berturut-turut merupakan field. Jika A; x ... x 4,, adalah ring

QFS dari (R X ...x R) maka berlaku
i (e, % % tg, ) ((0c, - 00,),0) = (e X oo X g, ) (Cets o %), 4)

it (e, % % tg, ) ((ecys - ec, ) @) = (e, X oo X g, ) (Gety o %), 4)

Bukti:

Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. Begitu juga dengan Q = {q} serta
diketahui bahwa A; x ... x A,, adalah ring QFS dari (R X ... X R). Akan dibuktikan
bahwa kedua kondisi di atas terpenuhi,

i. Ambil (x4, ..., x,), (—=x1, ..., —x,) € C;untuki =1,..,n,q €Q

(,uc1 X . X '“Cn) ((OAl, OAn),q)

= (ycl X .o X an) ((x1 + (=x1), e, (300 + (_Xn)))'q)
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= min{uc, (x1 + (—x1), ), ..., i, O + (=), @)}
> min{min{uc, (x1,q), ¢, (x1, @)}, ..., min{uc, (x,, @), uc, G, )}
= min{{uc, (x1, @)}, -, {1c, (tn, Y}
= (uc, X X e, ) (G, s %), q)

ii. Ambil (x4, ..., x,), (—x1, ..., —x,) € C;untuki =1,..,n,q € Q
(e, X X uc,) ((eAl’ ...,eAn),q)

= (e, X . X pic,) ((xl.xl—ll ----(xn-x,jl)),q>

min{uc, (x1. %1%, @), ., i, (en- %71, @)}

v

min{min{ﬂCl (le CI); :uCl (xll CI)}; s min{:uCn (xn! q)' :uCn ('xn' q)}}

min{{.uCl (xl' q)}' ey {.uCn (xn' q)}}

= ('ucl X .. X MCn)((xl' ---:xn)' q)

Terbukti bahwa kedua kondisi tersebut terpenuhi. O

Teorema 3.2.12. Misalkan (R,+,.) adalah ring Smarandache di mana C; C R,

(untuk i =1,2,...,n) berturut-turut merupakan field. Dimisalkan pula bahwa

(,uC1 X ... X “Cn) ((Ocl' w0 0c.)s q) > (“61 X .. X “Cn) ((x1, .., x,),q) dan

(,uC1 X o X “Cn) ((ecl, s €C,)s q) > (“Cl X X “Cn) (g, e x0), ).
Jika A; X ..Xx A, adalah ring QFS dari (RX..XR) maka 4; (i=1,..,n)

merupakan ring QFS dari (R X ... X R).

Bukti:
Diketahui bahwa R adalah ring Smarandache. Begitu juga dengan Q = {q} serta
diketahui bahwa A; X ... x A4,, adalah ring QFS dari (R X ... X R). Akan dibuktikan

bahwa 4; (i = 1, ...,n) adalah ring QFS dari (R X ... X R) dengan menggunakan
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(“61 X o X “Cn) ((Ocl» w0 0c.)) q) > (“Cl X o X “Cn) ((x1, ..., %), q) dan

(e, % %1 ) ((ecys recy ) @) = (g, % o xae ) (et s ), ).
i, Ambil (), (), (0,) € C,(i = 1,2, .., n) serta Q = {q}.
pe, G = v @) = (e, X X g, ) (i = 1,00, 9)
= min{(uc, X ... X e, )(Cxi, 0), @), (e, X - e, )(B,00), 4)}

. {{(#cl X X Ilcn)(xi'Q)’ (.Ucl X .. X .uCn)(OirQ)}:}
= min
{(uc, % X e, )i @), (e, X X e, ) (04, @)}

. {{(Mcl XX llcn)(xi'CI)» (.Uc1 X ... X ch)(xi»Q)}:}
= min
{(uc, X X uc )1 @), (pe, X o X ue, )1, @)}

= min{(ug, % - % e, )G @) (e, X o X e, )00 D)
= min {min {{Mq (1, @), oo i, Cons D Y {te, 01, @, oo tic, O q)}}}
= min(uc, (xi, @), tie, i, 9)
ii. Ambil (x;), (v;), (e;) € C:(i = 1,2,...n) serta Q = {q}.
e, (v q) = (e, x - x ue,) (vt e q)
> min{(uc, % . % e ) (G e, @), (e, % o % e, ) (i e)r @)

\\ . {{(#61 X .. X #Cn)(xi'Q)' (Hcl XX #Cn)(ei’Q)}'}
= min
{(ue, % X e )i @), (e, % X e, ) (e, )}

o {{(uc1 XX g, ) (e, @), (pie, X o X #Cn)(xi'CI)}:}
= min
{(ue, % o pe, )i @), (e, X X pe, )i @)}

= min{(uc, X ... X p¢, ) (i, @), (e, X X pic, ) i @)}

= min {min {{gc, (¥1, 9, ., e, G @} {ttc, 01, @, o i, O Y}
= min(uc, (x;, @), ke, (¥, 9) O
Selanjutnya diberikan produk cartesian ring QFS dari ring Smarandache

yang berbeda. Untuk pembuktian Teorema akan merujuk Teorema 3.2.2 hingga

Teorema 3.2.12.
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Teorema 3.2.13. Misalkan (R;,+,.) dan (R, +,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c R; serta M c R, berturut-turut adalah field. Jika A
dan B berturut-turut adalah ring QFS dari R; dan R, maka A x B adalah ring QFS

dari (R; X R,).

Bukti:

Diketahui bahwa R; dan R, adalah ring Smarandache. Diketahui pula bahwa A
dan B merupakan ring QFS dari R, dan R,. Akan dibuktikan bahwa A x B adalah
ring QFS dari (R; X R,).

Ambil x;,x, € C dan y;,y, € M sertaq € Q
a. (uc X .UM)((XLM) - (xz}’Z)»CI) = (uc¢ X MM)((X1 — X2, Y1 — yz)»Q)

= min{uc (xy — x2,Q), k(Y1 — ¥2, )}

= min {min {{#C (x1,9), e (x2, q)},}}
\ {1, 01, O, 1y 72, D}

.. 1! {min{ﬂc(xpQ)rHM(J’lrQ)},}
= min
min{.u(;(qu)huM(yZ' q)}

_ . {(#C X MM((xlr q)r (YL Q)).}
= min
te Xy ((x2, @), 2, 0))

b. (uc X #M)((xlv}ﬁ)- (xz}’z)_lrQ) = (U¢ X Upm) ((x1-x2_1r3’1-}’2_1)ﬂ)

= min{uc (1. 231, @), (1. v2 1, @)}

> min {mll’l {{HC (xlr CI)' Uc (XZ: q)}r}}
- {um(yli q)'.um(yZ' Q)}

_ . {min{,uc(xl, CI): .um(yli Q)},}
= min
min{.uc(xZJ CI); HM(}’Z, CI)}

o {(uc X, ((x1, ), (yl,q)),}
= min
pe X (22, 0), 2, @)

Jadi A x B adalah ring QFS dari (R; X R,). O
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Teorema 3.2.14. Misalkan (R, +,.) dan (R,,+,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c R; serta M c R, berturut-turut adalah field. Misalkan
pula 0 dan e berturut-turut merupakan elemen identitas atas operasi
penjumlahan dan perkalian dari ¢ dan M. Jika A dan B berturut-turut adalah ring
QFS dari R; dan R, maka berlaku,

i (ue X i) ((0c, 0y, q) = (e X i) (6, %), q)

ii. (e X ) (Cecrem), q) = (ue % ) ((x,5),q)

Bukti:

Diketahui bahwa (R, +,.) dan (R,, +,.) adalah ring Smarandache. Diketahui pula
bahwa A dan B merupakan ring QFS dari R; dan R,. Akan dibuktikan bahwa
kedua sifat di atas terpenuhi.

i. Ambil x,—x,0 € C dany,—y,0 € M sertaq € Q
(e % 1) (O, 040, 0) = (e x ,) (2 + (=), (7 + (=3)),9)
= min{uc(x + (—=x), @), 1,y + (=), )}
> min{min{{uc (x, @), uc (6, O}, {1, &, O, 1, &7, O}
= min {{uc Ce, )}, {1, &, D}
= (ue X ) ((x, ), 0, D)
ii. Ambil x,—x,e € C dany,—y,e € M sertaq € Q
(e % ) (Cearen), @) = (e x ) ((x- @), (- 7™).q)
= minfu, (x. (7D, @, - ™1, )}
= min{min{{us (x, @), ua(x, O} {um O, O, um v, @333
= min{{p, (x, O}, {un &, O3}

= (ua * ) (6, @), (v, q))

Terbukti bahwa kedua kondisi tersebut terpenuhi. o
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Teorema 3.2.15. Misalkan (R, +,.) dan (R,,+,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c R; serta M c R, berturut-turut adalah field. Misalkan
pula e berturut-turut elemen identitas dari € dan M. Jika A x B adalah ring QFS
dari R; X R, maka berlaku,

1. uc(x,q) < pc(e, q) atau py (x,q) < uy (e, q)

2. uy(e,q) = uc(x,q) untuk setiap x € C atau uy (x,q) < uy(e, q)

3. uc(e,q) = uy(x,q) untuk setiap y € M atau pc(x,q) < pc(e q)

Bukti:
Diketahui bahwa R; dan R, adalah ring Smarandache. Diketahui pula bahwa
A X B adalah ring QFS dari R; X R,. Akan dibuktikan ketiga kondisi tersebut.
1. Misalkan x,e € C,y,e' € M dan q € Q. Andaikan u.(x,q) > uc(e,q) dan
un (v, q) > 1y (e, q)
pe Xty ((x,), q) = min(uc Cx, @), 14y (v, 9))
> min(uc (e, q), 1y (e, q))
= uc X uy((e,e),q)
Tampak terdapat kontradiksi pada uc X puy ((x,¥),q) > e % uu((e, €),q)
sehingga, pengandaian salah. Jadi A x B adalah ring QFS dari (R; X Ry).
2. Misalkan x,e€ C,y,ee M dan q € Q. Andaikan puc(x,q) > uy(e,q) dan
v, @) > puu (e’ q)
pe X i (6, ), q) = min(uc Gx, @), 1y (v, 9))
> min(uy (e, q), tu (e, q))
= Um X #M((e: e),q)
Tampak terdapat kontradiksi pada p¢ X uy((x,¥),q9) > iy % uu((e, €),q)

sehingga, pengandaian salah. Jadi A x B adalah ring QFS dari (R; X R3).
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3. Bukti analog dengan 2.

Terbukti bahwa ketiga kondisi di atas terpenuhi. o

Teorema 3.2.16. Misalkan (R;,+,.) dan (R, +,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c R; serta M c R, berturut-turut adalah field. Misalkan
pula 0 berturut-turut elemen identitas atas operasi penjumlahan dari ¢ dan M.
Jika A x B adalah ring QFS dari R; X R, maka berlaku,

1. pc(x,q) < uc(0,q) atau uy (x,q) < puy(0,9)

2. uy(0,q) = puc(x,q) untuk setiap x € C atau py (x,q) < uy(0,9)

3. uc(0,q9) = uy(x,q) untuk setiap y € M atau puc(x, q) < pc(0,q)

Bukti: Analog dengan Teorema 3.2.14. O

Teorema 3.2.17. Misalkan (R;,+,.) dan (R,,+,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c Ry serta M c R, berturut-turut adalah field.

1. Jika py (e, q) = uc(x, q) maka e x uy ((x,€),q) = pc(x,q)

2. Jika py (0,q) = pc (x, ) maka pe X py ((x,0), q) = pc (x, q)

3. Jika uc(e, q) = puy (x, @) maka pe x puy ((e, ), q) = puy (x, q)

4. Jika MC(O; Q) = ,UM(.X', Q) maka Me X ,UM((O; X), Q) = Um (xr CI)

Bukti:
1. Diketahui uy (e, q) = uc(x,q). Ambilx € C,y € M,e € M danq € Q
ue % puy ((x, €), q) = min{uc(x, q), uy (e, q)}

= pc(x,q).0
2. Bukti analog dengan 1. O

3. Diketahui u-(e,q) = uy(x,q). Ambilx e C,y e M,e € C danq € Q

pe x uy((e, %), q) = minfuc(e, q), uy (x, )}
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= Uym (xr Q) O

4. Bukti analog dengan 3. O

Teorema 3.2.18. Misalkan (R;,+,.) dan (R, +,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C c R; serta M c R, berturut-turut adalah field.
Dimisalkan pula bahwa uy (e, q) = uc(x, q) dan py, (0,9) = uc(x, q).

Jika A x B adalah ring QFS dari (R; X R,) maka A adalah ring QFS dari R;.

Bukti:
Diketahui bahwa (R{,+,.) dan (R,, +,.) adalah ring Smarandache. Diketahui pula
bahwa A x B merupakan ring QFS dari (R; X R,). Akan dibuktikan bahwa A

adalah ring QFS dari R; dengan menggunakan uy (e, q) = uc(x,q) dan

un (0,q) = pe(x, q).

Ambil x € C,y € M,q € Q serta 0, e adalah elemen identitas dari M.
e —y,@) = pe X py ((x — ,0),9)
> min (uc X ((x,0), 9), e X (v, 0), q))
= min(min(u¢ (x, @), uy (0,9)), min(uc (v, 4), 11 (0, Q)))

= min(:uC (x, CI)' HUc (y' q))

dan
ueCey™q) = pe X py (Ce.y ™' €), q)
> min (,uc x iy ((x, €),q), e X ,um((y_lye),CI))
= min (juc % i (Cx,0,9), 1 X s (), )
= min(min(p¢ (%, @), uy (e, @), min(ue (v, @), uu (e, 7))

= min(uc (x, @), ke v, @)

Terbukti bahwa A adalah ring QFS dari R;. O
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Teorema 3.2.19. Misalkan (R;,+,.) dan (R, +,.) keduanya adalah ring
Smarandache di mana C cR; serta M c R, berturut-turut adalah field.
Dimisalkan pula bahwa u;(e,q) = uy(x,q) dan u-(0,q) = uy(x,q). Jka AXB
adalah ring QFS dari (R, X R,) maka B adalah ring QFS dari R,.

Bukti: analog dengan Teorema 3.2.17. O

Teorema 3.2.20. Misalkan Ry,..,R, dengan n berhingga adalah ring
Smarandache di mana Cy, ...,C, € Ry, ..., R, (berturut-turut) berbentuk field. Jika
A4, ..., A, adalah ring QFS dari (Ry), ..., (R,,) maka A; X ...xX A, adalah ring QFS

dari (R; X ... X R,).

Bukti:
Diketahui bahwa R, ...,R,, dengan n berhingga adalah ring Smarandache dan
Ay, ..., A, adalah ring QFS dari (R,), ..., (R,). Akan dibuktikan bahwa

Ay X ...x A, adalah ring QFS dari (R; X ...X R;,)
Ambil (x4, ..., x,), (71, ..., ¥) € C; serta Q = {q}
a. (pe, X X pe, (g s %) = V1) Y0, 4)
= (e, X X e )G = Y1, 0 X = Y1), Q)
= min{uc, Gty = ¥1,9), - tic, 060 — Y, @)}
> min{min{uc, (1, @), ke, 1, @}, -, min{ue, (o, 9), e, Onr @)}
= min{min{uc, (x1,q), ..., k¢, (cn, O}, min{pc, 01, @), .., e, O, D }}
= min{(u¢, X ... X pc, ) (e, @), ooos e @), (e, X oo X e, )1, @y ooes s @)}
b. (e, X o X pe, ) (o1, oo %) 1, s ¥0) 7 )
= (ug, X X ,ucn)((xl.yl‘l, ...,xn.yn‘l),q)
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= min{min{ﬂcl (le CI); MC‘l (ylv Q)}' ey min{:u(fn (xnr CI); .uCn (yn' q)}}
= min{min{uc, (x1,q), ..., ¢, (%n, @)}, min{pic, 1, ), ..., i, O D}

= minf{(uc, X ... X e, )(Cer, @), s Gns @), (e, X o X g, ) (01, @) s G D)} -

Jadi 4; X ...x A,, adalah ring QFS dari (R; X ...X R,)). O

Teorema 3.2.21. Misalkan R4,..,R, dengan n berhingga adalah ring
Smarandache di mana Cj, ...,C,, € R4, ..., R, (berturut-turut) berbentuk field. Jika

A X ... X A, adalah ring QFS dari (R;), ..., (R,;) maka berlaku,
a. (s, % % tg, ) ((0c, - 0¢,),0) = (e, X - X g, ) (et o %), 4)

b. (e, % % tg, ) ((ecys v, ) q) = (e, X X 1, (1, s ), )

Bukti:

Diketahui bahwa Ry, R,, ..., R,, dengan n berhingga adalah ring Smarandache dan
A X ...X A, adalah ring QFS dari (Ry), ..., (R,). Akan dibuktikan bahwa kedua
sifat di atas terpenuhi,

i. Ambil (x4, ...,x,), (—x1,...,—x,) € A; untuki =1,...,n,q € Q

(e, % te,) ((0c,, -, 0c, ). q)

= (e, % tie,) ((Cer + ), o (o + () )

= min{uc, (x1 + (=x1),q), ., i, (%n + (=%), @)}

> min{min{uc, (x1,q), ¢, (x1,9)}, ..., min{uc, (x,, @), uc, (e, )}
= min{{uc (x1, O}, ..., {uc, (o, O}}

= (ue, X X ue, ) (1, s %0, q)

ii. Ambil (xq,...,x,),(—x1,...,—x,) EA;untuki =1,...,n,q € Q

(,ucl X ... X /.lcn) ((eAl, Yy eAn), q)
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= (ug, X . X U, ) ((xl.xl—l. ..--(Xn-xgl)),q)

= min{uc, (1. %1%, q), .., g, (% X7, @)}
> min{min{uc, (x1,9), e, Cer, @)}, .., minfue, (e, @), i, (s @)}
= min{{[,lcl (Xl, Q)}, ey {.uCn (xn' q)}}

= (“01 X ... X #(;n)((xl; ---:xn)) Q)

Terbukti kedua kondisi tersebut terpenuhi. o

Teorema 3.2.22. Misalkan Ry,..,R, dengan n berhingga adalah ring
Smarandache di mana Cy,...,C, € Ry, ...,R, (berturut-turut) merupakan field.

Dimisalkan pula bahwa
(‘Llcl X ... X 'u'Cn) ((Ocl, ) Ocn), q) = (,U.Cl X ... X Mcn)((xl, ...,xn), q) dan

(Hq X ... X ,ucn) ((ecl, ...,ecn),q) > (“Cl X . X ucn)((xl, ...,xn),q).
Jika A; X ..x A, adalah ring QFS dari (RyX..XR,) maka 4; (i=1,..,n)

merupakan ring QFS dari (Ry), ..., (R,).

Bukti:
Diketahui bahwa Ry, ...,R, dengan n berhingga adalah ring Smarandache dan
A X ...X A, adalah ring QFS dari (R; X ... X R,,). Akan dibuktikan bahwa

A;(i =1,...,n) adalah ring QFS dari (R,), ..., (R,) dengan menggunakan
(e, X X uc,) ((Ocl, ...,Ocn),q) > (e, % X g, )((x1, ., %), q) dan
(e, % % g, ) ((ecys - €c, ) @) = (e, X X i, (et s ), 4)-
i. Ambil (x;), (%), (0;) € C;(i = 1,2, ...,n) serta Q = {q}.

pe, (¢ = ¥1,@) = (e, X X pg, ) ((: = 1,0, 9)

> min{(uc, X ... X pe, )((x1,0,),q), (e, X . X pe, ) (3,0, q)}
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= min{(uc, X ... X p¢, ) (xi, @), (e, X X uc, )i @)}
= min{min {{uc1 (1, @), oo i, Cons D} {ttc, 01, @ oo tic, O q)}}}
= min(uc, (xi, @), tic, i, 9)
ii. Ambil (x;), (v;), () € C;(i = 1,2, ...n) serta Q = {q}.
e, (vt q) = (e, % - x ug, ) (vt e, q)
> min{(uc, X ... X uc, ) (i€, q), (e, X X e, ) (i€, q)}

. . {{(.u'Cl X .. X .u'Cn)(xi; Q)r (.UCl X .. X ,llcn)(ei, Q)},}
= min
{(ue, % X e, )i @), (e, % X e, ) (e, )}

= min{(uc, X .. X g, ) (i, @), (e, X - X e, )i @)}
= min {min{{uc, (x1, 9, ., e, G O} {tic, 1, @ o i, G O}

= min(uc, (x;, q), pe, Vi, @)-0O

Contoh 3.2.22a. Misalkan (R, +,.) adalah ring. Ambil himpunan bagian sejati
dari R yaitu, (Z3,+,.) dengan operasi penjumlahan dan perkalian modulo 3 serta
(Zs, +,.) dengan operasi penjumlahan dan perkalian modulo 5. Akan ditunjukkan

bahwa (R, +,.).

Bukti:
Sebagaimana Contoh 2.2.8 (R,+,.) adalah ring. Selanjutnya sebagaimana
Contoh 2.1.8 (Zs, +,.) adalah field. Sekarang akan dibuktikan bahwa (Zs,+,.)

adalah field.

Tabel 3.11 Operasi Penjumlahan Modulo 3 pada Z;

~

N || O+
N[ =) | O O

O DN [ ] =)
=) O DN N
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Perhatikan Tabel 3.11 di atas diperoleh bahwa, Z; tertutup terhadap operasi
penjumlahan modulo 3, operasi penjumlahan modulo 3 memenuhi hukum
asosiatif, terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan modulo 3 yaitu
0 € Z3, setiap elemen di Z; memiliki invers terhadap operasi penjumlahan

modulo 3 dan operasi penjumlahan modulo 3 memenuhi hukum komutatif.

Tabel 3.12 Operasi perkalian modulo 3 pada Z,

== ==}
DY | ) | )|
| B | | Doy

DN )| O -

Perhatikan Tabel 3.12 di atas diperoleh bahwa, Z; tertutup terhadap operasi
perkalian modulo 3, operasi perkalian modulo 3 memenuhi hukum asosiatif,

terdapat elemen identitas terhadap operasi perkalian modulo 3 yaitu 1 € Zs,
setiap elemen di Z; selain 0 memiliki invers terhadap operasi perkalian modulo 3
yaitu, 1=t = 1,271 = 2, operasi perkalian modulo 3 memenuhi hukum komutatif
serta operasi penjumlahan dan perkalian modulo 3 memenuhi hukum distributif.

Jadi (Z3,+,.) merupakan field sehingga (R, +,.) adalah ring Smarandache.

Contoh 3.2.22b. Diberikan (R, +,.) adalah ring Smarandache dengan himpunan
bagian sejati (Z3,+,.) dan (Zs,+,.) berturut-turut adalah field sebagaimana
Contoh 3.2.22a. Q # @ yaitu, Q = {5}. Didefinisikan fungsi keanggotaan u, dan
up berturut-turut yaitu, p,:RxQ —[0,1] dan uz:RxQ — [0,1] sedemikian

sehingga,

(=)
[UnN

er—fQ|'

, (x, @) yang lainnya;

. ) e{(8,5)(1,5),(2,5))

pa(x, q)

I
—_—



Bukti:

\DQI»—*

(
e (e, ) = {0
\

< |

(x,q) yanglainnya;
@ €{(0,5),(1,5),(2,5), (3,5). (4 5)).

Akan ditunjukkan bahwa A dan B adalah ring QFS dari R.

1. Akan ditunjukkan bahwa A memenuhi,

a. pz, (x —y,q) = min{uz, (x, Q), uz, (v, 9)}

b. pz, (xy™1,q) = min{uzg, (x, @), uz, v, 0)}
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Dari Tabel 3.13 dan Tabel 3.14 diperoleh bahwa A memenuhi a dan b

sehingga A merupakan ring QFS di R.

Tabel 3.13 Hasil Operasi uz, (x

—y,1) = min{uz, (x, 1), uz, (¥, 1)

x|y g, (01) | uz, D) | ug,(x—y1) | minfug, (x,1), 4z, (v, 1)}
0 0.2 0.2
0| 1 0.2 0.2 0.2
2 0.2 0.2
0 0.2 0.2
] 0.2 0.2 0.2 0.2
2 0.2 0.2
0 0.2 0.2
211 0.2 0.2 0.2
2 0.2 0.2
Tabel 3.14 Hasil Operasi pz, (xy ™", 1) = min{uz, (x, 1), iz, (v, 1)}
x|y | oy (oD | g (0D | pgy,Cey™ 1) | min{ug, (x, 1), g, (v, 1)}
0 0 0.2 0.2
0| 1 1 0.2 0.2 0.2 0.2
2 2 0.2 0.2
0 0 0.2 0.2 0.2
111 1 0.2 0.2 0.2
2 2 0.2 0.2
0 0 0.2 0.2 0.2
2] 1 1 0.2 0.2 0.2
2 2 0.2 0.2




2. Akan ditunjukkan bahwa B memenuhi,

a. uz, (x —y,q) = minfug (x,q), uz. (v, )}

b. pz (xy™,q) = min{uz (x, @), uz, (v, 0)}
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Dari Tabel 3.15 dan Tabel 3.16 diperoleh bahwa B memenuhi a dan b

sehingga B merupakan ring QFS di R.

Tabel 3.15 Hasil Operasi uz, (x —y,1) = min{uz (x, 1), uz, (¥, 1)

x |y | b (61) | pzg (0 1) | pgg(x —y,1) | min{ug(x,1), uz (v, 1)}
0 0.18 0.18
0] 1 0.18 0.18
2 0.18 0.18 0.18
3 0.18 0.18
4 0.18 0.18
0 0.18 0.18 0.18
111 0.18 0.18
2 0.18 0.18
3 0.18 0.18
4 0.18 0.18
0 0.18 0.18 0.18
2 | 1 0.18 0.18
P 0.18 0.18 0.18
3 0.18 0.18
4 0.18 0.18
0 0.18 0.18 0.18
311 0.18 0.18
2 0.18 0.18
3 0.18 0.18
4 0.18 0.18
0 0.18 0.18 0.18
4|1 0.18 0.18
2 0.18 0.18
3 0.18 0.18
4 0.18 0.18
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Tabel 3.16 Hasil Operasi pz, (xy ™, 1) = min{uz_(x, 1), iz (v, 1)}

x|y | oyt g (6D | pg 0 1) | pg (xy~' 1) | minfug (x, 1), ug (v, 1)}
0 0 0.18 0.18 0.18 0.18
0] 1 1 0.18 0.18 0.18 0.18
2 2 0.18 0.18 0.18 0.18
3 3 0.18 0.18 0.18 0.18
4 ) 0.18 0.18 0.18 0.18
0 0 0.18 0.18 0.18 0.18
1] 1 1 0.18 0.18 0.18 0.18
2 2 0.18 0.18 0.18 0.18
3 3 0.18 0.18 0.18 0.18
4 ) 0.18 0.18 0.18 0.18
0 0 0.18 0.18 0.18 0.18
2] 1 1 0.18 0.18 0.18 0.18
2 2 0.18 0.18 0.18 0.18
3 3 0.18 0.18 0.18 0.18
4 ) 0.18 0.18 0.18 0.18
0 0 0.18 0.18 0.18 0.18
3] 1 1 0.18 0.18 0.18 0.18
2 2 0.18 0.18 0.18 0.18
3 3 0.18 0.18 0.18 0.18
4 ) 0.18 0.18 0.18 0.18
0 0 0.18 0.18 0.18 0.18
4] 1 1 0.18 0.18 0.18 0.18
2 2 0.18 0.18 0.18 0.18
3 3 0.18 0.18 0.18 0.18
4 ) 0.18 0.18 0.18 0.18

Contoh 3.2.22c. Diberikan (R, +,.) ring Smarandache dengan himpunan bagian

sejati (Zsz,+,.) dan (Zs,+,.) berturut-turut berbentuk field. Diberikan A dan B

berturut-turut merupakan ring QFS dari R. Akan ditunjukkan Produk kartesian

A X B dari R x R adalah ring QFS.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa A x B memenuhi

a. (pzy % pz ) ((x1,31) — (x2y2),q) = min{

b. (uzy X pzg ) (1, y1). (2¥2) 71 q) 2 min{

.uZ3 X #ZS ((xl; q)' (y1: Q))'}
#23 X #ZS ((xZI Q)' (yZ' Q))

Mz, X Uz, ((xp q), 1, CI)):}
Uz, X MZS((XZ:CI), (J/Z,Q)) .
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Melalui Lampiran 1 dan 2 diperoleh bahwa A x B memenuhi a dan b sehingga

A X B merupakan ring QFS dari R x R

Contoh 3.2.23a. Diberikan (Zg,+,.) dan (Zq,,+,.) berturut-turut adalah ring

Smarandache terhadap operasi penjumlahan dan perkalian modulo 6 dan 12

dimana ¢ c Zs = {0,2,4}

dan M cZj, = {0,4,8} berturut-turut adalah field

sebagaimana Contoh 2.2.6 dan 2.2.11. Q # @ yaitu, Q = {1,2}. Didefinisikan

fungsi keanggotaan p, dan up berturut-turut yaitu, u,: Zg X Q — [0,1] dan

Ug:Zi, X Q — [0,1] Q = {1} sedemikian sehingga,

pa(x,q) = 3

roqj’ xq) € {(1,1)(1,2)(3.2)(5.2)}

2 @0 € (DA 2)

k 3 (o) €{(0,1)(3,1)(5,1)(0,2)}.

r%-S () € {(2,1)(8,1)(10,1)(1,2)(3,2)(5,2)(7,2)(3, 2)(T1, 2)};

1 G, q) = 4 % @) € {(1,1)(3,1)(5,1)(7,1)(3,1)(T1,1)(2,2)(5,2)(10,2)};

=) € {(0. ) 1)@ 1)(0.2)(32)(8.2))

Akan ditunjukkan bahwa A dan B berturut-turut merupakan ring QFS dari Zg4 dan

Z,,. Sebagaimana Contoh

3.1.2 diperoleh bahwa A adalah ring QFS. Akan

ditunjukkan bahwa B adalah ring QFS dari Z;,

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa B memenuhi

a. uy(x —y,q) = minfuy (x,

b. py ey ™, q) = minfuy (x,

Q) um (v, @)}

q), um (v, Q}-
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Dari Tabel 3.17 hingga 3.20 diperoleh bahwa B memenuhi a dan b sehingga B

merupakan ring QFS di Z,.

Tabel 3.17 Hasil Operasi py (x — y,1) = min{uy, (x, 1), uy (v, 1)

x |y [y |y D) | py(x =y, 1) | minfuy (x,1), uy (v, D}
0 1 1
0| 2 1 1 1
8 1 1
0 1 1
il 2 1 1 1 1
8 1 1
0 1 1
8| 2 1 1 1
8 1 1
Tabel 3.18 Hasil Operasi uy (xy =1, 1) = min{uy, (x, 1), uy (v, 1)}
x|y | oyt luyGeD [ uy (D) |y Cey™h D) | minduy (1), puy (0, D}
0 0 1 1
0| 2 3 1 1 1
8 8 1 1
0 0 1 1
4| 3 P 1 1 1
8 8 1 1
0 0 1 1
8| 2 3 1 1 1
8 8 1 1
Tabel 3.19 Hasil Operasi py (x — y,2) = min{uy (x, 2), uy (v, 2)
X |y um(62) |y (,2) | py(x = y,2) | minfuy (x,2), uy (v, 2)}
0 0.5 0.5
0| 2 0.5 0.5 0.5
8 0.5 0.5
0 0.5 0.5
ila| o5 0.5 0.5 0.5
8 0.5 0.5
0 0.5 0.5
8| 2 0.5 0.5 0.5
8 0.5 0.5




101

Tabel 3.20 Hasil Operasi uy (xy~1,2) = min{uy, (x, 2), uy (v, 2)}

x |y | oyt luy(e2) | uy(,2) |y Gyt 2) | minfuy (x2), py (v, 2)}
0 0 0.5 0.5
0| 2 ) 0.5 0.5 0.5 0.5
8 8 0.5 0.5
0 0 0.5 0.5
4| 2 4 0.5 0.5 0.5 0.5
8 8 0.5 0.5
0 0 0.5 0.5
8| 2 P 0.5 0.5 0.5 0.5
8 8 0.5 0.5

Contoh 3.2.23b. Diberikan (Zg,+,.) dan (Z,,+,.) keduanya adalah ring
Smarandache dimana C c Z yaitu, C = {0,2,4} dan M c Z,, yaitu, M = {0,4,8}
berturut-turut adalah field sebagaimana Contoh 2.2.6 dan 2.2.11. Diberikan A
dan B berturut-turut adalah ring QFS. Akan ditunjukkan Produk kartesian A X B

dari Zg X Z,, adalah ring QFS.

Bukti:

Akan ditunjukkan A x B dari Zg X Z,, memenuhi,

(uc X MM)((JCL q), 1, CI)),}
(ue % HM)((xz» q), vz, Q))

_ (e < ) (Cer, @), (yl,q)),}
b. ). LIPS .
Gre X )G 31)-92) ™) 2 mm{(uc X 1) ((x2, @), 2, Q)

a. (ue X u)(Cer, 1) — (2y2).q) = min{

Dari Lampiran 3 hingga 6 diperoleh bahwa A x B memenuhi a dan b sehingga

A X B merupakan ring QFS dari Zg X Z4;.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperoleh kesimpulan sebagai

berikut;

1.

Beberapa struktur baru ring Q-fuzzy Smarandache (ring QFS) yang
diperoleh dalam penelitian ini di ataranya, ring QFS, subring QFS, ideal
QFS, koset QFS, koset Smarandache dari ideal QFS dan produk kartesian
ring QFS.

Untuk sifat-sifat yang berkaitan dengan ring QFS diperoleh, irisan dari dua
ring QFS adalah ring QFS, komplemen dari ring QFS juga merupakan ring
QFS, irisan dari dua subring QFS merupakan subring QFS, komplemen dari
subring QFS juga merupakan ring QFS, irisan dari dua ideal QFS
merupakan subring QFS, komplemen dari ideal QFS juga merupakan ideal
QFS, jika A dan B berturut-turut adalah ring QFS dari R maka produk
kartesian A X B juga merupakan ring QFS dari R X R, jika produk kartesian
A X B adalah ring QFS dari R X R maka A dan B berturut-turut adalah ring
QFS dari R, jika A4, ..., 4,, berturut-turut adalah ring QFS dari R maka produk
kartesian A; X ..X A, juga merupakan ring QFS dari R X R, jika produk
kartesian A; X ... x 4, adalah ring QFS dari R x R maka A, ..., A, berturut-
turut adalah ring QFS dari R, jika A dan B berturut-turut adalah ring QFS dari
R; dan R, maka produk kartesian A X B juga merupakan ring QFS dari
R; X R,, jika produk kartesian A x B adalah ring QFS dari R; X R, maka A
dan B berturut-turut adalah ring QFS dari R; dan R, jika A4, ..., A, berturut-
turut adalah ring QFS dari (R,), ..., (R,) maka produk kartesian A; X ...X 4,

juga merupakan ring QFS dari (R; X ... X R,,), jika produk kartesian
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A X ...X A,, adalah ring QFS dari (R; X ... X R,,) maka 4y, ..., A, berturut-turut

adalah ring QFS dari (R;), ..., (R,,).

4.2 Saran

Penelitian ini membahas struktur baru dari ring QFS beserta sifat-sifatnya
diantaranya, ring QFS, subring QFS, ideal QFS, koset QFS, ring kuosien QFS,
produk kartesian ring QFS pada satu ring Smarandache dan produk kartesian
ring QFS pada beda ring Smarandache. Bagi penelitian selanjutnya diharapkan

dapat menemukan struktur homomorfisma, isomorfisma dll beserta sifat-sifatnya.



DAFTAR PUSTAKA

Aktas, H dan Cagman, N., “Generalized Product of Fuzzy Subgroups and t-level
Subgroups®. Mathematical Comunications, vol. 11, hal. 121-128, 2006.

Doss, A.R dan Suganya, S., “Smarandache Q-Fuzzy Semigroups”. Advances in
Fuzzy Mathematics, vol. 11 (1). hal. 89-97, 2016.

Hidayat, Noor. 2017. Cara Mudah Memahami Struktur Aljabar. Malang: Penerbit
Universitas Brawijaya (UB Press).

Kandasamy, W.B. 2002. Smarandache Rings. New York: American Research
press.

Kandasamy, W.B. 2003. Smarandache Fuzzy Algebra. New York: American
Research press.

Malik, D.S dan Moderson, J.N., “Fuzzy Relation on Rings and Groups”. Fuzzy
Sets and Systems, vol. 43. hal: 117-123, 1991.

Padila, Raul., “Smarandache Algebraic Structure”. Bulletin of Pure and Applied
Sciences, vol. 17, hal:119-121, 1998.

Priya, T., Ramachandran, T., dan Nagalakshmi, K.T., “On Q-Fuzzy Normal
Subgroups”. International Journal of Computer & Organization Trends,
vol. 3 (11). hal: 574-578, 2013.

Raisinghania, M.D dan Aggarwal, R.S. 1980. Modern Algebra. New Delhi: S.
Chand & Company LTD.

Ray, K.A., “On Product of Fuzzy Subgroup". Fuzzy Sets and Systems 105, hal.
181-183, 1999.

Rosenfeld, A., “Fuzzy Groups”. Journal of Mathematical Analysis and Aplications,
vol 35, hal. 512-517, 1971.

Solairaju, A dan Nagarajan, R. 2009. A New Structure and Construction of Q-
Fuzzy Groups. Advances in Fuzzy Mathematics. Vol. 4 (1). hal: 23-29.

Zadeh, A.L., “Fuzzy Sets”. Information and Control, vol 8, hal. 338-353, 1965.

104



LAMPIRAN

Lampiran 1 Hasil Operasi iz, X pz (X1 — X2,¥1 — ¥2,5) = min{uz3 X uzs((xl, 5), V1, 5)),#23 X st((xz, 5), (v,, 5))}

(1, y1) (x2,52) (1 — %2, 71 = ¥2) Hzy X bz (X1 — X3, 71 — ¥2,5) min{ﬂz3 X Uze ((Xl. 5), v, 5)). Uz, X Uz ((Xz, 5), (v2, 5))}
(03,05) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23.%5) (13,15) 0.18 0.18
(0.15) (05.05) (0. 1s) 0.18 0.18
(Z.45) (5.25) 018 0.18
(0.25) (05.05) (05.2) 0.18 0.18
(Z.45) (T5.35) 018 0.18
(03,35) (03,05) (0s,35) 0.18 0.18
(23,%) (13,35) 0.18 0.18
(03,45) (05,05) (05,45) 0.18 0.18
(23,%5) (23,05) 0.18 0.18
(13,05) (05,05) (13,05) 0.18 0.18
(23,%5) (23,15) 0.18 0.18
(13,15) (03,05) (13,15) 0.18 0.18
(23,%5) (23,25) 0.18 0.18
(13,25) (05,05) (13,25) 0.18 0.18
(23,%5) (23.35) 0.18 0.18
(13,35) (05,05) (1.35) 0.18 0.18
(25,%) (25,%) 0.18 0.18
(1,35) (05,05) (13,35) 0.18 0.18
(22.45) (22,05) 0.18 0.18
(23,05) (05,05) (25,05) 0.18 0.18
(23,%s) (03,15) 0.18 0.18
(25,15) (05,05) (25,15) 0.18 0.18
(23.%5) (03,25) 0.18 0.18




Lanjutan Lampiran 1

(x1,y1) (x2,2) (1 — %2, 91 — ¥2) Uzy X pz (X1 — X3, y1 — Y2, 1) min{uz3 X iz, (G, 1), 31, D), Pzy Xl (G, 1), (v, 1))}
@2 @0, @2 018 018
&) @5 018 018
@5 (002 @5 018 018
(23,%) (05,45) 0.18 0.18
(25,%5) (05,05) (25,%5) 0.18 0.18
(25,%) (05,05) 0.18 0.18




Lampiran 2 Hasil Operasi piz, X pz, (%.x3%,y1.y71,1) = min{uz3 X st((xl, 1), (y1, 1)),;123 X fz, ((xz, 1), (v,, 1))}

(1, y1) (x2,y2)7" (ex3,y1.y21) fz, X pizg Cer- 23y y2 5 1) min{uz, X pz ((x1, 1), 1, D), 4z, X 1z, (G2, 1), (v, D)}
(03,05) (05,05) (03,05) 0.18 0.18
(23,%5) 0.18 0.18
(03,15) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%) (035,5) 0.18 0.18
(0.25) (05.05) (05.05) 0.18 0.18
(Z.45) (0.35) 0.18 0.18
(03,35) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23.%5) (03,25) 0.18 0.18
(05,%5) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%5) (0,15) 0.18 0.18
(15,05) (03,05) (03,05) 0.18 0.18
(23,%) (25,05) 0.18 0.18
(13,15) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%5) (23,%5) 0.18 0.18
(13,25) (03,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%s) (23.35) 0.18 0.18
(13,35) (05,05) (03,05) 0.18 0.18
(25,%) (25,25) 0.18 0.18
(13,35) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%) (25,15) 0.18 0.18
(23,05) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%5) (13,05) 0.18 0.18
(25,15) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%5) ([1]3, [1]5) 0.18 0.18
(23,25) (05,05) (05,05) 0.18 0.18
(23,%5) ([1]3, [g]s) 0.18 0.18




Lanjutan Lampiran 2

(1, y1) (x2,y2)7" (ex3,y1.y21) fz, X pizg Cer 2y y2 5 1) min{uz, X pz ((x1, 1), 1, D), 4z, X 1z, (G2, 1), (v, D)}
(23.35) (05,05) (05,05) 0.18 0.18

(23.%5) (13,25) 0.18 0.18
%8 (002 (@02 018 018

Ga) &L 015 018




Lampiran 3 Hasil Operasi (¢ X iy )((x1, 1) = (%232), 1) = min{ue X py (CGer, 1D, 1, D), e X i (2, 1), (072, D) }

min{uc X MM((xlr 1), O, 1))' Mg X MM((XZI 1), (2, 1))}

0.8

0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8

pe X (=X, — ¥2, 1)

0.8

0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8
0.8

0.8

0.8

0.8

0.8

(1 — 22,51 — ¥2)

(x2,y2)

e | @

S

e | €@

«F

e | @

«

| @

«

e | @

«F

e | @

«x

e | @

«x

e | @

«F

| @

«F

(x1,y1)




Lampiran 4 Hasil Operasi (¢ X iy )((x1, y1)- (2232) 71, 1) = min{(ue X gy ((x1, 1, (v, D), e X i (2, 1), (72, 1) }

(x1,y1)

(o2t y1y3h)

the Xy (e %30, y1.y7, 1)

min{uc X MM((xlr 1), O, 1))' Mg X MM((XZI 1), (2, 1))}
1

(66-612) (66-612) 1
(‘is-gu) ( ’ ) 08
(05,2:2) (05,0:2) (06,0:2) ! !
(iév glz) (66, glz) 0.8
(66v§12) (6&612) (66:612) 1 1
(o) (i) 03
(2.0:2) (0:.0:2) (0:.0:2) ! o8
(2'6!@12) (56'612) Q8 0.8
(§6v2{'12) (6&612) (66:612) 1 0.8
(30,8 (30.812) 0.8 0.8
Gote) | (5u00) ) 1
(i052) (o) 03 03
(‘21'6‘612) (66‘612) (66'612) 1 0.8
(ié‘glz) (26'612) 0.8 08
(‘isu ‘112) (66' 612) (65: 612) 1 1
(‘ieu §12) (‘ia: EA312) 08 08
(‘isu §12) (66' 612) (65: 612) 1 0.8
(26,.312) (26,.4 ) 0:8 0:8

ey
¥}




Lampiran 5 Hasil Operasi (¢ X iy )((x1, 1) = (%232),2) = min{uc Xy (Cer, 2), 1, 2)), e X i ((x2, 2), (72, 2)) }

e, y1) (x2,72) (e =251 = ¥2) e X (1 = X2, 51 — ¥2,2) min{ue X iy (Ce1,2), (1,2)), e X i (2, 2), (v2,2))}
(66-612) (66,612) (6;()12) 0.5 0.5
(716, g12) (‘is"ilz) 0.2 0.2
(66.‘112) (66. 612) (66,112) 0.5 05
(3,,8,,) (26,8:) 02 02
(66. @12) (66. 612) (65:§12) 0.5 05
(hu82) (Eo00) 02 02
(56. 612) (66. 612) (56,()12) 0.2 0.2
(iav 912) (2'6'21\'12) 0.2 0.2
(56.‘112) (66. 612) (56,112) 0.2 0.2
(isu §12) (isrgu) 92 0.2
(55. le) (66, 612) (EG,QQ) 0.2 0.2
(i052) (30 02 02
(‘21'6‘612) (66,612) (2'6'612) 0.2 0.2
(2'6‘ E}12) (66'21'12) 0.5 0.2
(71-6.‘112) (66,612) (2-6,112) 0.2 0.2
(3,.8,,) (05,8:,) 05 02
(71-5. le) (66, 612) (2—6,?312) 0.2 0.2
(52 (6,0.) 03 02




Lampiran 6 Hasil Operasi (¢ X pa)((x1, ¥1). (r2y2)7% 2) = minfue X pp ((x1,2), 01, 2)), e X i (22, 2), (72, 2))}

(1, y1) (2 y2) 7" (o2t y1y3h) (o2t y1y3ts i
(ol [0],) | (00u) (ot) R R
_ (3e.81.) (66,.612) =
([0]6' [4]12) (65'.612) (66 612) 0.5 05
_ (h812) (66,%;12) =
([0]6' [8]12) (65'.612) (66 612) 0.5 05
A (30 8) (50 2) =
(121,01, (X) (3,,0,,) 05 "
(‘?6.@12) (56,.612) OfZ sz
([2]6' [1]12) (65'.612) (66' 612) 0.5 0.2
(208) (o) 0z =
([2]6' [g]lz) (66"612) (66: 612) 0.5 0.2
(o) (o) 02 02
(131,.101,,) (66,.612) (05,0:2) 05 03
() (o) 02 02
([1]6' [1]12) (65"612) (65 612) 0.5 05
(3w B12) ) 0z =
([2{-]6' [g]lz) (66'.612) (66: 612) 0.5 0.2
) (o) 2 02
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