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KONTROL OPTIMAL PADA MODEL TUBERKULOSIS 

DENGAN VAKSINASI DAN PENGOBATAN 

 

 

ABSTRAK 
 

Pada skripsi ini dibahas analisis kontrol optimal pada model 

tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan. Untuk 

mengendalikan penyebaran penyakit tuberkulosis (TB) dapat 

digunakan beberapa strategi antara lain yaitu vaksinasi, penanganan 

kambuh dan pengobatan. Oleh karena itu, pada model ini dilibatkan 

variabel kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan pengobatan. 

Tujuan kontrol optimal pada model tuberkulosis adalah untuk 

meminimumkan jumlah subpopulasi individu TB laten, TB aktif dan 

TB aktif yang diobati serta meminimumkan biaya kontrol. 

Selanjutnya, membuktikan eksistensi dan ketunggalan kontrol 

optimal. Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan menerapkan 

prinsip minimum Pontryagin. Setelah itu, disimulasikan secara 

numerik dengan metode Sweep Maju-Mundur. Hasil simulasi 

numerik menunjukkan bahwa kombinasi pemberian ketiga kontrol 

secara bersamaan efektif dalam mengontrol penyebaran tuberkulosis.  

 

Kata Kunci: model tuberkulosis, eksistensi, ketunggalan, prinsip 

minimum Pontryagin.  
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OPTIMAL CONTROL OF A TUBERCULOSIS MODEL 

WITH VACCINATION AND TREATMENT 

 

 

ABSTRACT 

 

This final project discusses the optimal control analysis of a 

tuberculosis model with vaccination and treatment. Several strategies 

for controlling the spread of tuberculosis (TB) are vaccination, 

disease relapse and treatment. Therefore, this model involves the 

control variables of vaccination, disease relapse and treatment. The 

purpose of an optimal control for tuberculosis model is to minimize 

the number of individuals infected with TB in latent stage, 

individuals infected with TB in active stage and treated individuals 

infected with TB and minimize the control costs. Furthermore, the 

existence and uniqueness of an optimal control is proven. The 

optimal control problem can be solved by applying the minimum 

Pontryagin’s principle. The problem is then numerically simulated 

by using Sweep Forward-Backwards method. The numerical 

simulation results show that the combination of giving the three 

controls simultaneously is effective in controlling the tuberculosis 

transmission. 

  

Keywords: tuberculosis model, existence, uniqueness, minimum 

Pontryagin’s principle.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Tuberkulosis (TB) merupakan salah satu penyebab tingginya 

tingkat kematian di dunia yang disebabkan oleh Mycobacterium 

tuberculosis (Mtb). Penyebaran tuberkulosis dapat terjadi melalui 
udara oleh penderita TB. TB biasanya menyerang paru-paru, namun 

kenyataanya juga dapat menyerang organ tubuh lainnya seperti 

tulang belakang. Pada tahun 2016 diperkirakan 10,4 juta individu 
baru terinfeksi tuberkulosis serta 1,3 juta kematian akibat 

tuberkulosis pada pasien HIV-negatif dan 374.000 kematian pada 

pasien HIV-positif, sebagian besar kasus insiden tersebut berada di 
negara berkembang (WHO, 2017). Infeksi TB dibedakan menjadi 

dua macam, yaitu TB laten dan TB aktif. Individu TB laten adalah 

individu terinfeksi tetapi tidak dapat menular atau menunjukkan 

gejala TB dan sebagian besar individu yang terinfeksi TB berada 
tetap dalam tahap TB laten. Individu TB laten dapat menjadi TB 

aktif jika kembali melakukan kontak langsung dengan individu TB 

aktif.  
Penyebaran TB dapat dikendalikan dengan cara vaksinasi dan 

pengobatan, yang bertujuan untuk mencegah individu sehat tertular 

dari penderita tuberkulosis dan mengurangi jumlah individu yang 
terinfeksi. Satu-satunya vaksinasi TB yang digunakan di beberapa 

negara bekembang yang memiliki kasus insiden tertinggi yaitu 

Mycobacterium bovis bacillus Calmette – Guérin (BCG). Vaksinasi 

BCG telah tersedia selama beberapa dekade, namun efektivitasnya 
dalam mencegah TB masih kontroversial. Pengobatan TB dilakukan 

dengan pemberian antibiotik yang harus dihabiskan oleh penderita 

TB selama jangka waktu tertentu sesuai resep dokter. Pengobatan TB 
yang tidak lengkap dan rutin dapat menyebabkan penyakit tersebut 

kambuh bahkan pada penderita yang telah berhasil diobati atau 

sembuh dari infeksi TB.  

TB menimbulkan dampak yang sangat besar bagi masyarakat, 
sehingga banyak peneliti yang telah mengembangkan model 

matematika pada TB untuk menganalisis dinamika dan tingkat 

keefektifan strategi pencegahan dan pengendalian TB. Penelitian 
tentang kontrol optimal model tuberkulosis dengan pengobatan 
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dalam dua tipe, yaitu pengobatan individu TB laten dan pengobatan 

individu TB aktif telah diteliti oleh Jung, dkk. (2002). Selain itu, 

Agusto, (2009) membahas kontrol optimal pada model TB dengan  
pengobatan dan Chemoprophylaxis. Penelitian yang dilakukan Liu 

dan Zhang (2011) membahas formulasi model TB dan analisis 

dinamiknya. Kemudian, Yang, dkk. (2016) melakukan penelitian 

tentang kestabilan global dan kontrol optimal pada model TB dengan 
vaksinasi dan pengobatan. Selanjutnya, Gao dan Huang (2017) 

mengembangkan penelitian Liu dan Zhang (2011) dengan 

menambahkan variabel kontrol, yaitu vaksinasi, penanganan kambuh 
agar individu yang berhasil diobati tidak kembali ke tahap laten. 

Skripsi ini, mengkaji kembali artikel Gao dan Huang (2017) 

yang membahas tentang eksistensi solusi kontrol optimal, 
ketunggalannya serta menerapkan kontrol optimal dengan tiga 

variabel kontrol yaitu kontrol vaksinasi, kontrol penanganan kambuh 

dan kontrol pengobatan pada model tuberkulosis. Tujuan kontrol 

optimal adalah meminimumkan individu yang terinfeksi dan biaya 
ketiga kontrol tersebut. Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan 

menerapkan prinsip minimum Pontryagin. Setelah itu, disimulasikan 

secara numerik dengan Sweep Maju-Mundur dan menggunakan 
software MATLAB. 

 

1.2  Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang, pokok permasalahan yang dikaji 

adalah sebagai berikut. 

1. Bagaimana konstruksi model tuberkulosis dengan kontrol 

vaksinasi, kontrol penanganan kambuh dan kontrol pengobatan? 
2. Bagaimana pembuktian eksistensi kontrol optimal dan 

ketunggalan sistem optimal pada model tuberkulosis? 

3. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal pada model 
tuberkulosis? 

4. Bagaimana simulasi numerik pada model tuberkulosis dengan dan 

tanpa kontrol optimal? 
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1.3  Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi adalah sebagai berikut. 

1. Mengonstruksi model tuberkulosis dengan kontrol vaksinasi, 
kontrol penanganan kambuh dan kontrol pengobatan.  

2. Membuktikan eksistensi kontrol optimal dan ketunggalan sistem 

optimal pada model tuberkulosis. 

3. Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model tuberkulosis. 
4. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik pada model 

tuberkulosis dengan dan tanpa kontrol optimal.  
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BAB II  

DASAR TEORI 

2.1 Persamaan Diferensial 
Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat 

satu atau lebih turunan dari fungsi yang tidak diketahui. Persamaan 
diferensial yang hanya memuat satu variabel bebas disebut 

persamaan diferensial biasa. Orde persamaan diferensial adalah 

tingkat turunan tertinggi yang muncul dalam persamaan. Secara 

umum, persamaan  

 (   ( )   ( )    ( )( ))                                                                                              
adalah persamaan diferensial biasa orde   dengan satu variabel bebas 

 , variabel tak bebas dinotasikan dengan   serta turunan ke   dari   

dinotasikan dengan  ( ). Persamaan diferensial biasa terdiri dari 
persamaan diferensial linear dan persamaan diferensial biasa 

nonlinear. Persamaan diferensial biasa dikatakan linear jika   pada 

persamaan (2.1) merupakan fungsi linear dari variabel         ( ). 

Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa linear orde   dapat 

dinyatakan 

  ( ) 
( )    ( ) 

(   )      ( )   ( )  
dimana      dengan variabel bebas yaitu   dan variabel tak bebas 

yaitu  . Jika  ( )    maka disebut persamaan diferensial biasa 

linear homogen, tetapi jika  ( )    maka disebut persamaan 

diferensial biasa linear nonhomogen. Sementara itu, persamaan 

diferensial biasa dikatakan nonlinear jika memuat turunan atau 
variabel tak bebas berderajat lebih dari satu atau terdapat perkalian 

antara variabel tak bebas dengan turunannya. 

(Boyce dan DiPrima, 2009) 

2.2  Sistem Persamaan Diferensial Biasa 

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi   adalah suatu 

sistem yang terdiri dari   persamaan diferensial biasa dengan   

fungsi yang tidak diketahui dan    2. Bentuk umum sistem 

persamaan diferensial berdimensi   dengan    yaitu fungsi dari     

variabel dimana            sebagai berikut.   
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   (         ) 

   

  
   (         ) 

  
   

  
   (         )  

(Boyce dan DiPrima, 2009) 

 

2.3  Teori Kontrol Optimal 
Tujuan dari masalah kontrol optimal adalah menentukan hasil 

yang paling optimal dengan kondisi dan kendala yang ada. Pada 

masalah kontrol optimal dalam bentuk sistem persamaan diferensial 

biasa, dimisalkan variabel state dan variabel kontrol dalam bentuk 

vektor yaitu  ⃗( )  ,  ( )     ( )- dan  ⃗⃗( )  ,  ( )     ( )-. 
Masalah kontrol optimal adalah menentukan  ⃗⃗( )  yang 

mengoptimalkan fungsi tujuan berikut. 

 ( ⃗⃗)  ∫  (   ⃗( )  ⃗⃗( ))
  

  

                                   

dengan kendala  

    ⃗ ( )   ⃗(   ⃗( )  ⃗⃗( ))         

     ⃗(  )   ⃗        ⃗(  )        
(Lenhart dan Workman, 2007) 

 

2.3.1  Eksistensi Kontrol Optimal 
Diberikan masalah kontrol optimal sebagai berikut. 

Meminimumkan 

 ( ⃗⃗)  ∫  (   ⃗( )  ⃗⃗( ))
  

  

                                     

dengan kendala  

 ⃗ ( )   ⃗(   ⃗( )  ⃗⃗( ))                                          

      ⃗(  )   ⃗       ⃗(  )        
dan himpunan kontrol yaitu  

  * ⃗⃗( )|                      +  
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Teorema 2.1 Berdasarkan masalah kontrol optimal (2.2) - (2.3), 

terdapat kontrol optimal  ⃗⃗    sedemikian sehingga 

   
 ⃗⃗⃗( )

 ( ⃗⃗)   ( ⃗⃗ )  

 
Berikut ini adalah pembuktian eksistensi kontrol optimal berdasarkan 

Teorema 2.1. 

Misalkan  (   ⃗  ⃗⃗) adalah ruas kanan persamaan (2.3), menurut 
Fleming dan Rishel (1975) kontrol optimal dikatakan eksis jika 

memenuhi kondisi berikut.    

1.   adalah kelas    (continuously differentiable) dan terdapat 

konstanta   sedemikian sehingga  

| (   ⃗⃗  ⃗⃗)|   ,    |  ⃗(   ⃗  ⃗⃗)|   (  | ⃗⃗|),   dan 

|  ⃗⃗⃗(   ⃗  ⃗⃗)|   . 

Definisi Frobenius norm matrix (Higham, 1996). 

Diberikan suatu matriks A berukuran     dan Frobenius norm 

matrix adalah akar kuadrat dari jumlah kuadrat untuk semua 

elemen yang dinyatakan sebagai 

|( )|  √∑∑|    |
 

 

   

 

   

  

2. Himpunan kontrol   tidak kosong. 

3.  (   ⃗  ⃗⃗)   (   ⃗)   (   ⃗) ⃗⃗, 

dimana  (   ⃗) adalah  (   ⃗  ⃗⃗) dan  (   ⃗) adalah   ⃗⃗⃗(   ⃗  ⃗⃗). 

4. Himpunan kontrol   adalah tertutup dan konveks. 

a. Definisi himpunan tertutup (Bartle dan Sherbert, 2011). 

Himpunan   tertutup jika dan hanya jika     terbuka. 

Pernyataan ini setara dengan   dikatakan tertutup jika untuk 

setiap     ada      sehingga   (         )   . 

b. Definisi himpunan konveks (Boyd dan Vandenberghe, 2004). 

Himpunan   konveks jika setiap        maka berlaku 

   (   )     dengan      . 
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5. Integran dari fungsi tujuan adalah konveks dalam  . 

Definisi fungsi konveks (Boyd dan Vandenberghe, 2004). 

Fungsi   dikatakan konveks dalam  , jika untuk setiap     
  maka berlaku  

(   ) ( )    ( )   ((   )    ) dengan      . 

 

2.3.2  Syarat Perlu Kontrol Optimal 

Misal kondisi optimal dari variabel kontrol  ⃗⃗( ) dinotasikan 

dengan  ⃗⃗ ( ) dan state yang optimal dinotasikan dengan  ⃗ ( ). 

Kemudian, didefinisikan variabel kontrol lain dengan bentuk   

 ⃗⃗ ( )    ⃗⃗ ( )    ⃗⃗( )  

dimana  ⃗⃗( ) adalah fungsi variasi yang kontinu sepotong-potong dan 

   . Misalkan  ⃗  adalah state yang bersesuaian untuk kontrol  ⃗⃗ , 

maka diperoleh persamaan state  ⃗  sebagai berikut.  

  ⃗ ( )

  
  ⃗(   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))  

sehingga didapatkan fungsi tujuan yang bersesuaian untuk  ⃗⃗  adalah 

 ( ⃗⃗ )  ∫  (   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))
  

  

     

Selanjutnya diberikan fungsi adjoint dengan variabel adjoint                         

 ⃗( )  ,  ( )     ( )- sebagai berikut. 

  ∫
 

  
[ ⃗( ) ⃗ ( )]    ⃗(  ) ⃗

 (  )
  

  

  ⃗(  ) ⃗
 (  )  

    ∫
 

  
[ ⃗( ) ⃗ ( )]    ⃗(  ) ⃗

 (  )   ⃗(  ) ⃗
 (  )

  

  

                  

Tambahkan persamaan (2.4) ke persamaan  ( ⃗⃗ ) sedemikian 

sehingga 

 ( ⃗⃗ )   ∫ [ (   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))  
 

  
. ⃗( ) ⃗ ( )/]

  

  

     

  ⃗(  ) ⃗
 (  )   ⃗(  ) ⃗

 (  ) 

          ∫  [ (   ⃗ ( )   ( ))   ⃗ ( ) ⃗ ( )
  

  

 

  ⃗( ) ⃗(   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))]    ⃗(  ) ⃗   ⃗(  ) ⃗
 (  )    
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Nilai minimum dari  ( ⃗⃗ ) terjadi saat  

  ( ⃗⃗ )

  
|         

sehingga 
  ( ⃗⃗ )

  
|       

∫
 

  
[ (   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))   ⃗ ( ) ⃗ ( )

  

  

 

  ⃗( ) ⃗(   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( ))]  |     
 

  
 ⃗(  ) ⃗

 (  )   |         

∫ 6  ⃗

  ⃗ 

  
   ⃗⃗⃗

  ⃗⃗ 

  
  ⃗ ( )

  ⃗ 

  

  

  

 

  ⃗( ) 4 ⃗ ⃗

  ⃗ 

  
   ⃗⃗⃗

  ⃗⃗ 

  
57 |         ⃗(  )

  ⃗ 

  
(  )|        

∫ 6  ⃗

  ⃗ 

  
   ⃗⃗⃗

  ⃗⃗ 

  
  ⃗ ( )

  ⃗ 

  

  

  

  ⃗( )  ⃗

  ⃗ 

  
 

  ⃗( ) ⃗ ⃗⃗⃗

  ⃗⃗ 

  
7 |      ⃗(  )

  ⃗ 

  
(  )   |         

 
karena diberikan 

  ⃗⃗ 

  
( )|   ⃗⃗( )     

mengakibatkan 

∫ 6.  ⃗   ⃗( ) ⃗ ⃗   ⃗ ( )/
  ⃗ 

  
( )|   (  ⃗⃗⃗   ⃗( ) ⃗ ⃗⃗⃗) ⃗⃗( )     7

  

  

 

  ⃗(  )
  ⃗ 

  
(  )|                                                                               

kemudian dengan mengambil   

 ⃗ ( )   (  ⃗   ⃗( ) ⃗ ⃗)                                     
dan  

 ⃗(  )                                                       
persamaan (2.5) menjadi 

∫ (  ⃗⃗⃗   ⃗( ) ⃗ ⃗⃗⃗) ⃗⃗( )   
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untuk sembarang  ⃗⃗( )  Akibatnya, dari persamaan (2.8) diperoleh 

  ⃗⃗⃗   ⃗( ) ⃗ ⃗⃗⃗    yang disebut sebagai kondisi optimal. 

Persamaan (2.6) disebut persamaan         dan persamaan 

(2.7) disebut  kondisi transversal. Persamaan        , kondisi 

transversal dan kondisi optimal merupakan syarat perlu kontrol 

optimal. Syarat perlu ini dapat dipenuhi dengan mendefinisikan 

fungsi Hamilton   sebagai berikut. 

  (   ⃗  ⃗⃗  ⃗)   (   ⃗  ⃗⃗)  ∑  ( )

 

   

  (   ⃗  ⃗⃗)                            

dimana   adalah integran dari fungsi tujuan yang dioptimalkan dan   

adalah persamaan state. Fungsi Hamilton dinotasikan dengan   yang 

memuat empat variabel yaitu variabel waktu    variabel kontrol  ⃗⃗, 

variabel state  ⃗ dan variabel          ⃗.  
(Lenhart dan Workman, 2007) 

2.3.3  Prinsip Minimum Pontryagin 
Prinsip minimum Pontryagin adalah prinsip yang penting 

dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal. Prinsip ini digunakan 

untuk mengubah masalah kontrol optimal yang meminimumkan 
fungsi tujuan dengan kendala ke masalah meminimumkan fungsi 

Hamilton. Dalam prinsip ini fungsi Hamilton mempunyai peranan 

penting dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal. Jika  ⃗⃗ ( ) 

dan  ⃗ ( ) adalah nilai yang optimal untuk masalah persamaan (2.2) 
dan (2.3), maka variabel adjoint akan eksis. Dengan demikian, untuk 

masalah minimasi berlaku kondisi sebagai berikut. 

 .   ⃗ ( )  ⃗⃗( )  ⃗( )/   .   ⃗ ( )  ⃗⃗ ( )  ⃗( )/       (2.10) 

Berdasarkan persamaan (2.3) dan (2.9), persamaan state 

dinyatakan sebagai  

 ⃗ ( )   ⃗(   ⃗( )  ⃗⃗( ))  
  .   ⃗( )  ⃗⃗( )  ⃗( )/

  ⃗( )
  

dan persamaan         dinyatakan sebagai  

 ⃗ ( )   
  .   ⃗( )  ⃗⃗( )  ⃗( )/

  ⃗( )
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Terdapat dua turunan yaitu  ⃗ ( ) dan  ⃗ ( ), maka diperlukan 
dua kondisi batas untuk menentukan solusi optimal. Jika diberikan 

nilai awal  ⃗(  ) dan nilai akhir  ⃗(  ), maka nilai dua turunan 

tersebut dapat ditentukan. Jika tidak diberikan kondisi akhir  ⃗(  ), 

maka dapat digunakan kondisi transversal yaitu  ⃗(  )    sebagai 

pengganti kondisi akhir.  
Diperoleh beberapa komponen dalam menggunakan prinsip 

minimum Pontryagin untuk masalah kontrol optimal  (2.2) dan (2.3) 

berdasarkan fungsi Hamilton (2.9) sebagai berikut.  
 

( )    (   ⃗   ⃗⃗  ⃗)   (   ⃗   ⃗⃗   ⃗)  untuk setiap    [     ], 

(  )   ⃗  
  

  ⃗
                  pers    n st te    

(   )  ⃗   
  

  ⃗
              pers    n     int   

(iv)   ⃗(  )                     n isi tr ns ers l    

Jika fungsi Hamilton dapat diturunkan terhadap variabel kontrol 
maka kondisi (i) dapat diganti oleh kondisi stasioner yaitu 

  

   
                 

Kondisi (ii) dan (iii) adalah sistem Hamilton sedangkan kondisi (iv) 

adalah kondisi tambahan yang sesuai untuk masalah kontrol optimal 
jika kondisi akhir tidak diberikan. 

Jika batasan diberikan pada variabel kontrol   , yaitu                   

          maka  kondisi  optimal berubah  menjadi  

  
  

{
  
 

  
                              

  

   
   

                      
  

   
   

                              
  

   
   

 

 (Lenhart dan Workman, 2007) 
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Contoh 2.1: Selesaikan masalah kontrol optimal berikut. 

   
 ( )

∫ (  ( )    ( ))   
 

 

 

dengan  

  
 ( )    ( )   ( )                ( )     

  
 ( )   ( )              ( )                        

 
Penyelesaian : 

Dari masalah kontrol optimal tersebut didapatkan fungsi Hamilton 

sebagai berikut: 

     ( )    ( )      ( )     ( )  
sehingga diperoleh persamaan          

  
 ( )   

  

   
                                                                                      

  
 ( )   

  

   
    ( )                                                                    

Integralkan persamaan (2.11) dan         terhadap    diperoleh 

  ( )    dan dikarenakan kondisi transversal   ( )    maka 

didapatkan   ( )   (   )(   ).  

Berdasarkan kondisi stasioner 
  

  
  , maka diperoleh 

  

  
         

   
  

 
 

   

 
(   )                                      

Substitusikan persamaan (2.13) ke persamaan state diperoleh 

  
  

   

 
(   )                                         

Integralkan persamaan (2.14) terhadap   dengan syarat batas 

  ( )    maka diperoleh  

   
   

 
4
  

 
  5                                     

dari   
     dan dengan mensubstitusikan   ( )    didapatkan 

solusi    sebagai berikut. 

   
   

 
4
  

 
 

  

 
5                                  
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Selanjutnya, karena   ( )    maka didapatkan     . Dengan 

demikian, diperoleh sistem optimal sebagai berikut. 

  
 ( )  

   

 
 

  

 
          

 ( )     
   

 
   ( )         

(Lenhart dan Workman, 2007) 
 

 

2.4  Ketunggalan Solusi Sistem Optimal 

Untuk membuktikan ketunggalan solusi dari sistem optimal 

dalam interval waktu yang kecil digunakan prop dan Teorema 

berikut. 

Proposisi 2.1 Fungsi   ( )      *   *   +   + merupakan 

Lipschitz continuous pada  , dengan     adalah beberapa 

konstanta positif yang tetap.  

Teorema 2.2 Untuk    yang cukup kecil, solusi dari sistem optimal 

adalah tunggal. 

(Gao dan Huang, 2017) 

 

2.5  Metode Runge-Kutta Orde 4 

Metode Runge-Kutta adalah salah satu metode numerik yang 

digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa. Jika 

persamaan  ⃗( )   ⃗(   ⃗( )) dan  ⃗( ) diketahui, maka didapatkan 

rumus sebagai berikut. 

 ⃗(   )   ⃗( )  
 

 
( ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗ )  

dengan 

 ⃗⃗   ⃗(   ⃗( ))  

 ⃗⃗   ⃗ (  
 

 
  ⃗( )  

 

 
 ⃗⃗ )  

 ⃗⃗   ⃗ (  
 

 
  ⃗( )  

 

 
 ⃗⃗ )  

 ⃗⃗   ⃗(     ⃗( )   ⃗⃗  )  
(Lenhart dan Workman, 2007) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



14 
 

2.6  Metode Sweep Maju-Mundur 

Untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal, metode 

numerik yang digunakan adalah metode Sweep Maju-Mundur 
dengan menggunakan Runge-Kutta orde 4. Langkah-langkah metode 

Sweep Maju-Mundur sebagai berikut.  

Langkah 1 : Membuat dugaan awal nilai  ⃗⃗. 

Langkah 2 :  Menggunakan kondisi awal  ⃗(  )   ⃗  dan nilai  ⃗⃗ 

untuk menyelesaikan persamaan state ( ⃗) dengan 

langkah maju metode Runge-Kutta orde 4. 

Langkah 3 :  Menggunakan kondisi tranversal  ⃗(  )   , nilai  ⃗⃗ dan 

 ⃗ untuk menyelesaikan persamaan adjoint ( ⃗)  dengan 
langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4. 

Langkah 4 :  Memperbarui nilai   ⃗⃗ dengan memasukkan nilai  ⃗ dan  ⃗ 

yang baru ke dalam persamaan karakteristik pada 

kontrol optimal  ⃗⃗ . 

Langkah 5 :  Memeriksa  konvergensi solusi.  Jika nilai eror setiap 

variabel pada iterasi saat ini dan iterasi sebelumnya 
sangat kecil, maka  proses selesai dan cetak nilai saat ini 

sebagai solusi. Jika tidak, maka kembali ke langkah 2. 

(Lenhart dan Workman, 2007) 

2.7  Model Tuberkulosis  

Model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah 

suatu sistem persamaan diferensial nonlinear yang terdiri dari lima 

subpopulasi, yaitu   adalah individu rentan terhadap penyakit 

(susceptible),   adalah individu rentan yang divaksinasi 

(vaccinated),   adalah individu TB laten (latent),   adalah individu 

TB aktif (infectious) dan   adalah individu TB aktif yang diobati 

(treatment).  

Laju perubahan subpopulasi individu rentan terhadap   

dipengaruhi oleh parameter           dan  . Parameter   
menyatakan laju kelahiran alami individu rentan. Individu rentan 

dapat berkurang karena adanya kontak langsung antara individu 

rentan dengan individu TB aktif dengan laju   (     ). Parameter 

   menyatakan laju penularan dan parameter      menyatakan 
pengurangan penularan pada individu TB aktif yang diobati 

(dibandingkan TB aktif yang tidak diobati). Individu rentan dapat 

berkurang, akibat adanya kematian alami dengan laju   dan individu 
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rentan yang melakukan vaksinasi dengan laju  . Berdasarkan uraian 

tersebut, laju perubahan subpopulasi rentan terhadap   dapat 

dinyatakan sebagai 

  

  
     (     )  (   )                             

Laju perubahan subpopulasi individu tervaksinasi terhadap   
dapat meningkat akibat adanya individu rentan yang melakukan 

vaksinasi dengan laju  . Individu tervaksinasi dapat berkurang akibat 

terinfeksi oleh individu TB aktif dengan laju     (     ) dimana 

       menyatakan pengurangan penularan karena melakukan 

vaksinasi. Individu tervaksinasi dapat berkurang akibat adanya 

kematian alami dengan laju  . Berdasarkan uraian tersebut, laju 

perubahan subpopulasi individu tervaksinasi terhadap   dapat 
dinyatakan sebagai 

  

  
        (     )                                 

Laju perubahan subpopulasi individu rentan terhadap   

dipengaruhi oleh parameter             ,   dan  . Parameter   

menyatakan proporsi banyaknya individu rentan yang melakukan 
kontak langsung dengan TB aktif diasumsikan masuk ke tahap TB 

laten dengan laju   (     ).  Subpopulasi individu TB laten tidak 

dapat menularkan TB kepada individu lain. Individu TB laten dapat 

berkurang akibat adanya kematian alami dengan laju   dan individu 

TB laten menjadi TB aktif dengan laju  . Parameter   menyatakan 

laju individu TB aktif yang telah diobati kembali menjadi tahap TB 

laten  Berdasarkan uraian tersebut, laju perubahan subpopulasi 

individu TB laten terhadap   dapat dinyatakan sebagai 

  

  
    (     )      (     )  (   )                 
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Laju perubahan subpopulasi individu TB aktif terhadap   dapat 
meningkat akibat adanya individu rentan yang terinfeksi TB masuk 

ke tahap TB aktif dengan laju   (     ) dengan proporsi (   ). 
Pertambahan individu TB aktif juga terjadi akibat adanya individu 

TB laten menjadi TB aktif dengan laju  . Individu TB aktif dapat 

berkurang karena adanya kematian alami dengan laju   dan  

kematian akibat TB aktif dengan laju  . Parameter   menyatakan 
individu TB aktif yang menjalani pengobatan. Berdasarkan uraian 

tersebut, laju perubahan subpopulasi individu TB aktif terhadap   

dapat dinyatakan sebagai 

  

  
 (   )  (     )     (     )                     

Laju perubahan subpopulasi individu TB aktif yang diobati 

terhadap   dipengaruhi oleh parameter     dan  . Parameter   

menyatakan individu TB aktif yang menjalani pengobatan. Individu 

TB aktif yang diobati dapat berkurang akibat adanya kematian alami 

dengan laju   serta individu TB aktif yang telah diobati dapat 

kembali ke tahap TB laten dengan laju  . Berdasarkan uraian 

tersebut, laju perubahan subpopulasi individu TB aktif yang diobati 

terhadap   dapat dinyatakan sebagai 

  

  
    (   )                                              

Berdasarkan persamaan (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), dan 

(2.21) diperoleh model tuberkulosis yang berbentuk sistem 

persamaan diferensial sebagai berikut. 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
     (     )  (   )                                        

 
  

  
        (     )                                                  

  

  
    (     )      (     )  (   )     

  

  
 (   )  (     )     (     )                  

  

  
    (   )                                            

                                             
                          

          

dimana  
 

    : laju kelahiran alami, 

   : laju vaksinasi, 

   : laju kematian alami,  

   : laju kematian akibat penyakit,  

   : laju individu yang berhasil diobati kembali ke laten,                  

    : laju pengobatan,  

   : laju individu laten yang menjadi terinfeksi, 

   : laju penularan penyakit. 

   : proporsi banyaknya individu rentan yang menjadi laten, 

    : proporsi banyaknya individu rentan yang menjadi  
terinfeksi, 

dengan      . 
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BAB III  
PEMBAHASAN 

 
Pada bab ini dibahas formulasi model penyebaran tuberkulosis 

dengan melibatkan variabel kontrol. Pembahasan ini lebih 

ditekankan pada penyelesaian masalah kontrol optimal dengan 

menerapkan prinsip minimum Potryagin, kemudian diselesaikan 
secara numerik dengan metode Sweep Maju-Mundur dan 

menggunakan software MATLAB.  

 

3.1   Formulasi Model Tuberkulosis dengan kontrol 

 Model  tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan tanpa 

kontrol telah diuraikan pada bab sebelumnya. Pada model 

tuberkulosis tanpa kontrol, parameter       n   adalah konstan. 

Sementara itu, pada model tuberkulosis dengan kontrol, parameter  , 

  dan   diubah menjadi variabel kontrol   ( ),    ( ) dan   ( ) 

yang bergantung pada waktu. Variabel kontrol    menyatakan laju 

vaksinasi,    menyatakan laju penanganan kambuh dan    

menyatakan laju pengobatan.   

Model matematika tuberkulosis dengan variabel kontrol dapat 
dinyatakan sebagai berikut. 
  

  
     (     )  (    )   

  

  
         (     )      

  

  
    (     )      (     )  (   )                      

  

  
 (   )  (     )     (      )   

  

  
     (    )      

Tujuan kontrol optimal pada skripsi ini adalah untuk 

meminimumkan jumlah subpopulasi individu TB laten, jumlah 

subpopulasi individu TB aktif, jumlah subpopulasi TB aktif yang 
diobati, serta biaya kontrol. Dengan demikian, bentuk fungsi tujuan 

yang akan diminimumkan sebagai berikut.  
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 (        )  ∫ (                
      

 
  

 

     
 )                 

dengan kendala sistem persamaan (3.1).  

∫    
  

 
      ∫    

  

 
       n   ∫   

  

 
        menyatakan biaya 

yang disebabkan oleh individu terinfeksi TB (individu TB laten, 

individu TB aktif dan individu TB aktif yang diobati). ∫     
   

 
   

menyatakan biaya yang dikeluarkan untuk vaksinasi relatif lebih 

tinggi dibandingkan dengan biaya penanganan kambuh 

(∫     
   

 
   ) dan biaya pengobatan (∫     

   

 
  ). Koefisien 

  (       ) adalah bobot dari individu yang terinfeksi TB dan 

  (       ) adalah bobot pada biaya kontrol, selanjutnya akan 

ditentukan  (  
    

    
 ) sedemikian sehingga berlaku 

 (  
    

    
 )      (        )                             (3.3) 

dengan   {(        )|                       [    ]}. 
 

3.2  Eksistensi Kontrol Optimal 

Eksistensi kontrol optimal dapat dibuktikan berdasarkan 

Teorema 2.1 sebagai berikut. 

Diberikan  

 ⃗  (         )   dan  ⃗⃗  (        ) 
  merupakan masing-

masing notasi dari variabel state dan kontrol pada sistem (3.1). 

Kontrol optimal dikatakan eksis jika memenuhi kondisi  

 

1.    adalah kelas    (continuously differentiable) dan terdapat 

konstanta   sedemikian sehingga 
| (     )|   , |  ⃗(   ⃗  ⃗⃗)|   (  | ⃗⃗|) dan |  ⃗⃗⃗(   ⃗  ⃗⃗)|   . 

 

Diberikan 

 (   ⃗  ⃗⃗)

 

(

 
 
 

    (     )  (    ) 

        (     )    

   (     )      (     )  (   )     
(   )  (     )     (      ) 

    (    ) 
)
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| (     )|  |
|

(

 
 

 
 
 
 
 
)

 
 

|
|     

 
Selain itu, 
|  ⃗(   ⃗  ⃗⃗)|

  |
|

(

 
 

   

  
   

   

 

          

 
   
   

 
 

        

 
 

 (   )

 
 

      

   
     

   

   

  

       

     

       
   

   

 (    ))

 
 

|
|  

 |
|

(

 
 

 
 

   

 (     )

 

          

 
 

   

 
 

        

 
 
 
 
 

      

 
 

   

  
 

       

 
 

            
    

 )

 
 

|
| 

   |
|

(

 
 

 
  

 
 
 

          

 
 
 
 
 

        

 
 
 
 
 

      

 
 
 
 
  

       

 
 
  

 
 )

 
 

|
|  

  (  | ⃗⃗|)  
 
dengan 

      (     )  (    )   
        (     )      
      (      )    
       (     )   
               
                         

    (   ) (     )   
    (   )   (      )         
    (   )       
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dan 

|  ⃗⃗⃗(   ⃗  ⃗⃗)|  |
|

(

 
 

  
 
 
 
 

     

 
 
 
 

  

      

 
 
 
  
 )

 
 

|
|     

dimana   adalah batas atas dari matriks konstan. 

 

2. Himpunan kontrol   tidak kosong. 
  Jelas karena  

    {(        )|                       [    ]}. 
 

3.   (   ⃗  ⃗⃗)   (   ⃗)   (   ⃗) ⃗⃗. 

 (   ⃗  ⃗⃗)

 

(

 
 
 

    (     )  (    ) 

        (     )    

   (     )      (     )  (   )     
(   )  (     )     (      ) 

    (    ) 
)

 
 
 

 

 

(

 
 
 

    (     )    

     (     )    

   (     )      (     )  (   ) 
(   )  (     )     (   ) 

   
)

 
 
 

 

 

(

 
 

  
 
 
 
 

     

 
 
 
 

  

      

 
 
 
  
 )

 
 

(

  

  

  

) 

 

4.  Himpunan kontrol   adalah tertutup dan konveks. 

a) Tertutup 

Ambil sebarang   ,   -, sehingga     atau    .           

Jika       maka ada      |   |    sehingga                         
,   -    (         )     . Jika          maka ada                  

   |   |    sehingga ,   -  (         )   . Dengan                                                                                        
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demikian, dapat ditunjukkan bahwa       dengan               

             untuk semua      Jadi terbukti bahwa 

  tertutup. 
b) Konveks 

Ambil sebarang        akan dibuktikan                                  

   (   )     untuk semua   ,   -. Perhatikan                  

         dan (   )   (   )      maka 

   (   )   (  (   ))           

Karena      (   )        untuk semua        dan 

  ,   -  maka terpenuhi bahwa himpunan   konveks. 

  

5.  Integran dari fungsi tujuan adalah konveks dalam  . 

Untuk menunjukkan fungsi ( (   ⃗  ⃗⃗)) konveks, akan dibuktikan 

bahwa 
(   ) (   ⃗  ⃗⃗)    (   ⃗  ⃗)   (   ⃗ (   ) ⃗⃗    ⃗) 

dimana  ⃗⃗ dan  ⃗ adalah dua vektor kontrol    dengan   ,   -  
 
Perhatikan bahwa  
(   ) (   ⃗  ⃗⃗)    (   ⃗  ⃗) 
    ( )     ( )     ( )  (   ),    

      
       

 - 
            ,    

      
      

 -                                                                 
dan  

 (   ⃗ (   ) ⃗⃗    ⃗) 

    ( )     ( )     ( )    ,(   )      -
 
 

      ,(   )      -
    ,(   )      -

                       
 
maka dari persamaan (3.4) dan (3.5) didapatkan 
(   ) (   ⃗  ⃗⃗)    (   ⃗  ⃗)   (   ⃗ (   ) ⃗⃗    ⃗) 

   ,(   )  
     

 -    ,(   )  
     

 - 

       ,(   )  
     

 -    ,(   )      -
 
  

       ,(   )      -
    ,(   )      -

   

   {(   )  
     

  ,(   )      -
 
} 

       *(   )  
     

  ,(   )      -
 + 

       *(   )  
     

  ,(   )      -
 +    
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   *(   )  
     

  ,(   )  
     

 -  

     ,(   )  
     

 -   ,(   )      -
 
} 

       .√ (   )   √ (   )  /
 

 

       .√ (   )   √ (   )  /
 

 

   * (   )(  
    

 )  ,(   )  
     

  

     ((   )      )
 -, (   )(     )

 -+ 
        (   )(     )

     (   )(     )
  

    
 

Perhitungan secara rinci dapat dilihat pada Lampiran 1. 
 

Berdasarkan uraian sub. 3.2 terbukti bahwa kontrol optimal pada 

model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah eksis. 
 

3.3  Penyelesaian masalah kontrol optimal 

Hal yang diperlukan dalam prinsip minimum Pontryagin 
adalah menentukan fungsi Hamilton. Berdasarkan fungsi tujuan dan 

persamaan state didefinisikan fungsi Hamilton sebagai berikut.  

 (                                 )  

                 
      

      
   

       ,    (     )  (    ) - 
          ,        (     )    - 
       ,   (     )      (     )  (   )     -  
       ,(   )  (     )     (      ) -  

          ,    (    ) -                                                                       
                                       

3.3.1  Persamaan State 

Berdasarkan prinsip minimum Pontryagin, fungsi Hamilton 
akan mencapai solusi optimal jika memenuhi persamaan state, 

persamaan adjoint, dan kondisi stasioner. Persamaan state diperoleh 

dengan menurunkan fungsi Hamilton (3.6) terhadap masing-masing 
variabel adjoint sebagai berikut.  
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     (     )  (    )   

  

  
 

  

   
         (     )      

  

  
 

  

   
    (     )      (     )  (   )                  

      
  

  
 

  

   
 (   )  (     )     (      )   

  

  
 

  

   
     (    )      

dengan kondisi awal  ( )         ( )         ( )                          
                                       ( )           ( )    . 

 

3.3.2  Persamaan Adjoint  

Persamaan adjoint dan kondisi transversal merupakan 

komponen dalam prinsip minimum Potryagin. Persamaan adjoint 

adalah nilai negatif dari turunan fungsi Hamilton (3.6) terhadap 
masing-masing variabel state sebagai berikut. 

 
   

  
  

  

  
                                

           (   )       (   )    
   

  
  

  

  
                                      

   

  
  

  

  
   (   )                                                             

   

  
  

  

  
               (   )      

                (   )            
   

  
  

  

  
                                 

                   (   )       

dengan kondisi transversal,    (  )          (  )          (  )     

            (  )          (  )      
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3.3.3  Kondisi Stasioner  

Kondisi stasioner adalah suatu kondisi dimana kontrol optimal 

  dapat meminimumkan fungsi Hamilton (3.6). Kondisi ini diperoleh 
dengan menurunkan fungsi Hamilton (3.6) terhadap variabel kontrol 

      dan    sehingga diperoleh 

 

 ) 
  

   
   

     
  

   
      

            

     didapatkan 

   (
       

   
)

 
 ⁄

  

 

 ) 
  

   
   

     
  

   
                 

    didapatkan 

   
       

   
  

 ) 
  

   
   

     
  

   
                 

    didapatkan 

   
       

   
  

Variabel kontrol pada sistem (3.1) didefinisikan pada      
                                      sehingga didapatkan  

 

  
  

{
 
 

 
 

    
            

4
(     ) 

 

   
5
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(     ) 

 

   
               

       

                  
       

    

 

  
  

{
 

 
              

            
(     ) 

 

   
               

        

                  
       

    

 

Dengan demikian, kontrol optimal   
     

        
  dapat dinyatakan 

sebagai berikut. 

   
      {   {  4

(     ) 
 

   
5

 
 ⁄

}       }    

  
      8   8  

(     ) 
 

   
9       9                                             

   
      8   8  

(     ) 
 

   
9       9   

Sistem optimal diperoleh dengan mensubstitusikan  ⃗⃗  ke dalam 

sistem state (3.7) dan sistem adjoint (3.8) sehingga diperoleh sistem 

optimal sebagai berikut. 
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 (   )      

   (   )     
   

 

  
  

  

  
   

         
           

     
      

   
          

   
 

  
  

  

  
   

 (   )    
                                                        

   
 

  
  

  

  
   

       
         

 (   )    
   

        

   
         

 (   )      
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3.4  Ketunggalan Solusi Sistem Optimal 

Untuk membuktikan Teorema 2.2, diberikan ( ,  ,  ,  ,  ,   , 

  ,   ,   ,   ) dan ( ,  ,  ,  ,  ,   ,   ,   ,   ,   )  adalah dua 
solusi yang berbeda dari sistem optimal. Untuk menunjukkan dua 

solusi tersebut adalah ekivalen, dimisalkan 

          
         

         
         

       , 

  
           

           
           

           
        , 

 
 
        

 
        

 
        

 
        

 
        

  

 
      

 
   

 
      

 
   

 
      

 
   

 
      

 
   

 
      

 
  

dengan    , sehingga persamaan (3.9) menjadi     

  
      {   {  4

(     )  

   
5
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}       }    
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     {   {  
( 

 
   )  

   
}       }   

  
 

     8   8  
( 

 
  

 
)  

   
9       9   

 

Selanjutnya, persamaan pertama pada (3.10) untuk    menjadi 

      

  
         ( 

        
    )  (    

 )       

sehingga diperoleh 
   

  
                 (       )  (    

 )                    

dan untuk  
 
menjadi 

   

  
                 (       )  (    

 
)                   

kurangkan persamaan (3.12) dengan (3.13) didapatkan 
   

  
 

   

  
 (   )(     ) 

      (  (       )    (       )) 

 (  
      

 
  )                                                                              

kemudian kalikan kedua sisi persamaan (3.14) dengan (     ) dan 

integralkan dari   sampai    sehingga diperoleh 

 

 
.  (  )    (  )/

 

 (   )∫ (     )
 

  

 

   

    ∫    (  (       )    (       ))(     )
  

 

   

 ∫ (  
      

 
  )(     )  

  

 

                                              

Berdasarkan penjelasan pada Lampiran 2, persamaan (3.15) menjadi  
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 (     )
  (     )

  (    
 
)
 
 (    

 
)
 
 

 (    
 
)
 
 (    

 
)
 
 (    

 
)
 
1                              

dengan    dan    adalah batas atas yang bersesuaian.  

Dengan menggunakan cara yang sama untuk persamaan selanjutnya 

pada (3.10) dan (3.11) maka didapatkan pertidaksamaan untuk 

.  (  )   (  )/ dan (  ( )  
 
( )) dengan           dan                            

            yang dapat dilihat pada Lampiran 3. Gabungan dari 
sepuluh pertidaksamaan tersebut sebagai berikut. 

 ∫ (     )
   

  

 

  ∫ (     )
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  [(     )  ∑  

 

   

     (∑  

 

   

 ∑     

 

   

)]  

  [(     )  (        ) 
    (      ∑  

 

   

)]  

  [(   )     
    (∑  

 

   

      )]  

                             

Jika diambil   yang cukup besar dan    yang cukup kecil, misalnya 

pada suku pertama diambil 

                            
dan 

   
 

  
  

(   )  (        )

              
  

                 (       )   (                    )  
    

 (        ) menjadi positif. Penjelasan tersebut berlaku untuk 

integral lainnya dan diperoleh    dan     lainnya. Jika diambil nilai 

maksimum dari    yang dinotasikan sebagai   dan nilai minimum 

dari     yang dinotasikan sebagai    , maka koefisien pada setiap 

integral dalam (3.17) adalah positif. Oleh karena itu, agar 

pertidaksamaan   (3.17)   terpenuhi    maka    haruslah             
                                         

 
    

    
 

         
 

           
 

        
 

       sehingga 

didapatkan 

                                      
 
     

 
  

                                        
 
     

 
     

 
  

dan 

    
 
     

 
     

 
     

 
     

 
   

    

 
  

  
    

 
   

    

 
   

    

 
   

    

 
  

 

Dengan demikian, solusi dari sistem optimal pada model 
tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah tunggal untuk 

waktu yang kecil.  
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3.5  Simulasi Numerik 

Metode numerik yang digunakan dalam menyelesaikan 

masalah kontrol optimal pada skripsi ini adalah metode Sweep Maju-
Mundur menggunakan software MATLAB. Pada metode ini, 

dilakukan diskritisasi interval ,     - di titik                        

          dengan   merupakan ukuran langkah waktu. 

Selanjutnya variabel  ,  ,  ,  ,  ,   ,   ,   ,   ,   ,    ,   , dan    

dinyatakan sebagai  ( ),  ( ),  ( ),  ( ),  ( ),   ( ),   ( ),   ( ), 

  ( ),   ( ),    ( ),   ( ), dan   ( ). Variabel state didekati dengan 
langkah maju metode Runge-Kutta orde 4 dan variabel adjoint 

didekati dengan langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4.  

Langkah-langkah metode Sweep Maju-Mundur sebagai berikut.  

1. Menentukan nilai awal  ( ),  ( ),  ( ),   ( ),   ( ), dugaan 

nilai awal variabel kontrol    ,   ,    dan toleransi eror. 

2. Menggunakan kondisi  awal  ( )       ( )      ( )     
 ( )      ( )      dan nilai    ,   ,    untuk menyelesaikan 
persamaan state dengan  langkah  maju metode Runge-Kutta orde 

4. 

3. Menggunakan kondisi tranversal   (  )       (  )    

  (  )      (  )      (  )    serta nilai  ,  ,  ,  ,  ,   , 

   dan    untuk menyelesaikan persamaan adjoint dengan 
langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4. 

4. Memperbarui nilai   ,    dan     dengan memasukkan nilai  ,  , 

 ,  ,  ,   ,   ,   ,    dan    yang baru ke dalam persamaan 

karakteristik   ,   , dan       
5. Memeriksa  konvergensi solusi.  Jika nilai eror  ,  ,  ,  ,  ,   , 

  ,   ,   ,   ,    ,    dan    pada iterasi saat ini dan iterasi 

sebelumnya kurang dari     , maka  proses selesai dan cetak 
nilai saat ini sebagai solusi. Jika tidak memenuhi maka kembali 

ke langkah 2. 

Simulasi numerik dilakukan untuk memberikan gambaran 
perilaku solusi model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan. 

Pada model ini terdapat tiga kontrol yaitu vaksinasi (  ), 

penanganan kambuh (  ) dan pengobatan (  ). Pada simulasi 

digunakan nilai awal yang disajikan pada Tabel 3.1 dan nilai 
parameter diberikan pada Tabel 3.2 dengan waktu awal                  

     (tahun) dan waktu akhir       (tahun). 
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Tabel 3.1 Nilai awal  

Nilai Awal 

 ( )      

 ( )      

 ( )      

 ( )     

 ( )     

 
 Tabel 3.2 Nilai parameter 

Nilai Parameter 

  1428   0.9 

  0.003   0.00368 

   0.25   0.17 

  1/70      ,       1 

   0.05       1.125 

 

3.5.1  Simulasi 1 

Pada simulasi ini diterapkan kontrol vaksinasi (  ), 

penanganan kambuh (  ) dan pengobatan (  ) secara bersamaan 

dengan menggunakan bobot                         
                         . Berdasarkan Gambar 3.1(a) 
jumlah subpopulasi individu rentan sebelum dan setelah diberi 

kontrol mengalami perubahan yang cukup signifikan. Jumlah 

subpopulasi individu tervaksinasi setelah diberi kontrol mengalami 
peningkatan secara signifikan dibandingkan sebelum diberi kontrol 

seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1(b). Selanjutnya Gambar 

3.1(c) menunjukkan bahwa sebelum dan setelah diberi kontrol 

jumlah subpopulasi individu TB laten mengalami perubahan yang 
signifikan. Gambar 3.1(d) menunjukkan bahwa sebelum diberi 

kontrol jumlah subpopulasi individu TB aktif mengalami 

peningkatan hingga mencapai 1260 individu pada akhir periode, 
namun setelah diberi kontrol mengalami penurunan secara signifikan 

hingga mencapai 139 individu pada akhir periode. Pada Gambar 

3.1(e) ditunjukkan bahwa setelah diberi kontrol jumlah subpopulasi 

individu TB aktif yang diobati mengalami penurunan secara 
signifikan dibandingkan sebelum diberi kontrol.  
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Gambar 3.1 Dinamika S,V,L,I,T dengan kontrol       dan     
  

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 10

4

Waktu (Tahun)

V
(t

)

 

 

V  Tanpa Kontrol

V dengan Kontrol

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

Waktu (Tahun)

S
(t

)

 

 

S Tanpa Kontrol

S dengan Kontrol

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

Waktu (Tahun)

I(
t)

 

 

I Tanpa Kontrol

I dengan Kontrol

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

4

Waktu (Tahun)

L
(t

)

 

 

L Tanpa Kontrol

L dengan Kontrol

(a) 

Subpopulasi Individu Rentan Subpopulasi Individu tervaksinasi 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

Waktu (Tahun)

T
(t

)

 

 

T Tanpa Kontrol

T dengan Kontrol

Subpopulasi Individu TB Laten Subpopulasi Individu TB Aktif 

(b) (a) 

(c) (d) 

Subpopulasi Individu TB Aktif yang diobati 

(e) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 
 

Gambar 3.2(a) menunjukkan profil kontrol optimal   ,    dan 

     Pada awal periode, pemberian kontrol    dan    digunakan 

secara maksimal sebesar 1, kemudian pemberian kontrol    pada                 

       (tahun) mengalami penurunan secara drastis hingga akhir 

periode, demikian pula pemberian kontrol    mengalami penurunan 

mencapai nol pada      (tahun). Sementara itu, pemberian kontrol 

   pada awal periode diberikan secara maksimal sebesar 1,125 

hingga      (tahun), kemudian menurun perlahan mencapai nol 

pada akhir periode.  Peranan kontrol   ,    dan    secara bersamaan 

yang ditunjukkan pada Gambar 3.2(b) mengakibatkan nilai fungsi 

tujuan ( ) sebesar 5654 pada      dan nilai fungsi tujuannya 

sebesar            . 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
Gambar 3.2 Profil kontrol optimal   ,    dan    (a) dan  

fungsi tujuan (b)  
 

Dengan demikian, pemberian kontrol   ,    dan    secara 

bersamaan efektif untuk meningkatkan jumlah subpopulasi rentan 
dan tervaksinasi serta menurunkan jumlah subpopulasi individu TB 

laten, TB aktif dan TB aktif yang diobati. 

 

3.5.2  Simulasi 2 

Pada simulasi ini digunakan kontrol vaksinasi (  ), 

penanganan kambuh (  ) dan pengobatan (  ) secara bersamaan 

dengan bobot terinfeksi diambil sama yaitu            
sedangkan bobot biaya kontrol berbeda-beda. Hasil simulasi numerik 

ditunjukkan pada Tabel 3.3 sebagai berikut. 
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Tabel 3.3 Hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan 

bobot biaya kontrol yang berbeda-beda 

Bobot Gambar Hasil Simulasi 
Nilai Fungsi 

Tujuan 

  =1  

  =1  

  =1 

  =200 

  =100 

  =100 
 

 

            

  =1  

  =1  

  =1 

  =400 

  =100 

  =100 
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Gambar 3.3  Profil kontrol optimal 𝑢 , 𝑢  dan 𝑢  

Gambar 3.4  Profil kontrol optimal 𝑢 , 𝑢  dan 𝑢  
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Tabel 3.3 Lanjutan hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan 

bobot biaya kontrol yang berbeda-beda 

Bobot 
Gambar Profil kontrol optimal 

   ,    dan    

Nilai Fungsi 

Tujuan 

  =1  

  =1  

  =1 

  =800 

  =100 

  =100 
 

 

            

  =1  

  =1  

  =1 

  =1000 

  =100 

  =100 
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Gambar 3.5  Profil kontrol optimal 𝑢 , 𝑢  dan 𝑢  

Gambar 3.6  Profil kontrol optimal 𝑢 , 𝑢  dan 𝑢  
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Tabel 3.3 Lanjutan hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan 

bobot biaya kontrol yang berbeda-beda 

Bobot 
Gambar Profil kontrol optimal 

   ,    dan    

Nilai Fungsi 

Tujuan 

  =1  

  =1  

  =1 

  =1200 

  =100 

  =100 
 

 

            

 

Tabel 3.3 menunjukkan bahwa pengambilan bobot biaya kontrol 

yang berbeda-beda berpengaruh terhadap profil kontrol optimal dan 

nilai fungsi tujuan. Profil kontrol optimal yang ditunjukkan pada 

Gambar 3.4 sampai Gambar 3.8 menyatakan bahwa saat     

diberikan kontrol secara maksimal hingga waktu tertentu sesuai 

bobot yang diberikan. Semakin besar bobot    maka penggunaan 

kontrol secara maksimal semakin sedikit. Namun, pada Tabel 3.3 

menunjukkan bahwa semakin besar bobot    maka semakin besar 

nilai fungsi tujuan. Hal ini disebabkan karena semakin sedikit kontrol 

vaksinasi (  ) yang digunakan, mengakibatkan jumlah subpopulasi 

individu yang terinfeksi semakin bertambah sehingga biaya 

subpopulasi individu yang terinfeksi semakin besar. Nilai fungsi 

tujuan yang paling minimum sebesar             dengan 

menggunakan bobot                                

       , yang mana memberikan hasil paling efektif dalam 

meminimumkan jumlah subpopulasi TB laten ( ), TB aktif ( ) dan 

TB aktif yang diobati ( ) serta biaya kontrol.   
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Gambar 3.7  Profil kontrol optimal 𝑢 , 𝑢  dan 𝑢  
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BAB IV  

PENUTUP 

 

4.1  Kesimpulan 
 

Berdasarkan pembahasan pada skripsi ini, dapat disimpulkan 

sebagai berikut. 
1. Diperoleh model kontrol optimal tuberkulosis dengan vaksinasi 

dan pengobatan yang melibatkan tiga variabel kontrol, yaitu 

kontrol vaksinasi, penanganan kambuh  dan pengobatan. 

2. Kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan pengobatan pada 

model tuberkulosis terbukti eksis dan solusi dari sistem optimal 

yang diperoleh terbukti tunggal untuk interval yang kecil. 

3. Penyelesaian masalah kontrol optimal dilakukan dengan 

membentuk fungsi Hamilton untuk mendapatkan sistem yang 

optimal dengan prinsip minimum Pontryagin yang memenuhi 

persamaan state, adjoint dan kondisi stasioner.  

4. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa kombinasi 

pemberian kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan 

pengobatan secara  bersamaan  dengan menggunakan  bobot  

                                       efektif 

dalam meminimumkan jumlah subpopulasi TB laten, TB aktif 

dan TB aktif yang diobati serta biaya kontrol karena memiliki 

nilai fungsi tujuan yang paling minimum. 

4.2  Saran 
Pada skripsi ini memberikan kontrol vaksinasi pada individu 

rentan, kontrol pengobatan pada individu TB aktif dan kontrol 

penanganan kambuh pada individu TB aktif yang telah diobati. 

Untuk skripsi selanjutnya dapat dipelajari lebih lanjut bagaimana 

pengaruhnya jika ditambahkan pemberian kontrol seperti edukasi 

atau pengobatan pada individu TB laten. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Pembuktian integran dari fungsi tujuan adalah konveks pada   
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Lampiran 2. Sifat-sifat pertidaksamaan yang digunakan untuk bukti ketunggalan solusi 
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Dengan menggunakan Proposisi 1, Sifat 1 dan Sifat 2 diperoleh 
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Lampiran 4. Program MATLAB kontrol optimal pada model 

tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan 

 
function 

dy=st(y,u1,u2,u3,l,r1,r2,mu,beta,lamda,delta,a

lpha) 

N0=y(1)+y(2)+y(3)+y(4)+y(5); 

  

x(1)=lamda-beta*y(1)*(y(4)+r1*y(5))-

(mu+u1)*y(1); 

x(2)=u1*y(1)-r2*beta*y(2)*(y(4)+r1*y(5))-

mu*y(2); 

x(3)=l*beta*y(1)*(y(4)+r1*y(5))+r2*beta*y(2)*(

y(4)+r1*y(5))-(mu+delta)*y(3)+u2*y(5); 

x(4)=(1-

l)*beta*y(1)*(y(4)+r1*y(5))+delta*y(3)-

(mu+alpha+u3)*y(4); 

x(5)=u3*y(4)-(mu+u2)*y(5); 

  

dy=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)]; 
 

function 

dg=co(y,S,V,I,T,l,u1,u2,u3,B1,B2,B3,mu,beta,al

pha,delta,r1,r2) 

g1=y(1); g2=y(2); g3=y(3); g4=y(4); g5=y(5); 

  

x(1)=g1*beta*I+g1*beta*r1*T+g1*mu+g1*u1-g2*u1-

g3*l*beta*I-g3*l*r1*beta*T-g4*(1-l)*beta*I-

g4*r1*(1-l)*beta*T; 

x(2)=g2*r2*beta*I+g2*r1*r2*beta*T+g2*mu-

g3*r2*beta*I-g3*r1*r2*beta*T; 

x(3)=g3*(mu+delta)-g4*delta-B1; 

x(4)=g1*beta*S+g2*r2*beta*V+(mu+alpha)*g4+u3*g

4-g3*l*beta*S-g3*r2*beta*V-g4*(1-l)*beta*S-

g5*u3-B2; 

x(5)=g1*r1*beta*S+g2*r1*r2*beta*V+g5*mu+g5*u2-

g3*l*r1*beta*S-g3*r1*r2*beta*V-g3*u2-g4*(1-

l)*r1*beta*S-B3; 

  

dg=[x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)]; 
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clear all; 
clc; 
tic 

  

S0=4500;  V0=3000; L0=4000; I0=500;  T0=480; 
lamda=1428; 
r1=0.25; 
mu=1/70; 
r2=0.05; 
l=0.9; 
delta=0.00368; 
beta=0.003; 
alpha=0.17; 
u1max=1; 
u2max=1.125; 
u3max=1; 

 
B1=20; B2=100; B3=200; B4=100; B5=8000; B6=150;  

% B1=1; B2=1; B3=1; B4=200; B5=100; B6=100; 

% B1=1; B2=1; B3=1; B4=400; B5=100; B6=100; 

% B1=1; B2=1; B3=1; B4=800; B5=100; B6=100; 

% B1=1; B2=1; B3=1; B4=1000; B5=100; B6=100; 

% B1=1; B2=1; B3=1; B4=1200; B5=100; B6=100; 

 
h=0.01; 
t=0:h:20; 
N=length(t); 

 
u1=zeros(N,1); u1o=zeros(N,1); 
u2=zeros(N,1); u2o=zeros(N,1); 
u3=zeros(N,1); u3o=zeros(N,1); 
S=zeros(N,1); So=zeros(N,1); 
V=zeros(N,1); Vo=zeros(N,1); 
L=zeros(N,1); Lo=zeros(N,1); 
I=zeros(N,1); Io=zeros(N,1); 
T=zeros(N,1); To=zeros(N,1); 

 

g1=zeros(N,1); g1o=zeros(N,1); 
g2=zeros(N,1); g2o=zeros(N,1); 
g3=zeros(N,1); g3o=zeros(N,1); 
g4=zeros(N,1); g4o=zeros(N,1); 
g5=zeros(N,1); g5o=zeros(N,1); 
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tes=1; 
it=0; 

 

u1o=u1; u2o=u2; u3o=u3; 
So=S; Vo=V; Lo=L; Io=I; To=T; 
S(1)=S0; V(1)=V0; L(1)=L0; I(1)=I0; T(1)=T0; 

  
for i=1:N-1 
    y=[S(i)  V(i)  L(i)  I(i)   T(i)]; 
    

k1=h*st(y,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,beta,lamd

a,delta,alpha); 
    

k2=h*st(y+0.5*k1,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,be

ta,lamda,delta,alpha); 
    

k3=h*st(y+0.5*k2,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,be

ta,lamda,delta,alpha); 
    

k4=h*st(y+k3,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,beta,l

amda,delta,alpha); 
    y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

     
    S(i+1)=y(1); 
    V(i+1)=y(2); 
    L(i+1)=y(3); 
    I(i+1)=y(4); 
    T(i+1)=y(5); 
End 

 
 % plot tanpa kontrol 
    figure(1) 
    plot(t,S,'m--','LineWidth',3); 
    hold on; 

  
    figure(2) 
    plot(t,V,'m--','LineWidth',3); 
    hold on; 

  
    figure(3) 
    plot(t,L,'m--','LineWidth',3); 
    hold on;  
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    figure(4) 
    plot(t,I,'m--','LineWidth',3); 
    hold on; 

  

    figure(5) 
    plot(t,T,'m--','LineWidth',3); 
    hold on; 

 
while tes>1e-3 
    u1o=u1; u2o=u2; u3o=u3; 
    So=S; Vo=V; Lo=L; Io=I; To=T; 
    g1o=g1; g2o=g2; g3o=g3; g4o=g4; g5o=g5; 
    S(1)=S0; V(1)=V0; L(1)=L0; I(1)=I0; T(1)=T0; 
    J(it+1)=0; 
    sm=0; 

     
for i=1:N-1  
    y=[S(i)  V(i)  L(i)  I(i)   T(i)]; 
    

k1=h*st(y,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,beta,lamd

a,delta,alpha); 
    

k2=h*st(y+0.5*k1,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,be

ta,lamda,delta,alpha); 
    

k3=h*st(y+0.5*k2,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,be

ta,lamda,delta,alpha); 
    

k4=h*st(y+k3,u1o(i),u2o(i),u3o(i),l,r1,r2,mu,beta,l

amda,delta,alpha); 
    y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

     
    S(i+1)=y(1); 
    V(i+1)=y(2); 
    L(i+1)=y(3); 
    I(i+1)=y(4); 
    T(i+1)=y(5);   
 

J(i+1)=J(it+1)+h*(B1*L(i)+B2*I(i)+B3*T(i)+B4*u1o(i)

^4+B5*u2o(i)^2+B6*u3o(i)^2); 
sm=sm+J(i+1) 

end 
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g1(N)=0; g2(N)=0; g3(N)=0; g4(N)=0; g5(N)=0; 
u1(N)=0;  u2(N)=0;  u3(N)=0; 
 

for i=1:N-1 
    j=N-i;    
    y=[g1(j+1) g2(j+1) g3(j+1) g4(j+1)  g5(j+1)]; 

          

k1=h*co(y,S(j+1),V(j+1),I(j+1),T(j+1),l,u1o(j+1

),u2o(j+1),u3o(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,r1

,r2); 
    k2=h*co(y-

0.5*k1,S(j+1),V(j+1),I(j+1),T(j+1),l,u1o(j+1),u2o(j

+1),u3o(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,r1,r2); 
    k3=h*co(y-

0.5*k2,S(j+1),V(j+1),I(j+1),T(j+1),l,u1o(j+1),u2o(j

+1),u3o(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,r1,r2); 
    k4=h*co(y-

k3,S(j+1),V(j+1),I(j+1),T(j+1),l,u1o(j+1),u2o(j+1),

u3o(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,r1,r2); 
    y=y-(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); 

 

    g1(j)=y(1); 
    g2(j)=y(2); 
    g3(j)=y(3); 
    g4(j)=y(4); 
    g5(j)=y(5); 

     
    temp1=max([0 (((g1(j)-

g2(j))*S(j))/(4*B4))^(1/3)]); 
    u1(j)=min([temp1 u1max]); 
    temp2=max([0 ((g5(j)-g3(j))*T(j))/(2*B5)]); 
    u2(j)=min([temp2 u2max]);     
    temp3=max([0 ((g4(j)-g5(j))*I(j))/(2*B6)]); 
    u3(j)=min([temp3 u3max]);      
end    

  

   eS=sum(abs(S-So)); 
   eV=sum(abs(V-Vo)); 
   eL=sum(abs(L-Lo)); 
   eI=sum(abs(I-Io)); 
   eT=sum(abs(T-To)); 
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   eg1=sum(abs(g1-g1o)); 
   eg2=sum(abs(g2-g2o)); 
   eg3=sum(abs(g3-g3o)); 
   eg4=sum(abs(g4-g4o)); 
   eg5=sum(abs(g5-g5o)); 

     
   eu1=sum(abs(u1-u1o)); 
   eu2=sum(abs(u2-u2o)); 
   eu3=sum(abs(u3-u3o));   
   

tes=eS+eV+eL+eI+eT+eg1+eg2+eg3+eg4+eg5+eu1+eu2+eu3 
   it=it+1;    

    
   u1=(0.5*u1+0.5*u1o); 
   u2=(0.5*u2+0.5*u2o);     
   u3=(0.5*u3+0.5*u3o);  
end 

 
% plot dengan kontrol 
figure(1) 
plot(t,S,'b','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
ylabel('S(t)'); 
legend('S Tanpa Kontrol','S dengan Kontrol'); 

 
figure(2) 
plot(t,V,'b','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
ylabel('V(t)'); 
legend('V  Tanpa Kontrol','V dengan Kontrol'); 

  
figure(3) 
plot(t,L,'b','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
ylabel('L(t)'); 
legend('L Tanpa Kontrol','L dengan Kontrol'); 

  
figure(4) 
plot(t,I,'b','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
ylabel('I(t)'); 
legend('I Tanpa Kontrol','I dengan Kontrol'); 
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figure(5) 
plot(t,T,'b','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
ylabel('T(t)'); 
legend('T Tanpa Kontrol','T dengan Kontrol'); 

 
figure(6) 
plot(t,u1,'g','LineWidth',3); 
hold on 
plot(t,u2,'b','LineWidth',3); 
hold on; 
plot(t,u3,'r','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
legend('u_1','u_2','u_3'); 

  
figure(7) 
plot(t,J,'m','LineWidth',3); 
xlabel('Waktu (Tahun)'); 
legend('Fungsi Tujuan'); 
hold on; 

 
toc 
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