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KONTROL OPTIMAL PADA MODEL TUBERKULOSIS
DENGAN VAKSINASI DAN PENGOBATAN

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas analisis kontrol optimal pada model
tuberkulosis  dengan  vaksinasi dan  pengobatan.  Untuk
mengendalikan penyebaran penyakit tuberkulosis (TB) dapat
digunakan beberapa strategi antara lain yaitu vaksinasi, penanganan
kambuh dan pengobatan. Oleh karena itu, pada model ini dilibatkan
variabel kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan pengobatan.
Tujuan kontrol optimal pada model tuberkulosis adalah untuk
meminimumkan jumlah subpopulasi individu TB laten, TB aktif dan
TB aktif yang diobati serta meminimumkan biaya kontrol.
Selanjutnya, membuktikan eksistensi dan ketunggalan kontrol
optimal. Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan menerapkan
prinsip minimum Pontryagin. Setelah itu, disimulasikan secara
numerik dengan metode Sweep Maju-Mundur. Hasil simulasi
numerik menunjukkan bahwa kombinasi pemberian ketiga kontrol
secara bersamaan efektif dalam mengontrol penyebaran tuberkulosis.

Kata Kunci: model tuberkulosis, eksistensi, ketunggalan, prinsip
minimum Pontryagin.
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OPTIMAL CONTROL OF A TUBERCULOSIS MODEL
WITH VACCINATION AND TREATMENT

ABSTRACT

This final project discusses the optimal control analysis of a
tuberculosis model with vaccination and treatment. Several strategies
for controlling the spread of tuberculosis (TB) are vaccination,
disease relapse and treatment. Therefore, this model involves the
control variables of vaccination, disease relapse and treatment. The
purpose of an optimal control for tuberculosis model is to minimize
the number of individuals infected with TB in latent stage,
individuals infected with TB in active stage and treated individuals
infected with TB and minimize the control costs. Furthermore, the
existence and uniqueness of an optimal control is proven. The
optimal control problem can be solved by applying the minimum
Pontryagin’s principle. The problem is then numerically simulated
by using Sweep Forward-Backwards method. The numerical
simulation results show that the combination of giving the three
controls simultaneously is effective in controlling the tuberculosis
transmission.

Keywords: tuberculosis model, existence, uniqueness, minimum
Pontryagin’s principle.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Tuberkulosis (TB) merupakan salah satu penyebab tingginya
tingkat kematian di dunia yang disebabkan oleh Mycobacterium
tuberculosis (Mtb). Penyebaran tuberkulosis dapat terjadi melalui
udara oleh penderita TB. TB biasanya menyerang paru-paru, namun
kenyataanya juga dapat menyerang organ tubuh lainnya seperti
tulang belakang. Pada tahun 2016 diperkirakan 10,4 juta individu
baru terinfeksi tuberkulosis serta 1,3 juta kematian akibat
tuberkulosis pada pasien HIV-negatif dan 374.000 kematian pada
pasien HIV-positif, sebagian besar kasus insiden tersebut berada di
negara berkembang (WHO, 2017). Infeksi TB dibedakan menjadi
dua macam, yaitu TB laten dan TB aktif. Individu TB laten adalah
individu terinfeksi tetapi tidak dapat menular atau menunjukkan
gejala TB dan sebagian besar individu yang terinfeksi TB berada
tetap dalam tahap TB laten. Individu TB laten dapat menjadi TB
aktif jika kembali melakukan kontak langsung dengan individu TB
aktif.

Penyebaran TB dapat dikendalikan dengan cara vaksinasi dan
pengobatan, yang bertujuan untuk mencegah individu sehat tertular
dari penderita tuberkulosis dan mengurangi jumlah individu yang
terinfeksi. Satu-satunya vaksinasi TB yang digunakan di beberapa
negara bekembang yang memiliki kasus insiden tertinggi yaitu
Mycobacterium bovis bacillus Calmette — Guérin (BCG). Vaksinasi
BCG telah tersedia selama beberapa dekade, namun efektivitasnya
dalam mencegah TB masih kontroversial. Pengobatan TB dilakukan
dengan pemberian antibiotik yang harus dihabiskan oleh penderita
TB selama jangka waktu tertentu sesuai resep dokter. Pengobatan TB
yang tidak lengkap dan rutin dapat menyebabkan penyakit tersebut
kambuh bahkan pada penderita yang telah berhasil diobati atau
sembuh dari infeksi TB.

TB menimbulkan dampak yang sangat besar bagi masyarakat,
sehingga banyak peneliti yang telah mengembangkan model
matematika pada TB untuk menganalisis dinamika dan tingkat
keefektifan strategi pencegahan dan pengendalian TB. Penelitian
tentang kontrol optimal model tuberkulosis dengan pengobatan

1



dalam dua tipe, yaitu pengobatan individu TB laten dan pengobatan
individu TB aktif telah diteliti oleh Jung, dkk. (2002). Selain itu,
Agusto, (2009) membahas kontrol optimal pada model TB dengan
pengobatan dan Chemoprophylaxis. Penelitian yang dilakukan Liu
dan Zhang (2011) membahas formulasi model TB dan analisis
dinamiknya. Kemudian, Yang, dkk. (2016) melakukan penelitian
tentang kestabilan global dan kontrol optimal pada model TB dengan
vaksinasi dan pengobatan. Selanjutnya, Gao dan Huang (2017)
mengembangkan penelitian Liu dan Zhang (2011) dengan
menambahkan variabel kontrol, yaitu vaksinasi, penanganan kambuh
agar individu yang berhasil diobati tidak kembali ke tahap laten.

Skripsi ini, mengkaji kembali artikel Gao dan Huang (2017)
yang membahas tentang eksistensi solusi kontrol optimal,
ketunggalannya serta menerapkan kontrol optimal dengan tiga
variabel kontrol yaitu kontrol vaksinasi, kontrol penanganan kambuh
dan kontrol pengobatan pada model tuberkulosis. Tujuan kontrol
optimal adalah meminimumkan individu yang terinfeksi dan biaya
ketiga kontrol tersebut. Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan
menerapkan prinsip minimum Pontryagin. Setelah itu, disimulasikan
secara numerik dengan Sweep Maju-Mundur dan menggunakan
software MATLAB.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, pokok permasalahan yang dikaji

adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model tuberkulosis dengan kontrol
vaksinasi, kontrol penanganan kambuh dan kontrol pengobatan?

2. Bagaimana pembuktian eksistensi  kontrol optimal dan
ketunggalan sistem optimal pada model tuberkulosis?

3. Bagaimana penyelesaian masalah kontrol optimal pada model
tuberkulosis?

4. Bagaimana simulasi numerik pada model tuberkulosis dengan dan
tanpa kontrol optimal?



1.3

Pw

Tujuan

Tujuan penulisan skripsi adalah sebagai berikut.
Mengonstruksi model tuberkulosis dengan kontrol vaksinasi,
kontrol penanganan kambuh dan kontrol pengobatan.
Membuktikan eksistensi kontrol optimal dan ketunggalan sistem
optimal pada model tuberkulosis.
Menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model tuberkulosis.
Menginterpretasikan hasil simulasi numerik pada model
tuberkulosis dengan dan tanpa kontrol optimal.
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BAB Il
DASAR TEORI

2.1 Persamaan Diferensial
Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat
satu atau lebih turunan dari fungsi yang tidak diketahui. Persamaan
diferensial yang hanya memuat satu variabel bebas disebut
persamaan diferensial biasa. Orde persamaan diferensial adalah
tingkat turunan tertinggi yang muncul dalam persamaan. Secara
umum, persamaan
F(t,x(t),x'(t), ., x™M(®)) = 0, 2.1)
adalah persamaan diferensial biasa orde n dengan satu variabel bebas
t, variabel tak bebas dinotasikan dengan x serta turunan ke n dari x
dinotasikan dengan x™. Persamaan diferensial biasa terdiri dari
persamaan diferensial linear dan persamaan diferensial biasa
nonlinear. Persamaan diferensial biasa dikatakan linear jika F pada
persamaan (2.1) merupakan fungsi linear dari variabel x, x’, ..., x™.
Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa linear orde n dapat
dinyatakan
ag(®)x™ 4+ a;(O)x™ D 4 oo 4 q,(Ox = g(b),
dimana a, # 0 dengan variabel bebas yaitu t dan variabel tak bebas
yaitu x. Jika g(t) = 0 maka disebut persamaan diferensial biasa
linear homogen, tetapi jika g(t) # 0 maka disebut persamaan
diferensial biasa linear nonhomogen. Sementara itu, persamaan
diferensial biasa dikatakan nonlinear jika memuat turunan atau
variabel tak bebas berderajat lebih dari satu atau terdapat perkalian
antara variabel tak bebas dengan turunannya.
(Boyce dan DiPrima, 2009)

2.2  Sistem Persamaan Diferensial Biasa

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah suatu
sistem yang terdiri darin persamaan diferensial biasa dengan n
fungsi yang tidak diketahui dan n > 2. Bentuk umum sistem
persamaan diferensial berdimensi n dengan f; yaitu fungsi darin + 1
variabel dimana i = 1,2,3 ....n sebagai berikut.



dx,

E = fl(.xl, ...,xn; t)
dx

d_tz = fz(.xl, ...,xn; t)
dx .

d_tn = f,(xq, e, X ).

(Boyce dan DiPrima, 2009)

2.3 Teori Kontrol Optimal

Tujuan dari masalah kontrol optimal adalah menentukan hasil
yang paling optimal dengan kondisi dan kendala yang ada. Pada
masalah kontrol optimal dalam bentuk sistem persamaan diferensial
biasa, dimisalkan variabel state dan variabel kontrol dalam bentuk
vektor yaitu X(t) = [x,(t), ..., x,(t)] dan u(t) = [u (2, ..., Uy ()]
Masalah  kontrol optimal adalah ~menentukan  %(t) yang
mengoptimalkan fungsi tujuan berikut.

t
j@ = | " F (620, 80) dt,

to
dengan kendala
X'() = g(t, 2(),u)),
%(ty) = X dan ¥(t;) bebas.
(Lenhart dan Workman, 2007)

2.3.1 Eksistensi Kontrol Optimal
Diberikan masalah kontrol optimal sebagai berikut.
Meminimumkan

tf
J(@) = f F(620,50) dt, 2.2)

to
dengan kendala
') = g(t, #(0),u®), (2.3)
%(to) = X, dan ¥(t;) bebas,
dan himpunan kontrol yaitu
U={i(t)|ay Sup <bg,k=1,2,....m}.



Teorema 2.1 Berdasarkan masalah kontrol optimal (2.2) - (2.3),
terdapat kontrol optimal #* € U sedemikian sehingga

min /(@) = J(@").
ut)

Berikut ini adalah pembuktian eksistensi kontrol optimal berdasarkan
Teorema 2.1.

Misalkan r(t,x,u) adalah ruas kanan persamaan (2.3), menurut
Fleming dan Rishel (1975) kontrol optimal dikatakan eksis jika
memenuhi kondisi berikut.

1.

2.
3.

4.

r adalah kelas C' (continuously differentiable) dan terdapat
konstanta K sedemikian sehingga

|r(t,0,0)| <K, Irs(t, W) <K+ id]), dan

lry(t, X, 0)| < K.

Definisi Frobenius norm matrix (Higham, 1996).

Diberikan suatu matriks A berukuran m x n dan Frobenius norm
matrix adalah akar kuadrat dari jumlah kuadrat untuk semua
elemen yang dinyatakan sebagai

|(Dlr =

Himpunan kontrol U tidak kosong.

r(t,x,u) = a(t, x) + b(t, X)u,

dimana a(t, %) adalah r(t, ¥,0) dan b(t, ¥) adalah r3(t, %, i).
Himpunan kontrol U adalah tertutup dan konveks.

a. Definisi himpunan tertutup (Bartle dan Sherbert, 2011).

Himpunan U tertutup jika dan hanya jika r & U terbuka.
Pernyataan ini setara dengan U dikatakan tertutup jika untuk
setiapr ¢ U ada g, > 0 sehinggaU N (r — g, v + &) = 0.

b. Definisi himpunan konveks (Boyd dan Vandenberghe, 2004).
Himpunan U konveks jika setiap u,u’ € U maka berlaku
qu+ (1 —q)u' € Udengan 0 < q < 1.



5. Integran dari fungsi tujuan adalah konveks dalam U.
Definisi fungsi konveks (Boyd dan VVandenberghe, 2004).
Fungsi f dikatakan konveks dalam U, jika untuk setiap u,v €
U maka berlaku

A-fW+qf@) = f((1—qu+qv)dengan 0 < g < 1.

2.3.2 Syarat Perlu Kontrol Optimal

Misal kondisi optimal dari variabel kontrol % (t) dinotasikan
dengan u*(t) dan state yang optimal dinotasikan dengan x*(t).
Kemudian, didefinisikan variabel kontrol lain dengan bentuk

() = (t) + h(b),
dimana fl(t) adalah fungsi variasi yang kontinu sepotong-potong dan
¢ € R. Misalkan x¢ adalah state yang bersesuaian untuk kontrol ¢,
maka diperoleh persamaan state x¢ sebagai berikut.
dX*(t) .. Lo =
= (6 25(0), 75 (D)),

dt
sehingga didapatkan fungsi tujuan yang bersesuaian untuk ¢ adalah

L
J@®) = f ff(t,a?g(t), Ut (t)) dt.

to
Selanjutnya diberikan fungsi adjoint dengan variabel adjoint

Ae) = [A.(2), ..., A, (t)] sebagai berikut.
vd . s
ft fa[,l(t))_c)e(t)]dt = A(tf))‘ge(tf) L0 A(to)fs(to),

t d . R W
ft fa[l(t)fs(t)]dt+A(t0)f£(t0)—A(tf)fg(tf) —0. (@4

0
Tambahkan persamaan (2.4) ke persamaan J(u®) sedemikian

sehingga
—e o Se —e d - >e
J@) = ft 0 [(e32@,5®) + - (0®)] a
+A(te) 22 (to) — A(tr) 22 (tr)
~ [’ [£ (£, 22 (0), us (£)) + X' (D)ZE(E)

+A()G(t, % (0), ue(®))]dt + A(to) %o — At )% (tr)-



Nilai minimum dari J (¢) terjadi saat

@), _
de |e=0=0,
sehingga
@), _
de |e=0=

tr d .
f E [f (e, %20, 25 @) + A ()% (0)
to 0€

+A(0) g (t, % (@), wE (D)) ]dt

ftf 3 ox¢ 6u /'l’(t) 0x®
W /0 e
ox¢ out
+ico) (gx % )] ot - 1(6) 5 ()] o=
ty ag‘c’e ous aff
f + fu + 1
oe
ous
+A(t)gﬁ¥] e=o dt — e=0~"

karena diberikan
aﬂe

(t)l =0= h(t)

mengakibatkan

e=o dt — _A(tf)x (t)|e=0 =0,

t . ) Py A .
f ' [ fr+A)gz + 1’(0)% ()| e=0 +(fz + 1) Gg)R(t)dt

—A(tf) (tf)ls 0=0
kemudian dengan mengambll
() = —(fz + () gz),
dan
Z(tf) = 0,
persamaan (2.5) menjadi
tf . N
(fa + () gz)h(®) dt = 0,

to

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)



untuk sembarang R(t). Akibatnya, dari persamaan (2.8) diperoleh
fa + () gz = 0 yang disebut sebagai kondisi optimal.
Persamaan (2.6) disebut persamaan adjoint dan persamaan
(2.7) disebut  kondisi transversal. Persamaan adjoint, kondisi
transversal dan kondisi optimal merupakan syarat perlu kontrol
optimal. Syarat perlu ini dapat dipenuhi dengan mendefinisikan
fungsi Hamilton H sebagai berikut.
n

H(aiii)=f@£j)+§§&01%&jj& 2.9)
i=1

dimana f adalah integran dari fungsi tujuan yang dioptimalkan dan g
adalah persamaan state. Fungsi Hamilton dinotasikan dengan H yang
memuat empat variabel yaitu variabel waktu ¢, variabel kontrol i,

variabel state X dan variabel adjoint 1.
(Lenhart dan Workman, 2007)

2.3.3 Prinsip Minimum Pontryagin

Prinsip minimum Pontryagin adalah prinsip yang penting
dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal. Prinsip ini digunakan
untuk mengubah masalah kontrol optimal yang meminimumkan
fungsi tujuan dengan kendala ke masalah meminimumkan fungsi
Hamilton. Dalam prinsip ini fungsi Hamilton mempunyai peranan
penting dalam menyelesaikan masalah kontrol optimal. Jika u*(t)
dan x*(t) adalah nilai yang optimal untuk masalah persamaan (2.2)
dan (2.3), maka variabel adjoint akan eksis. Dengan demikian, untuk
masalah minimasi berlaku kondisi sebagai berikut.

H (6,2 (0,1(0,A(0) = H (6,2 (0,4 0),A1).  (2.10)

Berdasarkan persamaan (2.3) dan (2.9), persamaan state
dinyatakan sebagai

oH (t,f(t),a(t)j(t))
ax(t)

() = g(t,2(0),u) =
dan persamaan adjoint dinyatakan sebagai
oH (t,2(6), 4(®), 1(0))
ax(t)

1) =—

10



Terdapat dua turunan yaitu x'(t) dan A’ (¢), maka diperlukan
dua kondisi batas untuk menentukan solusi optimal. Jika diberikan

nilai awal %(t,) dan nilai akhir %(t;), maka nilai dua turunan
tersebut dapat ditentukan. Jika tidak diberikan kondisi akhir 2(t;),

maka dapat digunakan kondisi transversal yaitu Z(tf) = 0 sebagai
pengganti kondisi akhir.

Diperoleh beberapa komponen dalam menggunakan prinsip
minimum Pontryagin untuk masalah kontrol optimal (2.2) dan (2.3)
berdasarkan fungsi Hamilton (2.9) sebagai berikut.

() H(t,%*,4,4) = H(t, %", 4", 1) untuk setiap t € [to, t7],

,, OH
(i) ¥ =— (persamaan state),
oA
- 0H .
(i) A = — FF (persamaan adjoint),
(iv) A(tf) =0 (kondisi transversal).

Jika fungsi Hamilton dapat diturunkan terhadap variabel kontrol
maka kondisi (i) dapat diganti oleh kondisi stasioner yaitu

0H
=0, k=1,...,m
auk

Kondisi (ii) dan (iii) adalah sistem Hamilton sedangkan kondisi (iv)
adalah kondisi tambahan yang sesuai untuk masalah kontrol optimal
jika kondisi akhir tidak diberikan.

Jika batasan diberikan pada variabel kontrol uy, Vaitu

a, < u, < b, maka kondisi optimal berubah menjadi
(

U = ay ,  Jika — <0,

duy

. J0H
U, = ag <ug < by, ]lkaak 0,
=b ik 6H>0

kuk— k ) ]laak

(Lenhart dan Workman, 2007)
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Contoh 2.1: Selesaikan masalah kontrol optimal berikut.
1

min fo (e2(0) +12(D)) dt

dengan
x'(0) =x(t), x(0)=0, x(1)=1,
x5 (t) = u(t), x,(0) = 0.

Penyelesaian :
Dari masalah kontrol optimal tersebut didapatkan fungsi Hamilton
sebagai berikut:
H = x,(t) + u?(t) + 11 x,(t) + A,u(t),
sehingga diperoleh persamaan adjoint

o (t)——a—H—O, 2.11)
0x;
oH
X2

Integralkan persamaan (2.11) dan (2.12) terhadap t diperoleh
A,1(t) = ¢ dan dikarenakan kondisi transversal 1,(1) = 0 maka
didapatkan A,(t) = —(c + 1)(t — 1).

Berdasarkan kondisi stasioner Z—Z = 0, maka diperoleh

a =2u+ Az =0
Ay c+1
u=-—= (AR (2.13)
Substitusikan persamaan (2 13) ke persamaan state diperoleh
_c+ 1
Xy (t—1), (2.14)

Integralkan persamaan (2.14) terhadap t dengan syarat batas
x,(0) = 0 maka diperoleh
c+1/[t?
X, = — <2 t), (2.15)
dari x;" = x, dan dengan mensubstitusikan x;(0) = 0 didapatkan
solusi x; sebagai berikut.

_ct1 t3  t? 5 16
=\ " 2) (2.16)
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Selanjutnya, karena x;(1) = 1 maka didapatkan ¢ = —7. Dengan
demikian, diperoleh sistem optimal sebagai berikut.
3t2 3 3t?
x () =—— x5 (t) =3t—7, u*(t) =3-3t.

2 2’
(Lenhart dan Workman, 2007)

2.4 Ketunggalan Solusi Sistem Optimal

Untuk membuktikan ketunggalan solusi dari sistem optimal
dalam interval waktu yang kecil digunakan prop dan Teorema
berikut.
Proposisi 2.1 Fungsi u*(m) = min{max{m,a},b} merupakan
Lipschitz continuous pada m, dengan a < b adalah beberapa
konstanta positif yang tetap.
Teorema 2.2 Untuk ¢ yang cukup Kkecil, solusi dari sistem optimal
adalah tunggal.

(Gao dan Huang, 2017)

2.5 Metode Runge-Kutta Orde 4

Metode Runge-Kutta adalah salah satu metode numerik yang
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa. Jika
persamaan x(t) = g(t,x(t)) dan x(t) diketahui, maka didapatkan
rumus sebagai berikut.

h - - - -
X(t + h) = X(t) +g(k1 + 2k, + 2k + ky),
dengan

(Lenhart dan Workman, 2007)
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2.6 Metode Sweep Maju-Mundur
Untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal, metode
numerik yang digunakan adalah metode Sweep Maju-Mundur
dengan menggunakan Runge-Kutta orde 4. Langkah-langkah metode
Sweep Maju-Mundur sebagai berikut.
Langkah 1 : Membuat dugaan awal nilai u.
Langkah 2 : Menggunakan kondisi awal x(t,) =X, dan nilai u
untuk menyelesaikan persamaan state (¥) dengan
langkah maju metode Runge-Kutta orde 4.

Langkah 3 : Menggunakan kondisi tranversal A(t;) = 0, nilai % dan

% untuk menyelesaikan persamaan adjoint (Z) dengan
langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4.

Langkah 4 : Memperbarui nilai % dengan memasukkan nilai X dan i
yang baru ke dalam persamaan Karakteristik pada
kontrol optimal u*.

Langkah 5 : Memeriksa konvergensi solusi. Jika nilai eror setiap
variabel pada iterasi saat ini dan iterasi sebelumnya
sangat kecil, maka proses selesai dan cetak nilai saat ini
sebagai solusi. Jika tidak, maka kembali ke langkah 2.

(Lenhart dan Workman, 2007)

2.7 Model Tuberkulosis

Model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah
suatu sistem persamaan diferensial nonlinear yang terdiri dari lima
subpopulasi, yaitu S adalah individu rentan terhadap penyakit
(susceptible), V adalah individu rentan yang divaksinasi
(vaccinated), L adalah individu TB laten (latent), I adalah individu
TB aktif (infectious) dan T adalah individu TB aktif yang diobati
(treatment).

Laju perubahan subpopulasi individu rentan terhadap t
dipengaruhi oleh parameter A, p;, B, 1 dan p. Parameter A
menyatakan laju kelahiran alami individu rentan. Individu rentan
dapat berkurang karena adanya kontak langsung antara individu
rentan dengan individu TB aktif dengan laju BS(I + p,T). Parameter
B menyatakan laju penularan dan parameter p; < 1 menyatakan
pengurangan penularan pada individu TB aktif yang diobati
(dibandingkan TB aktif yang tidak diobati). Individu rentan dapat
berkurang, akibat adanya kematian alami dengan laju u dan individu
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rentan yang melakukan vaksinasi dengan laju p. Berdasarkan uraian
tersebut, laju perubahan subpopulasi rentan terhadap t dapat
dinyatakan sebagai

ds
A BSU + p,T) — (u + p)S. (2.17)

Laju perubahan subpopulasi individu tervaksinasi terhadap t
dapat meningkat akibat adanya individu rentan yang melakukan
vaksinasi dengan laju p. Individu tervaksinasi dapat berkurang akibat
terinfeksi oleh individu TB aktif dengan laju p,BV (I + p,T) dimana
0 < p, < 1 menyatakan pengurangan penularan karena melakukan
vaksinasi. Individu tervaksinasi dapat berkurang akibat adanya
kematian alami dengan laju u. Berdasarkan uraian tersebut, laju
perubahan subpopulasi individu tervaksinasi terhadap t dapat
dinyatakan sebagai

dv
qrnps - p2BV(I + piT) — uV. (2.18)

Laju perubahan subpopulasi individu rentan terhadap t
dipengaruhi oleh parameter £, p{, p,, B, 1, & dan p. Parameter ¢
menyatakan proporsi banyaknya individu rentan yang melakukan
kontak langsung dengan TB aktif diasumsikan masuk ke tahap TB
laten dengan laju BS(I + p,T). Subpopulasi individu TB laten tidak
dapat menularkan TB kepada individu lain. Individu TB laten dapat
berkurang akibat adanya kematian alami dengan laju u dan individu
TB laten menjadi TB aktif dengan laju 6. Parameter p menyatakan
laju individu TB aktif yang telah diobati kembali menjadi tahap TB
laten. Berdasarkan uraian tersebut, laju perubahan subpopulasi
individu TB laten terhadap t dapat dinyatakan sebagai

dL
i LBSU + p1T) + p,BVUI + p1T) — (u+ )L + pT. (2.19)
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Laju perubahan subpopulasi individu TB aktif terhadap t dapat
meningkat akibat adanya individu rentan yang terinfeksi TB masuk
ke tahap TB aktif dengan laju SS(I + p,T) dengan proporsi (1 — ).
Pertambahan individu TB aktif juga terjadi akibat adanya individu
TB laten menjadi TB aktif dengan laju §. Individu TB aktif dapat
berkurang karena adanya kematian alami dengan laju u dan
kematian akibat TB aktif dengan laju «. Parameter y menyatakan
individu TB aktif yang menjalani pengobatan. Berdasarkan uraian
tersebut, laju perubahan subpopulasi individu TB aktif terhadap ¢t
dapat dinyatakan sebagai

% =1 -0)BSU+p;T)+6L— (u+a+y)l (2.20)

Laju perubahan subpopulasi individu TB aktif yang diobati
terhadap t dipengaruhi oleh parameter y, u dan p. Parameter y
menyatakan individu TB aktif yang menjalani pengobatan. Individu
TB aktif yang diobati dapat berkurang akibat adanya kematian alami
dengan laju p serta individu TB aktif yang telah diobati dapat
kembali ke tahap TB laten dengan laju p. Berdasarkan uraian
tersebut, laju perubahan subpopulasi individu TB aktif yang diobati
terhadap t dapat dinyatakan sebagai

dT
i vyl — (u+p)T. (2.21)

Berdasarkan persamaan (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), dan
(2.21) diperoleh model tuberkulosis yang berbentuk sistem
persamaan diferensial sebagai berikut.
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(ds
—=A—=pSU+ piT) — ( +p)S,

dt
|4
2t = PS PPV A piT) — v,
dL
{ E = f.BS(I + ,01T) + pZ.BV(I + plT) - (.u + &)L + pT, (2.22)
dl
Frin 1=8)BSU+ p1T)+6L—(u+a+y)l,
dT
E=VI—(M+P)T,
N=S+V+L+I1+T,
dimana
A - laju kelahiran alami,
p > laju vaksinasi,
u - laju kematian alami,
a : laju kematian akibat penyakit,
0 - laju individu yang berhasil diobati kembali ke laten,
y : laju pengobatan,
1) - laju individu laten yang menjadi terinfeksi,
B : laju penularan penyakit.
4 : proporsi banyaknya individu rentan yang menjadi laten,
1 —+¢ :proporsi banyaknya individu rentan yang menjadi

terinfeksi,
dengan 0 < ¢ < 1.
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas formulasi model penyebaran tuberkulosis
dengan melibatkan variabel kontrol. Pembahasan ini lebih
ditekankan pada penyelesaian masalah kontrol optimal dengan
menerapkan prinsip minimum Potryagin, kemudian diselesaikan
secara numerik dengan metode Sweep Maju-Mundur dan
menggunakan software MATLAB.

3.1 Formulasi Model Tuberkulosis dengan kontrol
Model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan tanpa
kontrol telah diuraikan pada bab sebelumnya. Pada model
tuberkulosis tanpa kontrol, parameter p,p dany adalah konstan.
Sementara itu, pada model tuberkulosis dengan kontrol, parameter p,
p dan y diubah menjadi variabel kontrol u,(t), u,(t) dan us(t)
yang bergantung pada waktu. Variabel kontrol u; menyatakan laju
vaksinasi, u, menyatakan laju penanganan kambuh dan uj
menyatakan laju pengobatan.
Model matematika tuberkulosis dengan variabel kontrol dapat

dinyatakan sebagai berikut.
ds

FTa A—=BSU+piT) — (u+uy)S,
dv
P w1 S — pBVU + piT) — pV,

dL
Frin EBSU + piT) + p2BV I + piT) — (u + 8)L + u,T, (3.1)

dl

Frin (1 -=8)BSU+pT)+6L— (u+a+us3)l,
dT

i usl — (u +uy)T.

Tujuan kontrol optimal pada skripsi ini adalah untuk
meminimumkan jumlah subpopulasi individu TB laten, jumlah
subpopulasi individu TB aktif, jumlah subpopulasi TB aktif yang
diobati, serta biaya kontrol. Dengan demikian, bentuk fungsi tujuan
yang akan diminimumkan sebagai berikut.
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tr
J(uq, up,u3) = f (B;L + B,I + B3T + Byuf + Bsu2 +Bgu?) dt, (3.2)
0

dengan kendala sistem persamaan (3.1).

JJBiLdt, [/B,ldt dan [BsTdt menyatakan biaya
yang disebabkan oleh individu terinfeksi TB (individu TB laten,
individu TB aktif dan individu TB aktif yang diobati). fotf Byutdt
menyatakan biaya yang dikeluarkan untuk vaksinasi relatif lebih
tinggi  dibandingkan dengan biaya penanganan  kambuh
(J; Bsubdt) dan biaya pengobatan (f)Bsuidt). Koefisien
B;(i = 1,2,3) adalah bobot dari individu yang terinfeksi TB dan
B;(i = 4,5,6) adalah bobot pada biaya kontrol, selanjutnya akan
ditentukan J(uj, u5, u3) sedemikian sehingga berlaku

J(ui, u3,u3) = minJ(uq, uy, us) (3.3
dengan U = {(uy, uy, uz)|0 < w; < Uy oy, © = 1,2,3,VE € [0, ¢7]}.

3.2 Eksistensi Kontrol Optimal

Eksistensi kontrol optimal dapat dibuktikan berdasarkan
Teorema 2.1 sebagai berikut.
Diberikan
= V,LLLT)T dan 4 = (uy,uy,us3) T merupakan masing-
masing notasi dari variabel state dan kontrol pada sistem (3.1).
Kontrol optimal dikatakan eksis jika memenuhi kondisi

1. r adalah kelas C!' (continuously differentiable) dan terdapat
konstanta K sedemikian sehingga
|7(t,0,0)| < K, |rz(t, %, )| < K(1 + |ul) dan |ry(t, X, 1) < K.

Diberikan
r(t, X, 1)
A—=BS(+pT) — (k+ug)S
/ WS — po VU + pyT) — vV

_ 1 eBSU + pyT) + VU + pyT) — (u+ 8L + u, T
l\ (1 =2)BSU+ pT) + 6L — (u+ a+ug)l

)

usl — (u+ uy)T

N~

20



A
0
0|l <k.
0
0)

lr(t,0,0)| =
Selain itu,
[z (t, %, D)
/an 0 0 —BS —BSps \
Uy az2 0 —p2BV —p1p2BV
= || as1 as, —(u+98) a3y ass ,
Q41 0 0 QAgq Qus
0 0 0 Uus —(u+up)
/ 0 0 0 0 0 \
0 0 0 0 0
<l as1 as; 0 aszs  £pBS+ pipaBV |
\3(1 +piT) 0 &5 pS p1BS
0 0 0 0 0
0 00 Oy 29 \
Uy 0o 0 O 0
+{| o 0 0 0 ulf,
0 0o o0 O 0
0 0 0 Us 0
<K@+ |u]),
dengan

a;r = —BU+piT) — (u+uy),
Azz = —p2BU + p1T),

az, =€U+p, T),

asy = p2BU + p1T),

azq = £BS + p BV,

azs = Lp1BS + p1p2BV + uy,
asg = A =0)pU+pT),

age = (1 =S — (u+ a + uz),
ass = (1 —€)p,BS,
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dan

0\

0
S 0
0 T 0 [| < k.
0 0 -1
0o -T I
dimana K adalah batas atas dari matriks konstan.

i

|Tﬁ(t1 f: ﬁ)l -

2. Himpunan kontrol U tidak kosong.
Jelas karena

U= {(ul,uZ,U3)|O < U; < Ui max» i = 1,2,3, vVt € [0, tf]}

3. r(t,%,u) = a(t,x) + b(t, X)u.
r(t, %, 1)
A=BSU+piT) — (1 +uy)S
WS = p VU + piT) — uv
RS + p1T) + pBVU + p1T) — (u+ SL + u,T
(1 —=2)BSU + p1T) + 6L — (u+ a + uz)l
usl — (u+uy)T

A—BSU+ pT) — uS
—p2BVU + piT) — v \
EBSU + piT) + p VU + piT) = ( + 6L i

(1 —=8)BSU+ p1T) + 6L — (u + a)l
ik )

N

— T~

4. Himpunan kontrol U adalah tertutup dan konveks.
a) Tertutup
Ambil sebarang r & [a,b], sehingga r <a atau r > b.
Jika r<a maka ada & = la—r| sehingga
[a,b] n r—¢g,1r+¢&) =@. Jika r >b maka ada
= |r—b| sehingga [a,b]N(r—¢.,r+¢)=0. Dengan
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demikian, dapat ditunjukkan bahwa a<u <b dengan
0<a<u<b < upg, untuk semua u € U. Jadi terbukti bahwa
U tertutup.
b) Konveks

Ambil sebarang uu €U akan dibuktikan
qu+ (1 —q)u' €U untuk semua g€ [0,1]. Perhatikan
qu < QU dan (1 — @u’ < (1 — @Quy,, Maka

qu + (1 - Q)u' < (q + (1 - q))umax = Umax-

Karena 0 < qu + (1 — @)u’ < Uy, Untuk semua w,u’ € U dan
q € [0,1], maka terpenuhi bahwa himpunan U konveks.

. Integran dari fungsi tujuan adalah konveks dalam U.
Untuk menunjukkan fungsi (£ (¢, %,1)) konveks, akan dibuktikan
bahwa

A -f (%0 +qf (t,%,9) = f(t,%, (1 — i + qV)
dimana u dan ¥ adalah dua vektor kontrol € U dengan q € [0,1].

Perhatikan bahwa

A -f (%1 + qf (¢, %, V)

= ByL(t) + B,1(t) + B;T(t) + (1 — q)[Bsuf + Bsus +Bgu3]
+q[Byvi + Bsv3 + Bgv3), (3.4)

dan

f&,x,(1 -+ qv)

= B, L(t) + B,I(t) + BsT(t) + By[(1 — q)uq + qvy]"
+Bs5[(1 — Q)uy + qua]* + Bs[(1 — @usz + qus]?, (3.5)

maka dari persamaan (3.4) dan (3.5) didapatkan
A-f (2,0 +qf(t,%,0) - f(t, X, (1 — @)t + qD)
= B,[(1 — Quf + qvi] + Bs[(1 — @)uj + qv3]
+B6[(1 — Q)uj + qv3] — Bs[(1 — uy + ‘1171]4
—Bs[(1 — @)u, + qv,]* — Be[(1 — Quz + qus]?
= By{(1 — Qut + qvi — [(1 — Quy + qv1]4}
+B5{(1 — Quj+qvi — [(1 — Qu, + qv,]*}
+Be{(1 — @)u3 + qui—[(1 — Qusz + qv3]*}

23



= B,{(1 — Quf + qvi — [(1 — PuZ + qv%]?
+(A - Qu? + qvi]* - [(1 - Quy +qi]*)

+Bs (\/ q(1 = quz —/q(1 - q)vz)2
2
+Bs (Va = s — g = vy

= By{q(1 — )} — v®)? + [(1 — u? + qv
+((1 = Quy + qv)*llq(1 — @) (uy — v1)?1}
+B5q(1 — q)(u; — v)* + Beq(1 — q) (uz — v3)?
> 0.

Perhitungan secara rinci dapat dilihat pada Lampiran 1.

Berdasarkan uraian sub. 3.2 terbukti bahwa kontrol optimal pada
model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah eksis.

3.3 Penyelesaian masalah kontrol optimal
Hal yang diperlukan dalam prinsip minimum Pontryagin
adalah menentukan fungsi Hamilton. Berdasarkan fungsi tujuan dan
persamaan state didefinisikan fungsi Hamilton sebagai berikut.
H(S,V,L1,T,uq,uy, us, Ay, A5, A3, 14, As)
= B,L + B,1 + B5T + Byuj + Bsu3 + Bgu}

+41[A = BSU + pyT) — (u+uy)S]

+2A2[usS — p2 BV + py T) — uV]
+A3[BSU + p1T) + p2BVU + p1T) — (u + 6L + u,T]
A, [(1 = O)BSU + p1T) + 6L — (u+ a + uz)I]
+As[usl — (u+ ux)T]. (3.6)

3.3.1 Persamaan State

Berdasarkan prinsip minimum Pontryagin, fungsi Hamilton
akan mencapai solusi optimal jika memenuhi persamaan state,
persamaan adjoint, dan kondisi stasioner. Persamaan state diperoleh
dengan menurunkan fungsi Hamilton (3.6) terhadap masing-masing
variabel adjoint sebagai berikut.
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ds oH
—=—=A—-BSU+p,T) — (u+uy)S,

dt oA,
dV aid S - V(I + pT) — uv,
at 6/12 =U p2B P1 u
dL 0H
— =——=4BSU+ pT) + p2BVU + p1T) — (u + 5)L (3.7)
dt 923
+u2T,
dl J0H
P N =1 —-0)BSU+pT)+6L—(u+a+us3)l,
dT  0H = (et w)T)
dat oag T T

dengan kondisi awal S(0) = S,, V(0) =V,, L(0) = Ly,

3.3.2 Persamaan Adjoint

Persamaan adjoint dan kondisi transversal merupakan
komponen dalam prinsip minimum Potryagin. Persamaan adjoint
adalah nilai negatif dari turunan fungsi Hamilton (3.6) terhadap
masing-masing variabel state sebagai berikut.

dA
d—tl = oo = 0Pl + 1BpiT + At + Mty — Apuy — Agfl
a1 5 — A38Bp1T — A4 (1 = O)BI — Ayp1 (1 — £)BT,

H
dtz v = 20281 + 220128 + Aot — 230281 — A3p102 BT,
s O+ — M6 —B 3.8
dt aL 3 l’l 4 1 ( * )
di,  oH
a9t el MBS + 22p2PV + Aa(u + @) + A4us
" o — A38BS — A3p2BV — 24 (1 — €)BS — Asuz — By,
—0 = —on = MpiBS + A2p1pafV + Asit + Asuz — Atpy S

— A3p1P2BV — Azuz — A4p1 (1 — £)BS — By,
dengan kondisi transversal, 1,(t;) =0, 2,(tf) =0, A3(¢t) =0,

24(t;) =0, A5(tr) =0.
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3.3.3 Kondisi Stasioner

Kondisi stasioner adalah suatu kondisi dimana kontrol optimal
u dapat meminimumkan fungsi Hamilton (3.6). Kondisi ini diperoleh
dengan menurunkan fungsi Hamilton (3.6) terhadap variabel kontrol
uq, U, dan us sehingga diperoleh

O0H
a) 6u1
0H
a 4B4u1 115 + AzS =0
Uy
didapatkan
1
()llS Ay ) 3
uq 4B4 >
b oH =0
) 3, du,
0H
a_,uz = ZBSuZ +A3T - AsT = 0
didapatkan
U, = 2B
O0H
9 9 6u3
0H
a_’us = 236u3 _2.4] +151 == 0
didapatkan
Ayl — 25l
Uz = 2B,

Variabel kontrol pada sistem (3.1) didefinisikan pada 0 < u; <
Utmax» 0 S Uy < Uppmax, 0 < uz < Uzpay , Sehingga didapatkan

0 , u; <0
(4 — A)S5" .
Jl( 4B4_ ) 0<ul<ulmax !
k U1imax ’ u; = Utmax
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0 , u; <0

. ) Qs =2)T” .
u2={T , 0<u2<u2max,
k U2max ’ u; = Uzmax
0 , u3<0
* (A‘l- - AS)I*
u3=42—36 B O<u3,<u3max,
k U3smax U u; = U3max

Dengan demikian, kontrol optimal u;j, u;, dan u; dapat dinyatakan
sebagai berikut.

. { (Al—az>s>
u; = min { max O » Uimax (

. ) (A — A3)T*
u; = min { max {0, . 2853 s Unmax ( » (3.9
us = min {max (14 — ) ,U

3 = 286 3max ( *

— %

Sistem optimal diperoleh dengan mensubstitusikan #* ke dalam
sistem state (3.7) dan sistem adjoint (3.8) sehingga diperoleh sistem
optimal sebagai berikut.

dS*_ 0H —A S*(I*+ T*) ( s *)S*
dt - 6/11 - ﬁ pl H‘ ul )
dv* _ 0H — S V*(I*-l- T*) v
a "o, U p2B P1 Hvs,
aL  oH i X

=LBS*(I" + p1T™) + poSVUI" + p1T7) (3.10)
dt 613

—(u+ 6L+ u3T™,

dI* 0H

=1 -0BS* U+ p,T*)+ 6L — (u+ a +u3y)l*,
dt 614
dT*_aH_ I ()T
dt  oa; A
dan
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dA,  9H
—— = =ABI"+ B T" + Aiu+ Auy — Apuy — 4017

dt as

» . NlBp,T* — A5(1 — O)BI* — Xop, (1 — )BT,
d_t2 = Tar T ap2Bl* + 50102 BT" + Aot — A3p2BI°

Y oH — A3p1p2BT",
d—f:—a—L=A§(u+6)—125—Bl, (3.11)
Tt MBS + 50,8V + A, (u + a) + Aus — A3€BS
N N A5pa BV — 25(1 — )BS* — Aul — By,

2= o7 = MPiBS” + LypipafiV + s + Asus — A3bps BST

— A3p1p2BV" — A5u; — Aup: (1 = £)BS™ — Bs.

3.4 Ketunggalan Solusi Sistem Optimal
Untuk membuktikan Teorema 2.2, diberikan (S, V, L, I, T, 14,

solusi yang berbeda dari sistem optimal. Untuk menunjukkan dua
solusi tersebut adalah ekivalen, dimisalkan
S* = eMx,,V* = eMux,, L* = eMx;, I' = eMx,, T* = eMxy,

_ At _\L-4t _ At AV _ At
1=e "yl =e Ny A3 =em Ny, Ay = ey, As = em Ny,

M= 7 = T° A= T A= T At=

S =eMx,V =eMx,, L =eMx3, ] =etx,, T =e'txs,
el At 7 At T “Atm G At T At
M=e "y, lh=e "y, lz=e"y, ="y, s =e "y,
dengan A > 0, sehingga persamaan (3.9) menjadi

1
. <(Y1 - YZ)X1> /s
Uy = min 4§ max 0,|——— » Uimax (-

4B,
U, = min {max30 (}’5 _ yB)xs
2 ) 2 B5 » U2max ( »
us = min ymax40 02 — y5)x4
3 ) 2B6 » U3max ( »
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N

2Bs

I {max {0, M},um} _

2B,

—_— _ I —
U, = min {max {O, M}ruZmaX} ,

w

Selanjutnya, persamaan pertama pada (3.10) untuk S* menjadi
de?tx,

= A — Betx; (eMx, + prettxs) — (u+ujetxy,
sehingga diperoleh

dx

Ay = e M A = Betay (g + prxs) = (utuDxy,  (12)
dan untuk S menjadi

dx,

T Ax; = e MA— BeMx (X, + p1xs) — (u+u)x;,  (3.13)

kurangkan persamaan (3.12) dengan (3.13) didapatkan

dx; dx; _
E—E-F(A‘F#)(?ﬁ—xﬂ o )
= —ﬁelt(x1(x4 + p1xs) — X1 (%4 + Plxs))
—(ujx; —usxy). (3.14)

kemudian kalikan kedua sisi persamaan (3.14) dengan (x; — x;) dan
integralkan dari 0 sampai t; sehingga diperoleh

¢
2 (alt) %) + v [ o —w2a
0
¢
= —=p J;) ’ e/u(xl(xAL + p1xs) — X, (X4 + Plfs))(h —Xxp)dt

— | (wix, —wxy) (e — Xy)dt. (3.15)
0
Berdasarkan penjelasan pada Lampiran 2, persamaan (3.15) menjadi

t
S (alt) %) + 4w [ -w2ar
0
< myes [ MG —F0)2 + Gop — )2 + (x5 — To)?dt
0
+N1f f[(xl —x1)% 4 (x = %)% + (x3 — x3)?
0
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Frg —E)? + (s — %52 + (1~ 7)) + (72— 7,)°
— \2 — \2 — \2
+(r3=7,)" + (= 5,)" + (vs - %) | at, (3.16)
dengan M; dan N, adalah batas atas yang bersesuaian.

Dengan menggunakan cara yang sama untuk persamaan selanjutnya
pada (3.10) dan (3.11) maka didapatkan pertidaksamaan untuk

(xi(tf),ii(tf)) dan (yj(o),yj(o)) dengan i=234,5 dan

j=1,2,3,4,5 yang dapat dilihat pada Lampiran 3. Gabungan dari
sepuluh pertidaksamaan tersebut sebagai berikut.

ty tf tr
AJ- (X1 - El)zdt + BJ. (xZ — Ez)zdt + Cf (X3 - E3)2dt
0 0 0
tf _ tf _ tf 2
+Df (x4 —X)%dt + Ef (xg —x5)2dt + Ff (y1 — 3’1) dt
0 0 0
tf 2 tf 2 tf 2
+Gf (y2—-7,) dt+Hf (y3=,) dt+1f (ya—v,) dt
0 0 0
tf 2
+]f (ys —¥,) de <0. (3.17)
0

dengan
=[(A+w) — My +Ms + M, + M, + Mg)e?ts
—(N; + N, + Ng)J,
= [(A+ ) — (M + M3 + M7 + Mg)e’T—=(N; + N, + Ne)],

4
C = (A+y+6)—M3e’“f—<ZNi+N6> ,

i=1

D= (/1+y+a)—ZMl-er—(N1+N2+N4+N5
L i=1

+N6+N8)]I
r 6

E= (/1+y)—ZMie’“f—(N1+N2+N3+N5+N6+N9),

i=1
[(/1 +u) — (M5 + My + Mg)e?s — (N; + N, + Ng)],

-
Il

G=|A+uw - ZM e — (Ny + N, + Ng)|,

i=6




8 3 7
H= (/1+y+6)—ZMie“f—(ZNi+ZNi+N9>,
i=6 i=1 i=5
I = (/1+u+a)—(M5+M7+M8)e“f—(N1+N2+ZNi>,
i=4
6
i=1

Jika diambil 4 yang cukup besar dan t; yang cukup kecil, misalnya

pada suku pertama diambil
A>M1+M3+M4+M7+M3+N1+N2+N6—,Ll

dan

1 (A+w) — Ny + N, + Ng)

A L VARG VAR Sy VA VR

1 3 4 7 8
maka koefisien (1 + pu) —(M; + My + M, + M, + Mg ) e*ts
—(N; + N, + Ng) menjadi positif. Penjelasan tersebut berlaku untuk
integral lainnya dan diperoleh A dan ¢ lainnya. Jika diambil nilai
maksimum dari A yang dinotasikan sebagai A dan nilai minimum
dari tys yang dinotasikan sebagai tr, maka koefisien pada setiap
integral dalam (3.17) adalah positif. Oleh karena itu, agar
pertidaksamaan (3.17) terpenuhi maka haruslah x; —x; =0,
X2—%2=0,%3-x3=0,2%—-%=0x—-%=0y, -y, =0,
Y2=Y,=0, y3=y,=0, y4—y,=0, ys—y, =0, sehingga

didapatkan

X1 = X1, X2 = X2,X3 = X3,X4 = X4,X5 = X5,Y1 = Y, V2 = Yo
Y3 =Y Va=YpVs = Vs
dan

p— 1

S =S V=V ,I'=L,I"=1,T"=T X =1,
Ay = A A = A3, X5 = A4, A% = As.
Dengan demikian, solusi dari sistem optimal pada model

tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan adalah tunggal untuk
waktu yang kecil.
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3.5 Simulasi Numerik

Metode numerik yang digunakan dalam menyelesaikan
masalah kontrol optimal pada skripsi ini adalah metode Sweep Maju-
Mundur menggunakan software MATLAB. Pada metode ini,
dilakukan diskritisasi interval [to,tf] di titik t; =ty + ih,
i=0,1,..n, dengan h merupakan ukuran langkah waktu.
Selanjutnya variabel S, V, L, I, T, A1, A3, A3, A4, A5, Uq, Uy, dan us
dinyatakan sebagai S(i), V (i), L(i), I(i), T(i), A,(0), 1,(i), 25(D),
A (D), A5 (@), uq (D), uy (i), dan us(i). Variabel state didekati dengan
langkah maju metode Runge-Kutta orde 4 dan variabel adjoint
didekati dengan langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4.
Langkah-langkah metode Sweep Maju-Mundur sebagai berikut.

1. Menentukan nilai awal S(0), V(0), L(0), 1(0), T(0), dugaan
nilai awal variabel kontrol u4, u,, us dan toleransi eror.

2. Menggunakan kondisi awal S(0) = S,, V(0) =V,, L(0) = Ly,
1(0) = Iy, T(0) =Ty, dan nilai u,, u,, us untuk menyelesaikan
persamaan state dengan langkah maju metode Runge-Kutta orde
4,

3. Menggunakan  kondisi  tranversal  A;(tr) = 0, A,(t;) =0,
A3(t;) =0, A,(t;) =0, A5(t;) = O sertanilai S, V, L, I, T, uy,
u, dan usuntuk menyelesaikan persamaan adjoint dengan
langkah mundur metode Runge-Kutta orde 4.

4. Memperbarui nilai u,, u, dan u; dengan memasukkan nilai S, V,
L, I, T, A, A5, 43, A4, dan A5 yang baru ke dalam persamaan
karakteristik u,, u,, dan us.

5. Memeriksa konvergensi solusi. Jika nilai eror S, V, L, I, T, A4,
Ay, A3, A4, A5, uq, u, dan us pada iterasi saat ini dan iterasi
sebelumnya kurang dari 1073, maka proses selesai dan cetak
nilai saat ini sebagai solusi. Jika tidak memenuhi maka kembali
ke langkah 2.

Simulasi numerik dilakukan untuk memberikan gambaran
perilaku solusi model tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan.
Pada model ini terdapat tiga kontrol vyaitu vaksinasi (u,),
penanganan kambuh (u,) dan pengobatan (u3). Pada simulasi
digunakan nilai awal yang disajikan pada Tabel 3.1 dan nilai
parameter diberikan pada Tabel 3.2 dengan waktu awal
to = 0 (tahun) dan waktu akhir t; = 20 (tahun).
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Tabel 3.1 Nilai awal

Nilai Awal
S(0) 4500
7 (0) 3000
L(0) 4000
1(0) 500
T(0) 480

Tabel 3.2 Nilai parameter

Nilai Parameter
A 1428 ? 0.9
B 0.003 é 0.00368
pq 0.25 a 0.17
2 1/70 Uimax; Usmax 1
o3 0.05 Upmax 1.125

3.5.1 Simulasi 1

Pada simulasi ini diterapkan kontrol vaksinasi (u,),
penanganan kambuh (u,) dan pengobatan (u3;) secara bersamaan
dengan menggunakan bobot B; =20, B, =100, B; = 200,
B, =100, Bs =8000, Bg = 150. Berdasarkan Gambar 3.1(a)
jumlah subpopulasi individu rentan sebelum dan setelah diberi
kontrol mengalami perubahan yang cukup signifikan. Jumlah
subpopulasi individu tervaksinasi setelah diberi kontrol mengalami
peningkatan secara signifikan dibandingkan sebelum diberi kontrol
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1(b). Selanjutnya Gambar
3.1(c) menunjukkan bahwa sebelum dan setelah diberi kontrol
jumlah subpopulasi individu TB laten mengalami perubahan yang
signifikan. Gambar 3.1(d) menunjukkan bahwa sebelum diberi
kontrol jumlah subpopulasi individu TB aktif mengalami
peningkatan hingga mencapai 1260 individu pada akhir periode,
namun setelah diberi kontrol mengalami penurunan secara signifikan
hingga mencapai 139 individu pada akhir periode. Pada Gambar
3.1(e) ditunjukkan bahwa setelah diberi kontrol jumlah subpopulasi
individu TB aktif yang diobati mengalami penurunan secara
signifikan dibandingkan sebelum diberi kontrol.
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Subpopulasi Individu Rentan

« Subpopulasi Individu tervaksinasi

x 10
4500 r : 2 . . .
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3500 1 L6
14 1
3000 N
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st 7
2000 4
0.8 1
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0.6 1
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T 1 o2k Ve 1
= o ] - ~e——
o . . . . . L L L L 0 : : L e e e ————
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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-
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1000
800
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C
Subpopulasi Individu TB Aktif yang diobati
500 T T T T
T T Tanpa Kontrol
450 il T T dengan Kontrol
-
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Gambar 3.1 Dinamika S,V,L,I, T dengan kontrol u,, u, dan us.
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Gambar 3.2(a) menunjukkan profil kontrol optimal u,, u, dan
u;. Pada awal periode, pemberian kontrol u; dan us digunakan
secara maksimal sebesar 1, kemudian pemberian kontrol u,; pada
t = 19,8 (tahun) mengalami penurunan secara drastis hingga akhir
periode, demikian pula pemberian kontrol u; mengalami penurunan
mencapai nol pada t = 19 (tahun). Sementara itu, pemberian kontrol
u, pada awal periode diberikan secara maksimal sebesar 1,125
hingga t = 13 (tahun), kemudian menurun perlahan mencapai nol
pada akhir periode. Peranan kontrol u,, u, dan u; secara bersamaan
yang ditunjukkan pada Gambar 3.2(b) mengakibatkan nilai fungsi
tujuan (J) sebesar 5654 pada t = 20 dan nilai fungsi tujuannya
sebesar 1,0432 x 107.

14 T

6000

L — U
12 2 5000

\_ua
1

\ I 4000
08

3000

0.6~

0.4

0.2

=== Fungsi Tujuan
c c : c c c c c c : : : : c : : : :
[ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Waktu (Tahun) Waktu (Tahun)

o

(@ (b)
Gambar 3.2 Profil kontrol optimal u,, u, dan u; (a) dan
fungsi tujuan (b)

Dengan demikian, pemberian kontrol u;, u, dan us; secara
bersamaan efektif untuk meningkatkan jumlah subpopulasi rentan
dan tervaksinasi serta menurunkan jumlah subpopulasi individu TB
laten, TB aktif dan TB aktif yang diobati.

3.5.2 Simulasi 2

Pada simulasi ini digunakan kontrol vaksinasi (u,),
penanganan kambuh (u,) dan pengobatan (u;) secara bersamaan
dengan bobot terinfeksi diambil sama yaitu By =B, =B; =1
sedangkan bobot biaya kontrol berbeda-beda. Hasil simulasi numerik
ditunjukkan pada Tabel 3.3 sebagai berikut.
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Tabel 3.3 Hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan
baobot biaya kontrol yang berbeda-beda

Nilai Fungsi

Bobot Gambar Hasil Simulasi Tujuan

1.4

1.2r

Blzl 1

0.8

B,=200
B5=100
B¢=100 “

02f | ™

3,6912 x 10°

e Uy

0

o 2 4 6 & 10 12 14 15 18 2
Waktu (Tahun)
Gambar 3.3 Profil kontrol optimal u,, u, danu;

B;=1 ! <

B,=1

B§=1 °

B,=400 3,7651 x 10°
BS=100 0.4}

B=100 —\

—— Uy

c c c . . c c
0 2 4 6 8 10 12 14
Waktu (Tahun)

Gambar 3.4 Profil kontrol optimal u,, u, dan u;
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Tabel 3.3 Lanjutan hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan
baobot biaya kontrol yang berbeda-beda

Bobot

Gambar Profil kontrol optimal

U, Uy dan Us

Nilai Fungsi
Tujuan

B,=800
B5=100
B¢=100

1.4

0.8

0.6

0.4

0.2

—

e Uy

0

Gambar 3.5 Profil kontrol optimal u,, u, dan u;

L r
2 4

N
6

c c c : : c
8 10 12 14 16 18 20
Waktu (Tahun)

3,9056 x 10°

By=1
B,=1
Bs=1
B,=1000
85:100
B¢=100

1.4

1.2r

1

0.81

0.6~

0.4

0.2

0

s L

1

— U,

—

3

——

0

r L
2 4

L
6

c c : c c
8 10 12 14 16
Waktu (Tahun)

Gambar 3.6 Profil kontrol optimal u,, u, dan u;

3,9721 x 10°
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Tabel 3.3 Lanjutan hasil simulasi numerik profil kontrol optimal dengan
bobot biaya kontrol yang berbeda-beda

Gambar Profil kontrol optimal Nilai Fungsi
Bobot .
Uy, Uy dan ug Tujuan

14

121 .
Blzl 1
BZ:l 0.8
B3:1
B,=1200 4,0361 x 10°
B<=100
B¢=100

0.2

% 2 4 6 8 10 1 14 16 18 2

Waktu (Tahun)
Gambar 3.7 Profil kontrol optimal u,, u, dan us;

Tabel 3.3 menunjukkan bahwa pengambilan bobot biaya kontrol
yang berbeda-beda berpengaruh terhadap profil kontrol optimal dan
nilai fungsi tujuan. Profil kontrol optimal yang ditunjukkan pada
Gambar 3.4 sampai Gambar 3.8 menyatakan bahwa saat t =0
diberikan kontrol secara maksimal hingga waktu tertentu sesuai
bobot yang diberikan. Semakin besar bobot B, maka penggunaan
kontrol secara maksimal semakin sedikit. Namun, pada Tabel 3.3
menunjukkan bahwa semakin besar bobot B, maka semakin besar
nilai fungsi tujuan. Hal ini disebabkan karena semakin sedikit kontrol
vaksinasi (u;) yang digunakan, mengakibatkan jumlah subpopulasi
individu yang terinfeksi semakin bertambah sehingga biaya
subpopulasi individu yang terinfeksi semakin besar. Nilai fungsi
tujuan yang paling minimum sebesar 3,6912 x 10> dengan
menggunakan bobot B, =1, B, =1, B3 =1, B, = 200,B5 = 100,
Bg = 100, yang mana memberikan hasil paling efektif dalam
meminimumkan jumlah subpopulasi TB laten (L), TB aktif (I) dan

TB aktif yang diobati (T') serta biaya kontrol.
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4.1

BAB IV
PENUTUP

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada skripsi ini, dapat disimpulkan

sebagai berikut.

1.

4.2

Diperolen model kontrol optimal tuberkulosis dengan vaksinasi
dan pengobatan yang melibatkan tiga variabel kontrol, yaitu
kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan pengobatan.

Kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan pengobatan pada
model tuberkulosis terbukti eksis dan solusi dari sistem optimal
yang diperoleh terbukti tunggal untuk interval yang kecil.
Penyelesaian masalah kontrol optimal dilakukan dengan
membentuk fungsi Hamilton untuk mendapatkan sistem yang
optimal dengan prinsip minimum Pontryagin yang memenubhi
persamaan state, adjoint dan kondisi stasioner.

Hasil simulasi  numerik menunjukkan bahwa kombinasi
pemberian  kontrol vaksinasi, penanganan kambuh dan
pengobatan secara bersamaan dengan menggunakan bobot
B, =1,B, =1,B; =1, B, = 200, Bs = 100, B; = 100 efektif
dalam meminimumkan jumlah subpopulasi TB laten, TB aktif
dan TB aktif yang diobati serta biaya kontrol karena memiliki
nilai fungsi tujuan yang paling minimum.

Saran
Pada skripsi ini memberikan kontrol vaksinasi pada individu

rentan, kontrol pengobatan pada individu TB aktif dan kontrol
penanganan kambuh pada individu TB aktif yang telah diobati.
Untuk skripsi selanjutnya dapat dipelajari lebih lanjut bagaimana
pengaruhnya jika ditambahkan pemberian kontrol seperti edukasi
atau pengobatan pada individu TB laten.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Pembuktian integran dari fungsi tujuan adalah konveks pada U

A-f & %,0) +qf(t,%,0) — f(t,%,(1 — @i+ qv)
= (1 — @)[Bsuf + Bsu5+Bsu3] + q[Byvi + Bsvi + Bsv3] — By[(1 — Quy + qv1]4—Bs[(1 — Quy + qu,]?
—Be[(1 — Quz + qv;]?
= Bu[(1 — Quf + qvi] + Bs[(1 — Quj + qu3] + Bs[(1 — Qu3+qv3] — Ba[(1 — Qg + quy]"
—Bs[(1 — @Quz + qu,]* — Be[(1 — Quz + qus]?
= 34{(1 - Cl)ulll + qvf [ - qu, + qv1]4} + Bs{(1 - Q)u%‘HW% -[1-qu, + qu]z}
+Bs{(1 — Qui+qvi — [(1 — Qus + qv3]*}

Perhatikan untuk Bs

(1 —quj +qvsi — [(1 — Quy + quv,]?

= (1 —q@uj +qvi = [(1 -2 + ¢*)uj + q(1 — Quav,+q(1 — Qupv, + q°v3]
=[1-q) - A -29+qH)ui + (q—q*)vi —q(1 = Quyv, — q(1 — Quyv,
=(@—-q)Hu +(q—q*vi—q(l - Quv, — q(1 — Quyv,

=q(1 - Qui —q(1 = Qupv, — (1 — Puyv, + (1 = @v3

= (Va = aw —al - ovz) (Val = gw, = /al = )v)

= (\/Q(l - Quy — \/Q(l - Q)UZ)Z




4%

- (Va— (i —v»)

=q(1 -, —v)%
dan dengan cara yang sama untuk B.

Dengan demikian, diperoleh

= BJ{(1 — u} + qvi — [(1 — Qui + qui*+[A — Quf + qvi]? — [(1 - Quy + qvi]"}
+Bsq(1 — @) (u; — v2)* + Beq(1 - )z — v3)?

=B, { (Va@ =g = Ja@=w?) + (1 — @uf + qvi? —[(1 — s + qua]*} + Bsq(1 — q)(uz — v,)?
+Bsq(1 — q)(uz — v3)?

=B, {q(1 - GF — v})* + (A — @nid +qv}) + (L - Py + qu1)’]
(= @ +qv?) = (@ — Qur +qv?|} + Bsq(1 — )z — v2)* + Beq(1 — q) (uz — v5)?

= Byf{q(1 — Qi —v1)* + [(1 — Quf + qui+((1 — Py + qv)?llq(1 — @) (uy — v)?]}

+Bsq(1 — q)(uy — v2)?* + Beq(1 — q) (u3 — v3)?
> 0.
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Lampiran 2. Sifat-sifat pertidaksamaan yang digunakan untuk bukti ketunggalan solusi

Sifat 1

la—bl® < (2(a? +b2))3

la—b|® =23(a®+ 3a*b? + 3a?b* + b®)
la—b|® < 23(a®+3a®+3b°+ b°)

la —b|® < 23(4a® + 4b°)

la—b| = %/32(a® + b®)

1 1

a3 — b§‘ < /32(a? + b?)

Sifat 2

(x1y1 — %1¥1)% = (X1y1 — 11 + X151 — %1 71)?
= [0, (y1 — y1) + ¥1(x1 — %]?
< max{2x12 '23_’12}[(751 N f1)2 + (1 — y1)2]
< K[(xg = %)% + (1 — 71?1

dimana K bergantung pada batas atas x; dan y;.
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Dengan menggunakan Proposisi 1, Sifat 1 dan Sifat 2 diperoleh
2

W —up)? < (4%,4)§ :(xl(yl 1) - (5 - 72))%]2
< () [l o+ 5]
- (4_14)5 \/3—2 \/ (1 n = y2)" + (B G —72)° ]
< (%) 32 Vi Gr = v2) - 5Gn — 7207 |

2
< (L>3 [ﬁ i/max{zgcf 271 = ¥2)%3 [ — %)% + (v — Y1) 2+ (2 — ¥2)?]

2

= (4_2?4)3 [3 32K V[(xy — %)% + (y1 = 12 +(2 — ¥2)?] ]

dimana K tergantung pada batas x4, y;, ¥5.

[SSINS]

— 1
Misal K = (—) V32K dan d = max{|y; — y;|% |x; — %%} > 0
4B, 1<i<5



Ly

maka didapatkan
i — 1) <K VI — %) + (01 — 502+ (02 — 72)°]
=K 3{/1-1- [((x1 —X%1)2 + (y1 — ¥1)2+ (2 — ¥2)?]
e [1 +14+ 0 — %)%+ 1 — 1) + (2 — 72)?
3

IA

K _ _ _ _ _ _
< 3 [2 + (0 = %)% + (2 — %)% + (X3 — X3) %+ (x4 — %)% + (x5 — X5)* + (3’1 - yl)z
5 )
+(v2=7,)" + (s =7,) +(a-73,)" + (s —?5)2_

K _ _ _ _ _ —\2
< 3 H. [(xl — %)%+ (g — %)% + (3 — X3) 2+ (x4 —X4)% + (x5 — %)% + (y1 — yl)

, _
+(r2=7,) (s =7,) + (=5, + (s —?5)2_

dimanaH > 1+ %.

Selanjutnya dengan menggunakan Proposisi 1 dan Sifat 2 diperoleh
2

* 1
(4 ~3)° < (357) [rss = y2) = %55 = 5L
2
< (357) max(2x?, 2055 ~ 7 3(xs — £6)? + (2 = 745 ~ 767
5
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S K [(xs — %5)* + (v3 — ¥3)* + (5 — ¥5)?]
dimana K tergantung pada batas xs, y'3, Vs.

2

X 1
(4 =) = (3) (a0 = y9) = 245 = )P
2

1
< (E) max{2x3 , 2(7a — ¥5)*} (s — X4)* + (4 — ¥4)*+ (s — ¥5)?]
S K [(xg — %)% + (s — ¥a)* + (v5s — 75)?]

dimana K tergantung pada batas x,, ¥4, ys

Untuk memperoleh persamaan (3.16) dapat menggunakan

Sifat 2

(xy =x.)w—-w)=(xy =xy+xy —xy)(w—w)
=ylx—0)w—-w) +x(y —y)(w—w)
<y -0 +X (=) + 2w —w)?
<Clx -0+ -»*+ w-w)?],

dimana C bergantung pada batas x dan y.
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Lampiran 3. Pertidaksamaan (xi(tf),ii(tf)) dan (yj(O),ij(O)) dengani=2,3,4,5danj=1,2,3,4,5

1 _ 2 tr _
> (xz(tf) - xz(tf)) +(A+w f (xy — Xp)%dt
tf 0 tf .
= —Pzﬂf e’lt(xz (x4 + p1xs5) — x(X4 + P1E5)) (xp —Xp) dt + f (qu1 - ﬂ1f1) (xp —x,) dt
0 0
tf

< Myelts f [(t — )2 + (xa — E)? + (xs — T)?dt
0

tf
+N, f (Gt = %)% + Gt = %) + (03 — T3)? + (g = %a)? + (x5 —%)2 + (11 = 7,)" + (02—~ 7,)
0
+(ys=7,) + a=7,)" + (rs—¥5) | dt,
1 tf
3 () = 5a(t)) + At e+ ) [y - e
tf ' tf
= {)Bf e’“(xl(x4 + p1xs) —x, (X4 + Plfs)) (x3 —x3) dt + Pzﬁj eﬂt(xz(xzt + P1x5))
0 0

tf
—(YZ(E4 + Plfs))(x3 —x3)dt + f (u§x5 - ﬁzfs) (x3 — X3) dt
0



0S

ty
< Myels f [Grr — %)% + (o — T2)% + (s — Ta)? + (ra — Fu)? + (x5 — Fs)2dt
0

ty
N, fo [Ges — ¥5)? +(xs — %)% + (v5 = 75) + (5= 75)°] e,

1 _ 2 tf _
> (x4(tf) - x4(tf)) +A+u+a) J;) (x4 —x4)%dt

ty o _ _ tf _ _
=(1- {))ﬁf e (2, (g + prxs) — %3 (Xy + p1%s)) (xg — X,) dt + 5_[ (x3 — X3)(x4 —x,) dt
0 0

tr
- (u§x4 - ﬂ3@) (x4 — X4) dt
0

tf

< M4emff [Ce; — %)% + (g — X4 + (x5 — X5)?]dt
0

ty
# [ G =B 4 G =R+ (0 =7 + (s -7 e



TS

1 2 tf
> (xs(tf) - Es(tf)) + @A+ f (xs — X5)% dt
tr . 0 tr .
= f (usxy —UsXy) (x5 — Xs) dt — f (upxs — UpXs) (s — X5) dt
0 0

ty
< Ns f G =22 + (s = %)% + (s = 7,) + (a—7,)" + (s = 7,) | at,

%(yl(O) —5,0) + G+ fo Y —3.) dt
== [ e O =R 0n -7 de ~ o [ o3 0 -3, e
+5¢ fo Yo (V324 = ¥5%a) (y1 = ¥,) dt + Bep, fo Yo (y3xs — ¥,%s) (31 — ¥,) dt
(A -0 fo T ety - V%) (11 = ¥,) dt+ (1 - O)py fo 7 o2 (ypxs — 7.%s) (v - 7,) dt

- f (s — 7.75) (3, =7, ) dt + f (o, -7,7) (31— 7,) dt

tf _ 3l 2 _ B
< Mseltff [(x4 —x4)% + (x5 — %s)2 + (1 — 3’1) + (3 — ¥3)% + (¥4 — yu)?]dt
0



¢S

l‘f _ _ _ _ _ 2
N, fo [Gry — %1% + (ta — T2)? + (x5 — %)% + (g — )P + (x5 — T)2 + (1 — )

+(2=7,) + (2 -7,)" + (=7, + (s - 75) | at,

1 _ 2 tr 2
3020 -7,0) + @+ [ (z-7,) a |

tr f
= —Bp; f et (yyxq — 7254) (y2— ?2) dt — ﬁp1pzf e (yxs — ?Zfs) (y2— yz) dt
0 0

+.3P2J;)

tr
< Msemf [(X4 —x)% + (x5 — %5)2 + (1, _yz)z (vs - ?3)2] dt,
0

t t

f f
e (y3xq — 7354) (y2 — 3_/2) dt + Bp1p2 f e (y3xs — ?3@) (y2 — ?2) dt
0

it
(5@ -5,0) +0ture) [ 0s-7,)
0

= 5J0tf(y4 -y,)(ys —¥,) dt <N, f:f [(y3 A 54)2] i



3040 -3,0) + it [ 0n-3,) a
:wfﬂumm—aammﬁmmwﬁmf%”@m—nzxm—zwt
#pe [ G =7 700 =T) e+ B [ ¥ (rm = ,7) (0 =7 e
+M1—@LHM%mM—yﬁﬂbq—ﬂ)ﬂ_ﬁqwﬂQ—ﬂﬁXﬂ_yﬂdt
+f Y (s — 7,5) 0 - 7,) it
sn@MvL”k%—x02+wz—@V+(m—iJZ+@z—nf+(m—?92+0u—zfﬁu

tr
+N8J; [(x4 — %)%+ (va — i;)z + (s — VS)Z] dt,

1 ty
3050 =5.0) + G [ (5-5) de

ty ty
=—Bp1 f eM(Y1x1 - y1§1)(3’5 Tii 55) dt — ﬁp1pzf elt(J’zxz - yzfz) (J’s - ys) dt
0 0

€g



vS

ty tr
+ﬁ€P1L e (y3x; — 73@)(3’5 - 55) dt + 3P1P2f0 e (y3x, — 3_/3@) (ys — ys) dt

1B - Ops fo e (ypx, - 7,71 (vs = 7) dt - fo (ysus - 7.7 (ys — 7,) dt

tf % —
+f (ysus — 5352)()’5 - }’5) dt
0

ty
< Mge™s f (G =70 + (e, =72 + (1 = 7)) + (32 = 7,) +(vs = 7,)
0
+(ys—7,) +(ys = 75)"| at

tf 2 _
+N9f0 [(xs —%5)% + (y3 — 73) + (s — )’5)2] dt,

dimana M;(i = 2
variabel adjoint.

.....

.....

9) bergantung pada koefisien dan batas atas pada variabel state dan



Lampiran 4. Program MATLAB kontrol optimal pada model
tuberkulosis dengan vaksinasi dan pengobatan

function
dy=st(y,ul,u2,u3,1l,rl,r2,mu,beta,lamda,delta, a
lpha)

NO=y (1) +y (2) +y (3) +y (4) +y (5) ;

x (1)=lamda-beta*y (1) *(y (4) +rl*y(5)) -
(mu+ul) *y (1) ;

x (2)=ul*y(l)-r2*beta*y (2) *(y (4)+rl*y(5)) -

mu*y (2) ;

(3)=1l*beta*y (1) *(y(4)+rl*y(5))+r2*beta*y (2)* (
(4 )+rl*y(5))—(mu+delta)*y(3)+u2*y(5);

(4)=(1

) *beta*y (1) * (y(4)+rl*y (5))+delta*y (3) -
(mutalpha+u3) *y (4) ;

x (5)=u3*y (4) - (mutu2) *y (5) ;

X
y
X
1

function
dg=co(y,S,Vv,I1,T,1,ul,u2,u3,Bl,B2,B3,mu,beta,al
pha,delta,rl, r2)

gl=y(1l); g2=y(2); g3=y(3); g4=y(4); g5>=y(5);

x (1)=gl*beta*I+gl*beta*rl*T+gl*mut+gl*ul-g2*ul-
g3*l*beta*I-g3*1*rl*beta*T-g4* (1-1) *beta*I-
gd*rl* (1-1) *beta*T;

X (2)=g2*r2*beta*I+g2*rl*r2*beta*T+g2*mu-
g3*r2*beta*I-g3*rl*r2*beta*T;

X (3)=g3* (mutdelta) -g4*delta-Bl;

%X (4)=gl*beta*S+g2*r2*beta*V+ (mutalpha) *g4+u3*g
4-g3*1*beta*S-g3*r2*beta*V-g4* (1-1) *beta*SsS-
g5*u3-B2;

x (5)=gl*rl*beta*S+g2*rl*r2*beta*V+g5*mu+gb*u2-
g3*1l*rl*beta*S-g3*rl*r2*beta*V-g3*u2-g4* (1-

1) *rl*beta*S-B3;
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clear all;

clc;

tic

50=4500; V0=3000; L0=4000; I0=500; TO0=480;
lamda=1428;

r1=0.25;

mu=1/70;

r2=0.05;

1=0.9;

delta=0.00368;

beta=0.003;

alpha=0.17;

ulmax=1;

uz2max=1.125;

ulmax=1;

B1=20; B2=100; B3=200; B4=100; B5=8000; B6=150;
$ Bl=1l; B2=1; B3=1; B4=200; B5=100; B6=100;
$ Bl=1l; B2=1; B3=1; B4=400; B5=100; B6=100;
$ Bl=1l; B2=1; B3=1; B4=800; B5=100; B6=100;
$ Bl=1l; B2=1; B3=1; B4=1000; B5=100; B6=100;
$ Bl=1l; B2=1; B3=1; B4=1200; B5=100; B6=100;
h=0.01;

t=0:h:20;

N=length(t);

ul=zeros (N,1); ulo=zeros(N,1);
u2=zeros (N, 1); u2o=zeros(N,1);
u3=zeros (N, 1); u3o=zeros(N,1);

S=zeros (N,1); So=zeros(N,1);

V=zeros (N, 1l); Vo=zeros(N,1);

L=zeros (N, 1) ; Lo=zeros(N,1),

I=zeros(N,1); Io=zeros(N,1);

T=zeros (N,1); To=zeros(N,1);

gl=zeros(N,1l); glo=zeros(N,1);

g2=zeros (N,1); g2o=zeros(N,1);
g3=zeros (N, 1); g3o=zeros(N,1);
g4=zeros (N, 1l); gdo=zeros(N,1);
gb=zeros (N, 1l); gbo=zeros(N,1);
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tes=1;
it=0;

ulo=ul; u2o0=u2; u3o=u3;
So=S; Vo=V; Lo=L; Io=I; To=T;
S(1)=S0; V(1)=VvV0; L(1)=L0; I(1)=I0; T(1l)=TO;

i=1:N-1
y=[S(i) V(i) L(i) I(1) T(i)];
kl=h*st(y,ulo (i) ,u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu,beta, lamd
a,delta,alpha);

k2=h*st (y+0.5*kl,ulo(i),u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu, be
ta, lamda,delta,alpha);

k3=h*st (y+0.5*k2,ulo (i) ,u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu, be
ta, lamda,delta,alpha);

k4=h*st (y+k3,ulo(i),u20(i),u30(i),1l,rl,r2,mu,beta,l
amda,delta,alpha);
y=y+(1/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

End

% plot tanpa kontrol
figure (1)
plot(t,S, 'm--"', 'LineWidth', 3);
hold on;

figure (2)
plot(t,V, 'm--"', 'LineWidth', 3);
hold on;

figure (3)
plot(t,L, 'm--"', 'LineWidth', 3);
hold on;
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figure (4)
plot(t,I, 'm—-", " 'LineWidth', 3);
hold on;

figure (5)
plot(t,T, 'm—--", 'LineWidth"', 3);
hold on;

while tes>le-3
ulo=ul; u2o0=u2; u3o=u3;
So=S; Vo=V; Lo=L; Io=I; To=T;
glo=gl; gZo0=g2; g30=g3; g4o=g4; g50=g5;
S(1)=S0; V(1)=Vv0; L(1)=L0; I(1)=I0; T(1l)=TO;

J(it+1)=0;
sm=0;
for i=1:N-1
y=[S(i) V(i) L(i) I(i) T(1i)];

kl=h*st(y,ulo (i) ,u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu,beta, lamd
a,delta,alpha);

k2=h*st (y+0.5*kl,ulo (i) ,u20(i),u3o0(i),1,rl,r2,mu, be
ta, lamda,delta,alpha);

k3=h*st (y+0.5*k2,ulo(i),u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu, be
ta,lamda,delta,alpha);

kd=h*st (y+k3,ulo(i),u20(i),u30(i),1,rl,r2,mu,beta,l
amda, delta,alpha);
y=y+(1/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

S(i+l)=y (1)
V(i+l)=y(2);
L(i+1)=y(3);
I(i+1l)=y(4);
T(i+1l)=y (5);

J(1+1)=J(1t+1)+h* (B1*L (1) +B2*I (1) +B3*T (1i)+B4*ulo (1)
~44+B5*u20 (1) *2+B6*u3o (1) *2) ;

sm=sm+J (1+1)

end
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for i=1:N-1
J=N-i;
y=[gl (j+1) g2(j+1) g3(j+1) g4(3+1) g5(3+1)1;

kl=h*co(y,S(j+1),V(j+1),I(J+1),T(j+1),1,ulo(j+1
) ,u20(j+1),u30(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,rl
,I2);

k2=h*co (y-
0.5*k1l,S(J+1),V(3+1),I(j+1),T(j+1),1,ulo(j+1),u20(j
+1),u30(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,rl, r2);

k3=h*co (y-
0.5*k2,S(J+1),V(3+1),I(j+1),T(J+1),1,ulo(j+1),u20(j
+1),u30(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta,rl, r2);

kd=h*co (y-
k3,8 (j+1),V(3+1),I(3+1),T(3+1),1,ulo(j+1),u2o(j+1),
u3o(j+1),B1,B2,B3,mu,beta,alpha,delta, rl,r2);

y=y-(1/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

gl(3)=y(1);
g2 (J)=y(2);
g3(J)=y(3);
gd (J)=y(4);
g5(3)=y(5);

templ=max ([0 (((gl(j)—

g2(3))*S(3))/ (4*B4)) "~ (1/3)
ul (3) mln([templ ulmax]);
temp2=max ([0 ((g5(3)-g3(3))*T(3))/(2*B5)1);
u2 (j)=min ([temp2 uZmax]) ;
temp3=max ([0 ((g4(3)-g5(3))*I(J))/(2*B6)1);
u3 (j)=min ([temp3 u3max]);

end

eS=sum (abs (S-S0)) ;
eV=sum (abs (V-Vo) ) ;
elL=sum (abs (L-Lo) ) ;
el=sum(abs (I-I0))
eT=sum (abs (T-To) )

’

’
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egl=sum(abs ( ))
eg2=sum (abs ( ));
eg3=sum(abs (g3- g30));
eg4=sum(abs (g4-g40))
egb=sum (abs (gb-g50))

r

I3

eul=sum (abs (ul-ulo));
eu2=sum (abs (u2-u20));
eu3=sum (abs (u3-u30));

tes=eS+eV+telL+el+eT+eglt+eg2+eg3+tegd+egbteul +teu2+eul
it=it+1;

ul=(0.5*ul+0.5*ulo) ;

u2=(0.5*u2+0.5*u20) ;

u3=(0.5*u3+0.5*u30) ;
end

o)

% plot dengan kontrol

figure (1)

plot(t,S, 'b', 'LinewWidth', 3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ('S(t)");

legend ('S Tanpa Kontrol','S dengan Kontrol');

figure (2)

plot(t,V, 'b', 'Linewidth',3);

xlabel ('"Waktu (Tahun)');

ylabel ('V(t) ") ;

legend ('V Tanpa Kontrol', 'V dengan Kontrol');

figure (3)

plot(t,L, 'b', 'Linewidth',3);

xlabel ('"Waktu (Tahun)');

ylabel ("L(t)");

legend ('L Tanpa Kontrol', 'L dengan Kontrol');

figure (4)

plot(t,I,'b", 'Linewidth',3);

xlabel ('Waktu (Tahun)');

ylabel ("I (t)");

legend ('I Tanpa Kontrol', 'I dengan Kontrol');
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figure (5)

plot(t,T, 'b', 'Linewidth', 3);

xlabel ('Waktu (Tahun) ');

ylabel ('T(t)");

legend ('T Tanpa Kontrol','T dengan Kontrol');

figure (6)
plot(t,ul, 'g', 'LineWidth', 3);
hold on
plot(t,u2, 'b', 'LineWidth', 3);
hold on;
plot(t,u3, 'r', 'LineWidth', 3);
xlabel ('Waktu (Tahun)');
legend('u 1',"'u 2", "'u 3");

figure (7)
plot(t,Jd, 'm', 'LinewWidth',3);
xlabel ('"Waktu (Tahun) ') ;
legend ('Fungsi Tujuan');
hold on;

toc
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