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CS-ALJABAR DAN SIFAT-SIFATNYA

ABSTRAK

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi satu atau lebih operasi biner dan memenuhi aksioma
tertentu. Pembentukan suatu struktur aljabar baru ditentukan oleh
pendefinisian aksioma pada suatu himpunan. Pada skripsi ini dibahas
definisi, teorema dan proposisi yang menunjukkan sifat-sifat pada
CS-aljabar. CS-aljabar adalah suatu struktur aljabar yang dilengkapi
operasi biner "« " dan" = " dan elemen khusus "e" yang dinotasikan
(X,e,*,e) dan memenuhi beberapa aksioma, yaitu X terhadap operasi
"e " merupakan semigrup, terhadap operasi "*" merupakan CI-
aljabar, dan berlaku hukum distributif. Selanjutnya jika CS-aljabar
memenuhi satu aksioma tambahan yaitu x *y = x ey %y, maka
disebut near CS-aljabar.

Kata kunci: Cl-aljabar, CS-aljabar, near CS-aljabar.
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CS-ALGEBRAS AND ITS PROPERTIES

ABSTRACT

Algebraic structure is a non-empty set with one or more binary
operations and satisfies certain axioms. The formation of a new
algebraic structure is determined by defining the axioms in a set. In
this final project discussed definitions, theorems and propositions of
CS-algebra. CS-algebra is an algebraic structure with binary
operations "e" and " " and special elements "e" that satisfying
some axioms, denoted by (X,e,*, e). X is said to be CS-algebra if the
operation " * " is Cl-algebra, for the operation " «" is a semigroup,
and applies distributive law. Furthermore, if CS-algebra satisfies an
additional axiom x * y = x e y * y, it is called near CS-algebra.

Keywords: Cl-algebra, CS- algebra, near CS- algebra.
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R : Himpunan bilangan real.
Z : Himpunan bilangan bulat.
N : Himpunan bilangan asli.

M, (z,) : Himpunan matriks bilangan bulat 2x2.
. : Sebarang operasi biner.

: Sebarang operasi biner.

: Operasi penjumlahan biasa.

: Operasi pengurangan biasa.

> Irisan Himpunan.

: Relasi kurang dari sama dengan.

: Join atau batas atas terkecil.

: Meet atau batas bawah terbesar.

: Subset atau himpunan bagian.

: Elemen atau anggota dari himpunan.
- Untuk setiap.

: Terdapat.

: Akhir dari pembuktian.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika menjadi ilmu yang semakin berkembang pesat
setiap harinya dengan sebagian besar kekuatan berasal dari
keabstrakannya. Aljabar adalah salah satu cabang ilmu matematika
yang mempelajari konsep logika, sistem bilangan, matriks, ruang
vektor, dan matematika abstrak.

Dalam matematika abstrak dikenal istilah struktur aljabar,
yaitu suatu sistem matematika yang dibangun dari himpunan tak
kosong yang dilengkapi satu atau lebih operasi biner dan memenubhi
aksioma tertentu. Aksioma merupakan bagian yang penting dalam
pengembangan struktur aljabar karena menjadi bagian yang
membedakan suatu struktur aljabar satu dengan yang lain.

Pembentukan struktur aljabar baru ditentukan oleh
pendefinisian aksioma pada suatu himpunan. Berdasarkan
pendefinisian itu, banyak struktur aljabar yang dihasilkan melalui
penelitian oleh para ahli, seperti pada tahun 1966, Imai dan Iseki
memperkenalkan dua kelas dari aljabar abstrak yaitu BCK-aljabar
dan BCI aljabar dengan BCK-aljabar merupakan kelas bagian dari
BCl-aljabar. Selanjutnya Hu dan Li memperkenalkan kelas yang
lebih luas pada aljabar abstrak pada tahun 1983, yaitu BCH-aljabar,
sehingga BCl-aljabar merupakan kelas bagian dari BCH-aljabar.
Pada tahun 2007, Kim dan Kim memperkenalkan gagasan mengenai
BE-aljabar yang merupakan generasi dari BCK-aljabar.

Pada tahun 2009, Meng memperkenalkan definisi Cl-aljabar
yang merupakan generalisasi dari BE-aljabar. Kemudian pada tahun
2012 Kim membahas definisi, teorema, dan proposisi mengenai CS-
aljabar yang selanjutnya pada skripsi ini, dengan menggunakan
definisi Cl-aljabar akan diulas kembali sifat-sifat, teorema, dan
proposisi pada CS-aljabar.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, rumusan
masalah pada skripsi ini adalah bagaimana sifat-sifat yang ada pada
CS-aljabar?

1.3 Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, tujuan penulisan
skripsi ini adalah membahas dan membuktikan sifat-sifat CS-aljabar.



BAB Il
DASAR TEORI

Pada bab ini, diberikan definisi dan contoh terkait teori-teori
yang digunakan untuk mempermudah pembahasan mengenai CS-
aljabar.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Operasi biner merupakan istilah penting dan erat kaitannya
dengan struktur aljabar yang digunakan dalam membangun struktur
matematika seperti grup, ring, dan lain-lain. Hal yang paling penting
dalam operasi biner adalah hasil operasi dari dua elemen dalam suatu
himpunan juga harus merupakan elemen dalam himpunan itu sendiri.
Oleh karena itu, diberikan definisi operasi biner yang sebelumnya
diberikan terlebih dahulu definisi tentang hasil kali kartesius, relasi,
fungsi atau pemetaan yang dikutip dari Hidayat (2017) dan
Bhattacharya, dkk (1995).

Definisi 2.1.1 (Hasil kali Kartesius)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan sebuah himpunan.
Himpunan setiap pasangan terurut (x,y) denganx € A dan y € B,
disebut hasil kartesius dari A dan B yang dinotasikan A x B. Dengan
AxB={(x,y)|x€Aye€B}.

Contoh 2.1.2

Misal diberikan himpunan U = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9},A = {3,4,5},
B = {8,9} dengan A, B < U. Hasil kali kartesius dari A dan B adalah
A x B ={(3,8),(3,9),(4,8),(4,9),(5,8),(5,9)}.

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A dan B sebuah himpunan, R merupakan himpunan bagian
dari A x B, R disebut relasi dari A ke B jika (x,y) € R, selanjutnya
x dikatakan berelasi R ke y dan ditulis sebagai xRy.



Contoh 2.1.4

Misalkan A = {x,y} dan B = {4,5,6} dengan suatu himpunan
pasangan terurut R = {(x,5),(y,6)} . Akan ditunjukkan R
merupakan relasi dari A ke B.

Penyelesaian:

Diketahui A = {x,y} dan B = {4, 5, 6} dengan

Ax B ={(x4),(x5),(x6),(y,4),(5),(, 6)} sehingga

R = {(x,5), (y,6)} adalah himpunan bagian dari A x B. Sehingga
terbukti bahwa R adalah relasi dari A ke B.

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)

Misalkan A dan B merupakan suatu himpunan. Relasi f dari A ke B
disebut pemetaan dari A ke B jika untuk setiap elemen x di A
terdapat tepat satu elemen y di B sedemikian sehingga x berelasi f
ke y. Jika f adalah pemetaan dari A ke B, dapat dituliskan

f:A-B.

Misalkan f : A — B, A disebut domain dan B disebut kodomain dari
pemetaan f . Misalkan x € A, jika y merupakan image dari x
terhadap f, dapat dituliskan f(x) = y dan dapat dikatakan bahwa f
memetakan x ke y. Secara matematis ditulis,

f:A—)B
x- fx)=y

dengan kata lain, relasi f dari A ke B merupakan pemetaan jika
untuk setiap x;, x, € A berlaku

X1 =x3 = f(x1) = f(x2).
Contoh 2.1.6

Diberikan himpunan bilangan asli N. Didefinisikan suatu relasi f
sebagai berikut:



f:N->N
x - f(x) = 2x.
Akan dibuktikan relasi f dari N ke N adalah suatu pemetaan.

Bukti:
Ambil sebarang x4, x, € N sedemikian sehingga diperoleh

X1 =Xz = 2x1 = 2% = f(x1) = f(x2).

Sehingga Vx € N terdapat tepat satu f(x) = 2x € N. Terbukti f
adalah pemetaan. m

Definisi 2.1.7 (Operasi biner)
Suatu operasi biner " +" pada himpunan tak kosong H adalah
pemetaan dengan domain H x H dan kodomain H, dimana

(a,b) »*(a,b) = axb

untuk setiap (a,b) € H X H.
Atau dapat dituliskan sebagai berikut.

**H XH - H
(a,b) » * (a,b) = ax*b.

Contoh 2.1.8
Diberikan himpunan bilangan riil R dengan pemetaan yang
didefinisikan sebagai berikut.

**R XR >R
(a,b) »-(a,b)=a-b

Karena a dan b elemen di R, a-b juga elemen di R, sehingga
operasi pergandaan di R merupakan operasi biner.
2.2 Partial Order dan Himpunan Terbatas

Dijelaskan definisi partial order dan batas suatu himpunan
berdasarkan Roman (2008).



Definisi 2.2.1 (Partial Order)
Himpunan tak kosong P dengan relasi biner " <" disebut partial
order jika memenuhi kondisi berikut.

i) Refleksif, yaitu untuk setiap x € P, berlaku x < x.

i) Antisimetrik, yaitu untuk setiap x,y € P jika x < y dan
y < xmakax =y.

iii) Transitif, yaitu untuk setiap x,y,z € P, jika x < y dan
y<zmakax < z.

Definisi 2.2.2 (Batas Atas dan Batas Bawah)
Misalkan (P, <) himpunan partial order dan S < P.
1. x € P merupakan batas atas dari S jika memenuhi
s<x, Vs€ES.
Jika himpunan semua batas atas memiliki elemen terkecil,
maka disebut Join atau batas atas terkecil pada S yang
dinotasikan dengan V.

2. x € P merupakan batas bawah dari S jika memenubhi
x<s, VsE€S.
Jika himpunan semua batas bawah memiliki elemen terbesar,
maka disebut Meet atau batas bawah terbesar pada S yang
dinotasikan dengan A.

Contoh 2.2.3

Misalkan E = {-2,-1,2,5,7,9} € Q.

E merupakan himpunan terbatas ke atas dengan batas atas x = 9 dan
9 merupakan batas atas terkecil pada E. Selanjutnya E terbatas ke
bawah dengan batas bawah x < —2 dan —2 merupakan batas bawah
terbesar di E.

2.3 Semigrup, Grup, dan Ring

Dijelaskan definisi semigrup, grup, dan juga ring berdasarkan
Andari (2015).



Definisi 2.3.1 (Semigrup)
Suatu himpunan tak kosong S yang dilengkapi satu operasi biner
yaitu (S,*) disebut semigrup jika berlaku sifat:
i. tertutup, yaitu untuk setiap a, b € G berlaku
ax*x b€QG.
ii.  assosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku
(axb)*c=ax(b=*c).

Contoh 2.3.2
a b

Diketahui  himpunan Mz(N)={[C d ,a,b,c,dEN} . Akan

ditunjukkan (M, (N), +) merupakan semigrup.
Bukti:
Ambil A4,B,C € M,(N). Misalkan

a=[2 []C

i. Tertutup
_fa b e f]_[a+e b+f]
A+B_[c d]+[g hif " lc+g d+h € M(N).
ii. Assosiatif

(A+B)+C_:([‘; o+ [g hD ]
(c53 2001
[(a+e)+i (b+f)+])
[(c+9)+k (d+h)+lD

('a+(e+i) b+ (f+))
(_c+(g+k) d+(h+l)])

£ al+(ovi 2l

=[5 Z]+([ ] [ 1])

=A+ (B +0).

Dari i) dan ii) terbukti bahwa (M, (N), +) merupakan semigrup. m



Definisi 2.3.3 (Grup)
Misalkan G adalah himpunan tidak kosong. (G,*) disebut Grup jika
memenuhi:
i.  tertutup, yaitu untuk setiap a, b € G berlaku
ax beQaG.
ii.  assosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku
(axb)*xc=a=x(b=xc).
iii.  Mempunyai elemen satuan / identitas.
(BeeG)(Va€EeG),exa=axe=a.
iv.  Setiap elemen mempunyai invers
(AateG)axal=al*a=e¢
Jika ditambah berlaku hukum komutatif, yaitu
v.  Komutatif
Va,b € G,axb =b *xa.
Maka (G,*) disebut Grup Komutatif.

Contoh 2.3.4
Selidiki apakah D = {0,2} € 7Z, terhadap operasi " + " penjumlahan
biasa merupakan grup.

Penyelesaian:
1. Tertutup
VYa,b € D berlaku a + b € D sehingga tertutup dipenuhi.
2. Assosiatif

Va,b,c € D berlaku (a + b) +c =a + (b + ¢).
Sehingga assosiatif dipenuhi.

3. Memiliki elemen identitas yaitu 0 karena
(Vae€D)berlaku0+a=a+0=a.
4. Memiliki invers untuk masing-masing elemen di D.
Invers 0 adalah 0
Invers 2 adalah 2.

Berdasarkan 1, 2, 3, 4 terbukti bahwa (D, 4+) merupakan grup. =



Contoh 2.3.5
Selidiki apakah Z¢ terhadap operasi penjumlahan biasa merupakan
grup komutatif.

Penyelesaian:
1. Tertutup
Va,b € Z¢ berlaku a + b € Zg sehingga tertutup dipenuhi.
2. Assosiatif

Va,b,c € Zg berlaku (a + b) + c =a + (b + ¢).
Sehingga assosiatif dipenuhi.

3. Memiliki elemen identitas yaitu 0 sehingga
(Va € Zg) berlaku 0 + a = a + 0 = a.

4. Memiliki invers untuk masing-masing elemen di D.

Invers 0 adalah 0

Invers 1 adalah 5

Invers 2 adalah 4

Invers 3 adalah 3

Invers 4 adalah 2

Invers 5 adalah 1
5. Komutatif

Va,b € Z¢ berlakua + b = b + a.

Berdasarkan 1, 2, 3, 4, 5, terbukti bahwa Z, merupakan grup
komutatif. m

Definisi 2.3.6 (Ring)
Suatu himpunan tak kosong R dengan operasi penjumlahan dan
perkalian merupakan ring jika memenuhi:
1. (R,+) merupakan grup komutatif
2. Operasi perkalian di R bersifat assosiatif
(aeb)ec=ase(bec),Vab,c ER.
3. Berlaku sifat distributif di R, yaitu



ae(b+c)=aeb+aecdan(a+b)ec=aec+bec,
untuk setiap a, b, c € R.

Contoh 2.3.7
Selidiki apakah R = {0, 3} € Z terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian merupakan ring.

Penyelesaian:
1. Berdasarkan Contoh 2.3.5, dapat ditentukan bahwa (R, +)
merupakan grup komutatif

2. Operasi perkalian di R bersifat assosiatif,
Ambil sebarang a,b,c €R . Misal a=3,b=0,c=3,
sedemikian sehingga

(3¢0)¢3=0e3=0
3¢(003)=30=0
Dengan demikian terbukti (aeb)ec =ae (bec), untuk

setiap a, b,c € R.

3. Berlaku sifat distributif di R,
Ambil sebarang a,b,c €ER . Misal a=3,b=0
sedemikian sehingga

a
I
wl

dan
(a+b)ec=(B+0)e3=3e3=
aec+bec=3¢3+0e3=3+0=3
Dengan demikian terbukti ae(b+c) =aeb+aec dan
(a+b)ec=aec+bec,untuksetiap a, b,c € R.

Berdasarkan 1, 2, 3 terbukti bahwa R = {0, 3} € Z terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian merupakan ring. m
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2.4 Cl-aljabar

Pada subbab ini diberikan definisi, lemma, dan teorema yang
mendukung gagasan mengenai Cl-aljabar.

Definisi 2.4.1 (Cl-aljabar)

Himpunan X dengan sebuah operasi biner " " dan elemen e
dinotasikan (X, *,e) disebut Cl-aljabar jika memenuhi sifat berikut.
Untuk setiap x,y,z € X

i) xX*xx=e, Vx € X,
i) exx =x, Vx € X,
iii) x*x(y*xz) =yx*(x*2), Vx,y,z € X.

Untuk beberapa pembahasan selanjutnya, diperkenalkan relasi " <"
sebagai berikut:
x < yberartix*y =e.

Didefinisikan sifat — sifat berikut pada Cl-aljabar (X, *,e).
) yx((yxx)xx)=e.
i) (xxe)x(yxe)=(xxy)=xe.

Contoh 2.4.2
Misal X = {1, a, b, c} dengan operasi " * " yang didefinisikan sebagai
berikut.

Tabel 2.1 Operasi " = " pada X.

* 1 a b c
1 1 a b c
a 1 1 b c
b 1 a 1 c
c 1 1 1 1

Akan ditunjukkan bahwa (X,*) merupakan Cl-aljabar.

Bukti:
i) X*xx =e, Vx € X,
Menurut tabel 2.1, dapat dilihat bahwa:
1+x1=1
axa=1

11



i)

bxb=1
cxc=1

Sehingga pernyataan x * x = 1 dipenuhi.

ex*xx =x, Vx € X,

Menurut tabel 2.1, dapat dilihat bahwa:
1x1=1
lxa=a
1*xb=5»b
lxc=c

Sehingga pernyataan 1 * x = x dipenuhi.

x*(y*z) =yx(x*2z), Vx,y,Zz € X.
Tabel 2.2 Hasil operasi " = " pada x,y, z di X.
X y z x*(y *z) y*(x*2)
1 1 1
a a a
1 b b b
c c c
1 1 1
a a 1 1
b b b
c c c
1 1 1 1
a a a
b b 1 1
c c c
1 1 1
c a 1 1
b 1 1
c 1 1
1 1 1
a 1 1
a 1 b b b
c c c
a 1 1 1

12
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Berdasarkan Tabel 2.2, pernyataan iii) dipenuhi
Karena i), ii), iii) dipenuhi maka terbukti bahwa (X,*) merupakan
Cl-aljabar. m
Contoh 2.4.3
Berdasarkan Contoh 2.3.4 akan dibuktikan (D, +) merupakan CI-
aljabar.
Penyelesaian:
1. x+x=0,
Terbukti Vx € X berlaku

2. 04+x=nx,

Terbukti Vx € X berlaku
3. Vx,y,zeXberlakux+ (y+2z) =y + (x + 2).
Berdasarkan 1, 2, 3 terbukti bahwa (D, +) merupakan Cl-aljabar. m
Contoh 2.4.4

Berdasarkan Contoh 2.3.7 akan dibuktikan R = {0,3} < Z, terhadap
operasi penjumlahan biasa merupakan Cl-aljabar.
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Penyelesaian:

1. x+x=0,
0+0=0
3+3=0
Terbukti Vx € X berlaku x +x = 0

2. 04+x=nx,
0+0=0
0+3=3
Terbukti Vx € X berlaku 0 + x = x.

3. Vx,y,zeXberlakux + (y+2z) =y + (x + 2).
Berdasarkan 1, 2, 3 terbukti bahwa (R, +) merupakan Cl-aljabar. m

Definisi 2.4.5 (Self-distributive)
Cl-aljabar (X,*, e) dikatakan self-distributive jika
x*(y*z) = (x*y)=*(x*z), untuk setiap x,y,z € X.

Contoh 2.4.6
Dengan menggunakan Contoh 2.4.2 akan ditunjukkan Cl-aljabar
(X,*,1) merupakan self-distributive.

Bukti:

Tabel 2.3 Hasil operasi " = " pada x, y, z di X.

X y xx(y*z) | (x*y)*(x*2)
1 1

N

QRO |TNQ (RO [T |-

QR|a|T R |Rr|a |
Qo |z RRk|a |
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b 1 1

c 1 1

1 1 1

a 1 1

1 b 1 1
c 1 1

1 1 1

a 1 1

@ b 1 1
c 1 1

¢ 1 1 1
a 1 1

b b 1 1
c 1 1

1 1 1

4 a 1 1
b 1 1

c 1 1

Berdasarkan Tabel 2.3 dapat disimpulkan bahwa definisi self-
distributive dipenuhi. Sehingga terbukti Cl-aljabar (X,*) disebut self-
distributive. m

Definisi 2.4.7 (Subaljabar)
Sebuah himpunan bagian tidak kosong S dari Cl-aljabar X dikatakan
sebagai subaljabar dari X jikax *y € S, Vx,y € S.

Contoh 2.4.8
Misalkan X = {1, a, b, c} merupakan Cl-aljabar. S S Xdengan
S = {1, a, b}. Akan ditunjukkan S adalah subaljabar.

Penyelesaian:

Diketahui X adalah Cl-aljabar. S € X, S # @ dengan S = {1, a, b}.
Ambil x = 1,y = b dengan x,y € S. Berdasarkan Tabel 2.2
xxy=1xb=b €S5S . Karena x*y €S untuk setiap x,y €S
dipenuhi, maka terbukti S adalah subaljabar dari X. m
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Definisi 2.4.9 (Atom)

Misalkan a € X merupakan elemen dari Cl-aljabar X. a dikatakan
sebagai atom jika untuk setiap x € X, a * x = e mengakibatkan

a = x. Himpunan semua atom di X dinotasikan A(X) yang disebut
singular part dari X.

Contoh 2.4.10
Berdasarkan Contoh 2.4.2 dan Tabel 2.1 akan ditentukan atom pada
Cl-aljabar (X,*).

Penyelesaian:
y €X disebut atom jika untuk setiap x€X , y*xx=1
mengakibatkan y = x.
Kalimat di atas bernilai salah jika syarat pertama dipenuhi dan syarat
kedua tidak dipenuhi. Selain itu, kalimat di atas bernilai benar.
Akan ditentukan y € X yang memenuhi syarat atom.
Ambil y = 1,y € X, sehingga

yxx=1->y=x

1x1=1-1=1

l*a=a->1#a

1*b=b—->1+#b

lxc=c->1+#c
Dengan mengambil y = 1,y € X untuk setiap x € X terbukti kalimat
bernilai benar dan syarat atom dipenuhi. Sehingga y = 1 merupakan
atom di X.
Ambil y = a,y € X, sehingga

yxx=1->y=x

axl=1-a+1
Dengan mengambil y = a dan x = 1 pernyataan bernilai salah dan
syarat atom tidak dipenuhi. Sehingga y = a bukan merupakan atom
di X.
Ambil y = b,y € X, sehingga

yxx=1->y=x

bx1=1->b#1
Dengan mengambil y = b dan x = 1 pernyataan bernilai salah dan
syarat atom tidak dipenuhi. Sehingga y = b bukan merupakan atom
di X.
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Ambil y = ¢,y € X, sehingga

yxx=1->y=x

cxl=1->c+1
Dengan mengambil y = ¢ dan x = 1 pernyataan bernilai salah dan
syarat atom tidak dipenuhi. Sehingga y = ¢ bukan merupakan atom
di X.

Dengan demikian dapat ditentukan bahwa atom di X adalah y =1
dan A(X) ={1}. m

Definisi 2.4.11 (G-part)
Misalkan X adalah Cl-aljabar. Didefinisikan
G(X) = {x € X |x e = x}, dengan G (X) disebut G-part di X.

Contoh 2.4.12
Berdasarkan Contoh 2.4.2 akan ditentukan G-part di X.

Penyelesaian:
G (X) disebut G-part di X dengan x * 1 = x. Berdasarkan Tabel 2.1,
untuk setiap x € X,

1x1=1
ax1=1
bx1l=1
cx1=1

sehingga dapat dilihat bahwa x = 1 yang memenuhi syarat G-part,
maka G(X) = {1}. m
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3.1 CsS-aljabar

CS-aljabar merupakan aljabar abstrak dilengkapi dengan dua
operasi biner " « " dan " = " yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.1.1 (CS-aljabar)
Aljabar X dilengkapi dua operasi biner "e" dan "*" yang
dinotasikan (X, e, *, e) merupakan CS-aljabar jika memenuhi
aksioma — aksioma berikut ini.
(1) (X,») merupakan semigrup,
(2) (X,x) merupakan Cl-aljabar,
(3) xe(yxz)=xeyxxezdan
(x*xy)ez=xez*xyez Vx,y,z€X.

Didefinisikan xVy = (y * x) * x, Vx,y € X pada CS-aljabar dengan
V merupakan join atau batas atas terkecil di X.

Contoh 3.1.2
Misal X ={1,a,b,c} dengan operasi "*" dan "e" yang
didefinisikan sebagai berikut.

Tabel 3.1 Operasi " = " pada X.

* 1 a b c
1 1 a b c
a 1 1 b c
b 1 a 1 c
c 1 1 1 1
Tabel 3.2 Operasi " » " pada X.
. 1 a b c
1 1 1 1 1
a 1 1 1 1
b 1 1 1 b
c 1 1 b c
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Akan ditunjukkan bahwa (X, e, * 1) merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
(1) (X,») merupakan semigrup.
i. Tertutup, berdasarkan Tabel 3.2 bahwa hasil operasi
"e" pada X merupakan elemen dari X itu sendiri.
Sehingga sifat tertutup dipenuhi.

ii. Assosiatif
Ambil x =1,y =b,z=c, dengan x,y,z € X maka
berlaku
(xey)ez=(1leb)ec=1ec=1
xe(yez)=1e(bec)=1eb=1
Telihat bahwa (x e y) e z = x o (y * 2z), sehingga sifat
assosiatif dipenuhi. Dengan cara yang sama berlaku
untuk setiap x,y,z € X.

(2) (X,x) merupakan Cl-aljabar,
i x*xx=e,Vx €X,
Menurut Tabel 3.1

1x1=1
axa=1
bxb=1
cxc=1

Sehingga x * x = 1, Vx € X dipenuhi.

ii. exx =x,Vx €X,
Menurut Tabel 3.1

1x1=1
lxa=a
1«xb=>b
lxc=c

Sehingga 1 * x = x, Vx € X dipenuhi.

iii. x*(y*z) =yx*(x*2z),Vx,y,z€X.
Ambil x =1,y =a,z=c dengan x,y,z € X, maka
berlaku
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x*(y*xz)=1x(axc)=1xc=c

y*(x*z)=ax(1*xc)=axc=c
Tebukti x x (y*z) =y * (x xz). Dengan cara yang
sama berlaku untuk setiap x,y,z € X.

(B) xe(yxz)=xeyxxezdan
(x*xy)ez=xezxyez Vx,y,z€X.
Ambil x = b,y = a,z = c dengan x,y, z € X, maka berlaku

xe(yxz)=be(axc)=bec=0b
Xeyxxez=beaxbhec=1xb=0D>

Dan

(xxy)ez=(bxa)ec=aec=1
Xezxyez=hbecxaec=bx1=1

Terbukti bahwa x e (y x z) = x e y *x x e z dan
(xxy)ez=xezxyezVx,y,z €EX.

Berdasarkan (1), (2), (3) terbukti bahwa (X, e, * 1) merupakan CS-
aljabar. m

Contoh 3.1.3
Misalkan X = {1,a,b,c} terhadap operasi "*" dan "e"
didefinisikan sebagai berikut.

Tabel 3.3 Hasil Operasi " = " pada X.
* 1 a b c
1 1 a b c
a 1 1 b b
b 1 a 1 a
c 1 1 1 1
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Tabel 3.4 Hasil Operasi " « " pada X.
. 1 a b c
1 1 1 1 1
a 1 a 1 a
b 1 1 b b
c 1 a b c

Akan ditunjukkan X merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
(1) (X,s) merupakan semigrup.
i. Tertutup
Berdasarkan Tabel 3.4, hasil operasi "« " pada X
merupakan elemen dari X itu sendiri. Sehingga sifat
tertutup dipenubhi.

ii. Assosiatif

Ambil sebarang x,y,z € X, misalkan x = ¢,y = 1,

z = b, sedemikian sehingga
(xey)ez=(cel)eb=1eb=1
xe(yez)=ce(leb)=cel=1

Terbukti bahwa (xey) ez =xe(yez), sehingga
sifat assosiatif dipenuhi dan dengan cara yang sama
berlaku untuk setiap x,y,z € X.

(2) (X,x) merupakan Cl-aljabar
i x*x =e,Vx €X,
Berdasarkan Tabel 3.3

1x1=1
axa=1
bxb=1
cxc=1

Sehingga x * x = 1, Vx € X dipenuhi.

il. exx=x,Vx€X,
Berdasarkan Tabel 3.3
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1x1=1

l*sa=a
1«b=>b
lxc=c

Sehingga 1 * x = x, Vx € X dipenuhi.

iil. xx(y*xz)=y=*(xx*2),Vx,y,z€X.
Ambil sebarang x,y,z € X, misalkan x = 1,y = b,
z = ¢, sedemikian sehingga
x*(y*xz)=1x(b*xc)=1xa=a
y*(x*z)=bx(1*c)=bxc=a
Terbukti bahwa x * (y * z) = y * (x * z) dan dengan

cara yang sama berlaku untuk setiap x,y,z € X.

(3) xe(yxz)=xeyxxezdan
(x*xy)ez=xez*xyez Vx,y,z€X.
Ambil sebarang x,y,z € X, misalkan x =b,y=1,z=c,

sedemikian sehingga

dan

Terbukti bahwa x e (y x z) = x e y *x x e z dan

xe(yxz)=be(lxc)=bec=0b
Xeysxez=Dhelxhec=1xb=0D>

(xxy)ez=(bx1)ec=1ec=1

(xxy)ez=xezxyezVx,y,z €X.
Berdasarkan (1), (2), (3) terbukti bahwa X merupakan CS-aljabar.

Contoh 3.1.4

Diberikan himpunan matriks

Mol L 1
(o o) (o
G o)

o) (o

)G

xezxyez=hecxlec=hx1=1



Akan ditunjukkan M, (z,) terhadap operasi perkalian dan
penjumlahan biasa merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
Ambil X,Y,Z € M,(z,) dengan X = (1 0)’ V= (0 1)’

oy 11 10
Z=(1 0)'

(1) (Myz,,*) merupakan semigrup
i. Tertutup

XOY=(1 (1))0((1) (1)):((1) 1)6]\/12(22).

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap
X,Y € M,(z,). Sehingga sifat tertutup dipenuhi.

ez (€ )¢ )
- .00
-C 9

Xe(YeZ)= 1 (1))<((1) (1))(1 8)>

Karena (X e Y) e Z = X o (Y « Z), maka sifat assosiatif
dipenuhi. Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap
X,Y,Z € My(z,).

(2) (M,(zy),+) merupakan Cl-aljabar

. X+X=(1 (1))+(1 2):(8 8),VXEM2(ZZ).
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(o)t x=( o)+ G D=0 =¥
VX € M,(z5).

Ve
ENRY

iii. X+Y+2)=

I
/N N

Y+(X+2)

Il Il
VN
= O mOoR

I
/N N

R ok o
o R
N——
+
/
oo
= o
N—

Sehingga diperoleh X + (Y + Z) =Y + (X + Z). Dengan cara yang
sama berlaku Vx,y, z € M, (z,).

B) Xe(Y+Z)=XeY+XeZ
¢ D D)
(9.0 3
:(1 1)
vena=( 90 94t 9+ 9
=(11 12+(0 0)
=(; 1)
dan b
(X+Y)eZ=XeZ+YZ VX,Y,Z€E M,(z,).
wmez=(( 940 D) Y
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raerea=( DG QPG )
LA
10
Sehingga X « (Y +Z) =X «Y + X « Z dan

(X+Y)eZ=XeZ+YeZ dipenuhi. Dengan cara yang
sama berlaku untuk setiap x,y,z € M, (z,).

Berdasarkan (1), (2), (3) terbukti bahwa (M, (z,),e, +) merupakan
CS-aljabar. m

Contoh 3.1.5

Didefinisikan operasi "« " dan " = " pada Z sebagai berikut.
M aeb=ab

(i) a*b=>b—a.

Akan ditunjukkan bahwa (Z, e, *,0) merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
(1) (Z,») merupakan semigrup.
i Tertutup,
Diketahui operasi " " yang didefinisikan sebagai
berikut, a b = ab Va,b € Z. Karena a, b € Z maka
a » b = ab € 7Z sehingga sifat tertutup dipenuhi.

ii. Assosiatif
Diketahui operasi " " yang didefinisikan sebagai
berikut, a « b = ab Va, b € Z. Sehingga berlaku

(aeb)ec=(ab)ec =abc
ae(bec)=ae(bc)=abc
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@)

Terlihat bahwa (aeb)ec=ae(bec) Va b €Z,
sehingga sifat assosiatif dipenuhi.

(Z,*) merupakan Cl-aljabar,
i. x*x=0,Vx €Z,
Diketahui operasi " =" yang didefinisikan sebagai
berikut, a x b = b — a.
Misal ambil sebarang x € Z, diperoleh
xxx=x—x=0
Sehingga x * x = 0, Vx € Z dipenuhi.

ii. 0*xx=ux,Vx €ELZ,
Diketahui operasi " = " yang didefinisikan sebagai
berikut, a * b = b — a.
Misal ambil sebarang x € Z, sehingga diperoleh
Oxx=x—-0=x
Dengan demikian 0 * x = x, Vx € Z dipenuhi.

iii. x*x(yxz)=yx*(x*2),Vx,y,z€X.
Diketahui operasi " =" yang didefinisikan sebagai
berikut, a*b=b —a . Misal ambil sebarang
x,y,z € Z, sehingga diperoleh
xx(yxz)=xx(z-y)=z—-y—x
yxx*xz)=y*(@z—-x)=z—x-y
Terbukti x = (y * z) = y * (x * z).

xe(y*xz)=xeyxxezdan
(x*xy)ez=xez*xy-z,Vx,y,2z €X.
Diketahui operasi " " dan " = " yang didefinisikan sebagai
aeb =abdana*b = b — a. Sehingga diperoleh
xe(y*xz)=xe(z—y)
=XezZ—Xey
=x.y*x.Z
dan
(xxy)ez= (y—x)oz
=y.Z—x.Z
=x.Z*yOZ
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Dapat ditunjukkan bahwa x  (y * z) = x e y * x « z dan
(x *y) ez =xezx*yezdipenuhi.

Berdasarkan (1), (2), (3) terbukti bahwa (Z, e, %, 0) merupakan CS-
aljabar. m

Contoh 3.1.6

Berdasarkan Contoh 2.3.4 diketahui D terhadap operasi +
merupakan grup. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa (D,s, +,0)
merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
1. (D,e) merupakan semigrup.
i. Tertutup,
Diketahui operasi "e" yang didefinisikan sebagai
perkalian biasa pada D . Ambil sebarang x,y € D
sedemikian sehingga berlaku x e y € D,Vx,y € D Sifat
tertutup dipenuhi.

ii. Assosiatif
Diketahui operasi "e" yang didefinisikan sebagai
perkalian biasa pada D. Sehingga berlaku
(xey)ez=(xy)ez=1xyz
xe(yez)=xe(yz) =xyz
Terlihat bahwa (xey)ez =xe(yez),Vx,y,z€D,
sehingga sifat assosiatif dipenuhi.

2. (D, +) merupakan Cl-aljabar.
Berdasarkan Contoh 2.4.3 telah dibuktikan sebelumnya bahwa
(D, +) merupakan Cl-aljabar.

3. Untuk setiap x,y,z € D, berlaku x e (y+2z) =xey+xez
dan(x +y)ez=xez+yez.

Sehingga terbukti (D,s, +,0) merupakan CS-aljabar. m

30



Contoh 3.1.7

Berdasarkan Contoh 2.3.7 diketahui R = {0.3} terhadap operasi
penjumlahan biasa merupakan ring. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa (R,s, +, 0) merupakan CS-aljabar.

Penyelesaian:
1. (R,») merupakan semigrup.
i. Tertutup,
Diketahui operasi "e" yang didefinisikan sebagai
perkalian biasa pada R . Ambil sebarang x,y € R
sedemikian sehingga berlaku x e y € R,Vx,y € R. Sifat
tertutup dipenuhi.

ii. Assosiatif
Diketahui operasi "e" yang didefinisikan sebagai
perkalian biasa pada R. Sehingga berlaku
(xey)ez=(xy)ez=1xyz
xe(yez)=xe(yz) =xyz
Terlihat bahwa (xey)ez=xe(yez),Vx,y,Z€ER,
sehingga sifat assosiatif dipenuhi.

2. (R, +) merupakan Cl-aljabar.
Berdasarkan Contoh 2.4.4 telah dibuktikan sebelumnya bahwa
(R, +) merupakan Cl-aljabar.

3. Untuk setiap x,y,z € R, berlaku x e (y+2) =xey+xez
dan(x+y)ez=xez+yez

Sehingga terbukti (R,e, +,0) merupakan CS-aljabar. m

Proposisi 3.1.8

Jika X adalah CS-aljabar, maka berlaku sifat-sifat sebagai berikut.
(1) xee=e daneex =e, VX € X,

(2) Jikax<ymakaaex <aeydanxea<yeaVx,a€X,
B) xe(yVz)=xeyVxez Vx,y,z€X.
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Bukti:
(1) Diketahui X adalah CS-aljabar. Akan dibuktikan x « e = e dan
eex =¢, Vx €X.
Berdasarkan Definisi 3.1.1 diperoleh,
xee=xe(x*x)
=(xex)*(xex)
=e
dan
eex=(x*xx)ex
=(xex)*(xex)
=e

Dengan demikian terbukti jika X adalah CS-aljabar maka
xee=e daneex =¢e, Vx €X.

(2) Diketahui X adalah CS-aljabar. Akan dibuktikan jika x <y
makaaex <aeydanxea < yeauntuk setiap x,y,a € X.
Artinyjaaex+xaey=edanea*yea=ce.

Karena x < y berarti x * y = e, diperoleh
xXxy=e
ae(x*xy)=aee
(aex)*x(aey)=ce
Sehingga terbukti jika x < ymakaaex <aey
Selanjutnya karena x < y berarti x * y = e, diperoleh
xXxy=e
(xxy)ea=eea
(xea)x(yea)=ce
Sehingga terbukti jika x < ymakaxea <y ea.
Dengan demikian terbukti jika x <y makaaex < a ey dan

xea<yeqaVxyac€lX.
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(3) xe(yVz)=xeyVxez Vx,y,z€X
Didefinisikan y V z = (z * y) * y sedemikian sehingga
xe(yVz)=xe((zxy)*y)

=(xe(zxy))*(xey)
=(xezxxey)x(xey)
=xeyVxez

Berdasarkan (1), (2), (3) terbukti jika X adalah CS-aljabar, maka

sifat-sifat pada Proposisi 3.1.8 berlaku. m

Contoh 3.1.9

Berdasarkan Contoh 3.1.2, diketahui X = {1, a, b, c} terhadap operasi
"e" dan " *" merupakan CS-aljabar. Akan dibuktikan sifat-sifat
pada Proposisi 3.1.8 berlaku.

Penyelesaian:
(1) Berdasarkan Tabel 3.2 terbukti jika X adalah CS-aljabar maka
berlakuxe1 =1 danlex =1, Vx € X.

(2) Jkax<ymakaaex <aeydanxea<yeaq,
Vx,y,a € X.
Ambil a € X dan x,y € X yang memenuhi x < y berarti
x+y = 1. Misalkanx = ¢,y = b.

xxy=1
ae(x*xy)=ael
(@aex)x(asy)=asl
(aec)*(aeb)=a-1
1x1=1
dan
x*xy=1
(xxy)ea=1ea
(xea)x(yea)=1ea
(cea)x(bea)=1ea
1x1=1

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y,a € X yang
memenuhi x < y berarti x xy = 1.
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3 xe(yVz)=xeyVxez Vx,y,z€X
DidefinisikanyVz = (z*y)*y,ambilx =1,y =b,z=c
Vx,y,z € X.

xe(yVz)=xe((z*y)*y)
=1e((c*b)*Db)
=1e(1%b)
=1eb
=1

xeyVxez=1ebV1ec
=1V1
=1

Sehingga terbukti x e (yV z) = x ¢ y V x  z dan dengan
cara yang sama berlaku untuk setiap x,y,z € X.

Dengan demikian terbukti sifat-sifat pada Proposisi 3.1.8 berlaku. m

Definisi 3.1.10 (Left (right) stable)

Himpunan bagian tak kosong A dari CS-aljabar X disebut left stable
jika x e a € A dan right stable jika aex € A, Vx € X dan Va € A.
Dan disebut stable jika memenuhi keduanya, yaitu Left dan right
stable.

Contoh 3.1.11
Berdasarkan Contoh 3.1.2, X = {1,a, b, c} merupakan CS-aljabar.
A={1}dan B = {1,c}, A,B < X. Akan ditunjukkan A dan B adalah
left (right) stable.

Penyelesaian:

Akan dibuktikan A = {1} dan B = {1,c} merupakan left (right)
stable.
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Tabel 3.5 Hasil operasi " " pada x dan a di A.

x|la|xea€A| aex€EA
1|1 1 1
al|l 1 1
b|1 1 1
c|1 1 1

Tabel 3.6 Hasil operasi " " pada x dan a di B.

X a xea€A |aex€eEA
1 1 1
1 a 1 1
1 1 1
1 a 1 1
1 1 1
b
a 1 1
c 1 1 1
a 1 1

Berdasarkan Tabel 3.5 dan Tabel 3.6 syarat left (right) stable
dipenuhi sehingga terbukti bahwa A dan B adalah left (right) stable.
[ ]

Contoh 3.1.12

Berdasarkan Contoh 3.1.5, Z merupakan CS-aljabar. Selanjutnya
akan ditunjukkan himpunan bagian dari Z yang memenubhi left (right)
stable.

Penyelesaian:

Misalkan A = {...,—4,—-2,0, 2,4, ...} merupakan himpunan bilangan
genap. A € Z, A merupakan CS-aljabar. Selanjutnya berdasarkan
Definisi 3.1.10 akan ditunjukkan A memenubhi left (right) stable.
Ambil sebarang x € Z,a € A. Misalkan x = 5,a = —2 sedemikian
sehingga

xea=>5e(—2)=-10 € A, syarat left stable dipenuhi dan

aex =(—2) 5 =—10 € A, syarat right stable dipenuhi.
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Dengan demikian terlihat bahwa A ={..,—4,-2,0,2,4,...}
merupakan stable.

Proposisi 3.1.13
Misalkan X adalah CS-aljabar. a € X adalah atom di X jika dan
hanya jika memenuhi.

a = (a * x) * x, untuk setiap x € X.

Bukti:
Berdasarkan Definisi 2.4.9, a adalah atom jika a € X ,a*xx =e
maka a = x.
(=) Diketahui a € X adalah atom. Dibuktikan a = (a * x) * x,
Vx € X.
a=2Xx
a=e*xXx
a=(a*x)*x

(&) Diketahui a = (a *x) * x dan a *x = e. Dibuktikan a € X
adalah atom vVx € X.
a=(ax*xx)*x
a=exXx
a=Xx
Dengan demikian terbukti bahwa a merupakan atom di X. m

Contoh 3.1.14
Berdasarkan Contoh 3.1.2, akan ditunjukkan a € X adalah atom di X
jika dan hanya jika memenuhi a = (a * x) * x, untuk setiap x € X.

Penyelesaian:
Berdasarkan Definisi 2.4.9 dan Contoh 2.4.10 diperoleh a = 1,
a € X adalahatomdi X. Berartia =x =1
Akan ditunjukkan a = 1 memenuhia = (a * x) * x
(axx)*x=(1*1)*1
=1=x1
=1
Dengan a =1 diperoleh (a *x) *x =1 sehingga a € X adalah
atom di X maka a = (a * x) * x dipenuhi. m
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Proposisi 3.1.15
Jika X adalah CS-aljabar, maka A(X) dan G (X) adalah stable subsets
dari X.

Bukti:
Untuk setiap x € X dan a € A(X) berlaku.
(xea)xe=xeaxxee

=xe(ax*e)
sehingga
((x-a)*e)*e:(x-(a*e))*x-e
=xe((axe)x*e)
=XxeqQ
dan
ex(aex)=eexxaex
=(exa)ex
sehingga

ex(ex(asx))=eoxx((exa)ex)
=(ex(e*xa))ex
=qaex.
Dengan demikian A(X) dikatakan stable.

Selanjutnya untuk setiap x € X dan b € G(X) berlaku.
(bex)xe=bexxeex
=(bxe)ex
=bex
dan
(xeb)xe=xebxxee
=xe(bx*e)
=xeb
Sehingga G (X) dikatakan stable. m

Contoh 3.1.16

Berdasarkan Contoh 3.1.2, X = {1,a, b, c} merupakan CS-aljabar.
Akan ditunjukkan bahwa A(X) dan G(X) merupakan stable subsets
dari X.
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Penyelesaian:

Berdasarkan Contoh 2.4.10 dan Contoh 2.4.12 diperoleh
AX)={a€eXlaxx=e,a=x,Vx € X} ={1}
CGX)={xeX|xxe=x}={1}

Berdasarkan Definisi 3.1.10, akan ditunjukkan x e y € A(X) dan
yex € A(X), Vx € X dan y € A(X) sehingga A(X) merupakan
stable subsets dari X.

Tabel 3.7 Hasil operasi " « " pada x dan y di A(X).

X y Xey yex
1 1 1
a 1 1
b | 1 1 1
c 1 1

Terlihat pada Tabel 3.7 bahwa x e y € A(X) dany » x € A(X),
Vx € X dany € A(X) sehingga terbukti A(X) stable.

Selanjutnya berdasarkan Definisi 3.1.10, akan ditunjukkan
xey€G(X) dan yex € G(X), Vx € X dan y € G(X) sehingga
G (X) merupakan stable subsets dari X.

Tabel 3.8 Hasil operasi " « " pada x dan y di G(X).

X y Xey |yex
1 1 1
a 1 1
b | L 1 [ 1
c 1 1

Terlihat pada Tabel 3.8 bahwa x e y € G(X) dan y » x € G(X),
Vx € X dany € G(X) sehingga terbukti G (X) stable. m

Definisi 3.1.17 (Left (right) deductive system)

Misalkan X adalah CS-aljabar. F € X, F # @. F disebut left (right)
deductive system jika memenuhi aksioma-aksioma berikut.
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(1)  F merupakan left (right) stable subsets dari X.
(2) Untuk setiap x,y € X, jikax *y € F dan x € F maka
y €F.

Contoh 3.1.18

Berdasarkan Contoh 3.1.2, misal X = {1, a, b, c} dengan operasi " * "
dan "« " merupakan CS-aljabar. Akan ditunjukkan bahwa F = {1, a}
merupakan deductive system dari X.

Penyelesaian:
1. F merupakan left (right) stable,
Berdasarkan Tabel 3.2, untuk x € X dan y € A berlaku
Tabel 3.9 Hasil operasi " « " pada x dan y di F.

X y | xey€F | yex€F
1 1 1
X a 1 1
1 1 1
@ a 1 1
1 1 1
b
a 1 1
c 1 1 1
a 1 1

Pada Tabel 3.9 terlihat bahwa xey €F dan yex €F .
Sehingga terbukti F merupakan left (right) stable.

2. Ambil sebarang x € F yang memenuhi x x y € F.
x=1€F, 1xy=1€F.Shgdiperolehy =1€F
, 1*y =a€F.Shgdiperolehy =a €F
x=a€F, axy=1€F.Shgdiperoleh y =1 dan
y=a€F.
Sehingga terbukti untuk setiap x,y € X, x*y € Fdanx € F
maka y € F.

Berdasarkan (1) dan (2), terbukti bahwa F = {1, a} adalah deductive
system dari X. m
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Contoh 3.1.19
Berdasarkan Contoh 3.1.5 akan ditunjukkan A ={...,—=2,0,2, ...},
A € 7 yang memenubhi left (right) deductive system.

Penyelesaian:

1. A merupakan left (right) stable,
Berdasarkan Contoh 3.1.12, terlihat bahwa A merupakan left
(right) stable.

2. Untuk setiap x,y € X, jikax*y € Fdanx € F makay € F.
Missal ambil sebarang x € F yang memenuhi x * y € F, maka
diperoleh y € F. Berlaku untuk setiap x,y € X.

Definisi 3.1.20 (Subaljabar)

Misalkan X adalah CS-aljabar. S # @ adalah himpunan bagian dari X
disebut subaljabar dari X jika x +y € S dan x e y € S untuk setiap
X,y €S.

Contoh 3.1.21
Misalkan X = {1, a, b, c} merupakan CS-aljabar. S < Xdengan
S = {1, b, c}. Akan ditunjukkan S adalah subaljabar.

Penyelesaian:
Diketahui X adalah CS-aljabar.S € X, S # @ dengan S = {1, b, c}.
Berdasarkan Tabel 3.1 dan Tabel 3.2, diperoleh

Tabel 3.10 Hasil operasi " " dan " * " pada x dan y.

X y X *y Xey
1 1 1
1 b b 1
c c 1
1 1 1
b b 1 1
c c b
1 1 1
c b 1 b
c 1 c
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Pada Tabel 3.10 terlihat bahwa x * y € S dan x « y € S untuk setiap
x,y € S, sehingga terbukti S adalah subaljabar dari X. m

Definisi 3.1.22 (Center)
Didefinisikan center dari CS-aljabar X, yang dinotasikan dengan
cent(X) ={x€X|yex=xey,VyeX}

Contoh 3.1.23
Berdasarkan Contoh 3.1.2 akan ditunjukkan center pada CS-aljabar
X.

Penyelesaian:
Tabel 3.11 Hasil operasi " « " pada x dan y.

y yex xey

=

[EE
—_

A SNQ (RO [([TQ (RO (|TQ (RO [T |-
O|lT|RR|ITRIRIRR|RRR|R|R[~
AR |R (SR IRIRRIRR|R|R[R |~

Pada Tabel 3.11 terlihat bahwa Vy € X dan x € X berlaku
y ex = x y, sehingga diperoleh
cent(X) ={x€X|yex=xey VyeX}={1,a,b,c}. m
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Contoh 3.1.24
Berdasarkan Contoh 3.1.4 akan ditunjukan center dari himpunan
matriks M, (Z,).

Penyelesaian:
Berdasarkan Definisi 3.1.22 akan ditentukan X € M,(Z,) yang
memenuhi Y ¢ X = X oY untuk setiap Y € M, (Z,).

Ambil sebarang X € M,(Z,), misalkan X = (8 8
0

ambil sebarang Y € M,(Z,),Y = (0 (1)) sedemikian sehingga
G -0 -G
X')'z(o o)'(o 0):(0 0)

Diperolen Y ¢ X = X o Y, berarti X = (8 g) merupakan center dari

himpunan matriks M,(Z,). Dengan cara yang sama berlaku untuk
setiap X, Y € M,(Z,) sehingga diperoleh

cent (@) = {° O).(% )}

Teorema 3.1.25
Untuk setiap CS-aljabar X, cent(X) adalah subaljabar dari X.

) . Selanjutnya

Bukti:
Berdasarkan Definisi 3.1.20 dan Definisi 3.1.22, untuk menunjukkan
cent(X) merupakan subaljabar dari X harus dibuktikan bahwa x * y
dan x e y € cent(X), Vx,y € cent(X).
Misalkan Vx,y € cent(X),xea =ae*x, Va € X.
(x*y)oa:xoa*yoa
=aexxaey
=qe (x * y)
sehingga x = y € cent(X).
Selanjutnya misalkan Vx,y € cent(X), Va € X.
(xey)ea=xe(yea)
=xe (a . y)
=xea)ey
=(aex)ey
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=qe (x ° y)
sehingga x » y € cent(X).
Dengan demikian terbukti bahwa untuk setiap CS-aljabar X, cent (X)
merupakan subaljabar dari X. m

Contoh 3.1.26
Berdasarkan Contoh 3.1.23 akan ditunjukkan untuk setiap CS-aljabar
X, cent(X) merupakan subaljabar dari X.

Penyelesaian:

Berdasarkan Definisi 3.1.20 dan Definisi 3.1.22, untuk menunjukkan
cent(X) merupakan subaljabar dari X harus dibuktikan bahwa x * y
dan x e y € cent(X), Vx,y € cent(X).

Berdasarkan Contoh 3.1.23 diketahui cent(X) ={1,a,b,c} ,
sehingga diperoleh

Tabel 3.12 Hasil operasi " « " dan " * " pada x dan y.
X Xey X *xy
1

Uy

QS Q |[R|O|SQ |R|a | |[R|o | |~

AT RRSRR(R(RR R, R (R
Rim|R|Rr|aRr[Q (RS Rk |a |

Pada Tabel 3.12 terlihat bahwa x ¢ y € cent(X) dan
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x*y € cent(X), Vx,y € cent(X) sehingga terbukti untuk setiap
CS-aljabar X, cent(X) merupakan subaljabar dari X. m

Teorema 3.1.27

Misalkan X adalah CS-aljabar dan a € X. Himpunan
C(a) = {x € X | a » x = x  a} adalah subaljabar, dan
cent(X) = Ngex C(a).

Bukti:

Didefinisikan cent(X) ={x € X |aex =xea,Va € X}.
Diketahui C(a) = {x € X |aex =x ea}.

Misalkan a4, a,, as, a, € X, diperoleh

Cla)) ={x€X|a ex=xea,}
Cla)={xeX|aex=xea,}
Claz) ={xeX|azex=xeaz}
Clay) ={x€X|asex=xea,}

maka C(a,) = C(a,) = C(a3) = C(a,) = C(a) sehingga
C(a) nC(ay) nC(az) N C(ay) ={x} = C(a). Dengan demikian
terbukti cent(X) = Ngex C(a). m

Contoh 3.1.28
X ={1,a,b,c} merupakan CS-aljabar, berdasarkan Contoh 3.1.23
akan ditunjukkan cent(X) = Nyex C(y) dengan y € X.

Penyelesaian:

Berdasarkan Contoh 3.1.23 diperoleh cent(X) = {1, a, b, c}.

Berdasarkan Tabel 3.11, untuk setiap y € X berlaku

C(y) ={x € X|yex=x-ey}. Sehingga
C)={xeX|lex=xe1}={1,a,b,c}
Cla)={xeX|aex=xea}={1,a,b,c}
Ch)={xeX|bex=xeb}={1,a,b,c}
Clo)={xeX|cex=xec}={1,a,b,c}

Diperoleh c)yncClaync)nc(c)={1,a,b,c} dan
berdasarkan Contoh 3.1.23, cent(X) = {1,a, b, c}.
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Dengan demikian terbukti bahwa cent(X) = Nyex C(y) untuk
yeEX. 1

Lemma 3.1.29

Anggap F adalah deductive system dari CS-aljabar X dan x € F. Jika
x<y,makay € F.

Bukti:

Didefinisikan relasi " < " dengan x < y mengakibatkan

x *y =1 € F. Menurut definisi 3.1.17 (2)
x*y€Fdanx € Fmakay EF. m

Contoh 3.1.30
Berdasarkan Contoh 3.1.18 akan dibuktikan pada deductive system F
dari CS-aljabar X dan x € F berlaku jika x <y, makay € F.

Penyelesaian:
Diketahui F = {1, a} merupakan deductive system dari CS-aljabar X
dan x € F. Akan dibuktikan jika x < y, maka y € F.

Ambil x € F yang memenuhi x < y berartix «y =1
Untuk x = 1 diperolehy=1€F
x = a diperoleh y =1 dany = a dengan 1,a € F.

Dengan demikian terbukti pada deductive system F dari CS-aljabar X
dan x € F berlaku jika x <y, makay € F. m

Definisi 3.1.31 (Deductive system Tertutup)
Deductive system F dari CS-aljabar X dikatakan tertutup jika x € F
maka x * e € F.

Contoh 3.1.32
Menggunakan Contoh 3.1.18 akan ditunjukkan bahwa deductive
system F tertutup.

Penyelesaian:
Deductive system F dari CS-aljabar X dikatakan tertutup jika x € F
maka x * 1 € F.
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Untuk x € F, berlaku
x=1, 1x1=1€F
x=a, a*x1=1€F
sehingga terbukti bahwa deductive system F dikatakan tertutup. m

Teorema 3.1.33
Deductive system dari CS-aljabar X adalah tertutup jika dan hanya
jika merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

Bukti:
()  Jika deductive system F dari CS-aljabar X adalah tertutup
maka F merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

Anggap deductive system F dari CS-aljabar X tertutup dan
x,y€F.

Berdasarkan Definisi 3.1.31, deductive system F dari CS-
aljabar X dikatakan tertutup jika x € F maka x e € F .
Sehingga diperoleh

x*e:x*(y*y)
:(x*y)*y

Karena x,y € F maka x *y € F dan dengan demikian F
merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

() Jika F merupakan subaljabar dari CS-aljabar X maka
deductive system F dari CS-aljabar X adalah tertutup.
Anggap F merupakan subaljabar dari CS-aljabar X,

x*xy€F
xxy=(exx)xy

Karena x *y € F, x,y € F sehingga e * x € F dan e € F. Dengan
demikian deductive system F dari CS-aljabar X adalah tertutup. m

Contoh 3.1.34

Misalkan X = {1,a,b,c} adalah CS-aljabar. Akan dibuktikan
Deductive system F dari CS-aljabar X adalah tertutup jika dan hanya
jika merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.
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Penyelesaian:

=)

(<)

3.2

Diketahui X = {1, a, b, c} adalah CS-aljabar. Akan dibuktikan
jika deductive system F dari CS-aljabar X adalah tertutup
maka F merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

Berdasarkan Contoh 3.1.32, terbukti bahwa F ={1,a}
dikatakan tertutup. Selanjutnya akan dibuktikan F = {1,a}
merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

Tabel 3.13 Hasil operasi " « " dan " * " pada x dan y.
X y X*xy | xXey
1 1 1
1 a a 1
1 1 1
“ 1 a 1 1

Dari Tabel 3.13 diperoleh x *y € F dan x « y € F sehingga
terbukti jika deductive system F dari CS-aljabar X adalah
tertutup maka F merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.

Diketahui X = {1, a, b, c} adalah CS-aljabar. Akan dibuktikan
jika deductive system F merupakan subaljabar dari CS-aljabar
X maka F tertutup.

Telah dibuktikan sebelumnya bahwa F = {1, a} merupakan
subaljabar dari CS-aljabar X . Selanjutnya akan dibuktikan
bahwa F = {1, a} tertutup, berdasarkan Definisi 3.1.31,

F = {1, a} tertutup jika x € F maka x = 1 € F, sehingga
x=1€F—> 1x1=1€F
x=a€F—>ax1l=1€F

Dengan demikian terbukti jika Deductive system F merupakan

subaljabar dari CS-aljabar X maka F tertutup. m

Near CS-aljabar

Near CS-aljabar merupakan suatu CS-aljabar yang memenuhi suatu
kondisi yang didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 3.2.1 (Near CS-aljabar)
Misalkan X adalah CS-aljabar, X disebut near CS-aljabar jika
memenuhi,

xxy=xeyx*xy, Vx,y €X.

Contoh 3.2.2
Berdasarkan Contoh 3.1.2, akan ditunjukkan bahwa X = {1,a, b, c}
terhadap operasi " " dan " « " merupakan near CS-aljabar.

Penyelesaian:

Berdasarkan Contoh 3.1.2 terbukti bahwa X = {1, a, b, c} terhadap
operasi "*" dan "e" merupakan CS-aljabar. Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa (X, e, *) merupakan near CS-aljabar.
Berdasarkan Definisi 3.2.1

Tabel 3.14 Hasil operasi " e " dan " * " pada x dan y.
X X *y Xeyxy
1

[uny

Al (rRr|la(|Q |Rr|la|lsQRr|a|SQ (R
el il el N at e N e R A R R K T R B~
Rl QRr[a|Q |||l Q R ||Q
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Terlihat pada Tabel 3.14 bahwa x * y # x e y * y. Sehingga
X ={1,a,b,c} merupakan CS-aljabar tapi bukan merupakan near
CS-aljabar. m

Contoh 3.2.3
Berdasarkan Contoh 3.1.3, akan ditunjukkan bahwa X = {1,a, b, c}
terhadap operasi " * " dan " « " merupakan near CS-aljabar.

Penyelesaian:

Berdasarkan Contoh 3.1.3 terbukti bahwa X = {1, a, b, c} terhadap
operasi "*" dan "e" merupakan CS-aljabar. Selanjutnya akan
dibuktikan  bahwa (X, e, *) merupakan near CS-aljabar.
Berdasarkan Definisi 3.2.1

Tabel 3.15 Hasil Operasi syarat near CS-aljabar pada X.

X X*y Xeyxy
1 1

AT Q |R|a [T (R0 (TN (R | (k[

RRIRIRIQ(RIQ (RO (TR |R|a ([T
el i el e R R N S Y S e N Al K )

Terlihat pada Tabel 3.15bahwa x * y = x ey *xy,Vx,y € X.
Sehingga terbukti X adalah near CS-aljabar. m
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Proposisi 3.2.4

Jika X adalah near CS-aljabar, maka berlaku.

(1) x<xey, Vx,ye€X,

(2) x<y, x,ye€ Xjikadanhanya jikaxey <y.

Bukti:

Didefinisikan relasi " <", jika x <y maka x xy = e.

(1) Diketahui X adalah near CS-aljabar, akan dibuktikan
x<xey yangberartix *x ey =e.
Karena X adalah near CS-aljabar sehingga berlaku

xxxey=xe(xey)*xey
:(xox)oy*xoy
=((xex)xx) ey
=(@*x)ey
=eeoy
=e

Diperoleh x « x e y = e berartix < x o y.
Sehingga terbukti jika X adalah near CS-aljabar, maka berlaku
x<xey, Vx,y€EX.

(2) Diketahui X adalah near CS-aljabar, akan dibuktikan x <y,
x,y € X jikadan hanya jikax ey < y.

=) Diketahuix <y, x,y € X.
Akan dibuktikan xey <y, artinya xeyxy=e
Karena X near CS-aljabar maka berlaku
x*y=xey*xy dan x<y berarti x*xy=e
sehingga diperoleh

X*xy=Xxeyxy
e=xeyx*y

Karena e =xeyx*y berarti xey <y sehingga
terbukti jikax <y, x,y e Xmakaxey < y.
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) Diketahui x e y < y berartix ey xy =e
Akan dibuktikan x <y, x,y € X.
Karena X near CS-aljabar maka berlaku

X*xy=XoyxYy
xXxy=e

Karena x *y = e maka berarti x <y . Sehingga
terbukti jika x ey < ymakax <y, x,y € X.

Dengan demikian terbukti jika X adalah near CS-aljabar, maka
berlaku x <y, x,y € X jikadan hanya jikaxey <y. m

Contoh 3.2.5
Dengan menggunakan Contoh 3.2.3 akan ditunjukkan bahwa
Proposisi 3.2.4 berlaku.

Penyelesaian:

@)

)

Jika X adalah near CS-aljabar maka x <xey, Vx,y € X
berlaku.

Ambil sebarang x,y € X misalkan x = b,y = c. Diketahui X
adalah near CS-aljabar sehingga,

xX*xey=Dbx*bec
=be(bec)xbec
=(beb)ecxbec
=((beb)xb)ec
=(bxb)ec
=1lec
=1
Terbukti jika X adalah near CS-aljabar, maka x < x ey
dipenuhi. Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap
x,y €X.

Jika X adalah near CS-aljabar maka berlaku x <y, x,y € X
jika dan hanya jika x e y < y yang berartix ey *y = e.
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Ambil sebarang x,y € X yang memenuhi x <y berarti
xX*xy=e,
Misalkan x = ¢,y = a sedemikian sehingga,
x*y=c*a=1, maka
xeyxy=cea*xa=a*xa=1
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y € X yang
memenuhi x < y yang berarti x * y = e sehingga terbukti jika X
adalah near CS-aljabar maka berlaku x < y, x,y € X jika dan hanya
jikaxey<y m

Proposisi 3.2.6

Misalkan X adalah near CS-aljabar. Maka berlaku sifat-sifat sebagai
berikut.

(1) Jikax <y, maka x ¢ y < y e x untuk setiap x,y € X.

(2) Jikaxey=e, makax*y =y.

Bukti:
(1) Diketahuix <y berartix xy = e.
Akan dibuktikan x e y < y e x, Vx,y € X berarti
Xeyxyex =e,
Berdasarkan Definisi 3.2.1, x *y =x ey *y = ¢, sehingga
diperoleh
X*xy=XxXe0yxYy
e=XxXeyxxey
e=xeyxyex
Karena e=xeyxyex maka xey <yex . Sehingga
terbukti jika X adalah near CS-aljabar, x < y maka
x y <y exuntuksetiap x,y € X.

(2) Diketahui X adalah near CS-aljabar.
Akan dibuktikan jika x e y = e, maka x x y = y.
Karena X near CS-aljabar maka berlaku
X*y=xeyx*xy
= e * y
=Y
Sehingga terbukti jika X adalah near CS-aljabar, x e« y = e,
makax*y=y.m
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Contoh 3.2.7
Berdasarkan Contoh 3.2.3 akan ditunjukkan bahwa sifat-sifat pada
Proposisi 3.2.6 berlaku.

Penyelesaian:

(1) Diketahui X adalah near CS-aljabar, x < y berarti x * y = e.
Akan dibuktikan x e y < y ex yang berartix ey sy e x = e.
Ambil sebarang x,y € X yang memenuhi x < y.

Misalkan x = a,y = 1 sedemikian sehingga,

xeyxyex=qgelxleg=1+x1=1
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y € X yang
memenuhi x < y yang berarti x * y = e sehingga terbukti jika
X adalah near CS-aljabar, x <y maka x ey < yex untuk
setiap x,y € X.

(2) Diketahui X adalah near CS-aljabar. Akan dibuktikan jika
xey=e makaxxy =1y.
Ambil sebarang x, y € X yang memenuhi x ey = e.
Misalkan x = a,y = b sedemikian sehingga,

jlkaxey=aeb=1 makax*y=aeb =b.

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap x,y € X yang
memenuhi x e y = e sehingga terbukti jika X adalah near CS-
aljabar,x ey =e makax*y=y. m

Teorema 3.2.8

Misalkan X adalah near CS-aljabar dan A merupakan himpunan
bagian dari X. Jika y € A dan x < y berakibat x € A, maka A adalah
stable subsets dari X.

Bukti:

Diketahui x € A dan x <y berarti ye A. Jika s€e X dan a € 4,
berdasarkan Proposisi 3.2.4 (1),s < aes,makaaes € A.

Karena s < a, berdasarkan Proposisi 3.2.4 (2) diperolehsea <a
dan
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SxSeg=SeSe(xSe(
=See
=e

sehingga sea € A. Dengan demikian terbukti A adalah stable
subsets dari X. m

Definisi 3.2.9 (Unit divisor)

Misalkan X adalah CS-aljabar, x,y € X. x # e,y # e. x disebut left
unit divisor jika 3y € X sehingga berlaku (x ¢ y = e). Dan right unit
divisor jika 3y € X sehingga berlaku (y » x = e).

Unit divisor adalah elemen dari X yang memenuhi keduanya, yaitu
left dan right unit divisor.

Contoh 3.2.10
Misalkan X = {1, a, b, c} merupakan CS-aljabar. Berdasarkan contoh
3.2.3 akan ditentukan elemen unit divisor pada X

Penyelesaian:
Tabel 3.16 Hasil operasi syarat elemen unit divisor pada X.

X y Xey yeXx

Q
Q

ey
QT (a0 |TQ o |(T|Q
QTR |IT|IT || |-
QT Q |IT|IT |~ |Q |-

Terlihat pada Tabel 3.16, x = a dan x = b memenuhi Definisi unit
divisor sehingga diperoleh x = a dan x = b merupakan elemen unit
divisor pada X. m
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Teorema 3.2.11
Misalkan (X, e, *, e) adalah CS-aljabar. Jika X memenuhi hukum
kanselasi Kiri, yaitu
(Vx#ey,z€X) (xey=xez=>y=2)
dan hukum kanselasi kanan, yaitu
(Vx#ey,z€X) (Yex=zex=>y=2)
maka X tidak memuat left (right) unit divisor.

Bukti:
Diketahui X memenuhi hukum kanselasi kiri dan hukum kanselasi

kanan. Akan dibuktikan X tidak memuat left (right) unit divisor.

1) Anggap X memenuhi hukum kanselasi Kiri terhadap operasi
"o " sebagai berikut. x ey =xez =y = z.
Ambil x € X, x # e. Akan dibuktikan X tidak memuat left
unit divisor.
Diasumsikan x ¢ y = e. Berdasarkan Proposisi 3.1.4,
x e e = e, sehingga x e y = e mengakibatkan y = e.
Karena diperoleh y = e, sehingga berdasarkan Definisi 3.2.9
syarat unit divisor tidak dipenuhi.

2 Anggap X memenuhi hukum Kkanselasi kanan terhadap
operasi " « " sebagai berikut, yex = zex > y = z.
Ambil x € X, x # e. Akan dibuktikan X tidak memuat right
unit divisor.
Diasumsikan y e x = e. Berdasarkan Proposisi 3.1.4,
e » x = e sehingga y « x = 1 mengakibatkan y = e.
Karena diperoleh y = e, sehingga berdasarkan Definisi 3.2.9
syarat unit divisor tidak dipenubhi.

Dengan demikian terbukti jika X memenuhi hukum kanselasi Kiri

dan hukum kanselasi kanan, maka X tidak mengandung left (right)
unit divisor. m

55



Teorema 3.2.12

Misalkan (X, e, *, e) adalah CS-aljabar yang tidak memuat left
(right) unit divisor. Maka X memenuhi hukum kanselasi kiri (kanan)
untuk operasi "¢ ".

Bukti:
Berdasarkan Definisi 3.2.9, karena tidak memuat left (right) unit
divisor pada CS-aljabar X sehingga berlaku x # e,y # e dan
xey+e(yex #e)Vx,y€X.
Akan dibuktikan X memenuhi hukum kanselasi Kkiri (kanan) untuk
operasi "« ", yaitu

(Vx #ey,z€X) (xey=xez(yex=zex)>y=2)
Karena diketahui x e y # e berarti x  z # e sehingga berlaku
Xey=Xxez*e.
Dengan demikian diperoleh y = z dan memenuhi hukum kanselasi
Kiri.
Selanjutnya diketahui y e x # e berarti z « x # e sehingga berlaku
ex =zex # e, dengan demikian diperoleh y = z dan memenuhi
hukum kanselasi kanan.

Sehingga terbukti X memenuhi hukum kanselasi kiri (kanan) untuk
operasi " ". m
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BAB IV
PENUTUP

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan mengenai CS-aljabar dan sifat-sifatnya,

dapat disimpulkan bahwa:

1. Pada suatu himpunan X yang merupakan CS-aljabar dapat
ditentukan himpunan bagian dari CS-aljabar X yang
merupakan left (right) stable, left (right) deductive system,
subaljabar, dan center dari X.

2. Sifat-sifat yang ada pada CS-aljabar adalah sebagai berikut:

a. Jika X adalah CS-aljabar, a € X adalah atom jika dan
hanya jika memenuhi a = (a * x) * x untuk setiap x € X.

b. Jika X adalah CS-aljabar maka A(X) dan G(X) adalah
stable subsets dari X.

c. Untuk setiap CS-aljabar X, cent(X) adalah subaljabar dari
X.

d. Deductive system dari CS-aljabar X tertutup jika dan
hanya jika merupakan subaljabar dari CS-aljabar X.
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