IDEAL FUZZY DALAM SEMIRING TERURUT

SKRIPSI

oleh:
M. YASIN
145090401111033

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNILVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2019



0Sitory universiias orawljaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya
~eiteyryvy | Inivarcitace Rrawiiova

repository universitas brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repaository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya

Repository Universitas Brawijaya
Panncitnrv | Inivarcitac Rrawiiovs



IDEAL FUZZY DALAM.SEMIRING TERURUT

SKRIPSI

Sebagai salahsatu syarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Matematika

oleh:
M. YASIN
145090401111033

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNILVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2019

il



OSItory Universitas orawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya i

ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya
~eiteyryvy | Inivarcitace Rrawiiova

repository universitas brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repaository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya

Repository Universitas Brawijaya
Panncitnrv | Inivarcitac Rrawiiovs



LEMBAR PENGESAHAN. SKRIPSI

IDEAL FUZZY DALAM SEMIRING TERURUT

oleh:
M. YASIN
145090401111033

Setelah dipertahankan-di depan Majelis Penguji
pada tanggal 27 Juni 2019
dan dinyatakan memenuhisyarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Matematika

Pembimbing

Dr. Noor Hidavat, M.Si
NIP.196112041988021001

Mengetahui,
Ketua Jurusan Matematika
Fakultas MIPA Universitas/Brawijaya

Ratno Bagus Edy Wibowo, S.Si., M:Si., Ph.D
NIP.197509082000031003

2%



OSItory Universitas orawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya Vi

ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya
~eiteyryvy | Inivarcitace Rrawiiova

repository universitas brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repaository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya

Repository Universitas Brawijaya
Panncitnrv | Inivarcitac Rrawiiovs



LEMBAR PERNYATAAN

Saya yang bertanda tangan di-bawah ini:

Nama + M. Yasin

NIM : 145090401111033

Jurusan : Matematika

Judul Skripsi :1deal Fuzzy dalam Semiring Terurut

Dengan ini menyatakan bahwa:

1. Isi‘dari skripsi-yang saya buat adalah benar-benar-karya
sendiri’dan tidak menjiplak karya orang lain, selain.nama-
nama yang termaktub di isi dan tertulis di Daftar Pustaka
dalam skripsi ini.

2.7 Apabila“di kemudian hari ternyata skripsi yang saya tulis
terbukti’ hasil; jiplakan, -makasaya bérsedia: menanggung
segala resiko yang akan saya terima.

Demikian pernyataan ini dibuat dengan segala kesadaran.

Malang, 27 Juni 2019
Yang menyatakan,

M. Yasin
NIM. 145090401111033

Vit



OSItory Universitas orawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya
ository Universitas Brawijaya

repository universitas brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repaository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya
Repository Universitas Brawijaya

ository Universitas BrawijayaViiRepository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya

ository Universitas Brawijaya
~eiteyryvy | Inivarcitace Rrawiiova

Repository Universitas Brawijaya

Repository Universitas Brawijaya
Panncitnrv | Inivarcitac Rrawiiovs



IDEAL FUZZY DALAM.SEMIRING TERURUT

ABSTRAK

Semiring terurut merupakan semiring yang dilengkapi dengan urutan
parsial <."Pada skripsi ini diperkenalkan konsep ideal fuzzy dalam
semiring terurut. Selanjutnya dibahas tentang beberapa operasi-antara
ideal- fuzzy dari;semiring terurut; seperti; penjumlahan;: komposisi,
hasil . kali. kartesius,, . irisan, rdan. gabungan | yang hasilnya juga
merupakan ideal fuzzy dari semiring terurut., Kemudian, dibentuk
semiring terurut dengan elemen berupa himpunan semua ideal fuzzy
dari semiring terurut S atau FI(S) dibawah operasi penjumlahan dan
komposisi:

Kata kunci: Semiring terurut, ideal fiizzy, penjumlahan, komposisi.
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FUZZY IDEALS IN.ORDERED SEMIRINGS

ABSTRACT

Ordered semirings are semirings that completed with partial order <.
This final project introduced fuzzy ideal concept in ordered semiring.
Furthermore, it is discussed about several operations of fuzzy ideals
of ordered semiring such as sum, composition, cartesian product,
intersection, and union which the results are also fuzzy ideals of
ordered semiring. Then, an ordered semiring is formed with the
elements in the form of a set of all fuzzy ideals of ordered semiring S
or FI(S) with sum and composition operations.

Keyword: Ordered semiring, fuzzy ideal, sum, composition.
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BAB. 1
PENDAHULUAN

1.1 = Latar Belakang

Struktur aljabar “adalah-bagian dari “ilmu_matematika yang
berkembang dan merupakan suatu sistem matematika yang dibangun
dari ‘himpunan,-operasi’‘dan aksioma-(Hidayat, 2017).-Banyaknya
aksiomapadar struktur  aljabar’ akan -membedakan antara ; struktur
aljabar satu dengan yang lain seperti semigrup, grup, semiring, ring,
Sfuzzy, modul dan lain sebagainya.

Semiring“yang-dilengkapi- dengan- urutan ‘parsial ' <" disebut
semiring’ “terurut'(Mandal, 2014). -Satyanarayana: (1987). telah
mengkaji tentang, struktur, dari-semiring terurut. Kemudian,-Gan-dan
Jiang .(2011), mengenalkan sifat-sifat. dari  ideal terurut dalam
semiring terurut.

Fuzzy merupakan’ suatu“konsep " yang - diperkenalkan ‘oleh
Zadeh | (1965):  Setiap elemen’ dari, himpunan| : fuzzy r berpasangan
dengan; suatu, interval. tertutup-bilangan: real dari 0. sampai 1 yang
dikenal “dengan istilah~ derajat “keanggotaan. Kehayopulu _dan
Tsingelis (2007) mempelajari ‘sifat-sifat ‘ideal fuzzy'dalam' semigrup
terurut.

Kemudian,, . Mandal (2014) mengembangkan.. konsep. fizzy
dengan. semiring terurut melalui artikelnya yang berjudul “Fuzzy
Ideals and Fuzzy Interior Ideals in Ordered Semiring”. Oleh karena
itu; ‘dalam skripsi'| ini/ akan ' dikaji’ ‘ulang' karya 'Mandal' -(2014)
mengenai sifat-sifat dari ideal fiizzy dalam semiring terurut:

1.2  Rumusan Masalah

Berdasarkan/uraian latar- belakang yang) telah- dijelaskan;
rumusan- masalah . yang ,dibahas pada.skripsi ini-adalah. bagaimana
sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam semiring terurut.

1.3 > Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, tujuan _dari. skripsi ini
adalah membuktikan ~sifat-sifat “dari ideal fuzzy dalam semiring
terurut.

1
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada babini diberikan beberapa Definisi dan contoh mengenai
teori-teori-yang berkaitan dengan, struktur  aljabar dan himpunan
fuzzy. Teori-teori tersebut berguna untuk memberikan pemahaman
terhadap materi yang akan dibahas dan-digunakan sebagai’ acuan
dalam' pembahasan 'skripsi ini.~ Teori-teori tersebut meliputi-relasi,
pemetaan,-operasi biner, semigrup, semiring; dan himpunan fuzzy.

2.1 Relasi dan Pemetaan

Berikut ini'diberikan definisidan contoh yang terkait dengan
himpunan..bagian, keluarga himpunan, :hasil kali; kartesius, relasi,
relasi -terurut. parsial, supremum, infimum, pemetaan, dan fungsi
karakteristik ~ 'sebagaimana dikutip ' dari- Battacharya " (1986),
Kandasamy °(2002), ‘Lee! (2005), ' Simovici’ (2008);- 'dan ~Muslikh
(2012).

Definisi 2.1.1 (Himpunan Bagian)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan himpunan-tak kosong.
Acdisebut: himpunan- bagian (subser) 'dari,/B._ dinotasikan’ dengan
A S B:jika untuk setiap x-€ A maka x-€B.

Contoh 2.1.2
Diberikan himpunan A ={a, b} dan'B'={a, b, ¢}, jadi A € B.

Definisi. 2.1.3, (Keluarga Himpunan)
Suatu  himpunan A vyang elemen-elemennya berupa . himpunan
disebut keluarga himpunan.

Contoh 2:1.4

Diberikan keluarga  himpunan, A. Elemen A berupa . himpunan
Ay, A;, ... dan dinotasikan dengan A = {4;|i € I} dimana A4; adalah
himpunan dan Iradalah himpunan-indeks.

Definisi 2.1.5; (Hasil Kali Kartesius)
Misalkan A .dan B. masing-masing adalah” himpunan tak kosong.

3



Himpunan. dari pasangan; terurut (x,y) dimana.x €4 dan.y € B
disebut hasil kali kartesius'(cartesian product) dari himpunan A dan
B'dan dituliskan sebagai berikut.

AXB'={(x;y) | x €4 y€B}

Definisi 2.1.6 (Relasi)

Misalkan A dan B masing-masing merupakan himpunan tak kosong
dan 'R ‘adalah ‘himpunan ‘bagian dari "A-X B, maka R-disebut relasi
dari’A ke B:

Jika A = B maka R disebut relasi pada himpunan A. Jika (x,y) € R
maka dikatakan x berelasi R dengan y dan dinotasikan dengan xRy.

Contoh 2.1.7
Diberikan, himpunan. .4 = {1,3,5} dan. B = {2,3,4}. |Didefinisikan
xRy & x <.y. Akan dibuktikan R € A X B.

Bukti:
A %-B ={(1,2),;(1,3);(1,4),(3,2), (3,3):,(3,4):(5,2), (5:3),(5:4)}.
R =1{(1,2),(1,3),(1,4),(3,4)}.
Jadi, terbukti bahwa R € A XB.

Definisi2.1.8 (Relasi Terurut Parsial)
Relasi < pada himpunan A disebut relasi-terurut parsial jika-relasi-<
memenuhi kondisi berikut.
1.-Relast < bersifat refleksif, yaitu
untuk’'semua a € Aberlaku'a < a.
2. Relasi < bersifat'antisimetris; yaitu
untuk semua a, b, € 4, a < b.dan b.< a.maka a = b.
3. Relasi < bersifat transitif, yaitu
untuk'semuaa, b,c€A,"a’< b dan b''c'maka'a < c.

Himpunan-A dengan relasi terurut < dinamakan himpunan terurut A.

Contoh 2.1.9

Diberikan himpunan L-='{ala € [0,1]}. Didefinisikan relasi <, yaitu
a b a <b-untuka,b€L. Akan dibuktikan bahwa| (L, X)
merupakan himpunan- terurut parsial.
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Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa relasi < bersifat refleksif, antisimetris,

dan'transitif pada himpunan bilangan bulat positif.

I.-Relasi < bersifat refleksif jika a'< a untuk setiap elemen-a € L.
Karena-untuk setiap @ € L berlaku @ =, a maka terbukti bahwa <
memenuhi; sifat refleksif.

2.-Relasi < bersifat antisimetris jika-untuk 'semua elemen-a, b € L,
a'X bidan b <'amaka a =b.
Ambil -sembarang- a,b € L>berlaku:a < b dan b <:c.. Karena
a <.b berarti a < b'dan b <.a berarti b < a, maka berlaku a-< b
dan b <'a sehingga diperoleh a = b. Jadi, terbukti relasi <
memenuhi’sifat’ antisimetris:

3. Relasi < bersifat transitif jika untuk semua clemen. a, b, c € L,
a=xbdanb < cmakaa <c.
Ambil “sembarang a,b € L “berlaku a'< b-dan b < c.* Karena
a‘< b ‘berarti''a <'b-dan b <'c''berarti’ b < ¢, maka ' berlaku
a-< b < c. Dapat dituliskan’a < ¢-sehingga a < ¢. Jadi, terbukti
bahwa relasi < bersifat transitif.

Jadi, terbukti bahwa (L; <) merupakan himpunan terurut parsial.

Contoh2:1.10

Diberikan Z% - adalah . himpunan- -bilangan | -bulat--nonnegatif,
Didefinisikan, relasii m < n < n = km_untuk, k,m,n € Z{ yang
berarti bahwa elemen m faktor dari n. Akan-dibuktikan bahwa relasi
<'merupakan relasi terurut parsial.

Bukti:

1. Relasi < bersifat refleksif jika n < n_untuk setiap n € Z¢.
Karena terdapat k'= 1 sedemikian sehinggan = 1.1n°€ Z} maka
n'Xn.Jadi, relasi < bersifat refleksif.

2. Relasi < bersifat antisimetris jika untuk semuam,n € Zg,
ms<n,n=< mmakam = n.
Misalkann = pm‘'danm = gqnuntuk p, q¢ € Z{. Diperoleh
n=pm =p(gn) = (pgn =>pg=1=p=q =L
Sehinggan=pm = (1)m =m,danm = qn = (LHn =n.



Jadi, relasi < bersifat antisimetris:

3. Relast < bersifat transitif jika untuk semua ‘m, n, 7€ Zg, m <'n,
n<'rmakam <.
Misalkan n-=pm-dan 1 = gn untuk p; g, € Z3 . Diperoleh
r.= gn.= q(pm) = (pq)m yang berartim .1,
Jadi, relasi < bersifat transitif.
Karena' sifat (1),(2), dan'(3) dipenuhi maka-terbukti bahwa relasi-<
merupakan telasi-terurut parsial.

Definisi 2.1.11 (Supremum)

Diberikan himpunan terurut § dengan urutan < dan E € S. Suatu

elemen’ a €S disebut supremum (batas atas terkecil)-dari-himpunan

E'jika memenuhi ketentuan berikut.

i.: a-adalah batas atas.dari E yaitu @ € .S -maka untuk setiap x: €-E
berlaku x < a.

ii. Jika p € S 'dan p < 'a, ‘maka 'p bukan  batas atas “dari “E.
Dinotasikan'dengan'a/='sup’E.

Definisi 2.1.12 (Infimum)

Diberikan himpunan terurut S dengan urutan < dan E € S. Suatu

elemen’ b’ €-S disebut infimum (batas bawah terbesar)-dari-himpunan

E'jika memenuhi ketentuan berikut.

i.| b-adalah batas bawah,dari E-yaitu b €-S maka,untuk-setiap x €-E
berlaku x > b.

ii, Jika q € S dan_ g > b, maka g bukan batas bawah dari E.
Dinotasikan-dengan b'=4nf’E.

Contoh 2.1.13

Diberikan Z. merupakan himpunan  bilangan  bulat dan himpunan
E={-2,-1,2,57,9} € Z. Akan ditentukan supremum dan infimum
dari‘himpunan‘E.

Jawab:

1. Ambil sembarang a € Z: Maka semua bilangan bulat a.= 9
merupakan‘batas’ atas ‘dari E-dan untuk-suatu p'€ Z, p ‘<9 maka
p 'bukan-batas atas’dari-E, ©Oleh karena‘itu; '9'adalah'batas' atas
terkecil dari-himpunan E-atau sup E-=9,



2. Ambil sembarang b € Z. Maka semua ‘bilangan bulat b < —2
merupakan batas bawah dari* 'E'~'dan untuk suatu’ g € Z,"q' > -2
maka q-bukan batas bawah dari E. Oleh karenaitu; inf E -="—2.

Contoh 2.1.14

Diberikan Q adalah himpunan terurut bilangan rasional dengan
urutan a < b untuk a,;b'€ Q dan himpunan F = {% |n € N} cQ.
Akan ditentukan supremum dan infimum dari himpunan F.

Jawab:

1...Ambil .sembarang. a € Q. Maka semua. bilangan rasional a-> 1
merupakan batas atas dari, F' dan. untuk. suatu p € Q, p<1
sehingga p bukan batas atas dari F."Oleh karena itu, sup F = 1.

2 -Ambil “sembarang " ¢ € Q. Maka  untuk' setiap %E N, -bilangan

rasional ‘a < % termasuk ‘bilangan ‘nol dan 'bilangan-‘rasional
negatif-merupakan-batas bawah-dari F. Karena untuk sembarang
r>0€ Q 'selalu~'dapat dicari' n-€N dan % € F “sedemikian

sehingga ' > % >-0; ‘maka rbukan" batas bawah 'dari“F. Oleh

karena-itu, ‘diperoleh“0 merupakan batas bawah terkecil-dari’ F
atau inf F. = 0!

Dengan demikian, supremum dan_infimum_dari suatu himpunan tidak
harus menjadi anggota dari himpunan tersebut.

Definisi 2:1.15 (Pemetaan)
Misalkan .A dan, B, masing-masing himpunan tak kosong: Relasi f
dari A ke B disebut pemetaan dari A ke B ‘jika untuk setiap x € A
mempunyai kawan tepat satu y € B, dinotasikan sebagai
fiA— B
x = y = f(x); untuk-setiap x € A.

Pada pemetaan f dari' A ke B, himpunan A disebut daerah asal
(domain) ‘dan” himpunan“B disebut ‘daerah’ kawan ' (kodomain). Jika



xi = X -maka f(x3) = f(x2), jika x; # x, maka f(x1) # f(x2),
untuk setiap x;, x, € A.

Contoh 2.1:16
Diberikan suatu relasi @ pada himpunan-bilangan real| R; yaitu
a:R — R,
x—alx)=x3+1
Akan dibuktikan -bahwa a merupakan pemetaan.

Bukti:
Ambil sembarang x4, x, € R sedemikian sehingga x; = x,.
Karena x; = x, maka x5 =x3 sehingga diperoleh hasil relasi «
sebagai berikut:
x}+3=x3+3
a(x1) = a(xz),
Sehingga x; = x;, = a(xy) = a(x,).
Jadi, terbukti bahwa relasi & merupakan pemetaan.

Definisi2:1.17 (Fungsi Karakteristik)
Misalkan. A adalah-himpunan. tak kosong.. Didefinisikan suatu. fungsi
karakteristik dari himpunan A4; yaitu y,4: A = {0,1}.
. “(1'~jika'dan hanya jika x € A
Dimana x4 (x). = { 0/ }jika'dan hanya jika x & A.
Contoh 2.1.18
Berdasarkan Contoh 2.1.13, -fungsi karakteristik -dari himpunan 'E
adalah sebagai berikut.
Xe = {(=2:1),(=1,1);,(0,0), (1;1), (2,1);(3,0),(4,0), (5,1):(6,0),
(7,1),(8,0),(9,1)}

2.2"" "'Operasi Biner

Struktur-aljabar-merupakan suatu himpunan tak kosong-yang
dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner. Berikut ini diberikan
definisi dan contoh terkait dengan operasi biner sebagaimana dikutip
dari Hidayat (2017).



Definisi 2.2.1, (Operasi Biner)
Misalkan S _adalah himpunan.tak kosong. Operasi biner * pada
himpunan-S adalah pemetaan dengan domain S-X S dan kodomain S,
dinotasikan sebagai

*: SXS —S

X)) =*xy) FxxyFZES.

Himpunan S_dikatakan-tertutup terhadap operasi * jika untuk setiap
X,y € Sberlakux *'y-€ S.

Contoh 2.2.2
Didefinisikan, relasi- * pada himpunan, bilangan bulat positif. Z7,
sebagai berikut:
w2V % Y= 17Z*
(b)) e=>x(ab)=da+b =@l
untuk 'semua- a,b. € ZT.. Akan> ditunjukkan. bahwa  operasi. * pada
himpunan Z* adalah operasi biner.

Bukti:

Karena a-dan b adalah elemen- bilanganbulat-positif, ‘maka’a”
juga elemen- di ZF. Sehingga himpunan  Z*. tertutup; terhadap
operasi * dan terbukti bahwa operasi - * merupakan operasi
biner pada himpunan Z*

Contoh 2:2.3
Diketahui N adalah himpunan bilangan asli. Didefinisikan operasi &
pada himpunan N sebagai berikut:
®:NX'N —'N
(a,b) —® (a,h) =2a —b.
Akan dibuktikan. &) bukan operasi biner pada N.

Bukti:

Jelas'bahwa 2a='b' € Nauntuk b->'2a.'Sebagai contoh,-ambil a-dan
b elemen di N.-Misalkan.a = 4-dan)b,= 10, didapat
2a—=b=2(4)=-10=8-10= -2 &N,

Sehingga operasi & bukan operasi biner di N.

Definisi 2:2.4 (Sifat-Sifat Operasi)
Sifat-sifat-operasi adalah sebagai berikut:



1, Asosiatif
Suatu operasi biner * dikatakan memenuhi hukum asosiatif jika
x*(yxz) = (x*¥y)*z,
untuk'setiapix; y,z €S.
2. Komutatif
Suatu operasi biner * dikatakan memenuhi hukum komutatif jika
XXy =Y*X,
untuk-setiapx, y-€'S.
3. Distributif
Misalkan terdapat dua: operasi biner. yang: disimbolkan * *.”: idan
“o”, Suatu operasi biner dikatakan memenuhi hukum distributif
jika untuk setiap x,y, z € § berlaku
1./ Distributif kiri ‘atas’o
xx(yez) = (xy)o(xxz).
il Distributif kanan atas.o
(yez)*x=x*x)o(z*Xx).

2.3 "l!Semigrup

Semigrup merupakan  struktur-aljabar yang disertai. dengan
satu operasi biner dan operasinya memenuhi -hukum asosiatif.
Berikut “ini~ diberikan-'definisi-'dan ‘contoh -semigrup 'sebagaimana
dikutip dari-Whitelaw (1995) dan Kandasamy:(2002).

Definisi 2.3.1 (Semigrup)

Misalkan " 'S ““adalah“ himpunan tak-kosong 'dan 'didalamnya

didefinisikan operasi' biner *.(S,*) disebut'semigrup'jika'dan hanya

jika

1. (S,;*) tertutup, yaitu x * y. € S untuk setiap x,y.€ S, dan

2. bersifat asosiatif, yaitu berlaku (x *y) * z =x * (y * z) untuk
setiapx,y,z € S-

Contoh 2.3.2

Diberikan Z* merupakan himpunan bilangan bulat positif - dan
Mz(z+)={(z Z) la,b,c,d €2t} Akan _dibuktikan_ bahwa
(M5(Z?), +) merupakan semigrup.
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Bukti:

il.

(M,(Z*),+) memenuhi sifat tertutup,
Ambil sembarang A, B € M, (Z*)-dengan

A= () {o i)

untuk suatu a, b, ¢,d, e, f, g;h € Z*, Didapat
a_ b e f
A+B—(C d)+<g h)

L (ate b+

. (c +g. .d+ h)'
Karena a+ e, b+ f,c+ g,d+ h € Z* “sehingga untuk setiap
A;B € M,(Z*) berlaku A+ B € M,(Z")." Jadi,” (My(Z1),+)
memenuhi'sifat tertutup.

(M,(Z*);+) memenuhi sifat asosiatif.
Ambil sembarang 4, B, C € M,(Z*) dengan

45 ey a) 2= Lgonht T ys)

untuk suatu-a, b, c,d, e, f, g, h; p q,r s-€ Z*. Didapat

(A£B) (= < g £>>+(p Z)
=(?I§ Zii%(” 9

((a+e)+p (b+f)+q)
(c+g)+nr . (d+h)+s
(a+(e+p) b+(f+q))
(¢

c+(@+r) d+(h+5s)
) (e+p f+q)

c g+1r _h+s

= (o {(e e o)

=A+ (B +0).
Karena ‘berlaku ™ (A+ B)+C=A+ (B+ C) untuk setiap
A, B, C-€ M,(ZT) maka (M,(Z1),+) memenuhi hukum asosiatif.

Jadi, terbukti bahwa (M3 (Z™"), +) merupakan semigrup:
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Definisi 2.3.3 (Semigrup Komutatif)
Jika di dalam semigrup (S,*) berlaku x * y = y * x_untuk setiap
x,y '€ S, maka S-adalah semigrup komutatif.

Contoh 2.3:4
Berdasarkan - Contoh 2.3.2, (M,(Z*),+)_merupakan semigrup.
Akan dibuktikan (M, (Z*),+) merupakan semigrup komutatif.

Bukti:
Ambil sembarang 4; B € M,(Z*) dengan

_fa’ b (e f)
av (c d)’B W (g h
untuk 'suatu-a, b, ¢, d,'e, f, g,/ h €Z". Didapat

avp=(9 b)+(e f)

d g..h
_(a+e b+f)
T\e+g d+¥h

karena.a+:e, b+ f,c+g,d+h € Z* sehingga berlaku
a+e=e+ab+tf=f+bc+g=g+cd+h=h+d,

_(eta f+b
A+B_(g+c h+d)

o RSO R G
=B +A

Sehingga A + B =B + A untuk setiap 4, B € M,(Z}) dan terbukti
bahwa (M, (Z*),4) merupakan semigrup komutatif.

Definisi 2.3.5 (Monoid)

Jika di dalam semigrup (S,*) terdapat.elemen identitas e sedemikian
sehingga e * x = ¢ * x = x untuk setiap” x €S, maka S adalah
semigrup’ dengan-elemen identitas atau monoid.

Contoh 2.3.6

Berdasarkan = Contoh 2.3.4, M,(Z*,+) merupakan semigrup
komutatif. Diberikan “Z ‘adalah’ himpunan' bilangan-bulat dan ' Z%
merupakan “himpunan-bilangan' bulat nonnegatif.'/Akan ' dibuktikan
M, (Z*,+) dan, M;(Z¢, +) merupakan monoid.
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Bukti:
Diketahui .- bahwa , 0. = (8 8) merupakan, elemen. -identitas pada

M,.(Z) ‘terhadap, operasi-penjumlahan karena 0+ A.=A +0 = /A,
untuk setiap- A € M,(Z). Karena 0 & M,(ZT) sehingga M,(Z*)
tidak memiliki~ elemen identitas ~terhadap ~“penjumlahan maka
M, (Z*,+) bukan' 'monoid. Sedangkan 0 '€-M,(Z{) ~sedemikian
sehingga: ‘0 +/B:='B+/0 = B; cuntuk ' 'setiap. _B1€'M5(Z{),- maka
My (Zg; +). adalah monoid.

2.4~ Semiring

Semiring ymerupakan struktur, aljabar;yang terdiri atas suatu
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua:operasi; biner-dan
memenuhi aksioma’ tertentu. Berikut ini “diberikan definisi,_dan
contoh “‘yang- terkait“'dengan ' semiring ‘'sebagaimana ' dikutip ~dari
Kandasamy (2002), Gan:dan Jiang (2011),’ Chaudary (2014), dan
Mandal (2014).

Definisi 2.4.1 (Semiring)
Semiring adalah suatu’ sistem yang terdiri-dari himpunan tak ‘kosong
S dengan dua’ operasi-biner, yaitu penjumlahan dan pergandaan’-atau
dituliskan dengan (S, +,;).sedemikian sehingga
1. (S, +) adalah monoid komutatif,
2.(S,-)‘adalah semigrup;
3.-Operasi penjumlahan ‘dan pergandaan‘memenuhi’ sifat'distributif,
yaitox: (y+2z) = (x:y) ¥ (x+2) dan
(x+y)-z=(x-z)+ (y -z)untuk setiap x,y,z € S.

Contoh2:4.2
Akan:dibuktikanbahwa (M, (Z{); #;-)-merupakan semiring.

Bukti:

1. (M, (Z),+) adalah monoid komutatif:
Berdasarkan~ Contoh 2.3.5,° M, (Z{,+) ‘merupakan ~monoid.
Karena untuk setiap a, b € Zg berlakua+ b = b+ a maka untuk
setiap, . A;B-€ My(Zy). juga berlaku A +B =B + 4; sehingga
terbukti bahwa (M, (Z3), +)-adalah monoid komutatif.
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2. (My(ZY) ,) adalah semigrup,
i (M, (Z$),") memenuhi sifat tertutup.
Ambil sembarang 4, B! € M, (Z§) dengan

a b e f)
A= (c d) B = (g h
untuk suatu a, b, ¢, d, e,f, g, h € Z¢. Didapat

a b\ (e f
A'B_(c d).(g h)
_ifae+ bg af +bh
- (ce +dg. . cf + dh)'
Karena “ae + bg, af +'bh, ce +dg, cf +dh € Z§ maka
A“B€ My(ZE)-

ii. - (My(Z$),”) memenuhi, sifat asosiatif,
Ambil sembarang A, B, C € M,(Z{) dengan

a' b e 'f p-q
A5 (c d)’B (g h) (5 (r s)
untuk suatu @; b, ¢, d, e, f>g, h,p,q;1,s.€ Z. Didapat

ame{@ G DIC Y
ae + bg af+bh) ()

(Ce+dg cf +dh)“\r 's
((ae +bg)p+ (af ¥ bh)r - (ae+bg)q+ (af bh)s)

(ce+dg)p+ (cf+dh)r - fce+dg)q + (cf +dh)s
a(ep+ fr) + b(gp + bh)— a(eq +.fs) +b(gq + hs))
c(ep + fr)+d(gp + hr). . c(eq + fs)+.d(gp + hs)
) ((ep +fr) “(eq + fS))

c (gp +'bh) ~ (gq +hs)

a'b e fy(p q
v (c d) ' ((g h) ' (r s)>
=A:(B:C).
Karena berlaku (A- B)-C=A-(B.- C) . untuk setiap
A, B, C € M,(Z}) maka operasi pergandaan memenuhi hukum
asosiatif:

Jadi, -terbukti ‘bahwa M, (Z3) “terhadap operasi- pergandaan
merupakan semigrup.
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3. Operasi penjumlahan dan pergandaan pada. M,(Z{) memenuhi
sifat distributif,
Ambil sembarang 4, B, C € M;(Z§) dengan

L@y plofe sy Lpod
A_(c d)’B_(g h)’C_(r s)
untuk suatu a, b, ¢, d, e, f, g, h, p,q,1,s €Z§. Didapat

A BH0= (¢ Z)'((; Wl Z)>

a b)_(e'*'P f+CI)
d/\g+r. h+s

(
(ccl(e +p)+b(g+r) alf +q)+bh+ s))

cle+p)+dg+r) c(f+q)+dh+s)
ae+bg+ap+ br af+bh+aq+bs))
ce+dgtepadr < cf +dh+cq+ds

((ae +bg) + (ap + br) . (af i+ bh) +(aq + bs))
(ce,+dg) + (cp +dr)  (cf + dh)+ (cq + ds)
((ae +bg) (af + bh)) . ((ap +br) (aq + bs))
(

(ce + dg) (Cf + dh) (cp+dr) ' (cq + ds)
D)= neD)

B) + (A C),

<A+B>-c:<<‘; AR RGN0

=(a+e b+f).(p q)
c+g d+h) \r s
It ((a +e)p+(b+ fr o(a+e)g+ (b +f)s)
(c+g)p+(d+ hr (c+g)g+ (d+h)s
((ap + br)+(ep + fr) (aq+ bs) + (eq + fs))
S o
ap +br aq + bs ep+fr eq+fs
((cp-+-dr) (cq +-ds)) +((gp +'hr) (gq +-hs)>
I by/(pq e f\oyp Lq
4 ((Ccl d) ' (r S)) E ((g h) : (r s))
=(A:C)+(B:C).
Karena _terbukti bahwa A-(B+C)=(A-B)+ (4-C) dan
(A+B)-C=(A-C)+ (B-€)maka sifatdistributif terpenuhi.
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Jadi, terbukti bahwa, (M, (Z¢), +,-) merupakan semiring,

Contoh 2.4.3

Diberikan himpunan L = {ala € [0,1]}. Didefinisikan (L,V;<) dengan
x V. y = max{x;, ¥};-dan x -y = max{x.+y—1,0} untuk x,y € L.
Akan dibuktikan bahwa (L,V,:) merupakan semiring.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa (L;V,") merupakan:semiring.

1. (L,v)-adalah monoid komutatif.

1., (L,v) memenuhi sifat tertutup.

Ambil sembarang x,7y € L. Didapat
x Vy =max{x,y}'=x €L, untuk ¥y < x, dan
x Vys=max{x,y} =y €L, untuk x < y:
Sehingga terbukti bahwa untuk x,y € L maka x V.y € L.

it. '(L,V) memenuhi sifat asosisatif.

Ambil'sembarang X, y, z € L.

ivoJika x < ¥ <z, maka
(xVy)Viz= max{max{x, v},z} = max{y,z} = z,
x V. (yV z) = max{x, max{y, z}} = max{x,z} = z.
Sehingga (aVb)Vc=aV (bVc).

il Jika y £ ¥ <z, maka
(. V ).V z/= max{max{x, y},z} = max{x, z} = z,
xV(yV z) = max{x, max{y, z}} = max{x,z} = z.
Sehingga (x Vy)Vz =xV(yV z).

i Jika y £ z < ;' maka
(¢ V ¥)-Viz, = max{max{x,y}, 2z} = max{x,z} = x,
x V- (yV z) = max{x, max{y, z}} = max{x,z} = x.
Sehingga (avb)Vc=aV (bVec).

ivolika z< y < x,maka
(x V). Viz, = max{max{x,y},z} = max{x,z} = x,
x V.(y V z) = max{x, max{y, z}} = max{x,y} = x.
Sehingga (x Vy)Vz=xV (yVz).

viodika z £ X < yataux < z < yymaka
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1il.

(x M y) V z = max{max{x,y},z} = max{y,z} =y,
x V(yV z) = max{x,max{y, z}} = max{x,y} =y.
Sehingga (X Vy)V z =xV (y Vz).
Jadi, untuk 'setiap x;, y, z € ‘L berlaku sifat asosiatif, yaitu
CevyyVvz=xV(yV 2).

Memiliki elemen identitas.

Ambil sembarang ¥ € L. Didapat

x V0 = max{x;0} = max{0,x} = 0 V/x =x,untuk 0:€ L.
Jadi; terbukti (L,V) memeiliki elemen-identitas, yaitu 0.

d) (L,v) memenuhi sifat komutatif.
Ambil sembarang x,y € L.
Karena' x Vv y = max{x;y} = max{y,x} = yVv.x € L, maka
sifat komutatif terpenuhi.

Jadi, terbukti bahwa (L,V) merupakan monoid komutatif.

(L;-)‘adalah semigrup;
a)- (L,;);memenuhi sifat tertutup:
Ambil sembarang x, y € L. Didapat
x-y =max{(x +y—1),0}
=0€ L, untuk (x +y —1) < 0y dan
x-y =max{(x+y — 1),0}
= (x+y—1) € Luntuk0 < (x + y— 1).
Sehingga terbukti bahwa untuk x,y € L maka x -y € L.

b)- (L;*) memenuhi sifat asosisatif.

Ambil sembarang x, y, z € L.
i-Jika(xe+y—1) < (@ +2z—1)<0atau
+z-1)<(z+y—1) <0, maka

(x-y)-z=(max{(x +y—1),0})z
=0-z
= max{(0+z=1),0} =0,
x: (yz).-=x - (max{(y+z+1),0})
=x-0
= max{(x +0=1),0} =0.
Sehingga/(x+'y) - z =x (¥~ 2).
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ii. Jika 0. < (y.+.2z—1) < (x+.y.— 1) atau
0<(x+y—-1)<(y+z-1), maka

(x~y) -z =(max{(x +y—=1),0})z
=(x+y—1)-z
(x-y)-z:max{((x+y—1)+z—1),0}
max{(x + y+z—2),0}
x:(y-z) =x-(max{(y+z—1),0})

x-(y+z-1)

max{(x + (y+z=1)—1),0}
max{(x + y+2z=2),0}
Sehingga (x - y) -z =x - (¥-.2).

fii. Jika(x+y=1) <0< (y+2z-—1), maka

(x+y) -z =(max{(x + y=1),0})"z
0:z
max{(0 + z—1),0} =0,
x+ (max{(y+z—1),0})
Xy+z-1)
max{(x + (y ¥ z=1)+1),0}
max{((x+y— 1)+ 1z 1),0}= 0.
Sehingga (x ~y) <z =x - (- 2).

x-(y-z)

iv.Jika(y+z+-1) <0< (x+y—1), maka
(x+y) -z = (max{(x + y=1),0))"¢c
=x+y—1)-z
max{((x + Rad hEiFs 1), 0}
max{(x -1+ W+z—= 1)),0}= 0,
x:(y-z) =x:(max{(y+z—1),0})
='x-0
=max{(x + 0=1),0} =0,
Sehingga (x =y) - z=x - (¥~ 2).
Jadi, untuk setiap x,y,z € L berlaku sifat asosiatif, yaitu
x-y):z=x-(y-2).
Sehingga terbukti bahwa(L,~) merupakan semigrup.

3. OperasiV. dan - pada L memenuhi sifat distributif.
Ambil sembarang x,y,z € L.
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1

Jika x < y <z, maka
x.- (y V z) = max{(x + (max{y, z}) — 1), 0}
= max{(x +2z~1),0},
(- y)V (x" z)= max{max{(x+y—1),0},
max{(x +2z—1),0}}
= max{(x +z—1),0}.

Sehingga x - (yVz) = (x - y) V (x - z). Kemudian,

(xVy)*- z = max{(max{x,y}) +z —'1)V-0}
=max{(y+ z=1),0},
(erz) V-(y - z)= max{max{(x+z — 1),0}
max{(y +z —1),0}}
= max{(y +z—1),0}.
Sehingga (xV.y) -z = (x~2) V(y-z).

Jikay<-x <zatau y <z < x,maka
x+ (yV z) = max{(x + (max{y,z}) — 1),0}
=max{(x +z—=1),0},
(x-y)V (x"z)= max{max{(x +y —1),0},
max{(x+z=1),0}}
=max{(x.+z—=1),0}

Sehingga x - (yVz) = (x - y) V (x - z). Kemudian,

(xVy):z =max{(max{x,y}) +z=1),0}
=max{(x+z—=1),0},
(rz) V(¥ z)= max{max{(x+z=1),0},
max{(y.+z = 1),0}}
= max{(x + z —1),0}.
Sehingga (x V.y) -z = (x~z) V{(y-z).

iii. Jikaz <y < x;maka

x~(yV z) = max{(x + (max{y,z}) —.1),0}
= max{(x + y — 1),0},
(x-y)V (x ¥ zy= max{max{(x+'y —'1),0},
max{(x+2z=1),0}}
= max{(x+y = 1),0}.

Sehingga x - (yV z) = (x - y) V (x - z). Kemudian,

(xVy) -z =max{(max{x,y}) +z=1),0}
= max{(x'+z—1),0},
(xz) V(v z)=max{max{(x+ z=1),0},
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max{(y+z—1),0}}
= max{(x + z—1),0}.
Sehingga (x Vy) - z=(x-2z)V (y-z).

iv. Jikax < z.<yatau z< x < y,)maka
X+ (y.Viz) = max{(x + (max{y, z}) — 1);0}
= max{(x + y —1),0},
(x~'y) V(x - z)=max{max{(x + y'—1),0},
max{(x + z=1),0}}
= max{(x + y=1),0}.
Sehingga x - (y V z) = (x - y) V. (x - z). Kemudian,
(x Vy) -z = max{(max{x, y}) + z — 1), 0}
='max{(y + z —1),0},
(x>z) V- (y < z) = max{max{(x + z=1),0},
max{(y+z—1),0}}
= max{(y + z—1),0}.
Sehingga (x Vy) - z=(x-2)V(y-z).
Jadi, untuk-setiap’ x,y, z°€ 'L, operasi V-dan'-'pada L' memenuhi
sifat distributif, yaitu
x:(yVz)=(x:y)V.(x:z)dan(x V.y): z.= (x-2) V(v 2).
Sehingga terbukti bahwa (L,V,-) merupakan semiring.

Contoh 2.4:4
Diberikan; -himpunan - (S,@,®) dimana- S = {0,a,b,c}  dengan
0,<.a < b <.c. Didefinisikan operasi-pada S sebagai berikut:

Tabel 2.1'Operasi @ pada S Tabel 2.2 Operasi'(® pada S
®@ 0 a b c ® 0 a b c
010" ~'a~"'b c 000 0 0
a'a a b c a 0 a a a
bbb b o b0 a ‘b b
c c c c c c 0 a b c

Akan dibuktikan bahwa himpunan (S,@,®) adalah semiring.
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Bukti:
1. (§,8®) adalah monoid komutatif.
a)” (§,8) memenuhi sifat tertutup.
Bedasarkan' Tabel 2.1, jelas_bahwa untuk /setiap X,y € S,
x @.y-€ S. Sehingga terbukti bahwa (S,@) bersifat tertutup:

b) (S,) memenuhi sifat asosiatif.
Berdasarkan' ' Tabel 2.1, “dapat ‘ditunjukkan “bahwa~ untuk
x=-a,y =\b,)z=c € S,jelastbahwa
(a® b)Dc=bdc=yc,
a@b®c)=adc=c.
Sehingga (a @ b) D c=a® (b P ¢).
Dengan' cara' yang sama, untuk ‘setiap’ 'x,y,z € S~ berlaku
DY) Dz=xD (yD2):
Sehingga terbukti bahwa (S,) bersifat asosiatif.

¢) ' (S,) memiliki elemen identitas.
Ambil sembarang x € S.
Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa
i, untuk x .= 0, jelas bahwa 0.5 0 = 0,
il. untuk x = a,jelasbahwa a G 0=0P a =aq,
i, untuk-x = b, jelas bahwa b 0'= 0- b ='b,
iv. auntuk %= ¢, jelas bahwa c @ 0/= 0. P c'=lc.
Sehingga untuk setiap x € .S memenuhi x @ 0,=0-B x = x.
Jadi, terbukti bahwa (S,@) memiliki elemen identitas, yaitu 0.

d)” (S,) memenuhi sifat komutatif:
Berdasarkan, Tabel; 2.1,<jelas)bahwa  untuk setiap:x, y €S
berlaku x. D y = y P x.
Karena sifat (a), .(b), (¢), dan (d) terpenuhi, maka terbukti bahwa
(S,D) adalah monoid komutatif.

2.4(S,®) merupakan semigrup.
a) (S,©) memenubhi sifat tertutup.
Berdasarkan Tabel 2.2, jelas bahwa untuk setiap, X,y € S,
x ‘G y-€ §.'Sehinga terbukti-bahwa-(S;©) bersifat tertutup.

b)- (S;®) mmenuhi sifat asosiatif:
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Berdasarkani, Tabel . 2.2, dapat. ditunjukkan; bahwa. untuk
X =a,y = b,z =c€S,jelas bahwa
(OO c=a@c=ua,
a@QhOc)y=a@b=a.
Sehingga (a © b)) O-¢ =a O(b-O¢).
Dengan _ cara, yang  sama, untuk. setiap. x,y,z € S berlaku
xOYOz=x0O YO 2).
Sehingga terbukti bahwa (S,©) bersifat asosiatif.
Karena sifat ‘(a)~dan\(b) terpenuhi,-maka; terbukti bahwa' (S,®)
merupakan semigrup.

3.7 Operasi @ dan O pad S bersifat distributif.
Akan-ditunjukkan' bahwa untuk setiap elemen-x,y, z €'S berlaku
kD) OQz=(x02) Dy Oz)dan
xQ - D2) =(x0 y) D (x O2).
a) . Ambil sembarang elemen x,y,z € S.
Misal' x =0,y = b, dan z'= c, maka
(0@ Db)Oc=bOc=Dh,
VOB B O¢e)=0D b =b:
Sehingga (0D b). ©O.c.=.(0 ®:¢c) D.(b:O.c).
Dengan cara, yang sama, untuk setiap x,y,z €S berlaku

DY Oz=x02® YOz

b) /Ambil sembarang elemen-x, y,z €5
Misal x = a;y,.= b, dan z = c; maka
aOb®dc)y=a®c=a,
(OB (@@c)=a®a=a
Sehinggaa ©Q (b @ c)=1(a ©Ob)Dla® o).
Dengan ~cara; yang ' sama, untuk.-setiap- x,y, z,€.S. berlaku
xOQBz)=(x0y)dx0O2).

Karena sifat (a) dan (b) terpenuhi maka terbukti-bahwa operasi @

dan'(® bersifat distributif.

Jadi, terbukti bahwa (S,@,®) merupakan semiring,

Contoh 2.4.5

Diberikan “himpunan~ (R,%,9)  dimana™ R ={0,1,2,4} € Z} dan
didefinisikan operasi pada 'S sebagai berikut:
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Tabel 2.3 Operasi, * pada R Tabel 2.4 Operasi.¢ pada R

*x 0 1 2 4 o 0 1 2 4
0./:0. 2, .2 .4 0,0,..0.40.:0
drdithe Rrawiiad 1,110 Leitde L
2141200 2ra0 204 2, 0yl ids L
4r3i4s 444 4/ 0versias o1

Akan dibuktikan bahwa himpunan (R,*,9) adalah semiring.

Bukti:
1.-(R,*) adalah-monoid komutatif’
a): (R;*) memenuhi sifat tertutup:

Bedasarkan . Tabel 2.1,-jelas. bahwa, untuk. setiap; x,y € R,
x *y € R. Sehingga terbukti bahwa (R,*) bersifat tertutup.

b): (R;*) memenuhi sifat asosiatif.

Berdasarkan ; Tabel 2.1, -dapat iditunjukkan ~bahwa-. untuk
x =1,y = 2,z = 4 € R,jelas bahwa

(1%2)*x4=2+4=4,

1% (2%4)=1%4=4.

Sehingga (1% 2) x4 = Lx(2:x4).

Dengan .cara; yang sama,. untuk: setiap | x,y,z-€ R berlaku
(X *xy)*z =X (y*2z).

Sehingga terbukti bahwa (S,*) bersifat asosiatif.

¢)- (R;*) memiliki-elemen identitas:

Ambil sembarang x, € R.

Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa

1.~ untuk x =0, jelas bahwa 0+ 0-'= 0;

o untukx'= 1, jelas bahwa 1% 00 /= 0¥ 1'=1,

it untuk-x,= 2, jelas bahwa, 2+ 0= 0 %2 /=2,

iv. untuk x = 4, jelas bahwa 4 0. = 0%4 =4,

Sehingga untuk -“setiap x € R memenuhi x *0 = 0*x = x.
Jadi, terbukti bahwa (R,*) memiliki-elemen identitas, ‘yaitu 0.

d)- (R,*) memenuhi sifat komutatif.
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BerdasarkaniTabel; 2.1, . jelas -bahwa. untuk setiap, x,y;€ R
berlaku x * y =y * x.
Karena sifat (a),(b), (c), dan (d) terpenuhi, maka terbukti bahwa
(R,¥) adalah monoid komutatif.

. (R;¢) merupakan, semigrup.

a) (R,o) memenuhi sifat tertutup.
Berdasarkan-Tabel '2:2;“jelas’ bahwa-untuk' setiap’ x,y €R,
x @ y-€ R:Sehinga terbukti bahwa (R,9) bersifat tertutup.

b) (R,°) mmenuhi sifat asosiatif.
Berdasarkan Tabel- 2.2, dapat~ ditunjukkan ~bahwa untuk
x'=0,y=2,z="4€R,jelas bahwa
(1o2)od=104=1,
lo(204)=101=1.
Sehingga (1.02) 04 =10 (204).
Dengan“cara” 'yang sama, untuk'-setiap-x,y,z € R berlaku
(xoy)ez=x0(yloz).
Sehingga terbukti bahwa (R, ) bersifat-asosiatif.
Karena. sifat (a).dan . (b).terpenuhi, maka terbukti bahwa (R,?)
merupakan semigrup.

. Operasi* dan;c pada R bersifat distributif.
Akan-ditunjukkan bahwa untuk setiap,elemen-x; y, z € R berlaku
(x*y)ez=(xo2z)*(ysz)dan
xo(yxz)=(xoy)*(xeZz).
a) 'Ambil sembarang elemenx, y, z € R.
Misal x =0,y:#0,z:#/0 € R,-maka
(Oxy)oz=yoz71,
0oz2)Q(yoz)=0%1=1,
Sehingga (0% y) oz =(00z) * (y ¢2).
Dengan “cara’ 'yang' 'sama, untuk setiap-'x,y,z € R-berlaku
(xxy)ioz=(x02) x(ye 2).

b) . Ambil sembarang elemen x, y,z € R.
Jika x =0,y #0,z# 0 € R, maka
0o (yxiz) =001/=0,
(00y)*(002)=0x0=0.



Sehingga 0 ¢ (y.* z) = (0.0 y) *(0¢.2).
Dengan cara yang sama, untuk setiap.x,y,z € R berlaku
xo(y*z) = (xoy)* (xoz).
Sehingga “terbukti' bahwa “operasi ' *_!dan_'¢!/pada- R~ bersifat
distributif.

Jadi, terbukti-bahwa (R,*,9) merupakan semiring.

Definisi 2.4.6 (zerosumfree)
Semiring (S, +,-) disebut zerosumfiee jika dan hanya‘jika x +y = 0
mengakibatkan x = y-= 0 untuk-0,x, y €S-

Contoh 2.4.7
Misalkan Z§~ adalah“semiring “di ‘bawah- operasi' penjumlahan-dan
pergandaan. Akan dibuktikan bahwa (Zg, ;) adalah zerosumfiee.

Bukti:

Akan’ ditunjukkan “bahwa jika' x+y =0 maka x=y =10
untuk 0,x,y € Z§'| Andaikan * 'x,y # 0 'maka’ ' ‘terdapat' ‘elemen
==y & Z§ sedemikian sehingga untuk x + y = 0,diperoleh solusi
x ==y &I} atau y =—x € 7Z5. Sehingga; kontradiksi. dengan
pernyataan x,y € Z¢. Oleh karena itu, Jika x +y = 0 maka didapat
x = 0 jika dan hanyajikay = 0 ataux =y = 0'untuk 0,x,y € Z{.

Definisi 2.4.8 (Semiring Terurut)
Semiring, tenurut adalah, semiring .S yang dilengkapi dengan. urutan
parsial < sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut.
1.~Operasinya monoton, “yaitu untuk-setiap x, y,z '€ S berlaku
a)-terhadap operasi penjumlahan; yaita
X <y =>x+z<y+ z, dan
b) terhadap operasi pergandaan, yaitu
X<y, 0<z>xz<yzdanzx < zy.
2.“Konstanta-0 adalah'elemen terkecil-dari S.

Misalkan -H|~adalah: -subset tak . kosong-dari; S-:Maka himpunan
{x € S |x < h,untuk sembarang h € H} dinotasikan dengan (H].
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Contoh 2.4.9

Berdasarkan .Contoh 2.4.3; diketahui bahwa (L,V,-) adalah semiring
dan dari Contoh 2.1.9,"himpunan (L, <) merupakan himpunan terurut
parsial.’Akan dibuktikan bahwa (L,V,; <) adalah 'semiring terurut.

Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa pada (L,V,-, <) berlaku operasi monoton
sebagai berikut.
a) | Terhadap operasi'V; yaitux < y =xV z Xy VZ.
Ambil sembarang elemen x, y,z € L.
i. Jikaz < x,< y, maka
xV z =max{x,z} = x dan y V'iz ="max{y, z} =y.
Sehingga berlaku x'Vz < yVz.
itoJika x Xz <y, maka
xV.z=max{x,z} = z dany V.z = max{y, z} = y.
Sehingga berlakux Vz < yV z.

iii-Jika x' X y X'z, 'maka
xV z = max{x, z} = z danxV z = max{y, z} = z.
Sehinggax V.z = y V.z atauberlaku x V.z < y V. z.
Jadi, terbukti bahwa jika x < y, makax vz <yVz.

b) ‘Terhadap operasi -, yaitu x < y, 0z =% -z y-z dan

Zi0 X SZY.

Ambil sembarang elemen x, y,Z € L, dimana 0 < z.

. Jikn0O<x+z—-1<y+z-—1 maka
x+z=max{fx+z—1,0} =x+z=1,dan
yez=max{y+z~10} =y+z=1
Sehinggaberlaku x.: z.< yi-z.

il Jikax+z-1<0<y+z—1, maka
x+z=max{x+ z~1,0} =0, dan
yez=max{y +z~-10} =y+z=1
Sehinggaberlaku x, : z. < yr-z.

fii-Jikax + z—1<y+z—1<0,maka
x~z=max{x 4+ 2z~ 1,0} =0, dan
y-z =max{y +z—1,0} =0.
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Sehingga x.: z = y - z.atau berlaku x : z.X . .Z.

Karéna x +z=1=z+x~1"dan .y+z=-1=z4y—1,
maka x:z'=z+ x-dan y{z =)z :y:Sehingga ‘terbukti-bahwa
jikax 9,0 Xz, makax -z, y+zdan zx X Z- Y.

Jadi, operasi monoton pada;semiring: (L,V,:, <), terpenuhi.

2.“Elemen’ 0-merupakan-elemen- terkecil-dari-semiring-L karena ‘L
merupakan himpunan-elemen-dari ‘interval tertutup 'bilangan real
dari:0.sampai. 1.

Jadi, terbukti-bahwa (L,V,, <) merupakan semiring terurut.

Contoh2.4.10

Berdasarkan/ Contoh:2.:4.4, diketahui. bahwa! himpunan ' (S,H;©)
dengan. .S =1{0,a,b, c} merupakan semiring., Didefinisikan. relasi
terurut parsial x Sy S x @y =y dan x Oy = x untuk setiap
x,y € §.'Akan dibuktikan bahwa (S, <) merupakan semiring terurut.

Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa relasi < pada S; adalah relasi. terurut
parsial.
a)~ Relasi < bersifat refleksif.
Jelas untuk/setiap:-x € S-berlaku x @ 'x = x dan"x Ox =/x.
Sehingga - terbukti-. bahwa. x.<.x ~untuk| setiap -x; € S ratau
memenuhi sifat refleksif.

b)- Relasi-<~bersifat antisimetris.
Ambil sembarang x, y € S:berlaku x <y dany < x.
x . yberartix. Py = ydanx Oy = x,
y<Sxberartiy @ x =xdany O x =y.

Diperoleh

Loy =x @y (x =)
=y x (sifat komutatif)
=X Yy = x)

Sehingga y =x.

liox Qy=(ydx) Oy ¥ <)
=00y ®EOy (sifat distributif)
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=y®Dx (sifat refleksif dan x < y)
=x®y (sifat komutatif)
Sehinggax Qy=xPy =>x=Yy.

Jadi, terbukti‘bahwa untuk semua elemen x,y € S, %' <"y dan
y <-x maka x =,y atau memenuhirsifat antisimetris.

¢) Relasi < bersifat transitif.
Ambil sembarang x,y, z € L berlakux < z'dany <z
X X'y berartix By = yidan x O y =,
y=zberartiy @ z =z danyQz =y

Diperoleh

L y@z=xDy) Dz (x<y)
=xP (D2 (sifat asosiatif)
yPz=xPz <2
z=x®z -< 2)

Sehinggax @z=z =>x Xz
Hx@Qy=x0 W 02 (y<2)
=x OOz (sifat asosiatif)
xQy=x02 (x5 )
z=x0Oz (x=<y)

Sehinggax ©zZ=z2=x <z

Jadi,‘terbukti-bahwa untuk semua elemen X,y €5, x <Xy dan
¥ =z maka x 5z atau memenuhi sifat antisimetris.
Jadi, terbukti bahwa relasi < pada S merupakan;relasi terurut
parsial.

._Akan ditunjukkan : bahwa ~pada - (S,D,©, X) berlaku : operasi

monoton. sebagai berikut.
a) Terhadap operasi P, yaitux Sy =>x Pz y Pz
Ambil sembarang elemen'x,y, z €'S.

I

1.

Jika z'X ¥’ <y, maka
x@z=xdanyPz=y.
Sehinggaberlaku x @ z < y D z.

Jika'x < z'<y, maka
x@Dz=zdmyDz=y.
Sehingga berlaku x, Bz < y Bz



i1. Jika x < y < z, maka

X@Pz=2zdany @ z =12z

Sehinggax @ 'z'= y @z atau berlakux Pz <y P z.
Jadi; terbukti bahwa jika x, <z, makax @ z s y/D z-

b) Terhadap operasi ©®, yaitu x <y, 0z=x0z<y0Oz
danz O x < zQYy.
Ambil sembarang elemen x, y; z € L, dimana 0z
i: ~Jikayz = 0, maka
x®z=0dany ®©z=0.
Sehingga berlaku x Oz y © z.
ii:'Jika'z# 0, maka
xOz=a€SdanyOz=ae€ESs.
Sehingga berlaku x ©z.5.y.© z.

Berdasarkan’ Tabel 2.2,"jelas ‘bahwa x Oz =2z O %, dan

Yy z=2z@ y untuk setiap'x,y,z'€ S.' Sehingga terbukti

bahwa jika x <y, maka %/ (2, z@Qydanz O x sy © .z
Jadi, operasi monoton pada semiring (S,,©, <) terpenuhi.

3.~Elemen’ 0-merupakan-elemen-terkecil -dari semiring 'S, jelas dari
definisibahwa 0 <la < b <¢c.
Jadi; terbukti bahwa (S,D, O, <) merupakan semiring terurut.

Contoh 2.4.11

Berdasarkan Contoh 2.4.5, diketahui bahwa /(R,*,¢) adalah semiring
dimana ‘R-={0,1,2,4} € Z¢ dan didefinisikan relasi- terurut-parsial
s~pada- R dimana; x <.y ©y.= kxx- untuk -x,y, k-€ R.. Akan
dibuktikan bahwa (R, <) merupakan semiring terurut.

Bukti:
L.oAkan ditunjukkan bahwa relasi  pada R merupakan relasi-terurut
parsial.
Diketahui bahwax < y © y =k * x untuk X, y, k € R, yaitu
a.~ Jika'x= 0, maka
0:="0%0 berarti ' 0 <0
1=1x%0 berarti -0 <, 1
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2.=2%0 berarti; 0.2

4=4x0 berarti. 0 <4
b. 'Jika x =1, maka

1=0x1=1x1 berarti ' 1'°1

2 =21 berarti | 1. .2

4.= 4 %1 berarti; .1 < 4
c. Jika x = 2, maka

2=0+2=1%2=2x%2 berarti ' 2'2

4 =142 berarti 1 2'x5°4

d., Jika-x =4, maka
4=0%4=1%x4=2+4=4%4  berarti, 44

Dari (a),(b), (c), dan (d) maka relasi <'memenuhi.
1. | Sifatrefleksif; yaitu untuk setiapx € R, x X'x.
2. Sifat.antrisimetris,
Karena 0 <,y dan y £ 0,Vy.€R, 1 <2 dan 21, 1 <4
dan'4'£'1,2 <4 dan4 X 2.
Sehingga jelas untuk x,y € R, x X y.dan'y'x x maka x = y.
3. Sifat-transitif,
Ambil x. = 0, = 1,z = 4 € R. Didapat
0<1dan1l x4 maka0 < 4.
Jelasuntuk x,y,z' € R, x’ <X y dan'y <z maka x' < 'z
Jadi, ‘terbukti- bahwa relasi-< pada’ R merupakan’ relasi terurtit
parsial.

2. Akan ditunjukkan bahwa (R,*,¢, <) adalah semiring terurut.
a.''Akan 'ditunjukkan 'bahwa pada (R *,<)’  berlaku - operasi
monoton sebagai berikut.
1. ~Terhadap operasi #, yaitu X, <.y = X * 2. y *-Z.
Ambil x = 4,y = 2:Sehinggax *z = 4%z = 4,Vz € R.
o Untukz<2,y*xz=2+z=2
Sehinggax * 2z =4 2'=y*z.
o Untukz =4 y*xz= 2 x4 =4.
Sehinggax *z=4.< 4=y *2z
Dengan cara, yang. sama, untuk setiap x,y,z € R berlaku
XSYSX*ZYy*Z.
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ii.. Terhadap operasi ¢, yaitux < y,0 < z2x 0z < y ¢ zdan
ZOX X ZOY.
Ambil sembarang x, y'€ R.Karena'0 <'c, Vc € R maka
o Jikaz=0,20z=0x0=y0oz
o Jikaz#:0,x0 z =0:5¢c=y 0z VcER;dan
x0z=1x1=yoz,x=y+0.
Sehinggax ¢z < y. ¢ z.
Dengan ' cara yang sama, ‘untuk setiap” x,y,z € R berlaku
XY D ZoxXZoy.

b.. Konstanta 0. adalah elemen. terkecil dari. R, jelas karena
RCZ.

Contoh2.4.12

Berdasarkan: Contoh 2.4:10, diketahui- bahwa | (S;@®,®)- merupakan
semiring _terurut, Diberikan ~himpunan H ={0,a,c} S S. Akan
ditentukan himpunan (H].

Jawab:

Berdasarkan:definisi relasi terurut pada. himpunan. (S,8,0), yaitu
xxyexsyeox®@y=ydanx Oy = x, diperoleh

(H] = {x € S|x < h,untuk sembarang h €' H} = {0,a, b, c}.

Definisi 2.4.13 (Ideal)
Misalkan S adalah semiring. Subset tak kosong I dari S disebut ideal
kanan (kiri) dari S jika syarat berikut dipenuhi.
I.=xy €I, maka x +y/'€1,
2. Untuk semuax' € ['dan s € S, maka . xs €I (sx €/1).
I disebut ideal dari-S jika I merupakan-ideal kanan-dan ideal Kiri:

Contoh 2.4.14

Diberikan semiring (Z,+,") dan'nZ C Z{ dimana

nZy = {nz € L)z € Z§;n € N} Akan O dibuktikan bahwa: nZ%
merupakan ideal dari Zg.

Bukti:
i/ “Ambil sembarang x,y, € nZ dengan x ='nz,, dan'y'=nz,,
untuk z;, z, € Z3 . Didapat
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X+ y.=nzy + nzy = n(zy + z,) €nZf.
ii. Untuk setiap x € nZ{ danz € Z{. Didapat
xz = (nzy)z = n(z,z) € nZ§, dan
zZx = z(nz{) = znz, = n(zz,) € nZ.
Jadi; terbukti bahwa nZ¥ merupakan ideal dari semiring Z}.

Contoh 2.4.15
Berdasarkan' Contoh 2.4.12,"H = {0;a,c} € S. " Akan 'ditunjukkan
bahwa'H mierupakan ideal dari' S

Bukti:

1. Ambil sembarang x, y, € H. Didapat
x @ y=yeH untuk x < vy, dan
x @y =xe€H,untuk y-<'x.

2. Untuk setiap x €:H dan z. € .S. Didapat
x©Oz=zOx=0€H, untuk z= 0, dan
xOz=zOx=a€H,untuk z #0.

Jadi, terbukti bahwa’ H-merupakan ideal-dari S.

Definisi 2.4.16 (Ideal Terurut)

Misalkan S adalah semiring terurut dan I adalah ideal dari S. Ideal
kiri (kanan)' I-'dari S ‘disebut’ideal terurut-kiri (kanan) jika-terdapat
x €S,y €l,x'x ymaka x € ['atau(I] © L I'disebut ideal terurut

dari S jika-I. merupakan: ideal terurut kiri;dan-ideal terurut kanan dari
S;

Contoh 2.4.17
Berdasarkan Contoh 2:4.8, diketahui (L,V,:, <) (merupakan semiring

terurut.’Akan dibuktikan'bahwa interval: )= [0,%] merupakan-ideal

terurut dari‘semiring terurut:L.

Bukti:
Akan dibuktikan bahwa (I] € I, yaitu jikax € L,y €T, x < y maka
x'el.

1. Akan-ditunjukkan bahwa'interval 1 =0, %] merupakan ideal’ dari
semiring: L.
i.1Jelas [0, %] € 10,1)sehingga [ L.
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i,

iil.

Ambil'sembarang x, y € 1. Didapat

xVy =max{x,y} =y € [, untuk x <y, dan
xVy =max{x,y} = x € I,untuk y < x.
Sehingga, jelas‘a Vb € I

Akan ditunjukkan bahwa-untuk setiap.y €I dan x € L berlaku
y-x =max{(y + x —1),0} € I, dan

x-y=max{(x+vy —1),0} € 1.

Ambil-sembarang-y € ["dan'x°€ L, tentulah “y +x—1'< %
Misalkan'y'= %dan x = 1. Didapat
y+x—1=-+1-1="¢€l

Sehingga, jika =y S% dan x <1 maka y+x—1< %
Kemudian, jika (¥ + x —1) < 0, maka

y-x =max{(y+x—1),0}=0€1,dan

jika 0 < (y'+ x'= 1), maka

yox =max{(y+x — D, 0} = +x—-1) €L

Karena) .y +x—1=x+y ~1: maka y - x=x- -y €L
Sehingga terbukti bahwa untuk setiap y € / dan x € L maka
yx=x-y€l

Jadi,“interval ['="0, %] terbukti ‘merupakan’ ideal” dari “semiring

terurut L.

.~Ambil sembarang elemen x € [0,1]; y € [0,%].

Karenax'< y,‘makajelas didapat x-= [0,%] el

Sehingga'terbukti-bahwa jika’terdapat 'x/'€ L,y €1, x' <’y maka
x € Latau(I] < I

Jadi,
semiring terurut-L;

interval + .= [0, ;] terbukti, imerupakan | ideal » terurut ~dari

Contoh 2.4.18

Berdasarkan Contoh 2.4.13, H' = {0, a, ¢} merupakan ideal dari S-dan
dari ‘Contoh'2.4.10, diperoleh<(H]=1{0,a,b, c}. Karena (H] €/H
maka H bukan merupakan ideal:terurut.dari.S.
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Definisi 2.4.19 (Homomorfisma)

Misalkan ' §''dan 'S’ “masing-masing -adalah ‘'semiring. ‘Pemetaan
¢:S =».S" disebut “homomorfisma ~semiring  jika 'syarat- berikut
dipenuhi.

Lo +y) = ¢(x) + ¢(y), dan

2.¢0(x-y)=¢(x) - d(y), untuk semua x,y € S.

Contoh 2.:4.20
Diketahui, (Z&,+) .- dan . (M4 (Z{); +,) - .masing-masing . -adalah
semiring. Didefinisikan pemetaan
0:Z5 — M,(Zg)
x 0

X — 0(x)= (0 x),untukx €ZS.

Akan  dibuktikan bahwa pemetaan 6 merupakan homomorfisma
semiring.

Bukti:
Ambil sembarang x,y € Z3 . Didapat

L0GEN{E 0wy Cro)# (Fog) 2@+ 60,

20 s= (30 = (2 O () ) =06 Lo

Karena sifat (1) -dan/(2) dipenuhi maka terbukti bahwa pemetaan:6
merupakan homomorfisma semiring.

2.5 'Himpunan Fuzzy

Himpunan- fiizzy: mulai diperkenalkan- pada tahun :1965: oleh
Zadeh, Himpunan fuzzy merupakan himpunan yang setiap elemennya
berpasangan dengan bilangan real pada interval tetutup dari 0 sampai
1 yang biasa dikenal sebagai derajat keanggotaan. Berikut' diberikan
definisi’ dan: contoh-mengenai ‘himpunan fuzzy 'yang akan'digunakan
sebagai dasar;dalam:pembahasan skripsi ini sebagaimana dikutip; dati
Zadeh (1965), Kandasamy.(2003), dan Mandal (2014).
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Definisi. 2.5.1, (Fuzzy Subset)
Misalkan X _adalah himpunan tak kosong. Fuzzy subset pu dari X
didefinisikan-sebagai-suatu pemetaan-dari X ke [0,1], dinotasikan
dalam bentuk-fungsi sebagai berikut:
w:X > [04];

atau dituliskan sebagai himpunan pasangan terurut sebagai berikut.

w= {(x,/,t(x))|‘v’x € X},
untuk setiap p(x) € [0,1] dan disebut sebagai derajat keanggotaan.

Contoh2:5.2

Diberikan himpunan. X = {a, b,c,d, e} dan pemetaan w: X — [0,1].
Didefinisikan. p(a)=0,u(b) =0.1,u(c) = 0.3, u(d) =1, u(e) =0.2.
Maka p'="{(a, 0),(b,0:1), (c,0.3),(d,1),(e, 0:2)} merupakan fuzzy
subset'dart:himpunan X

Definisi 2.5.3. (Himpunan Kosong)
Fuzzy subset p merupakan himpunan kosong jika dan hanya jika
untuk setiap ¥ € X, pu(x) = 0. Dituliskan dengan

w=0 < ulx)=0,vxe X

Contoh 2.5.4
Diberikan himpunan 2Z = {...,=4,-2,0,2,4,8,...}. Didefinisikan
fuzzy subset p(x) = 0-untuk setiap x € 27Z.'Sehingga u = @.

Definisi 2.5.5 (Memuat)

Misalkan ¢ dan-v 'masing-masing :adalah fuzzy-subset dari ‘X Fuzzy

subset v dikatakan memuat w atau gadalah subser. dari: v-jika dan

hanya jika p(x) < v(x) untuk setiap-x-€ X Dituliskan dengan
UEV & ulx) <v(x),Vx €X.

Jika p(x) =v(x) untuk setiap ¥ € X maka pu dan v dikatakan sama
danidituliskan denganpu/'= v.

Contoh 2.5.6

Diberikan "himpunan“X ‘= {a, b,¢,d} dan pemetaan p: X" [0,1].
Didefinisikan'dua fiizzy subset dari himpunan X _sebagai berikut.
w=1{(a;0:1),(b;0.4),(c,0.3),(d;0.6)},
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vi={(a,0.4),(b,0:6),(c,0.5),(d, 0.8)}.
Tunjukkan bahwa pu C v.

Jawab:

ula), =01 < wv(a)=.04,
u(b) = 04 < v(b)= 0.6,
u(c) =03 <wv() = 0.5,
u(d) =°0.6'< v(d) =08

Karena tberlaku pu(x) < v (x) ~untuk: setiap: x € X ' makar terbukti
bahwa yCv.

Definisi 2.5.7 (Level Subser)
Misalkan (i ‘adalah™ | fuzzy ‘subset dari-himpunan X dan t€-[0,1].
Himpunan g; = {x € X| u(x) = t} disebut level subset dari .

Lemma 2.5.8
Misalkan ‘p; dan p;' masing-masing adalah-/evel subset ‘dari-fuzzy
subset p-dengan't, s°€[0,1]:Jika t = s‘maka i, € .

Contoh 2.5.9
Diberikan himpunan X = {1,2,3,4,5,6,7}. Didefinisikan fuzzy subset
u dari' himpunan X ‘sebagai berikut.
0.2, jika’ L <5
ulx) =40.4-,jika 5. < x.< 7
1 _,jikax =7
Akan ditentukan g, o 3, dan lgs.

Jawab:

Ho 2= fx € X|x>0.2} ={1,2,3,45,6,7},
Uoz = {x € X|x =>.0.3} ={5,6,7}, dan
Uos = {x €X|x=>0.5} ={7}.

Jelas'tip's' S Hoz S Moz

Definisi 2.5.10 (Komplemen)
Misalkan p adalah fuzzy subset dari himpunan X. Komplemen. dari
fuzzy subset p dinotasikan dengan p' dan didefinisikan sebagai

wh={(w ,u’(x))|‘v’x ex},
dengan i’ (x) =1 = pu(x).
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Contoh 2.5.11

Diberikan fuzzy subset g dari himpunan X sebagai berikut.
u-=4(-2,0.1),(-1,0.8), (0,0),(1,0:4),(2,0:3)}.
Didapatkomplemen dari-u, yaitu
wo=A(=2,0.9),(=10.2),(0,1),(1,0.6),(2,0.7)}.

Definisi 2.5.12 (Perkalian dan Penjumlahan Aljabar)
Misalkan ¢ dan v masing-masing adalah fizzy subset-dari himpunan
X -Didefinisikan: operasi-perkalian_dan penjumlahan @aljabar; sebagai
berikut:
1, uv.. = {(x, (;w)(x))|‘v’x € X}, dengan (uv)(x) = u(x)v(x).
2. u+v ={(x,(u+v)(x)|Vx € X}, dengan

W +v)(x) = u(x) +vx) = pulx)vx).

Definisi 2.5.13 (Beda Mutlak)

Misalkan y dan v masing-masing adalah fuzzy subset dari himpunan
X. Beda mutlak dari kedua fuzzy subset u dan v didefinisikan sebagai
I =vl={(x, e =vI(x))|vx € X},

dengan [u—|(x) = Ju) — v))!

Contoh 2.5.14
Berdasarkan_Contoh 2:5.6, akan ditentukan’ hasil dari penjumlahan
aljabar, perkalian aljabar; beda mutlak dari fuzzy subset y-dan v.

Jawab:
Tabel 2.5 Penjumlahan aljabar, perkalian aljabar,.dan beda mutlak
dari fuzzy subset p dan v.

u(x) +v(x)

x p® v@ wGveE  EOETS ue) - )
a 0.1 0.4 0.04 0.46 0.3
b .04 0.6 0.24 0.76 0.2
c 03 0.5 0.15 0.65 0.2
d 0.6 0.8 0.48 0.72 0.2

Dari Tabel 2.5, diperoleh penjumlahan-aljabar, perkalian-aljabar, dan
beda:mutlak dari:kedua fuzzy subset g dan v, yaitu
iou+wv .. ={(a046),(b, 0.76),(c,0.65),(d; 0.72)},
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ii: uw = {(a;0.04), (b, 0.24), (¢, 0.15), (d, 0.48)}, dan
iil. ju —v| ={(a,0.3),(b,0:2),(c,0.2),(d, 0.2)}.

Definisi 2.5.15 (Gabungan dan Irisan)
Misalkan. p-dan v masing-masing adalah fizzy subset dari himpunan
X. Didefinisikan operasi gabungan dan irisan sebagai berikut.
1. uUv= {(x, (wu v)(x))|Vx € X}, dengan
(U v)(x) = max{u(x), v(x)}.
20Ny = {(x, (un v)(x))|‘v’x € X}, dengan
(wn v)(x) = minfu(x), v(x)}.

Contoh 2.5.16

Diberikan himpunan X= {—2,—1,0,1,2} dan pemetaan pu: X - [0,1].
Didefinisikan dua fiizzy subset dari himpunan X ‘sebagai berikut:

pu ={(+2/0.1);(—1,0:8),(0,0); (1,0:4),(2,0.3)}
vi=4{(=2,0.4),(—1,0.2),(0,0.5), (1,1),(2,0.6)}.

Akan ditentukan gabungan dan irisan dari dua fuzzy subset y dan.v.

Jawab:
Tabel 2.6 Gabungan damw irisan fizzy subset . danyv dari X

x p® v max{p(x)v@)}  min{u(x),v(x)}

-2 01 0.4 0.4 0.1
-1...0.8 0:2 0.8 0.2
0 0 0.5 0.5 0
1. 04 1 1 0.4
2 0.3 0.6 0.6 0.3

Dari Tabel 2.6; diperoleh 'gabungan dan-irisan dari y dan v} yaitu
nUw =4(=2,04),(~1,0.8),0,0.5), (1,1),(2,0:6)},
unvi=4(=2,0.1),(-=1,0.2), (0,0),(1,0.4),(2,0.3)}.

Definisi 2.5.17 (Sifat-sifat Operasi pada Fuzzy Subset)
Misalkan' ;' 'v,~dan’ o ''masing-masing adalah’ fizzy 'subset. ‘Maka
operasi, gabungan, irisan;  dan_komplemen dari: masing-masing fuzzy
subset tersebut memenuhi sifat-sifat sebagai berikut.
1. Asosiatif, yaitu

uuv'wve)= (uuv)uao,
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unwno)=(uNnv)nNo:
2. De Morgan, yaitu
(wuw) =p' nv'
(wnw) =p v
3.~Distributif; yaitu
pnwVe)=(Env)U wno),
uu@wnao)=@uUv)n (uUo).
4.~Jikav € pdan o € p'maka (v U'e) €y dan' (v N'o)C .

Definisi 2.5.18 (Gabungan dan Irisan Keluarga Himpunan)
Misalkan I .adalah himpunan- indeks dan {y; | i € I} merupakan
keluarga himpunan - fuzzy subset "dari himpunan X.  Didefinisikan
operasi gabungan dan itisan sebagai berikut.
1o\ icor=supluic),

iel ¢

20wz i)

i€l
Contoh2.5.19

Misalkan <X =N adalah-bilangan-asli  dan /fizzy subsef ' p -darir X
adalah u(x) = % untuk, setiap-x-€-X. -Diberikan keluarga himpunan

Suzzy- subset dari’ X, -yaitu pi(x) = (1 S %)% untuk - setiap “x € X
i’€ I-Akan ditentukan! gabungan-dan irisan dari p;!

1\ 1 1 1
1. U,ul-(x)=s'up {(1 - —_) ;} &) ,karena? —--0.untuki — oo,

_ 1 1 1 ,
2. ﬂyi(x)=1iglf{<1 - ?> ;} =0, karena? = 1untuki = 1.
e

Definisi 2.5.20 (Fungsi Invers)

Misalkan X dan Y masing-masing adalah himpunan tak kosong dan
adalah fuzzy subset dari’Y” Untuk suatu’fungsi f+X — Y didefinisikan
fungsi invers sebagai berikut.
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£ = {00 f (1) [vx € X},
dengan £ (u()) = 1(f ())-

Contoh 2.5:21
Diberikan himpunan X'={1,2;3,4,5} dan_Q ' merupakan ‘himpunan
bilangan rasional. Diberikan suatu pemetaan
[:X —>Q
1
x —f ()= T

Didefinisikan fizzy subset p dari Q adalah sebagai berikut.
,untuk y <1 € Q, dan

“(y):{o ,untuky =1 € Q.
Akan ditentukan f =1(u) tntuk setiap x € X.

Jawab:
Fuzzy subset.u dari-Q adalah sebagai-berikut.

o Untukx =1 = f~(u(1)) = u(f(1)) = u(1) =0,
o untukx =2 = f 1 (u(2)) = u(f(2)) = u(l) =
o untukx-=3 =171 (u?3))=u(f3))=n G)
o Luntukx=4=f7A(u(4)) = u(f@)=u G)
o “untuk x =5="f"(u(5)) = u(f(5)) =un (%)

Jadi, didapat f~ 1(M)={(1,0),(5J ) ( ) ( 1)( )}

1,
1,
1,d
1.
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BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab‘ini dibahas tentang sifat-sifat dari ideal fiizzy- dalam
semiring, terurut., Selanjutnya; . selama operasi | biner. /dari-.S tidak
didefinisikan,, maka S  adalah, semiring terurut -dibawah operasi
penjumlahan dan pergandaan atau dituliskan-dengan (S, +,-, <).

3.1 Struktur-Ideal Fuzzy dalam-Semiring Terurut

Berikut ini dijelaskan definisi dan contoh, yang terkait dengan
ideal fuzzy dalam semiring terurut:

Definisi-3.1.1: (Komposisi dan Penjumlahan)

Misalkan u -dan v merupakan fuzzy subset dari semiring  terurut
(§,+,,<) dan x,y,z€S. Didefinisikan operasi komposisi_dan
penjumlahan-dari ¢ dan/v’sebagai -berikut:

YRISiEs B {sup{mm{,u(y) »v(2)}} [ untukx < yz

,untuk x £.yz,
dan
~(sup{min{u(y),v(z)}} - untukx <y 4z
(Fa)(x) _{0 ,untuk x Xy + z.

Jika x < yz dan x < y + z, maka dapat dituliskan sebagai berikut.
(1 23 v)(x) = sup {min{u(y),v(2)}},

XYz

(ut1v)(x) =rsup Amin{u(y),v(2)}}-

XSY+z

Contoh 3.1.2

BerdasarkanContoh  2.4.11, ~diketahui bahwa_ (R,*,0, <) adalah
semiring ‘terurut dengan x S Yy &'y =k *x, untuk x, ¥,k €R.
Didefinisikan fuzzy subset u dan v dari°R, yaitu

wieR = [0;1] dan voR ~ [0;1]
Y iu(y) z|u(z)
0+~ u(0),=0.3 0~ v(0) = 0.6
1 u(1)=05 1+-7v(1)=0.38
26 a2 =07 25 w(2) 204
4 u(4)=0:1 4 v(4)/=102
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Akan ditentukan komposisi dan penjumlahan dari fuzzy subset.i. dan
V.

Jawab:
Tabel 3.1 Hasil operasi min {u(y),v(z)}
min v(0) wvQ) v(2) v(4)

u(0) . 0.3 0.3 0.3 0.2
u(l) 05 0.5 0.4 0.2
w2 06 - 07 0.4 0.2
p4) 0.1 0.1 0.1 0.1

1.-Komposisi dari fuzzy subset 't dan v-adalah sebagai berikut.
a.''Untuk x~= 0. Karena0'<'0,0'x1,0.x 2,0 X 4 berarti
o Jika 0 0,0=00¢c=co0,VcER.
o Jika0O< L l=aob=>boa, Va,b =0 ER.
e Jikn0<2,2#co2=20¢, YCER.
e Jikn0<4,4#co4=40c,VCcER.
Maka’ diperoleh-himpunan pasangan terurut (y, z), yaitu
{(3/2)} =1{(0,0),(0,1),(0,2), (0,4),(1,0),,(2,0), (4,0);(1,1);
(1,2),(14),(2,1),(4,1),(2,2),(2,4),(4,:2), (44)}
Dari Tabel 3.1 diperoleh
{min{u(y), v(2)}} =10.3,0.3,0.3,0.2,0.5,0.6,0.1,0.5,0.4,0.2,
0.7,0.1,0.4,0.2,0.1,0.1}
Jadi, (i o3 v)(0) =/ sup {min{u(y); 1(2)}} = 0.7.

0syoz

b./'Untuk'x-= 1.Karena1'<'1, 1 <2 dan'1 X' 4 berarti
enJikals 1, 1.=asb=>boa,Nab #0ER:
o Jikal < 2,2# 02 =200, YcER.
o Jiknl<4,4#cod=40¢VcER.
Maka diperoleh himpunan pasangan terurut (y, z), yaitu
{&v, 2)}={(11),(1,2),(1,4),(21),(41),(2,2),(2,4),(4,2),
(44}
Dari Tabel 3.1 diperoleh
{min{u(y), v(2)}} = {0.5,0.4,0.2,0.7,0.1,0.4,0.2,0.1,0.1}.
Jadi, (1 o1 v)(1) = sup {min{u(y),v(2)}} = 0.7.

1<y9¢z

42



c. Untukx = 2. Karena 2 < 2 dan 2 < 4 berarti
o Jika2x2,2%co2=20%c, VCER:
e Jika'2' 4,4+ cod=4oc,VcER.
Maka 2 £y.0 z:
Jadi, (.04 v)(2) =.0.

d"Untuk x'= 4. Karena 4 <4 dan4d # co 4 =49oc,Vc € R.
Maka 4 X'y 0 z!

Jadi, (o v)(4) =)0.

2. Penjumlahan dari fuzzy subset i dan v adalah sebagai berikut.
a~Untukx'= 0.'Karena 0 < 0,0-<°1,0' X 2,0 s 4 berarti
o Jika'0'<'0,0=0*0:
o Jika0<x1,1=0x1=1+x0=1%1.
o Jika0<2,2=0x2=2x0=1x2=2*x1=2*2:
o Jikn0<4,4=4+xc=c*4,Vc€ER.
Maka diperoleh himpunan pasangan terurut (y, z), yaitu
{02)} =1(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,2),(2,0),(1,2),(2,1),
(2,2),(0,4),(1,4),(2,4), (44), (4,0),(4,1),(4.2) }:
Dari Tabel 3.1: diperoleh
{min{u(y), v(z)}} ={0.3,0.3,0.5,0.5,0.3,0.6,0.4,0.7,0.4, 0.2,
0.2,0.2,0.1,0.1,0.1,0.1}.
Jadi; (u+7v)(0) =" sup {min{u(y), v(2)}}'=0.7:

O<y*Z

b Untukx = 1. Karena 1 < 1,1 <2 dan 1< 4 berarti
o Jika 11, 1=0*1T=1%0=1% 1.
o Jikall12,2=0*2=2x0=1%2 =2 x1=2x2
o Jikal<4,4=4*xc=.c*x4,VcER.
Sehingga diperoleh pasangan terurut (y, z), yaitu
{0, 2)} ={(0,1),(1,0),(1,1),(0,2),(2,0), (1,2), (2,1),(2,2),
(0,4), (1,4),(2,4),(44),(4,0),(4,1),(4,2)}.
Dari Tabel 3.1 diperoleh
{min{u(»), v(2)}}.= {0.3,0.5,0.5,0.3,0.6,0.4,0.7,0.4,0:2,0.2,
0.2,0.1,0.1,0.1,0.1}.
Jadi, ( +,v)(@)'= sup {min{u(y), v(2)}} =0.7.

1y*zZ
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c. Untuk x = 2. Karena 2°< 2 dan 2 < 4 berarti
o Jika2<x2,2=0%2=2x0=1%2=2*1=2%2.
o Jika2 < 4,4 =4xc=c*x4,¥cER.
Maka: diperoleh himpunan pasangan terurut/(y, z); yaitu
{2)} = {(0,2),(2,0),(1,2),(2,1),(2,2),(0,4); (1,4),
(24), (4,4), (4,0),(4,1), (4,2)}.
Dari Tabel 3.1 diperoleh
{minfu(), v(2)}}=103,0.6,0:4,0.7,0.4,0.2,0:2,0:2,0.1,0:1,
0.1,0.1}:
Jadi; (i +1v)(2), =/ sup{min{u(y), v(2)}} =10.7.

2Ry*z

d: Untuk x-= 4. Karena 4 x4 dan4 =4*c=c*4,VcER:
Maka diperoleh himpunan pasangan terurut (y,z), yaitu
{(v,2)} ={(0,4),(1,4), (2,4), (4,4), (4,0), (4,1), (4,2)}.
Dari Tabel'3:1 'diperoleh
{min{u(), v(2)}}=40:2,0.2,0:2/0.1,0:1,0.1,0.1}:

Jadi, (u +3v)(4) = sup Aminfuly), v(2)}} =0.2.

4<y%*z

Definisi:3.1.3 (Ideal Fuzzy)

Misalkan, & merupakan. fuzzy, subset tak kosong dari semiring, terurut
(S, +,,, <), vaitu u(x) # 0 untuk setiap x € S. u dikatakan sebagai
ideal ‘kirt (kanan) fuzzy dari S jika untuk setiap x,y € S memenuhi
kondisi berikut:

() plx +y) Zmin{p(o); @),

(iDpCxy). = u@) (rlxy) 2 ux)),

(ii1) xsy = p0) = p).
Kemudian, u disebut ideal fuzzy jika p merupakan ideal kiri fuzzy
dan ideal’kanan fuzzy.

Contoh 3.1.4

Berdasarkan. Contoh 2.4.10, diketahui bahwa (S,0,®,=<) adalah
semiring terurut dimana S ={0,a, b, c} dan'0'<'a < b < ¢ dengan
relasi terurut ¥ <y &S X Py /=y danx @'y '=x.
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Didefinisikan, fuzzy; subset w:dari S, yaitu, p(0) =1,u(a).=0.7,
u(b) = 0.4 dan u(c) = 0.2. Akan dibuktikan bahwa p merupakan
ideal fuzzy dari S.

Bukti:
Dari_Tabel 3.2 berikut, dapat, ditunjukkan bahwa fizzy, subset u
merupakan ideal fuzzy dari S.

Tabel 3.2:Pembuktianiideal fuzzy pada (5,6,0, <)
x y x®y x0Oy p® wu®) {u(:)l.l:(y)} px®y) wnx0Oy)

0 0 0 1 1 1 1

a a 0 0.7 0.7 0.7 1
0 1

b b 0 0.4 0.4 0.4 1

c c 0 0:2 0.2 0.2 1

0 a 0 1 0.7 0.7 1

a a a 0.7 0.7 0.7 0.7
a 0.7

b b a 0.4 0.4 0.4 0.7

c c a 0.2 0.2 0.2 0.7

0 b 0 1 0.4 0.4 1

a b a 0.7 04 0.4 0.7
b 0.4

b b b 0.4 0.4 0.4 0.4

c c b 0.2 0.2 0.2 0.4

0 c 0 1 0.2 0.2 1

a c a 0.7 0.2 0.2 0.7
c 0.2

b c b 0.4 0.2 0.2 0.4

c c c 0.2 0.2 0.2 0.2

Lop(xe @ y)=min{u(x), u(y)}-
Ambil x = 0,y € S. Sehingga diperoleh

p(0®0) =1, =21 =min{u(0),(0)};
u(0.®.a).-= 0.7 = 0.7 = min{u(0), u(a)},
w(0®b) =04 = 0.4 = min{u(0), u(b)},
w0 ®c) '=02=0.2 = min{u(0), u(c)}.
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Dengan cara yang sama, diperoleh untuk.setiap, x,y.€ S. berlaku
u(x @ y) = minfu(x), u(y)}-

2. p(x@y) = u(y) danu(x © y) = u(x).
1- Ambil x-= 0,7y € S. Sehingga diperoleh

n0.00).=1.= 1 = u0),
p(00a) =1 = 0.7 = u(a),
p(O O b) ="1"=04'= u(b),
OO )=="120.2/= u(c):

Dengan ~cara; yang sama, diperoleh- untuk setiap -x,y (€S
berlaku u(x ©.y) = u(y).

2./ Ambil y'= a,x ‘€'S. Sehingga diperoleh

pO O a) =121 = u),
wla-®a)-=-0.7. .= .0.7.= u(a),
ub ©a) =.07 = 04 = u(b),
uc @ a) '=07"2=20.2= u(c.

Dengan'cara’ 'yang sama, diperoleh>untuk setiap “x,y €S
berlaku u(x @ y) = n(x).

3. Jika x < y maka u(x) = u(y).
Diketahui “bahwa “relasi” ¥ < y  untuk “setiap’ x;y € 5 ' adalah
sebagai berikut.
0®:a = 0dan 0 O a =-a berarti 0.xa,
a®@b=bdana O b = a berartia < b,
b®c=cdanb O c =bberarti b <c.
Sehingga diperolehrelasi0' < a < b'x'c.
Jelasdari definisi fuzzy subset y dari:S bahwa
u(0) =12 u(a) =0.7 = u(b) =0.4.=u(c) = 0.2
Jadi, terbukti bahwa jika x < y maka u(x) = u(y).
Karena sifat (1), (2), dan (3) terpenuhi ‘maka terbukti bahwa fuzzy
subset p'merupakan-ideal fuzzy dari semiring terurut S.

Contoh 3.1.5

Berdasarkan. Contoh 3.1.2, Diketahui bahwa. fuzzy subset yu dan v
dari semiring terurut R; yaitu

w(0)'='0:3; lu(1) =0.5,/u(2)= 0.7, u(4)=0.1,dan

v(0),=0.6,; v(1) = 0.8, v(2) = 0.4, v(4) =10.2.
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Karena
1<2=u)=05%0.7=u(2),dan
0<T=v(0)=0.6%08=v(l).
Maka: i dan v bukan ideal fuzzy dari(R.

Definisi 3.1.6, (Fuzzy Subset Semiring Terurut)

Misalkan ‘u merupakan fizzy subset dari semiring terurut S_dan
x ‘€' S Dinotasikan I, yaitu subset dari' S-yang-didefinisikan sebagai
berikut.

Iy, =AYy €S |u(y) = u(x)}

Contoh'3.1.7
Berdasarkan Contoh 3:1.4; untuk'suatu-x' € S/diperoleh I, yaitu
lo=40}; 4, = {0,a};: 1= {0;a,b}s dan 1= {0,a, b; c}.

Definisi 3.1.8 (Hasil Kali Kartesius Fuzzy)
Misalkan p danv'merupakan fuzzy-subset-dari X. Hasil kali‘kartesius
dari (£ dan'v didefinisikan:dengan
(- v)(6,y) = min{u (x),v(y)}, untuk semua x, y € X,
Atau dinotasikan sebagai

i X0 = (G, @ X ) )|y € %),

Contoh3:1.9

Berdasarkan-Contoh-3.1.2, diketahui: fuzzy: subset - -dan v ~dari
semiring terurut (R,*,0, X), yaitu

u(0) =0.3, u(1) =0.5, u(2) =0.7, u(4)=0.1, dan

v(0)=0.6, v(1) =0.8, v(2) =04, v(4)=0.2.

Akan ditentukanhasil-kali kartesius dari ¢ dan v.

Jawab:
Dari Tabel 3.3 berikut, diperoleh hasil kali kartesius fuzzy subset u
dan'v dari-R}-yaitu

X v=4((0,0),0:3), ((0,1);0.3); ((0/2), 0:3),((0,4),0.2);
((1,0),0:5), ((1,1);0:5);((1,2),014),((1,4),0.2);
((2,0),0:6), ((2,1),0.7); ((2;2),014),((2:4);0.2);
((4,0),0.1), ((4,1),0.1),((4,2),0:1), ((4,4);0.1)}:
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Tabel 3.3 Hasil kali kartesius ¢ dan v dari (R,*,0, <)

x y ux) vy @xv)(xy)
0 0.6 0.3
1 0.8 03
0 0.3
2 0.4 0.3
4 02 0.2
0 0.6 0.5
1 0.8 0.5
1 0.5
2 0.4 0.4
4 0.2 0.2
0 0.6 0.6
1 08 0.7
2 0.7
2 0.4 0.4
7} 02 0.2
0 0.6 0.1
1 08 0.1
4 0.1
2 0.4 0.1
4 0.2 0.1

3.2 Sifat-sifat Ideal Fuzzy dalam Semiring Terurut

Berikut “ini -“dijelaskan’ “sifat-sifat’'(dari‘ideal fuzzy ' dalam
semiring terurut berupa teorema-dan proposisi beserta contohnya:

Proposisi 3.2.1

Diberikan' fungsi’ karakteristik “ys dan fuzzy-subset p dari semiring
terurut (S, +,-, X). Untuk setiapx, y €5 dan x/ <y berlaku

L (s o) (%) = (rsor ) )5

2. st (). = (st ().

Bukti:

Didefinisikan pemetaan yg = {1 XI€S

0 x eSdanu:S—> [0,1].
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Karena ys: S-— {0,1}.< [0,1] sehingga yg merupakan fuzzy subset,
Misalkan x, x4, X5, ¥, V1, Vo € S.maka berlaku

sup{min x1), n(x yuntuk x <" xyx
(XS o4 M)(X) — p{ {XS( 1) M( 2)}} 142

0 yuntukex K xyx,,
< cofsup{min{ys () u(y2)3} | antuk y < y1y;
Hse1 @)= 0 untuk y £ Y1y

sup{min{ys(x;), £(xz)}}" ,untukx < X; + x;
Ot rhai)(x) 0 ;untuk x X x4+ x5,

Cofsup{min{xs(yp),0(y:)3} 7 untuky iyy o+ ys
(XS +1 .U)(y) - 0 ’untuky%yl_kyz_

Jikay £y, y, dany £ y; + y, untuk'y;,y, €S maka didapat
s'o1 W(y)"=0<(¥s o1 n)(x) dan
Qs 1 W) = 0= (rst 1) (20).

Jikay < y; y, dany < y; + ¥, untuk y;, y, € S maka didapat

(xs o1 W) '="sup {min{ys(v1), u(y2)}}
Y<SViY2

= sup {min{1,4(y2)}}
YSY1Y2

= sup {u(y2)h
VY12

dan
(s W) = yjyur:y {min{)s(y1), k()

=""sup “{min{1, u(y;)}}
YSy1tye

= .sup. {u(y2)}.
yYi+y3

Karena x. < y. < 1Y, dan x <y .< Y.+ Y, maka didapat
1 (Xs.ea) = sup {min{ys(x,),u(x2)}}

XSX1Xp

= sup- {min{xs(y1), p(y2)3}

XY1Y2

=!/sup’ {u(y2)}
Y<Y1Y2

= s ).
Sehingga terbukti bahwa (ys o1 () () = (¥s o1 1) (¥)-
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21 (s A21) ()= =2 sup; fmin{x, (xp)s1(x2)}}

XSX1+x2

> sup ! {min{ys(yp), 1(y2)}}

xX<Y1+y2

= sup . {u(y)}
ysy1ty>

= (st 1) ()
Sehingga terbukti bahwa (ys+11)(x) = (xs+10) ().

Contoh 3.2:2

Berdasarkan : Contoh-2.4.10, . diketahui. bahwa-(S,®,©; <) -adalah
semiring terurut. Didefinisikan fungsi karakteristik s dan_fuzzy
subset pdari S, yaitu

esalo L sy
x 0 p(x)
0 u(0)=0.1
aw~ u(a)=0.3
b = u(b) =0:4
¢ u(c). =0.2

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x, y. € R dan x < y berlaku

1. (xsoa ) (x) = (xs o1 (),
2.-(s i) = s+ -

Jawab:
1., Akan ditunjukkan bahwa (x5 o; 1) (x) = (xs o1 1) @).
Ambil x =b. Karena b <'b dan b < ¢ maka y = b atau y = c.
Karena “b=b @Ob=bQDc=c@®@c-dan' ¢ =¢c'@'c “maka
diperoleh himpunanipasangan terurut: (xp,x,); yaitu
{(le xZ)} iz {(b, b)' (br C), (C, b)' (C! C)}
Jelas ys(x;) = 1. Sehingga
{min{ys(x,), u(x;)}} =10.4,0.2,0.4,0.2}.
Jadi, (ys o1 1) (b) = sup’ {min{ys(x), 1 (x3)}} = 0.4.

bsx3%;

a. Jika diambil y = b maka diperoleh

(ts'o1' W(b)= bggpy {min{xs (1), u(2)}} =04,

Sehingga jika b < b maka (ys o; #)(b) = (xs o1 n)(b).
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b.. Untuk-y. = c. Karena c:<.c -maka diperoleh pasangan.terurut
1,¥2) = (¢,0):
Jelas ys(y;) ="1. Sehingga
min{ys(y1),u(y;)} = 0.2,
Jadi; (¢s21)(b) = sup-{min{xs(y1), (y2)}}=10.2.

b<y 1y,

Sehingga jika b’ ‘¢ maka yg oy u(b) > ‘ys o1 p(c).
Dari (a) dan (b) diperoleh (ys-opm)(x) 2 (Xs 1 w) (0!

Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap x,y € S, x <y
maka (xs o, W) (x) = (xs oy WO

.~Akan ditunjukkan bahwa (¥s+11)(x) = (xs+10) ()-
Ambil x = a. Karenaa < ¢;a <,b.dana < cmakay =a,y=5b
dany = c.
a=0Pa=aP0=aPa,
b=0DBb=b@B0=aPDb=bBa=>bdb dan
c=k@c=chkVk €S:
Sehinga diperoleh himpunan,pasangan terurut (x,, x,), yaitu
{(xll xZ)} = {(O' a)' (a' O)' (a' a)! (0' b)' (b! 0)' (a! b), (b: a)l

(b, b)! (0, C)' (C, 0), (a' C), (C' a)' (b, C)' (C' b)' (C' C)}
Jelas ys(x1) ='1. Sehingga
{min{xs (%), u(x2)}} = {0:3,0:1,0:3,0:4,0.1,0.4,0.3,0.3,0:2,

0:1,0.2,0.3,0.2,0.4,0.2}.

Jadi, ys+qu(a) = sup {min{ys(xy), u(x;)}} = 0.4.

asKxq X,

a. Jika diambil y ="a maka diperoleh
Xs+1p(a) = "sup’ {min{xs(y1), n(y2)}} = 04.

asyiyz

Sehingga jika a < a maka ys+iu4(a) = xs+iu(a):

b.”Untuk “y='b.~Karena' b'<'bdan' b < ¢ 'maka 'diperoleh
himpunan pasangan terurut (yq; ¥,), yaitu
{(ylt yZ)} 1 {(0, b), (b' 0)! (a! b)' (br a)' (b' b)' (0' C)' (C, O):
(a,c), (c,a),(b,c),(c,b), (c,c)}.
Jelas ys(y;) =1. Sehingga

(min{ys(y,), W(y2)}} = (0:4,0:1,0.4,0.3,0.3,0.2,0.1,0.2,
0:3,0.2, 0.4, 0.2).
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Jadi, xs+qu(b).= iR {min{ys(y1), u(y2)}} = 0.4.
SY1Y2

Sehingga jika a <'b maka ys+yu(a) = xs+iu(b).

c. Untuk y = c. Karena ¢ ' ¢ maka diperoleh himpunan
pasangan terurut (y,, y,), yaitu
{(Y1: }’2)} = {(0! C); (C! 0); (a, C), (C! a), (b, C)! (C, b), (C! C)}
Jelas ys(y4) = 1. Sehingga
{min{xs(n ) 10()}} = {0.2,0:1,0.2,0.3,0.2, 0:4,0.2},
Jadi, xs+iu(b).= sup {minfxs(y1),u(y2)}} = 0.4,

CsY1Y2

Sehingga jika'a:<c maka ys+iu(a) = xs oy u(c):
Dari (a), (b), dan:(c) diperoleh (xs+11)(x) 2 (¥s+at) ()

Dengan cara-yang ‘sama, ‘berlaku  untuk“setiap x,y € S, x <y

maka (ys+10) (x) 2 s +a1) (v)-
Jadiy terbukti ~bahwa -, untuk: rsetiap--x; y €-R' rdan X <y berlaku

(xs ex ) ()2, (Xs-2a. ) (), dan (rs+ap)(x) = (Xshai) ()-

Teorema 3.2.3

Fuzzy subset [dari semiring terurut S, merupakan ideal terurut fuzzy
jika -dan-hanya jika /level subset u; dengan t €[0,1] adalah-ideal
terurut dari S.

Bukti:
(=) Diketahui bahwa u merupakan-ideal-terurut fuzzy dari<S dan
wi =4y € Sluly) = t,t €[0,1]}. Jelas. u, S S. Akan. ditunjukkan
bahwa p; adalah ideal terurut dari S, yaitu jika x €S dan y € y;
dengan x <"y makax ‘€ .
Ambil'x°€ S,y € u,, ¥ <y.Karena pp '€ S maka y/€'S!
Karena u-adalah-ideal terurut kiri fuzzy dari S -maka berlaku
xR y=px) 2 uly)
px) =z ply) =t (definisi p;)
ulx) >'t (sifat transitif)
Sehingga' x € i, dan terbukti bahwa ' adalah ideal terurut dari S

(). .. Diketahui bahwa u, merupakan ideal terurut, dari S, yaitu
untuk suatux € S, y € yu; dengan x < y maka x € ;.
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i).. .+ Akan.ditunjukkan bahwa pu(x + y) = min{u(x), 4 ()3}
Karena x, y € u, makajelas x +y € u,.
Andaikan ‘pu(x+y) < pu(x) atau pu(x'+y) <u(y) maka
terdapat t; € [0,1] sedemikian sehingga
plx ) <t < p(x) atau wCe ) < < p(y):
Schingga diperoleh x;y € p, - dan p(x +y) & e, yang
kontradiksi dengan x +y € p,.

i) |- Akan ditunjukkan bahwa p(xy) ='u(x) dan‘pu(xy) = u(y).
Andaikan u(xy) < p(x)-dan-u(xy) < p(y)-maka terdapat
t; €:10,1]. sedemikian- sehingga  u(xy) < ty < u(x) ratau
p(xy) <t; <u(y). Sehingga diperoleh x,y € p; dan
Xy & p,. Karena p, &S maka dapat dituliskan bahwa
terdapat ' x'€'S,y-€ u; > xy-¢& ;- atau-y, bukan ‘ideal-kiri
dari 'S 'dan/terdapat y €S, x € i = /xy & [-atau g, bukan
ideal kanan:dari-S. Sehingga kontradiksi-dengan pernyataan
bahwa u, adalah ideal terurut dari S.

i) - Akan-ditunjukan‘bahwa jika'x <y maka u(x) =>u(y).
Andaikan u(x) < u(y) maka terdapat t; '€ [0;1] sedemikian
sehingga u(x),<-t; <u(y).Sehingga diperoleh-y € u.-dan
x & pe, - yang kontradiksi dengan pernyataan bahwa, u
adalah ideal terurut dari.S.

Jadi, terbukti jika 'y, ‘adalah ideal terurut dari S’ maka ;- merupakan
ideal terurut fizzy dari-S:

Contoh 3.2.4

Berdasarkan"Contoh 3.1:4, diketahui’ bahwa' 11(0) =1, “u(a)'=0.7,
ulb)-= 04, u(c) = 0:2:adalah ideal fuzzy dari 'semiring ‘terurut!S:
Akan ditunjukkan bahwa subset level u, adalah ideal terurut dari'S;,

Jawab:

Misalkan level subser iy dari S adalah sebagai berikut.

Koa = {O! a, b' C}9 Up3 = {0, a, b}a Upls-= {01 a}a dan Wy = {O}

U disebut. ideal . terurut.dari :S jika x €.S, ¥ 1€ Ui, X X Vi =X 1€ Lyt
atau (] S pe.
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1, 0.< 0, berarti (1] = {0} S ;4.

2.0<0,0<a,dana < a, berarti (ugs] = {0,a} < pos.

30X0,0x°a;0< b,/a < a,a < b, danb"'< b berarti
(posb=A0,a,b} Sty 5.

4. 00;0:5a,; 05b,0¢,a < a,;axbasc, b= brb=xc,
dan ¢ < ¢ berarti, (ug 11 = {0, a, by} S po 1+

Sehingga diperoleh untuk suatu t € [0,1], (] € u.

Jadi, terbukti bahwa’u; merupakan ideal terurut dari S

Teorema 3.2.5

Misalkan I merupakan subset tak kosong dari semiring terurut.S. I
adalah ideal terurut kiri dari Sjika dan hanyajika fungsi karakteristik
x-adalah ideal terurut-kiri fiizzy dari S

Bukti:

Diketahui bahwa I # @, I € S, dan fungsi karakteristik dari /, yaitu
X1 = {(1) ’z Z ; atau y;: I — {0,1} € [0,1] sehingga y; merupakan
fuzzy. subset.dari.S.

(=) ' Diketahui bahwa' I merupakan ideal terurut kiri dari’S, yaitu
jika'x ‘€S, -y €I, x''y/maka’x € I.“Akan: ditunjukkan'bahwa y;
adalah ideal: terurut kiri fuzzy: dari S, yaitu berlaku
i) () 2 min{y, (x), v, (7))}
Karena x,y € I makajelasx +y € [.
Andaikan ‘u(x + y) <u(x) atau- pu(x+y)< u(y) maka
px+y)y=0<1=pulx) atauw ule+y)=0<1=u(y):
Sehingga diperoleh x, v, € I dan x+y &1 yang kontradiksi
dengan x +y.€ 1.

i) x(xy) = x/(y), untuk setiap x,y € I.
Andaikan y;(xy) < y/(y) berarti y;(xy) =0 < 1= x7(y).
Sehingga diperoleh y €1 danxy & I.
Karena I €S maka dapat dituliskan bahwa terdapat x € S,
untuk 'y € I sedemikian sehingga xy & [ atau [ bukan ideal
kiri-dari-§ ‘sehingga kontradiksi dengan pernyataan-bahwa' [
merupakan ideal terurut kiri dari: S.
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iii) - Jika @ <.y maka u(x) = u(y).
Andaikan y;(xy) < y;(y) berarti y;(xy) =0 <1 = y;().
Sehingga xy €.1,y € [. Karena [-C.S maka’dapat dituliskan
bahwal/terdapat x € S,y .€ I =-xy &\ atau!l'bukanideal Kiri
dari 'Sr-Sehingga: kontradiksi-.dengan| pernyataan' bahwa -1
merupakan ideal terurut kiri dari S.
Jadi, terbukti bahwa y; -adalah ideal terurut kiri fuzzy dari S.

(&)= Diketahui'bahwa’ y; adalah ideal terurut; kiti fizzy ‘dari!S:
() ={x€eSlx=sy,y€el} Jelas I S (I] <SS!  Akan. ditunjukan
bahwa / merupakan ideal terurut kiri dari S, yaitu jika x € S, y-€ I,
x < ymakax €] atau(I] € I danxy € I.
Ambil x € (I],y €. Karena I ©(I) € S'makax,y €S.
Karena y;-adalahideal terurut kiri fuzzy dari 'S maka berlaku
1) +Jika x <.y maka y; (x) = 3 ().
Karena y € I maka y;(x) = 1 yang berarti x € I.
Sehingga (I <1.
i) ¥ (ey) 20 ).
Karena y € [ maka y,;(y) =1:sehingga
Xi(xy) = 1yang berarti xy € I.
Jadi, tebukti bahwa I adalah ideal terurut kiri dari S.

Contoh3:2.6

Diberikan-semiring  terurut (R,&®,®). dengan R ={0,a;b,c} dan
0 <.a < b < c. Didefinisikan relasi terurut x < ¥ © x Q. y = y-dan
x ® y = x dengan operasi sebagai berikut.

Tabel 3:4:Operasi'@ pada R Tabel 3.5 Operasi| ® pada R
® 0 a b c ® 0 a b c
0 0 a b c 0 0 0 0 0
a .a a a. ‘a al 0 .a b c
b b a b a b 0 a b c
c{'¢c”'a“a“rc c |0 "a b

Diketahui-bahwa I =+{0,a, b} S R merupakan ideal terurut kiri-dari
R dan fungsikarakteristik y; dari R yaitu

Xl = {(0'1)' (a, 1)1 (b, 1)) (C, 0)}
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Akan ditunjukkan bahwa.y; merupakan,ideal terurut Kiri fuzzy:dari

R.

Jawab:

1.

56

x1(x @ y) Z-min{x; (x);x, ()}

Ambil x = 0,y € R. Sehingga diperoleh

nO®0)=1 =1 min{y;(0), x;(0)},
xn(0®a)=1-"=1 min{y;(0), x;(a)},
x(O0®b)=-1-=1 min{;(0), x;(b)3},
x(O0Q¢€)=-1:>.0 min{x;(0), x;(c)}.

Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap x,y € R berlaku

X1(x ®y) = min{y,(x), x; ()}

L Xilx @ y) Zxi(y)dan x;(x ® y) & xi(x).

a), Ambil x = 0,3 € R. Sehinggadiperoleh
u(0®0) =1 =1 = x/(0),
xn(0®a)y="1 =1"= y/(a),
Xi(O@b)y="1"=1= x,(b),
x(0@ ) =115> 05 xi(0):
Dengan . cara, yang . sama, diperoleh.untuk. setiap,.x,y: € R
berlaku y, (x © y) = x; ().

b) | Ambil y = a,«x € R. Sehingga diperoleh

20 @ a).=1-= 1 = x(0),
xnae®a)=.1 =1 = x/(a),
xb®a)y=1 =1'= x(b),

xile®a)y="0" <1 = y(c)
Dengan - cara: yang ' sama, diperoleh: untuk’ setiapcx,¥ € R
berlaku x,(x ®.y) < (%) atav xr(x ® y) & x1(x);

. Jika x < y'maka y;(x) = x;(y).

Akan ditentukan relasi x <y untuk setiap x,y ‘€ R.

0 ® a=0dan 0. ® a =a berarti 0:x)a,

a@.b =hbdana ®» b = a berartia <.b,

b®c=c danb ® c = b berartib < c.

Sehingga diperolehrelasiO < a < b <c.

Jelas‘dari 'definisi fungsi karakteristik y; dari‘R bahwa

xi(0)r=1zyx(@=1zxb) =1=2xl)=0.



Jadi, terbukti bahwa jika x:<.y maka x;(x) = u().
Karena sifat (1), (2), dan (3) terpenuhi maka, terbukti bahwa fuzzy
subset y; merupakan ideal terurut kiri fiizzy'dari-semiring terurut R.

Proposisi3.2:7

Diberikan S-merupakan semiring terurut dan ;u  merupakan ideal
kanan (kiri) fuzzy dari-S. Maka 1, adalah ideal kanan (kiri) dari S
untuk setiap @ € S

Bukti:

Diketahui bahwa u merupakan ideal kanan (kiri). fuzzy dari S-dan

a € S. ~Akan  ditunjukkan ‘bahwa ~1,={b € S|u(b) = u(a)}

merupakan ideal kanan (kiri) dari-S-

a)-Jelasd, # @ karena a-€ I, untuk'sctiap'a . €'S.

b) Ambil sembarang b, ¢ € I, sehingga pu(b) = p(a); u(c) = p(a)
dengan: a-€ S: Karena u adalah ideal; kanan(kiri) fuzzy-dari S
berlaku
L. p(b+c) = min{u(b), u(c)}

2 p(a),
Sehingga b +¢ € I,.
ii. Untuk setiap x €S, u(bx) = u(b) = u(a) dan
ulxb) = u(b) = u(a). Sehingga bx € I, dan xb € I,.

Karena' kondisi (a)'dan (b) dipenuhi; maka'terbukti bahwa 1, adalah

ideal'kanan (kiri) dari-S.

Contoh 3.2.8

Diberikan semiring terurut (K,,®) dengan K ={0,a,b,c} dan
0'< a'<'b><"c.~'Didefinisikan “relasi “terurut ‘x'x'y-<x <y dan
operasi sebagai berikut:

Tabel 3.6 Operasi @ pada K Tabel 3.7 Operasi. O pada K
@ 0 a b c ®© 0 a b c
00~ a~“b i 00 "0 ~0"-0
a tla- a-a “a a0 a’ catca
bi{'bis a2kl a b 07VbTEbat b
c cisoaraaliane ¢/ 0 c c c
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Diberikan . fuzzy. subset . u(0).= 1; u(a) =.0.8, u(b).= 0.6, :dan
u(c) = 0.3 sebagai ideal kanan fuzzy dari K. Akan ditunjukkan
bahwa untuk setiap z € K, I, adalah ideal-’kanan dari K.

Jawab:

Ambil z = b € K sehingga I}, = {0, a,b}.

i., Jelas dari Tabel 3.5 bahwa untuk setiap x, y € I;, maka
x@Pyel,.

ii. ‘Dari Tabel 3.6 diperoleh untuk setiap x € K, y € [;; maka'xy €1,
tetapi- ' yx € T, ~karena “terdapat ‘x =~ sedemikian’ sehingga
yec'="c & Ij.

iii. Dengan ™ cara: yang''sama,~untuk “setiap/ | z'€ K diperoleh T,
merupakan ideal kanan dari K .

Proposisi 3.2.9
Irisan dari koleksi tak kosong ideal kanan (kiri) fuzzy dari semiring
terurut 'S-merupakan’ ideal kanan' (kiri) fuzzy dari-§.

Bukti:
Misalkan {u; | i € I} merupakan keluarga tak kosong dari ideal
kanan (kiri) fuzzy dari S dan X,y € S. Didapat

1. ﬂ pi(x +y)= iirg {wi(x +.3)} (Definisi 2:5:16)
i€l

i infus \ (u; ideal’kanan

> lirg {min{u; (x), 1, O} (Kiri) Futoy)

= min {iivg{ui ()}, izg{lli (3’)}}

- min{ﬂ w2 m(y)}.

iel iel
Sehingga ﬂ pi(x+y) = min {ﬂ i (x), ﬂ ui(y)}-
i€l i€l i€l
2. ﬂ wi(xy) . = i,rel{ {mi ey} (Definisi 2.5:16)
L

i€l
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> inf{i ()} ( inf (1)) ) @reddeakiqnan

(kiri) fuzzy)
7 ﬂ#i(x) ( ﬂ#i()’))-

i€l i€l

seningga [ i) 2 [ Juio ( () (y)>.

i€l i€l i€l
3. x<y = y;(x) = p;(y), untuk semua i€ I.
Sehingga jelas ﬂyi(x) > ﬂui(y).
iel i€r
Jadi, ﬂ u; adalah'ideal kanan (kiri) fuzzy dari S.

i€l

Contoh 3.2.10

Berdasarkan Contoh 3.2.8 diketahui bahwa (K,®,(©, <) merupakan
semiring terurut. Didefinisikan koleksi‘ideal kanan fuzzy dari K yaitu
pi=Huy, o, i3} i €1 dimana

/.1.1(0) it 057 :u'l(a) ¥ 049 .u-l(b) 11 03: #1(6‘) s 01,

#2(0) =085 pr(a) =05, ~pa(b). =04, | pa(c).= 0.2,

us(0) =0.6, wuz(a) =0.5, uz(b)=0.2, pu3(c)y=0.1.

Akan ditunjukkan bahwa ﬂ Y; adalah ideal kanan fuzzy dari K.

i€l

Jawab:

ig{ui(o)} = inf{0.5,0.8, 0.6} .= 0.5,
f i@} = inf{04,05,05} =04,
inf{ii(b)} =Iinf(0.3,0:4,0.2} = 02,
mfiRe)} = inf(0.1,02,01} ="0.1.

I “Ambil x ='a, y'=-b € K. Didapat
(e @) = tfu@)y =0
LE

i€l
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%1022 min{iirg{uma)} .iirg{ui(b)}}-
Ambil x' ='a, y'=0 € K. Didapat
(Ni@ob i Gl (@)) = 04

i€l

min {llrg {wi (@)}, iirg {ui(O)}}-

Dengan cara yang'sama, untuk setiap x,y € K dapat ditunjukkan

bahwa.{ s G .y) 2 min {ﬂ @) ui(y)}.

i€l iel i€l
2. 'Ambil x ='a, y="b'€ K., Didapat
ﬂ p(@a®b) = i_rgr {ui(a@)} = 0.4
i

iel
Ambil x:=.a, y.=0, € K, Didapat
ﬂﬂi(a Q0= i_rg {r(0)} =05
i€l '

> 04= iz{{ui(a)}.

L

Dengan cara yang sama, untuk setiap x, y € K dapat ditunjukkan
bahwa ﬂ ti(xy). = ﬂ THEDE

i€l i€l

3.~ Sehingga‘jelasx' <y = ﬂ#i(x) 2 ﬂ#i(}’)-

el i€l

0<a<b=c=[u© = [Ju@ = Ju® = Juo,

i€l i€l L€l 1€l

Jadi, ﬂ w;-adalahrideal kanan fuzzy-dari K.

i€l

Proposisi 3.2.11
Misalkan, {u; | i.€ I}, merupakan keluarga ideal fuzzy dari semiring
terurut S sedemikian sehingga p; S u; atau u; S p; untuk i,j. € 1.
Maka U y; adalah ideal fuzzy-dari S.

i€l
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Bukti:
Diketahui {y; | i € I} merupakan keluarga tak kosong dari ideal fizzy
dari S'danx,y € S. Didapat

1. U pi(x+y) = S}gﬂ{ui(x + )} (Definisi. 2.5.16)
iel .
szg?{m x4y} = S}é?{ui ()} (p; ideal fuzzy)
L L
atau
szg?{ui x+y)} = s_igv{ui 2} (p; ideal fuzzy)
L A
Sehingga

U K (x+ )= min {sité?{ui )} ,Silgﬂ{ui O} }

iel
=min {U [ (x); U Hi (}’)}-

i€l ier
Sehingga U Ki(x'+y) = min {U i (x), U I (y)}-
i€l i€l i€l
2. U wi(xy) 2= silgﬂ{ui (xy)} (Definisi'2.5.16)

i€l

= Sllgj{llz (0} (Sllet?{ul (y)}) (u; ideal kanan

(kiri) fuzzy)
i U i (x) < U ui(y)>-

i€l i€l
307x =y = (%) =2 i(y), untuk semua'i € L.
Sehingga jelas U,ul- x) = Uui(y)-
i€l i€l
Jadi, U u; adalahideal fuzzy dari S.

L€l

Contoh'3:2.12
Berdasarkan “Contoh-2.4:10, diketahui''bahwa. (S,®,©®, <) “adalah
semiring terurut: Didefinisikan keluarga ideal fiizzy dari/S: yaitu
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Hi 7= {Hl; H2, “3}'i €1, dimana

#100) =09, p(a) =08," py(b) =05, p(c)=203,
pz2(0) =1, t2(a) =0.8," "y (b) =07, ph(c) = 0.5,
U3(0) =0.8, “ us(a) =0.7, ~us(b) =05, uz(c)=0.2.

Jelas g S pyl Eopy-

Akan ditunjukkan bahwa U @; adalah’ideal fuzzy dari'§.

iel
Jawab:
su (0)} L
e {1:(0)} =“supf0:9,1,0.8}
S;g’{ﬂi(a)} = sup{0.8,0.8,0.7}
S_up{ui(b)}
i€l
sup{pi(c)}
LET

1., Ambilx.=a,y

| Ju@on

i€l

Ambil x:=.a, y

| Ju@oo

i€l

1,
0.8,

sup{0.5,0.7,0.5} = 0.7,
sup{0.3,0.5,0.2} = 0.2.

b € S. Didapat
sup{y(b)} =0.7
1€l

min {s_up{,ul- (@)}, supfw; (b)}}-
i€l Lel

0 € S. Didapat

supfu;(a)} =08

iel

min {sl_tg{m (@)}, sitet;o{ui (0)}}-

Dengan cara yang-sama, untuk setiap x, y: € Srdapat-ditunjukkan

bahwa U nx®y)= min{U i (%), U ui(y)}-

i€l

2, Ambilx.=a,y

| Ju@en

i€l

Ambilx' ="a, y

| Ju@oo

i€l
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IEI

b € S. Didapat

sup{pi(@)} =0.8 > 0.7 = sup{u(b)}:
el el
0°€S./Didapat

sup{p;(0)} =1 > 0.8 = sup{u;(a)}.
el el



Dengan cara.yang sama, untuk setiap x,y, € S dapat ditunjukkan

bahwa | 2fw(x @902 [ Jur@). dan| | mxon 2| Juom.

iel i€l icl iel
3..0sSasb<c> U,Ui(o) = U.Ui(a) = U.Ui(b) = U#i(c)'
iel iel iel iel
Sehingga jelas x < y. = U/li(x) = U#i(Y)-
iel iel

Jadi; U w;. adalahideal fuzzy dari'S.

i€l
Proposisi 3.2:13
Misalkan ‘R ~dan'/S adalah semiring-terurut. Didefinisikan-fungsi
f-+.R-=.S.. merupakan ..morfisma. -dari . semiring . -terurut,. yaitu
homomorfisma semiring dengan sifat tambahan untuk setiap
a,bER,a<b= f(a) < f(b).Jika ¢ adalah ideal kiri fuzzy dari S,
maka f 71 (¢) adalah ideal kiri fuzzy dari R.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa f ~1(¢) merupakan ideal kiri fiizzy dari R.
a)-Karena’f ‘merupakan morfisma, maka

FoH@)(0R) ='¢(05) = ¢d(x) # 0untuk suatu x'€ S-
Sehingga f2(¢p) # @:dan F71 () S R

b) Ambil sembarang 1, s € R. Didapat
LTI+ ) = d(f(r+5)) (Definisi 2.5.18)
=p(f(r) + £ () (homomorfisma)
= min{¢(f (1)), p(f ()} (¢ ideal kiri fizzy)
= min{(FH@)) (0 (f (@)} Definisi
2.5.18)
Sehingga 71 (¢)(r + s)-= min{(f71(P)) ) f=1(¢)) ()}

i. (f71())(rs) = ¢(f(rs)) (Definisi 2.5.18)
= o(f()f(s)) (homomorfisma)
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= ¢(£(s) (¢ ideal kiri fitzzy)
= (f X)) (s): (Definisi 2.5.18)
Sehingga (f=1(¢))(rs) = (f - ($))(S).

c)-r 's2= f{r) < f(s). Didapat

TN @)= =o(f (1) (Définisi 2:5.18)
> p(f(s)) (¢p ideal kiri fiizzy)
= (£ H()S). (Definisi 2.5:18)

Sehingga (f (@) (1) = (£ (9))(S).
Jadi, f~1(¢) adalah ideal kiri fiizzy dari R.

Teorema 3.2.14
Jika p dan v, adalah ideal kiri fizzy-dari semiring terurut S maka
u X v adalah ideal kiri fuzzy dari S X S.

Bukti:
Ambil sembarang (x1,x5); (71, ¥2) €S -%S. Maka berlaku
Lo (uX v)((xl,xz) + (}’1'372))

= (u X v)(xy +y1, %2 + V3)

=min{u(x; + y1), v(xy + y2)} (Definisi 3.1.7)
= min{min{u(x;), 4(y1)}, min{v(x;),v(y;)}3} /' (v ideal kiri
fuzzy)

= min{min{u(xq),v(x3)}, min{u(y;), v(y2)}}

= min{(u X v)(xq, x2), (u X v)(y1, ¥2)}. (Definisi 3.1.7)

Sehingga (i X U)((xl'xz) + (}’1'3’2)) = min{(u X v)(x1, x2),
(u X v)(y1,¥2)}

2. (uix ) (e %2) (e, 92))
= (U X ) (X1 Y1:X2Y2)

= min{u(x,y;),v(x,y3)} (Definisi 3.1.7)
= min{u(n), v0:)} (i ideal Kiri fuiz25)
= (UXv) 15 V2)- (Definisi 3.1:7)

Sehingga (1% ) ((x1,%2) (1, ¥2)) = (X V) (Y1) 5):

3. (x1,%3) < (yq, ¥2) berarti x; < y; = u(xy) = p(y,) dan
X, X'y, 2v(xy) = v(y;) maka didapat
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(1 % v)(x1,%2)

= min{u(x,), v(x,)} (Definisi 3.1.7)
>min{u(y), v(y2)}
= (uXv)(yi,92)- (Definisi 3.1.7)

Sehingga (i X 1) (xy,%2) 2 (1) Ya:y2).
Jadi, terbukti-bahwa y X v adalah ideal kiri fuzzy,dari S X S.

Contoh3:2.15

Berdasarkan Contoh 3.2.6, diketahui bahwa'(R,&),®; =) merupakan
semiring terurut., Didefinisikan ideal kiri fuzzy u dan v dari;R sebagai
berikut.

p = {(0,0:9),(a,0.7),(h,0.5), (c,0.2)},

v'={(0,1), (a,0.7),(b,04), (c,0.1)}.

Akan:ditunjukkan bahwa u X v-adalah-ideal kiri fiizzydari R-X; R.

Jawab:
Tabel 3.8 Hasil Kali Kartesius (-dan v dari (R,Q,®, <)

x y pux) v@) (uxv)(xy) p@) @xp(xy)

0 1 0.9 0.9 0.9

a 0.7 0.7 0.7 0.7
0 0.9

b 0.4 0.4 0.5 0.5

o 0.1 0:1 0.2 0.2

0 1 0.7 0.9 0.7

d 0.7 0.7 0.7 0.7
a 0.7

b 0.4 0.4 0.5 0.5

o 0.1 0.1 0.2 0.2

0 1 0.5 0.9 0.5

a 0.7 0:5 0:7 0.5
b 0.5

b 0.4 0.4 0.5 0.5

c 0.1 0:1 0.2 0.2

0 1 0.2 0.9 0.2

a 0.7 0.2 0.7 0.2
c 0.2

b 0.4 0.2 0.5 0.2

c 0.1 0.1 0.2 0.2
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Dari Tabel 3.8, diperoleh hasil kali kartesius dari . dan v, yaitu

1.

66

1 x v ={((0,0),0.9), ((0,),0.7),((0,5),0.4),((0,c),0.1),
((a,0),0.7),((a,a),0.7),((a, b),0.4),((a,c),0.1),
((b,0),0.5),((b,a),0.5), ((b,b),0.4),((b,¢),0.1),
((c, 0), 0.2), ((c, a), 0.2), ((c, b), 0.2), ((c, c), 0.1)}.

Ambil x5 =0, X5 ='a; yy'=b, dan y; = dengan
(0,a), (b, c). € R:X R, Didapat
(u-x v)((O, a) + (b, c)) = (uxv)(0+b,a+c)
= (uxv)(b,a)
='min{u(b),v(a)} = 0.5.
min{(u X v)(0,a),(wxw)(b, c)}
= minfmin{x(0),v(a)};min{u(b),v(c)}}
= min{0.7,0.1} = 0.1.
Sehingga (u X v)((O, a) + (b, c)) > min{(u X v)(0,a),
(X v)(b, )}

Ambil x3 =@, x¥3 = ¢, yy =D, dan ¥, = ¢ dengan
(a,c),(b,c). € R X R. Didapat
(u.x v)((a, c) +.(b, c)) =wxv)(a+b,c+c)
= (uxv)(b,c)
='min{u(b),v(c)} = 0.1.
min{(y X v)(a,¢), (uxv)(b, c)}
= min{min{u(a),v(c)} ,min{u(b),v(c)}}
= min{0.1,0.1} = 0.1.
Sehingga (1 X v)((a, )+ (b,c)) = min{(x X v)(a, c),
(Lxv)(h, )}

Dengan cara yang,sama seperti (1).dan (2), dapat ditunjukkan
bahwa untuk setiap X1, X, V1, V> €-R berlaku
(u % 0) (21, %2) + (1,2)) = min{(u X v) (xy, x7),

(1 xv) (1 y2)}-

. Ambil x4 =0, X3 = ¢,y =Db, dan y,-= a dengan

(0,¢),(b,a) € R X R. Didapat
(1 x 0)((0,0)(b,a)) = min{u(0 @ b), v(c ® @)}



= min{u(0),v(a)} = 0.7.
(u X v)(b,a) = min{u(b),v(a)} = 0.5.
Sehingga (1 X v)((0,¢)(b,a)) = (1 x v)(b; a).

Dengan: cara'yang sama, dapat-ditunjukkan bahwa untuk setiap
X1, X2, V15,Y2-€ R berlaku

(X V) ((1,2x0) g, ¥2)) 21 X ) (11, V2)-

4.~Ambil x,= 0,'x, =/a; y; =¢,dany, = b dengan
(0;a); Cc,b) € R XR.
(0,a) < (cyb) berarti-0 < ¢ = u(0) = u(c) dan
a x.b = wv(a) = v(b). Didapat
(1 xv)(0,a) = min{u(0),v(a)} = 0.7.
(wxvY(e;b) = minfu(c), v(b)}=0.2.
Sehingga (g xv)(0,a) = (uxv)(c, b):

Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap
X1,%3,Y1, Y2 € R, (x1,%;) < (y1,y,) berlaku

(XY (x1, %2) 2:(U X v) (1, 52).
Jadi; terbukti-bahwa p:x v adalah-ideal kiri fiizzy dari R X R

Teorema 3.2.16

Diberikan fuzzy subset (i~dari semiring terurut-S. p ‘adalah ideal-kiri
fuzzy-dari=S jika'dan-hanya jika® X adalah ideal-kiri fuzzy dari
S XS

Bukti:
(=)' ' Diketahui’" bahwa u' “adalah ' ‘ideal “kiri" fuzzy “dari-'S.
Berdasarkan Teorema:3:2.8, maka u X pcadalah ideal-kiri fuzzy dari
S X.S.

(&) Diketahui bahwa" u X'y -adalah ‘ideal kiri fuzzy-dari’S X S.
Akan-ditunjukkan bahwa p adalah ideal kiri fuzzy dari'S:
Ambil sembarang x1,%5; ¥1, V2 €5 Didapat
1. min{pCei+ y,), u(xz + v}
= (U X w)(xg + y1, % +¥3)
=(ux y)((xl,xz) + (yl,yz)) (Definist'3.1.7)
Zmin{(uxu) (X1, %2), (e X @)1y} ) (X ' ideal kiri fuzzy)
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= minfmin{u(xy), u(x2)}, min{u(ys ), u(y2) 4, (Definisi 3:1.7)

Sehingga

min{u(x; +y1), 12 +y32)} = min{min{p(xy), £(x;)},
min{u (), u(y2)3:

Ambil x; =x, X%y =0, vy =y, dany, =0: Karena u(0) > 1(x)

untuk setiap x. €S maka diperoleh u(x + y) = min{u(x), u(y)}.

2.-min{u (1) 1lx;y3)}
= (UX 1) (X411, X2Y2)

= (uex H)((xl'xz)(YL}’z)) (Definisi 3:1.7)
= (X)), Y2) (- p ideal Kiri fuzzy)
= min{u(y,), u(y2)}. (Definisi 3.1.7)

Sehingga min{u(x1y1), 1(x2y2)} = min{u(y1), u(y2)}:
Ambil &3 '='x, y; '='y,'dan’'y, = 0'sehingga diperoleh

plxy) = pn(y).

3. Jika (x1,x,) < ()1, y2) maka

min{u(x;), 1(x3)}

= (X ) (45 263) (Definisi 3.1.7)
2 (X W Y2) (¢ ideal kiri fuzzy)
= min{u(y,), u(y,)}. (Definisi 3.1.7)

Schingga min{u(x,), u(x2)} = min{u(y,), u(y2)}.
Ambil x7' =%, %, =0, y,, =y, dan"y, ="0'sehingga diperoleh

px)=ul):
Jadi,terbukti bahwa: u-adalah ideal kiri fuzzy dari.S.

Contoh 3.2.17

Berdasarkan /Contoh 3.2.15; diketahui bahwa> ;1 ‘merupakan ideal 'kiri
fuzzy, darir semiring terurut R,  Akan ditunjukkan 'bahwa @ X:u
merupakan ideal kiri fuzzy dari R X R.

Jawab:
Dari Tabel 3.8 diperoleh hasil kali kartersius-dari it 'dan’ i, yaitu

o =4((0,0);0.9);: (€0, 2),07); ((0;);0:5)} ((0¢),:0.2);
((a;0),0.7), ((a, @),0.7); ((@ih);0:5); ((a.€),0.2),
((b;0),0.5),((b,a),0.5), ((b;5),0.2); ((b,c),0.2),
((¢;0),0.2),((c,),0.2),((c,b),0.2),((c,c),0:2)}.
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1. . Ambil x;7=.0, x5 = a, y; =b,.dany, = c dengan

(0,a), (b, c) € R X R. Didapat
(@ xw)((0,a) +(b,0)) = (ux (0 +b,a+c)

= (uxp)(b,a)

= min{u(b),u(a)} =0.5.
min{(u X u)(0, @) (< W)(b;c)}
= min{min{x(0), u(a)}, min{u(b), u(c)}}
=min{0.5,0.2} =0.2.
Sehingga (i X y)((O, a) + (b, c)) > min{ (% 1)(0,a),

(WX )b, c)}-

2. Ambil x;= a, x; = ¢, y; =b, dany, = c dengan
(a,c),(b,c) € R X R. Didapat
(wxp)(Ca, ) +(b,0)) = (X puya+b,c+c)
= ( X'u)(b;c)
=min{u(b);ulc)} = 0.2:
min{(u X w(a, ¢), (ux Wb, c)}
= min{min{u(a), ()}, min{u(b), u(c)}}
=min{0.2,0.2} =0.2.
Sehingga (i X ) ((@/€) + (BrE))= ining(h X 1) ()}
(wx )b, c)}-

Dengan cara yang sama seperti (1) dan (2), dapat ditunjukkan
bahwa untuk setiap x4, x, 1, V> € R berlaku
(o X i) (Ger,205) + O, y2) ) = min{ (e X ) (o3, x2),

(X mW1,y2) %

3. Ambil x;,=0, x, = ¢, y; =b, dan y, = a dengan
(0,¢),(b,a) € R X R. Didapat
(&> 1)((0,¢)(b,a)) = min{u(0® b), 1(c ® a)}
= min{u(0),u(a)}'=0.7.
(1% 1) (b a) = minfu(b), h(@)} = 0:5:
Sehinggar(u X #)((0,¢) (b,a)) = (u > u)(b, @)

Dengan’ cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap
X1,%2,Y1,V2€R berlaku

(X .U)((xpxz)()ﬁ:h)) = (WX, V).
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4; Ambil x; =0, x5 = a, ¥y, =, dan y, = b;dengan
(0,a),(c,b) € R XR.
(0,a) <(c,b) berarti 0.< c= u(0) > u(c) dan
X3 Ly = pla) > pu(b). Didapat
(X 1) (0; @)-= minfu(0),u(a)} =07
(X w)(cyb). . =minfu(c), u(b)}=0.2.
Sehingga (1 X 1) (0, a) > (1 x p)(c, b).

Dengan cara-yang sama, dapat ditunjukkan bahwai untuk ‘setiap
X1, %2: Y1, V2 € R, (%1, %2), (1, ¥2)-berlaku

(X 1) (xq,22) 2 (1 X 1) (Y1, ¥2)-
Jadi, terbukti bahwa p X u-adalah ideal kiri fizzzy dari R X R.

Proposisi3.2.18
Diberikan, fuzzy subset [y, Uy, dan pz darisemiring terurut.S. Maka
berlaku piy oy (p +4 p3) = (fg °1 pa)+1 (1 ©1 p43).

Bukti:
Diketahui -bahwa “uy; Uz;7dan ps - merupakan- fuzzy subset i dari
semiring terurut S. Ambil sembarang x,y,z, a, b, € S. Didapat
i (M1 o1 (up +4 #3))(95)
= sup{min{y, (y), (4z +1 13)(2)}}
XSyz
= sup fminduis 00y sup, min{is @ 0B
XYz z<a+b
= sup{min{sup{min{u; (), u> ()3}, sup{min{u;(y), u3 (b)}}3}
Sivisup ! dmin{(py oy ) (a), (uy o1 u3)(yb)}}

x<ya+yb

< (g 01 ) +1 (g o1 13)) ().
Sehingga ((py 01 (i +1 13))(x) < ((1"oy ua)+1 (11 o1/ 13)) (x).

i1 ((#1 op-Mi)+q(Uy.04 Hs))(x)
= sup {min{(uy °5 #2)(x1), (g 01 43)(X2)}}, %1, %, €S

XSXq+Xy

= sup:  {min{ sup, {min{u, (¢1);ux(ds) 1}
X<SX1+X; X1=<Cydq
sup’ {minfu, (¢;), p3(d2)}}}}, cr. ez, dy, dy €S
X2SCpdyp

< sup {min{u,(c; + ¢3),sup{min{u,(d;), u3(d;)}}}}

X K%+, < 6dy + c5dy < (ep +0,)(dy +dy)
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< sup {min{u, (0), 1y +1.43)()}}, 6, d €S

= (s Qs 1)) ).
Sehingga ( (1, o1 1) +1 (1-01:43) ) (%) S (W4 o1 (z F1 143))(2):
Jadi, py o1 (Mg F1 p3) = (11 o1 thz) +1 (B 01 H3)-

Contoh3:2.19

Berdasarkan - 1 ‘Contoh /7 3.2,12; 0 Akanr/ ditunjukkan' -~ “bahwa
Ha-01-(i2 F113), = (g, 01 H2) 1 (b, 01 143)-

Dimana

1 (0) =109, ‘(@) =08, ‘py(b) =05, p(c)y=703,

1:(0) =1, #2(a)'=0.8, “pa(b)=10.7, py(c)=0.5,

u3(0) =08, ug(a)=0.7, ~uz(b)=0:5; | puzlc)=0.2.

Jawab:
Ambil b-€'S;diperoleh

(111 1/ (s .U3))(b) 2 bsgp Z{mm{ﬂl()’) (uy +1u3) (@)1

Karena b < b dan b < ¢, dimana

b=0Bb=bPB0=a®b=b&Ba=>bObdan

c=10.Pc=cP0=a®c =cPHa=bDPc=cPhb=cPrc.

Jika-y .z =:a maka
yOz=a0OQa=aOb=bOa=a@®c=cOa.

Jikany @ zZ=bmakay @ z=bOb=bOc=c@b:

Jika y @'z ='c makay\® z =c'O'c.

Sehingga, didapat y =z = {b, ¢}

Ambil y = b dan z = ¢, diperoleh
(.U1 o1 (uz +1 Hs))(b)
= 'sup {min{u;(b), (uy +1 13)()}}

bsbQOc

= sup. fminfui(5), sup: (min{py o), w@Bfmnes
b<bQOc csm®n

="sup {min{O.S, sup {0.2,0.5,0.2,0.5,0.2,0.5,0.2}}}
b<bQ@c cxa®b

= .sup {min{0.5,0.5}} =.0.5,
b<b©Oc
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(41 o4 2) 1 (g 92 f3) (b)

= sup {min{(uq oy uy)(a), (uy 24 U3)(b)}}
b<a®b

sup _{min{ S {mm{ul(k) A0 sup tmin{u, (m), 3 (n)}33}

b<a®b b<smQ@®n

sup {min{ sup {0.8,0.7,0.5,0.5,0.3}, .sup  {0.5,0.2,0.3}}}

b<a®b a<kQ®l b<smQ®n
=, sup-{min{0.8,0.5}} = 0.5.
b<a®b

Dengan cara yang sama; untuk setiap-x €S dapat ditunjukkan-bahwa
p1 o (B2 +1#43) (0 = (kg 01 M) +1(Ha. 02 13) (X)),

Teorema 3.2.20
Jikal |y cdan! uy- adalah ideal fiizzy ~dari) semiring terurut:S “maka
Ui 44 Uy-adalah.ideal fizzy dari- semiring terurut-S-

Bukti:
Diketahui bahwa u;dan u, adalah ideal fuizz)> dari semiring terurut S.
Ambil'sembarang x,.y;¢,d € S:Didapat

Lo (it po)(x +3)
sup . {min{y; (c), u,(d)}}

x+y<c+d
sup-  {minfuy(ay + az), uy (by+ b)) s avs azyby, by € S
x+y=<(a,+by)+ (a,+b,) =(a, +a,) + (b, + by)
sup{min{z; (ay), p1(az), uz (by), 1z (b3)}}
min{ sup - {min{u; (a1), uz(h1)3};
X<a,+by
sup- {min{uy (az);iu, (b2)31}}
y<a2 +b2
= min{(u; +; ) (x), (U141 1) (¥)}.
Sehingga

(uy +7 ) (x+ ) 2 min{(iy +4015) (00, (a1 1) N

v

v

2. Diasumsikan py-dan y, adalah ideal kanan fuzzy sehingga didapat

(1 +1 p2)(xy)
="V Csup - {min{u; (0), 1 (d) 1

xy<c+d

= sup. {min{y; (x1y), up (x2¥)}}, %1, X, €S

xy<(x1+x2)y
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=

sup,  {min{p; (x1), 42 (x3) }}

XSXq+X3

(U 112 (%)-

Sehingga (u1+1 £2) (xy) = (1 +1 p2) (X).

Dengan cara-yang sama, diasumsikan ‘w; ‘dan i, adalah ideal kiri
fuzzy;sehingga dapat ditunjukkan bahwa

(g 1 p2) () 2 (g +1 12)(Y)-

Jika'x < y'maka 'y (x) = py(y) dan p5 (x) = '@, (y). Sehingga

(py +1 2) ()

>

sup- - {mingpy (1), da (X)) X1,%2 €IS

XSX1+Xo

sup~ ' gminfuy (1), 1 2)33} v1,y2 €S

XSYSY1tY2

sup_ {min{u; (1), 12 (2)}}
Yy1+Y2

(1 Fit2) ()

Sehingga (11 +1 f12)(x) = (4 +1 1) (V).
Jadi, terbukti bahwa pi; 4 p, adalah-ideal fuzzy-dari'S:

Teorema 3.2.21
Jika uq dan-p, adalah ideal fizzy dari semiring terurut S maka

Uy ©q

U, adalah ideal fizzy dari semiring terurut S.

Bukti:
Diketahui.-bahwa, ; -dan u, merupakan-ideal |fuzzy- dati -semiring
terurut S. Ambil sembarang x, y, ¢, d € S. Didapat

Lo (g o1 ) (X + y)

v

2
=

sup {min{u; (c), 1, (d)}}

x+y=scd
sup {min{u;(c; + c2), 1(dy +d3)}}61,¢2,dq,dz €S
X +y< ad; ¥od, < +¢,)(d; +d,)
sup {min{uy (¢q), 11 (c3),t2(de),pz(d2)}}
min{,-sup {min{u, (c),u,(d;)}}, sup {min{u,(c), ua(dz)}}}

X<C1d1 ngZdZ

min{(uq-oq p2) (%), (U0 p2) ()}

Sehingga
(ty 01 12)(x + y) = min{(uy oy i) (X), (g o1 U2) V)3
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2. Diasumsikan p,_dan p, adalah ideal kanan fuzzy sehingga didapat

(1 o1 1) (xy)
=11V isup o o minfuy (6), pp(d) 3}

xy=scd
= sup  {min{uy (), 1z ()3, %1, X, €S
xy<(x1%2)y ‘
= _sup. . {min{u; (), 2 (x2)}}
XXXy

=1 (g 03 ) (x):
Sehingga (uq-°1 #2) (xy)-= (11 01 42) ().

Dengan cara yang sama, ‘diasumsikan y;dan "y, adalah ideal kiri
fuzzy'sehingga dapat 'ditunjukkan bahwa

(uy o1 N (xy) = (g 01 12) (V)

3. Jika x <y maka pq (x) = pq(v) dan g, (x) = p5(y). Sehingga

(1 o1 pz) ()
=1vsup | {minfui ()45 (x2)}} %4, %2 €S

XSX1Xp

> “sup {minf{u; () w2023 v,y €S

XSYSViY2

= . sup - {min{uy (y1), 42 (¥2)}}
YY1Y2

T (#1 o3 fz)(Y):
Sehingga (k01 #2) (%) 2 (k1 °1 p2) ().
Jadi, terbukti bahwa u, o4 u, adalah ideal fuzzy dari S.

Teorema 3.2.22

Misalkan. .S ;merupakan . semiring terurut. Himpunan ,semua. ideal
fuzzy -dari S yang dinotasikan dengan FI(S) adalah semiring
zerosumfree “dengan tak hingga elemen 1 -dibawah  operasi
penjumlahan’ “dan “komposisi ‘antara" ‘ideal- fuzz)’ dari ' §* dimana
1 eFI(S),1(x)=1,Yx€ES.

Bukti:
Jelas, ¢ yang ‘merupakan fungsi karakteristik dari’ S-adalah elemen
dari'FI(S).‘Sehingga FT(S) bukan himpunan-kosong.
a) Misalkan py; 11, s merupakan ideal fuzzy-dari S Maka berlakit
i, Terhadap operasi +;.
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e - Sifat Tertutup.
Jelas berdasarkan Teorema 3.2.20 terbukti bahwa untuk

{1, bo € FI(S), iy +1 iz € FI(S).

e - Sifat Asosiatif.
Ambil-x,y,z,a;b, mES;
(Ugta (Hz +1 43)) (%)
= sup {min{y; (y), (U2 +1 13)(2)}}

XSy+z

= [3up fminfu, () sup fmins (@) o}
xsSy+z z<a+b

= 'sup - {min{u; (¥), sup{min{u;(a), u3 (B3},
x<xy+(a+b)

dengan sifat asosiatif, yaituy + (a +b) = (y +a) + b

diperoleh

= “isup | Amin{suptmin{u; (), u2(a)}} us(b)}}
xL(y+a)+b

= sup {min{ sup. {mingu; (v), ua (@3} 3 (b)}}
xsm+b m<y+a

= “sup {min{(u; + pz)(m), u3(b)}}
xSm+b

= ((uy +1 12) +1 pz) ().

e - Elemen identitas berupa- ¢.
Jelasr 41 iy = Uy @)= py,untuk ¢,y € FI(S):

e _Sifat komutatif terhadap +.
Ambilx,y,x € §.

(ur+11z)(x) = sup {min{u; (), 12 (2)3}

xX<y+z

= sup {min{u,(2),u,(¥)}} (sifat

XSZtY

komutatif)
= (g, +1 11) (X).
Jadi, terbukti bahwa (FI(S), +7) adalah semigrup komutatif.
i1, Terhadap operasi ;o; .

o Sifat Tertutup.
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Jelas. berdasarkan. Teorema- 3.2.21. -terbukti ;bahwa. untuk
f1, fo € FI(S), piy °1 php € FI(S).

o “Sifat-Asosiatif.
Dengan carayang sama sebagaimana sifat asosiatif
terhadap #,,-untuk x, € S diperoleh

(21 (Hz, 01 u3))(x) = ((H1°1 p2) o1 p3)(X).
Jadi, terbukti bahwa (FI(s), o,) adalah semigrup.

1it.; Sifat-distributif
Dengan Propeosisi 3.2,18 terbukti bahwa
P 1. (U +1p3) = (g o1 fo) +1 (4 °1 f43), dan
(uz +1#3) o4 By ="(Uy'oq Hy) +1 (U301 Hy)-

Jadi, terbukti bahwa (FI(S),+1,°1) adalah semiring;

b) Jelas 1 € 1 +; g untuk g € FI(S).
@'+ () = sup{min{1(y), u(2)}} < 1(x)

XSYZ
untuk semua'x,y, z € S.
Karena 1 4+, €' 1'maka 14; yu ="T-untuk semuapu €'FI(S).
Jadi; T adalah elemen tak hingga dari: FI(S).

¢) Misalkan yy +4-f, = ¢ untuk pq,4, € FI(S).
Maka py S i1+ pt =@ € py danjuga py = ¢.
Dengan cara yang sama, bisa ditunjukkan-bahwa p, ='¢:
Jadi; terbukti bahwa semiring \FI(S) adalah zerosumfree:

Contoh 3.2.23

Berdasarkan Contoh 2.4.10, . diketahui ‘bahwa - (S,Q),®, <) ' adalah
semiring terurut.: Didefinisikan himpunan’semua ‘ideal fizzy FI(S)
dari:S; yaitu

FI(S) N7 {Q' Mo M2 U3y 0 m Mo 1}>

dimana y; = l, = U3 =...= U, = 1, n elemen bilangan asli.

Akan  ditunjukkan  “bahwa- “(FI(S),+7, 1) adalah = semiring
zerosumfiee.
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Jawab:
1. (FI(S), +,) adalah monoid komutatif,
a)’ (FI(S), +1) meémenuhi sifat tertutup.
Ambil sembarang i, , € FI(S). Didapat
Bty =2 € FKS).

b) (FI(S), +,) memenubhi sifat asosiatif, yaitu

pi+ (g 13) =1 ="(u +112) +1 13,
untuk setiap'(q; ts; Us € FI(S):

c) (FI(S),+1) memiliki elemen identitas, yaitu ¢.
Jelas uy +1 ¢ = ¢ +, uy = pq, untuk setiap y; € FI(S).

d): (FI(S), +1) memenuhi sifat komutatif, yaitu
Mt o= 1= o A1 Wy,
untuk setiap uy, 4, € FI(S).
Karenasifat (a), (b), (¢), dan(d) terpenuhi, maka terbukti bahwa
(FI(S),+7) adalah'monoid komutatif.

2. (FI(S), o) merupakan semigrup,
a) (FI(S), o;) memenubhi sifat tertutup.
Ambil sembarang p,, 4, € FI(S). Didapat
Hiioy po' =V EFICS).

b) (FI(S), ;) mmenuhi sifat asosiatif, yaitu
Moy (U2 o1 u3) =1 = (101 fa) o1 Uz,
untuk setiap Uy, Uy, U3 € FI(S).
Karena: sifat;\(a):1dan (b) cterpenuhi; maka | terbukti: “bahwa
(EI(S), oy)-merupakan semigrup.

3."Operast +; 'dan’ o; pad FI(S) bersifat distributif.
Jelas'berlaku
preq (e taps) = 1= (Ugoq tz) Hi(kgoq f3), dan

(Mg +13) oqty, = 1= (U210 He), T1.(U3 .21 1)
untuk setiap iy, Uy, 43 € FI(S).

Sehingga‘terbukti bahwa (FI(S), +1, °{) merupakan semiring.
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BAB 1V
PENUTUP

4.1 - Kesimpulan

Berdasarkan uraian dalam pembahasan skripsi ini, maka dapat
diberikan beberapa kesimpulan sebagai berikut.

I.“Hasil operasi penjumlahan, komposisi; irisan, 'dan‘gabungan serta
hasil ~kali-kartesius ' antara -ideal kanan (kiri) |fizzy <dari S juga
merupakan ideal kanan (kiri) fuzzy dari-S-

2. Himpunan, semua, ideal fuzzy dari .S atau; FI(S). .membentuk
semiring  zerosumfree dengan tak  hingga clemen 1 dibawah
operasi penjumlahan dan komposisi.

4.2 Saran

Pada skripsi.ini, tidak dibahas mengenai,ideal interior fuzzy
dalam semiring terurut. Oleh karena itu, untuk penelitian lebih lanjut
dapat diselidiki bagaimana sifat-sifat dari ideal interior fizzy dalam
semiring terurut.
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