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IDEAL FUZZY DALAM SEMIRING TERURUT 

 

 

ABSTRAK 

 

Semiring terurut merupakan semiring yang dilengkapi dengan urutan 

parsial  . Pada skripsi ini diperkenalkan konsep ideal fuzzy dalam 

semiring terurut. Selanjutnya dibahas tentang beberapa operasi antara 

ideal fuzzy dari semiring terurut seperti penjumlahan, komposisi, 

hasil kali kartesius, irisan, dan gabungan yang hasilnya juga 

merupakan ideal fuzzy dari semiring terurut. Kemudian, dibentuk 

semiring terurut dengan elemen berupa himpunan semua ideal fuzzy 

dari semiring terurut   atau       dibawah operasi penjumlahan dan 

komposisi. 

 

Kata kunci: Semiring terurut, ideal fuzzy, penjumlahan, komposisi. 
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FUZZY IDEALS IN ORDERED SEMIRINGS 
 

 

ABSTRACT 

 
Ordered semirings are semirings that completed with partial order  . 

This final project introduced fuzzy ideal concept in ordered semiring. 

Furthermore, it is discussed about several operations of fuzzy ideals 

of ordered semiring such as sum, composition, cartesian product, 

intersection, and union which the results are also fuzzy ideals of 

ordered semiring. Then, an ordered semiring is formed with the 

elements in the form of a set of all fuzzy ideals of ordered semiring   

or       with sum and composition operations. 

 

Keyword: Ordered semiring, fuzzy ideal, sum, composition. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Struktur aljabar adalah bagian dari ilmu matematika yang 

berkembang dan merupakan suatu sistem matematika yang dibangun 

dari himpunan, operasi dan aksioma (Hidayat, 2017). Banyaknya 

aksioma pada struktur aljabar akan membedakan antara struktur 

aljabar satu dengan yang lain seperti semigrup, grup, semiring, ring, 

fuzzy, modul dan lain sebagainya.  

Semiring yang dilengkapi dengan urutan parsial   disebut 

semiring terurut (Mandal, 2014). Satyanarayana (1987) telah 

mengkaji tentang struktur dari semiring terurut. Kemudian, Gan dan 

Jiang (2011) mengenalkan sifat-sifat dari ideal terurut dalam 

semiring terurut.  

 Fuzzy merupakan suatu konsep yang diperkenalkan oleh 

Zadeh (1965). Setiap elemen dari himpunan fuzzy berpasangan 

dengan suatu interval tertutup bilangan real dari 0 sampai 1 yang 

dikenal dengan istilah derajat keanggotaan. Kehayopulu dan 

Tsingelis (2007) mempelajari sifat-sifat ideal fuzzy dalam semigrup 

terurut.  

Kemudian, Mandal (2014) mengembangkan konsep fuzzy 

dengan semiring terurut melalui artikelnya yang berjudul “Fuzzy 

Ideals and Fuzzy Interior Ideals in Ordered Semiring”. Oleh karena 

itu, dalam skripsi ini akan dikaji ulang karya Mandal (2014) 

mengenai sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam semiring terurut. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 

Berdasarkan uraian latar belakang yang telah dijelaskan, 

rumusan masalah yang dibahas pada skripsi ini adalah bagaimana 

sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam semiring terurut. 

 

1.3  Tujuan 

  

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, tujuan dari skripsi ini 

adalah membuktikan sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam semiring 

terurut. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 Pada bab ini diberikan beberapa Definisi dan contoh mengenai 

teori-teori yang berkaitan dengan struktur aljabar dan himpunan 

fuzzy. Teori-teori tersebut berguna untuk memberikan pemahaman 

terhadap materi yang akan dibahas dan digunakan sebagai acuan 

dalam pembahasan skripsi ini. Teori-teori tersebut meliputi relasi, 

pemetaan, operasi biner, semigrup, semiring, dan himpunan fuzzy. 

 

2.1  Relasi dan Pemetaan 

 

Berikut ini diberikan definisi dan contoh yang terkait dengan 

himpunan bagian, keluarga himpunan, hasil kali kartesius, relasi, 

relasi terurut parsial, supremum, infimum, pemetaan, dan fungsi 

karakteristik sebagaimana dikutip dari Battacharya (1986), 

Kandasamy (2002), Lee (2005), Simovici (2008), dan Muslikh 

(2012). 

 

Definisi 2.1.1 (Himpunan Bagian) 

Misalkan   dan   masing-masing merupakan himpunan tak kosong. 

  disebut himpunan bagian (subset) dari   dinotasikan dengan 

    jika untuk setiap     maka    . 

 

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan         dan          , jadi    . 

 

Definisi 2.1.3 (Keluarga Himpunan) 

Suatu himpunan   yang elemen-elemennya berupa himpunan 

disebut keluarga himpunan.  

 

Contoh 2.1.4 

Diberikan keluarga himpunan  . Elemen   berupa himpunan 

       . . . dan dinotasikan dengan            dimana    adalah 

himpunan dan   adalah himpunan indeks. 

 

Definisi 2.1.5 (Hasil Kali Kartesius) 

Misalkan     dan      masing-masing  adalah  himpunan  tak  kosong. 
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Himpunan  dari  pasangan  terurut         dimana       dan      

disebut hasil kali kartesius (cartesian product) dari himpunan   dan 

  dan dituliskan sebagai berikut. 

                     . 
 

Definisi 2.1.6 (Relasi) 

Misalkan   dan   masing-masing merupakan himpunan tak kosong 

dan   adalah himpunan bagian dari    , maka   disebut relasi 

dari   ke  .  

 

Jika     maka   disebut relasi pada himpunan  . Jika         

maka dikatakan   berelasi   dengan   dan dinotasikan dengan    . 

 

Contoh 2.1.7 

Diberikan himpunan           dan          . Didefinisikan 

       . Akan dibuktikan      .  

 

Bukti: 

                                                           . 
                           . 

Jadi, terbukti bahwa      . 

 

Definisi 2.1.8 (Relasi Terurut Parsial) 

Relasi   pada himpunan   disebut relasi terurut parsial jika relasi   

memenuhi kondisi berikut. 

1. Relasi   bersifat refleksif, yaitu 

untuk semua     berlaku    . 

2. Relasi   bersifat antisimetris, yaitu 

untuk semua      ,     dan     maka    . 

3. Relasi   bersifat transitif, yaitu  

untuk semua             dan     maka    . 

 

Himpunan   dengan relasi terurut   dinamakan himpunan terurut  . 

 

Contoh 2.1.9 

Diberikan himpunan        [   ] . Didefinisikan relasi  , yaitu 

        untuk      . Akan dibuktikan bahwa       

merupakan himpunan terurut parsial. 
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Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa relasi     bersifat refleksif, antisimetris, 

dan transitif pada himpunan bilangan bulat positif. 

1. Relasi   bersifat refleksif jika     untuk setiap elemen      
Karena untuk setiap     berlaku     maka terbukti bahwa   

memenuhi sifat refleksif.  

 

2. Relasi     bersifat antisimetris jika untuk semua elemen      , 

    dan     maka    .  

Ambil sembarang       berlaku     dan    . Karena 

    berarti     dan     berarti    , maka berlaku     

dan     sehingga diperoleh    . Jadi, terbukti relasi   

memenuhi sifat  antisimetris. 

 

3. Relasi   bersifat transitif jika untuk semua elemen        , 

    dan     maka    . 

Ambil sembarang       berlaku     dan    . Karena 

    berarti     dan     berarti    , maka berlaku 

     . Dapat dituliskan     sehingga      Jadi, terbukti 

bahwa relasi   bersifat transitif. 

Jadi, terbukti bahwa       merupakan himpunan terurut parsial. 

 

Contoh 2.1.10 

Diberikan   
  adalah himpunan bilangan bulat nonnegatif. 

Didefinisikan relasi          untuk         
  yang 

berarti bahwa elemen   faktor dari  . Akan dibuktikan bahwa relasi 

  merupakan relasi terurut parsial. 

 

Bukti: 

1. Relasi    bersifat refleksif jika     untuk setiap     
 .  

Karena terdapat     sedemikian sehingga         
  maka 

     Jadi, relasi   bersifat refleksif. 

 

2. Relasi   bersifat antisimetris jika untuk semua       
   

   ,     maka    .  

Misalkan      dan      untuk       
 . Diperoleh 

                           .  

Sehingga            , dan               
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Jadi, relasi   bersifat antisimetris. 

 

3. Relasi    bersifat transitif jika untuk semua          
      , 

    maka    .  

Misalkan      dan      untuk       
 . Diperoleh  

                 yang berarti    . 

Jadi, relasi   bersifat transitif. 

Karena sifat (1), (2), dan (3) dipenuhi maka terbukti bahwa relasi   

merupakan relasi terurut parsial.  

 

Definisi 2.1.11 (Supremum) 

Diberikan himpunan terurut   dengan urutan   dan    . Suatu 

elemen     disebut supremum (batas atas terkecil) dari himpunan 

  jika memenuhi ketentuan berikut. 

i.   adalah batas atas dari   yaitu     maka untuk setiap     

berlaku    . 

ii. Jika     dan    , maka   bukan batas atas dari  . 

Dinotasikan dengan         
 

Definisi 2.1.12 (Infimum)  

Diberikan himpunan terurut   dengan urutan   dan    . Suatu 

elemen     disebut infimum (batas bawah terbesar) dari himpunan 

  jika memenuhi ketentuan berikut. 

i.   adalah batas bawah dari   yaitu     maka untuk setiap     

berlaku    .  

ii. Jika     dan    , maka   bukan batas bawah dari  . 

Dinotasikan dengan         
 

Contoh 2.1.13 

Diberikan   merupakan himpunan bilangan bulat dan himpunan 

                   . Akan ditentukan supremum dan infimum 

dari himpunan  . 

 

Jawab: 

1. Ambil sembarang    . Maka semua bilangan bulat     

merupakan batas atas dari   dan untuk suatu    ,     maka 

  bukan batas atas dari  . Oleh karena itu,   adalah batas atas 

terkecil dari himpunan   atau         
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2. Ambil sembarang    . Maka semua bilangan bulat      

merupakan batas bawah dari     dan untuk suatu     ,       

maka   bukan batas bawah dari  . Oleh karena itu,        . 

 

Contoh 2.1.14 

Diberikan   adalah himpunan terurut bilangan rasional dengan 

urutan     untuk       dan himpunan   ,
 

 
|   -   . 

Akan ditentukan supremum dan infimum dari himpunan  . 

 

Jawab: 

1. Ambil sembarang      Maka semua bilangan rasional     

merupakan batas atas dari   dan untuk suatu    ,     

sehingga   bukan batas atas dari  . Oleh karena itu,       . 

 

2. Ambil sembarang    . Maka untuk setiap 
 

 
  , bilangan 

rasional   
 

 
 termasuk bilangan nol dan bilangan rasional 

negatif merupakan batas bawah dari  . Karena untuk sembarang  

      selalu dapat dicari     dan 
 

 
   sedemikian 

sehingga   
 

 
  , maka   bukan batas bawah dari  . Oleh 

karena itu, diperoleh   merupakan batas bawah terkecil dari   

atau       . 

 

Dengan demikian, supremum dan infimum dari suatu himpunan tidak 

harus menjadi anggota dari himpunan tersebut. 

 

Definisi 2.1.15 (Pemetaan) 

Misalkan   dan   masing-masing himpunan tak kosong. Relasi   

dari   ke   disebut pemetaan dari   ke   jika untuk setiap     

mempunyai kawan tepat satu    , dinotasikan sebagai 

       

           , untuk setiap      
 

Pada pemetaan   dari   ke  , himpunan   disebut daerah asal 

(domain) dan himpunan   disebut daerah kawan (kodomain). Jika 
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      maka            , jika       maka            , 
untuk setiap        . 

 

Contoh 2.1.16  

Diberikan suatu relasi   pada himpunan bilangan real  , yaitu 

           
                     

Akan dibuktikan bahwa   merupakan pemetaan.  

 

Bukti:  

Ambil sembarang         sedemikian sehingga      . 

Karena       maka   
    

  sehingga diperoleh hasil relasi   

sebagai berikut: 

  
      

    

             
Sehingga                  .  
Jadi, terbukti bahwa relasi   merupakan pemetaan. 

 

Definisi 2.1.17 (Fungsi Karakteristik) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong. Didefinisikan suatu fungsi 

karakteristik dari himpunan  , yaitu           . 

Dimana       {
                               
                                 

 

 

Contoh 2.1.18 

Berdasarkan Contoh 2.1.13, fungsi karakteristik dari himpunan   

adalah sebagai berikut. 

                                                             
                   . 

 

2.2 Operasi Biner 

 

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang 

dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner. Berikut ini diberikan 

definisi dan contoh terkait dengan operasi biner sebagaimana dikutip 

dari Hidayat (2017). 
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Definisi 2.2.1 (Operasi Biner) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong. Operasi biner   pada 

himpunan   adalah pemetaan dengan domain     dan kodomain  , 

dinotasikan sebagai 

         

                          
Himpunan   dikatakan tertutup terhadap operasi   jika untuk setiap 

      berlaku      . 

 

Contoh 2.2.2 

Didefinisikan relasi   pada himpunan bilangan bulat positif   , 

sebagai berikut: 

                                           
                                            

untuk semua       . Akan ditunjukkan bahwa operasi   pada 

himpunan    adalah operasi biner. 

 

Bukti: 

Karena     dan     adalah  elemen  bilangan  bulat  positif,   maka       

juga elemen di   . Sehingga himpunan    tertutup terhadap 

operasi   dan terbukti bahwa operasi   merupakan operasi 

biner pada himpunan   . 

 

Contoh 2.2.3 

Diketahui   adalah himpunan bilangan asli. Didefinisikan operasi   

pada himpunan   sebagai berikut: 

                                       
                             

Akan dibuktikan   bukan operasi biner pada  . 

 

Bukti: 

Jelas bahwa        untuk     . Sebagai contoh, ambil   dan 

  elemen di  . Misalkan     dan     , didapat  

                         
Sehingga operasi   bukan operasi biner di  . 

 

Definisi 2.2.4 (Sifat-Sifat Operasi) 

Sifat-sifat operasi adalah sebagai berikut. 
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1. Asosiatif 

Suatu operasi biner   dikatakan memenuhi hukum asosiatif jika  

               , 

untuk setiap         .  

2. Komutatif 

Suatu operasi biner   dikatakan memenuhi hukum komutatif jika  

       , 

untuk setiap      . 

3. Distributif 

Misalkan terdapat dua operasi biner yang disimbolkan     dan 

   . Suatu operasi biner dikatakan memenuhi hukum distributif 

jika untuk setiap         berlaku 

i. Distributif kiri atas   

                              . 

ii. Distributif kanan atas   

                              . 

 

2.3 Semigrup 

 

 Semigrup merupakan struktur aljabar yang disertai dengan 

satu operasi biner dan operasinya memenuhi hukum asosiatif. 

Berikut ini diberikan definisi dan contoh semigrup sebagaimana 

dikutip dari Whitelaw (1995) dan Kandasamy (2002). 

 

Definisi 2.3.1 (Semigrup) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong dan didalamnya 

didefinisikan operasi biner          disebut semigrup jika dan hanya 

jika  

1.       tertutup, yaitu       untuk setiap      , dan 

2. bersifat asosiatif, yaitu berlaku                 untuk 

setiap          
 

Contoh 2.3.2 

Diberikan    merupakan himpunan bilangan bulat positif dan 

    
   , (

  
  

)              -. Akan dibuktikan bahwa 

     
      merupakan semigrup. 
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Bukti: 

i.      
      memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang         
   dengan 

    (
  
  

)    (
  
  

)  

untuk suatu                     Didapat 

       (
  
  

)  (
  
  

) 

 (
      
      

). 

Karena                    sehingga untuk setiap 

        
   berlaku         

  . Jadi,      
      

memenuhi sifat tertutup. 

 

ii.      
      memenuhi sifat asosiatif. 

Ambil sembarang           
   dengan  

  (
  
  

)    (
  
  

)    (
  
  

) 

untuk suatu                           . Didapat 

        .(
  
  

)  (
  
  

)/  (
  
  

) 

  (
      
      

)  (
  
  

) 

  (
              
              

) 

  (
              

              
) 

 (
  
  

)  (
      
      

) 

 (
  
  

)  .(
  
  

)  (
  
  

)/ 

          . 

Karena berlaku                 untuk setiap 

          
   maka      

      memenuhi hukum asosiatif. 

Jadi, terbukti bahwa      
      merupakan semigrup. 
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Definisi 2.3.3 (Semigrup Komutatif) 

Jika di dalam semigrup       berlaku         untuk setiap 

       maka   adalah semigrup komutatif.   

 

Contoh 2.3.4 

Berdasarkan  Contoh 2.3.2,  (    
       merupakan semigrup.  

Akan dibuktikan      
      merupakan semigrup komutatif. 

 

Bukti: 

Ambil sembarang         
   dengan 

    (
  
  

)    (
  
  

)  

untuk suatu                   . Didapat 

      (
  
  

)  (
  
  

) 

   (
      
      

) 

karena                    sehingga berlaku  

                               ,  

      (
      
      

) 

    (
  
  

)  (
  
  

) 

       . 

Sehingga         untuk setiap         
   dan terbukti 

bahwa      
      merupakan semigrup komutatif. 

 

Definisi 2.3.5 (Monoid) 

Jika di dalam semigrup       terdapat elemen identitas   sedemikian 

sehingga           untuk setiap      maka   adalah 

semigrup dengan elemen identitas atau monoid.   

 

Contoh 2.3.6 

Berdasarkan Contoh 2.3.4,     
     merupakan semigrup 

komutatif. Diberikan   adalah himpunan bilangan bulat dan   
  

merupakan himpunan bilangan bulat nonnegatif. Akan dibuktikan 

    
     dan       

     merupakan monoid. 
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Bukti: 

Diketahui bahwa   (
  
  

) merupakan elemen identitas pada 

      terhadap operasi penjumlahan karena          , 

untuk setiap        . Karena       
   sehingga     

   
tidak memiliki elemen identitas terhadap penjumlahan maka 

    
     bukan monoid. Sedangkan        

   sedemikian 

sehingga          , untuk setiap        
  , maka 

     
     adalah monoid. 

 

2.4 Semiring 

 

Semiring  merupakan struktur aljabar yang terdiri atas suatu 

himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua operasi biner dan 

memenuhi aksioma tertentu. Berikut ini diberikan definisi dan 

contoh yang terkait dengan semiring sebagaimana dikutip dari 

Kandasamy (2002), Gan dan Jiang (2011), Chaudary (2014), dan 

Mandal (2014). 

 

Definisi 2.4.1 (Semiring) 

Semiring adalah suatu sistem yang terdiri dari himpunan tak kosong 

  dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan pergandaan atau 

dituliskan dengan         sedemikian sehingga 

1.       adalah monoid komutatif, 

2.       adalah semigrup, 

3. Operasi penjumlahan dan pergandaan memenuhi sifat distributif, 

yaitu                     dan  
                    untuk setiap          

   

Contoh 2.4.2 

Akan dibuktikan bahwa       
        merupakan semiring. 

 

Bukti: 

1.       
      adalah monoid komutatif. 

Berdasarkan Contoh 2.3.5,      
     merupakan monoid. 

Karena untuk setiap       
  berlaku         maka untuk 

setiap          
   juga berlaku         sehingga 

terbukti bahwa       
      adalah monoid komutatif. 
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2.       
       adalah semigrup, 

i.       
      memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang          
   dengan 

    (
  
  

)    (
  
  

)  

untuk suatu                   
 . Didapat 

       (
  
  

)  (
  
  

) 

 (
          
          

). 

Karena                             
  maka  

         
  . 

 

ii.       
      memenuhi sifat asosiatif. 

Ambil sembarang            
   dengan  

  (
  
  

)    (
  
  

)    (
  
  

) 

untuk suatu                           
 . Didapat 

        .(
  
  

)  (
  
  

)/  (
  
  

) 

 (
          
          

)  (
  
  

) 

         (
                                  

                                  
) 

         (
                                  

                                  
) 

 (
  
  

)  (
              

              
) 

 (
  
  

)  .(
  
  

)  (
  
  

)/ 

        . 

Karena berlaku                   untuk setiap 

           
   maka operasi pergandaan memenuhi hukum 

asosiatif. 

Jadi, terbukti bahwa      
   terhadap operasi pergandaan 

merupakan semigrup. 
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3. Operasi penjumlahan dan pergandaan pada      
   memenuhi 

sifat distributif. 

Ambil sembarang            
   dengan  

  (
  
  

)    (
  
  

)    (
  
  

) 

untuk suatu                           
 . Didapat 

i.         (
  
  

)  .(
  
  

)  (
  
  

)/ 

 (
  
  

)  (
      
      

) 

 (
                          

                          
) 

 (
                       
                      

) 

 (
                              

                              
) 

 (
              

              
)  (

              

              
) 

 .(
  
  

)  (
  
  

)/  .(
  
  

)  (
  
  

)/ 

              

ii.         .(
  
  

)  (
  
  

)/  (
  
  

) 

 (
      
      

)  (
  
  

) 

 (
                          

                          
) 

 (
                              

                              
) 

 (
              

              
)  (

              

              
) 

 .(
  
  

)  (
  
  

)/  .(
  
  

)  (
  
  

)/   

            . 

Karena terbukti bahwa                     dan 

                    maka sifat distributif terpenuhi. 
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Jadi, terbukti bahwa       
        merupakan semiring. 

 

Contoh 2.4.3 

Diberikan himpunan        [   ] . Didefinisikan         dengan 

            , dan                   untuk      . 

Akan dibuktikan bahwa         merupakan semiring. 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa         merupakan semiring. 
1.       adalah monoid komutatif. 

i. (   ) memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang      . Didapat 

                , untuk    , dan  

                , untuk    .  

Sehingga terbukti bahwa untuk       maka      .  

 

ii. (     memenuhi sifat asosisatif. 

Ambil sembarang           
i. Jika      , maka  

                                   , 

                                   . 

Sehingga                .  

ii. Jika      , maka 
                                   , 

                                   . 

Sehingga                . 

 

iii. Jika      , maka 

                                   , 

                                   . 

Sehingga                . 

 

iv. Jika z    , maka 
                                   , 

                                   . 

Sehingga                . 

 

v. Jika       atau      , maka 
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                                   , 

                                   . 

Sehingga                . 

Jadi, untuk setiap         berlaku sifat asosiatif, yaitu 

               . 
 

iii. Memiliki elemen identitas. 

Ambil sembarang      Didapat 

                           , untuk    . 

Jadi, terbukti       memeiliki elemen identitas, yaitu  . 

 

d) (     memenuhi sifat komutatif. 

Ambil sembarang      .  

Karena                            , maka 

sifat komutatif terpenuhi. 

Jadi, terbukti bahwa       merupakan monoid komutatif. 

 

2.       adalah semigrup, 

a) (   ) memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang      . Didapat 

                     
                       , dan  

                   
                            .  

Sehingga terbukti bahwa untuk       maka      .  

 

b) (     memenuhi sifat asosisatif. 

Ambil sembarang           
i. Jika                   atau 

                 , maka 

                                

      

                   , 

                                 
       

                    . 

Sehingga                .  
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ii. Jika                   atau  

                 , maka 

                                

             

                {(           )  } 

                    
                                  
             

                        
                   . 
Sehingga                . 

  

iii. Jika                  , maka 

                                

      

                   , 

                                  
             

                       
     {(           )  }   . 

Sehingga                . 

 

iv. Jika                  , maka 

                                

            

     {(           )  }  

     {(           )  }   , 

                                  
       

                   . 

Sehingga                . 

Jadi, untuk setiap         berlaku sifat  asosiatif, yaitu  

               . 

Sehingga terbukti bahwa       merupakan semigrup. 

 

3. Operasi   dan   pada   memenuhi sifat distributif. 

Ambil sembarang        .  
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i. Jika      , maka 

                                               
                , 
                                    
                           
                . 
Sehingga                    . Kemudian, 

                                              
                , 
                                    
                            
                . 
Sehingga                    . 

 

ii. Jika       atau      , maka 

                                              
                 , 
                                  
                            
                . 
Sehingga                    . Kemudian, 

                                              
                , 

                                    
                            

                . 
Sehingga                    . 

 

iii. Jika      , maka 

                                              
                , 

                                  
                            

                 . 
Sehingga                    . Kemudian, 

                                              
                , 
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                . 

Sehingga                    . 

 

iv. Jika       atau      , maka 

                                              
                , 

                                  
                            

                . 
Sehingga                    . Kemudian, 

                                              
                , 

                                    
                            

                . 
Sehingga                    . 

Jadi, untuk setiap        , operasi   dan   pada    memenuhi 

sifat distributif, yaitu  

                    dan                    . 

Sehingga terbukti bahwa         merupakan semiring. 

 

Contoh 2.4.4  

Diberikan himpunan         dimana             dengan 

       . Didefinisikan operasi pada   sebagai berikut: 

 

Tabel 2.1 Operasi   pada      Tabel 2.2 Operasi   pada    

          

 

          

                    

                    

                    

                    

 

Akan dibuktikan bahwa himpunan         adalah semiring. 
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Bukti: 

1.       adalah monoid komutatif. 

a)       memenuhi sifat tertutup. 

Bedasarkan Tabel 2.1, jelas bahwa untuk setiap      , 

     . Sehingga terbukti bahwa       bersifat tertutup. 

 

b)       memenuhi sifat asosiatif. 

Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa untuk 

             , jelas bahwa  

             , 

             . 

Sehingga                 . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                  
Sehingga terbukti bahwa       bersifat asosiatif. 

 

c)       memiliki elemen identitas. 

Ambil sembarang    . 

Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa  

i. untuk    , jelas bahwa          , 

ii. untuk    , jelas bahwa              , 

iii. untuk    , jelas bahwa                , 

iv. untuk    ,  jelas bahwa                . 

Sehingga untuk setiap     memenuhi          .   

Jadi, terbukti bahwa       memiliki elemen identitas, yaitu  . 

 

d)       memenuhi sifat komutatif. 

Berdasarkan Tabel 2.1, jelas bahwa untuk setiap       

berlaku        . 

Karena sifat (a), (b), (c), dan (d) terpenuhi, maka terbukti bahwa 
      adalah monoid komutatif. 

 

2.       merupakan semigrup. 

a)       memenuhi sifat tertutup. 

Berdasarkan Tabel 2.2, jelas bahwa untuk setiap      , 

     . Sehinga terbukti bahwa       bersifat tertutup. 

 

b)       mmenuhi sifat asosiatif. 
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Berdasarkan Tabel 2.2, dapat ditunjukkan bahwa untuk 

             , jelas bahwa  
             , 

             . 

Sehingga                . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                  
Sehingga terbukti bahwa       bersifat asosiatif. 

Karena sifat (a) dan (b) terpenuhi, maka terbukti bahwa       
merupakan semigrup. 

 

3. Operasi   dan   pad   bersifat distributif. 

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap elemen         berlaku  
                    dan 

                   . 

a) Ambil sembarang elemen        . 

Misal                , maka 
             ,  

                 . 

Sehingga                    . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                      
 

b) Ambil sembarang elemen        . 

Misal                , maka 

             ,  
                 . 

Sehingga                    . 
Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                   . 

Karena sifat (a) dan (b) terpenuhi maka terbukti bahwa operasi   

dan   bersifat distributif. 

Jadi, terbukti bahwa         merupakan semiring. 

 

Contoh 2.4.5 

Diberikan himpunan         dimana               
  dan 

didefinisikan operasi pada   sebagai berikut: 
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Tabel 2.3 Operasi   pada      Tabel 2.4 Operasi   pada   

          

 

          

                    

                    

                    

                    

 

Akan dibuktikan bahwa himpunan         adalah semiring. 

 

Bukti: 

1.       adalah monoid komutatif. 

a)       memenuhi sifat tertutup. 

Bedasarkan Tabel 2.1, jelas bahwa untuk setiap      , 

     . Sehingga terbukti bahwa       bersifat tertutup. 

 

b)       memenuhi sifat asosiatif. 

Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa untuk 

             , jelas bahwa  
             , 

             . 

Sehingga                . 
Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                  
Sehingga terbukti bahwa       bersifat asosiatif. 

 

c)       memiliki elemen identitas. 

Ambil sembarang    . 

Berdasarkan Tabel 2.1, dapat ditunjukkan bahwa  

i. untuk    , jelas bahwa          , 

ii. untuk    , jelas bahwa               , 

iii. untuk    , jelas bahwa                , 

iv. untuk    , jelas bahwa                . 

Sehingga untuk setiap     memenuhi          .  

Jadi, terbukti bahwa       memiliki elemen identitas, yaitu  . 

 

d)       memenuhi sifat komutatif. 
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Berdasarkan Tabel 2.1, jelas bahwa untuk setiap       

berlaku        . 

Karena sifat (a), (b), (c), dan (d) terpenuhi, maka terbukti bahwa 
      adalah monoid komutatif. 

 

2.       merupakan semigrup. 

a)       memenuhi sifat tertutup. 

Berdasarkan Tabel 2.2, jelas bahwa untuk setiap      , 

     . Sehinga terbukti bahwa       bersifat tertutup. 

 

b)       mmenuhi sifat asosiatif. 

Berdasarkan Tabel 2.2, dapat ditunjukkan bahwa untuk 

             , jelas bahwa  
             , 

             . 

Sehingga                . 
Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                  
Sehingga terbukti bahwa       bersifat asosiatif. 

Karena sifat (a) dan (b) terpenuhi, maka terbukti bahwa       

merupakan semigrup. 

 

3. Operasi   dan   pada   bersifat distributif. 

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap elemen         berlaku  
                    dan 

                   . 

a) Ambil sembarang elemen        . 

Misal              , maka  
             , 

                 . 

Sehingga                    . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 
                   . 
 

b) Ambil sembarang elemen        . 

Jika              , maka  

             , 
                 . 
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Sehingga                    . 
Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku 

                   . 

Sehingga terbukti bahwa operasi   dan   pada   bersifat 

distributif. 

Jadi, terbukti bahwa         merupakan semiring. 

 

Definisi 2.4.6 (zerosumfree) 

Semiring         disebut zerosumfree jika dan hanya jika       

mengakibatkan       untuk           
 

Contoh 2.4.7 

Misalkan   
  adalah semiring di bawah operasi penjumlahan dan 

pergandaan. Akan dibuktikan bahwa    
       adalah zerosumfree. 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa jika       maka       

untuk         
 . Andaikan       maka terdapat elemen 

        
  sedemikian sehingga untuk       diperoleh solusi 

       
  atau        

 . Sehingga, kontradiksi dengan 

pernyataan       
 . Oleh karena itu, Jika       maka didapat 

    jika dan hanya jika     atau       untuk         
 .  

 

Definisi 2.4.8 (Semiring Terurut) 

Semiring terurut adalah semiring   yang dilengkapi dengan urutan 

parsial   sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut. 

1. Operasinya monoton,  yaitu untuk setiap         berlaku 

a) terhadap operasi penjumlahan, yaitu 

           , dan 

b) terhadap operasi pergandaan, yaitu 

                       .  

2. Konstanta   adalah elemen terkecil dari  .  

 

Misalkan   adalah subset tak kosong dari  . Maka himpunan 
                               dinotasikan dengan   ]. 
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Contoh 2.4.9 

Berdasarkan Contoh 2.4.3, diketahui bahwa (       adalah semiring  

dan dari Contoh 2.1.9, himpunan       merupakan himpunan terurut 

parsial. Akan dibuktikan bahwa           adalah semiring terurut. 

 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa pada           berlaku operasi monoton 

sebagai berikut. 

a) Terhadap operasi  , yaitu              .  

Ambil sembarang elemen        .  

i. Jika      , maka 

               dan               . 

Sehingga berlaku        . 

ii. Jika      , maka 

                dan               . 

Sehingga berlaku        . 

 

iii. Jika      , maka 

                dan               . 

Sehingga         atau berlaku        . 

Jadi, terbukti bahwa jika    , maka        . 

 

b) Terhadap operasi  , yaitu     ,                 dan 

       .  

Ambil sembarang elemen         , dimana    .  

i. Jika              , maka 

                      , dan 

                      . 

Sehingga berlaku        . 

 

ii. Jika              , maka 

                  , dan 

                      . 

Sehingga berlaku        . 

 

iii. Jika              , maka 

                  , dan 

                  . 
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Sehingga         atau berlaku        . 

 

Karena             dan            , 

maka         dan        . Sehingga terbukti bahwa 

jika    ,    , maka         dan        . 

Jadi, operasi monoton pada semiring           terpenuhi. 

 

2. Elemen   merupakan elemen terkecil dari semiring   karena   

merupakan himpunan elemen dari interval tertutup bilangan real 

dari   sampai  . 

Jadi, terbukti bahwa           merupakan semiring terurut. 

 

Contoh 2.4.10  

Berdasarkan Contoh 2.4.4, diketahui bahwa himpunan         
dengan             merupakan semiring. Didefinisikan relasi 

terurut parsial           dan       untuk setiap 

 ,    . Akan dibuktikan bahwa       merupakan semiring terurut. 

 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa relasi   pada   adalah relasi terurut 

parsial. 

a) Relasi   bersifat refleksif.  

Jelas untuk setiap     berlaku       dan      . 

Sehingga terbukti bahwa     untuk setiap     atau 

memenuhi sifat refleksif.  

 

b) Relasi     bersifat antisimetris.  

Ambil sembarang       berlaku     dan    .  

    berarti       dan      ,  

    berarti       dan      .  

Diperoleh 

i.       (   )  

      (sifat komutatif) 

    (   )  

Sehingga    . 

 

ii.             (   )  

              (sifat distributif) 
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      (sifat refleksif dan    )   

      (sifat komutatif) 

Sehingga            . 

Jadi, terbukti bahwa untuk semua elemen      ,     dan 

    maka     atau memenuhi sifat antisimetris. 

 

c) Relasi   bersifat transitif. 

Ambil sembarang         berlaku     dan    .  

    berarti       dan      ,  

    berarti        dan      . 

Diperoleh 

i.             (   )  

          (sifat asosiatif)  

        (   )  

       (   )  

Sehingga          . 

 

ii.             (   )  

          (sifat asosiatif) 

        (   )  

       (   ) 

Sehingga          . 

Jadi, terbukti bahwa untuk semua elemen      ,     dan 

    maka     atau memenuhi sifat antisimetris.  

Jadi, terbukti bahwa relasi   pada   merupakan relasi terurut 

parsial. 

 

2. Akan ditunjukkan bahwa pada           berlaku operasi 

monoton sebagai berikut. 

a) Terhadap operasi  , yaitu            .  

Ambil sembarang elemen        .  

i. Jika      , maka 

      dan      .  

Sehingga berlaku        . 

 

ii. Jika      , maka 

      dan      . 

Sehingga berlaku        . 
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iii. Jika      , maka 

      dan      . 

Sehingga         atau berlaku        . 

Jadi, terbukti bahwa jika    , maka        . 

 

b) Terhadap operasi  ,  yaitu                  

           .  

Ambil sembarang elemen        , dimana    .  

i. Jika    , maka 

      dan      .  

Sehingga berlaku        . 

ii. Jika    , maka 

        dan        . 

Sehingga berlaku        . 

 

Berdasarkan Tabel 2.2, jelas bahwa        , dan 

        untuk setiap        . Sehingga terbukti 

bahwa jika    , maka                    . 

Jadi, operasi monoton pada semiring           terpenuhi. 

 

3. Elemen   merupakan elemen terkecil dari semiring  , jelas dari 

definisi bahwa        . 

Jadi, terbukti bahwa           merupakan semiring terurut. 

 

Contoh 2.4.11 

Berdasarkan Contoh 2.4.5, diketahui bahwa         adalah semiring 

dimana               
  dan didefinisikan relasi terurut parsial  

  pada   dimana           untuk        . Akan 

dibuktikan bahwa       merupakan semiring terurut. 

 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa relasi   pada   merupakan relasi terurut 

parsial. 

Diketahui bahwa           untuk        , yaitu 

a. Jika    , maka 

                   berarti      

       berarti     
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        berarti      

        berarti      

b. Jika    , maka  

             berarti     

         berarti     

         berarti     

c. Jika    , maka 

                berarti      

        berarti      

d. Jika    , maka 

                    berarti     

 

Dari (a), (b), (c), dan (d) maka relasi   memenuhi. 

1. Sifat refleksif, yaitu untuk setiap           
2. Sifat antrisimetris, 

Karena     dan    ,     ,     dan    ,     

dan    ,     dan    . 

Sehingga jelas untuk      ,     dan     maka    . 

3. Sifat transitif,  

Ambil              . Didapat 

    dan     maka    .  

Jelas untuk        ,     dan     maka    . 

Jadi, terbukti bahwa relasi   pada   merupakan relasi terurut 

parsial. 

 

2. Akan ditunjukkan bahwa           adalah semiring terurut. 

a. Akan ditunjukkan bahwa pada           berlaku operasi 

monoton sebagai berikut. 

i. Terhadap operasi  , yaitu            . 

Ambil        . Sehingga               . 

 Untuk                  
Sehingga            .  

 Untuk              . 

Sehingga            .  

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku  

           . 
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ii. Terhadap operasi  , yaitu                 dan 

       .  

Ambil sembarang      . Karena          maka  

 Jika                    
 Jika                     , dan 

                   
Sehingga        .  

Dengan cara yang sama, untuk setiap         berlaku  

           . 

 

b. Konstanta   adalah elemen terkecil dari  , jelas karena 

    
 . 

 

Contoh 2.4.12 

Berdasarkan Contoh 2.4.10, diketahui bahwa         merupakan 

semiring terurut. Diberikan himpunan            . Akan 

ditentukan himpunan   ]. 
 

Jawab: 

Berdasarkan definisi relasi terurut pada himpunan        , yaitu 

              dan      , diperoleh 

  ]                                         . 
 

Definisi 2.4.13 (Ideal) 

Misalkan   adalah semiring. Subset tak kosong   dari   disebut ideal 

kanan (kiri) dari   jika syarat berikut dipenuhi. 

1.  ,   , maka      , 

2. Untuk semua     dan    , maka              
  disebut ideal dari   jika   merupakan ideal kanan dan ideal kiri. 

 

Contoh 2.4.14 

Diberikan  semiring    
       dan    

    
  dimana  

   
        

      
      . Akan dibuktikan bahwa    

   
merupakan ideal dari   

 . 

 

Bukti: 

i. Ambil sembarang         
  dengan      , dan      ,  

untuk         
 . Didapat 
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 . 

ii. Untuk setiap      
  dan     

 . Didapat 

                    
 , dan 

                         
 . 

Jadi, terbukti bahwa    
  merupakan ideal dari semiring   

 . 

 

Contoh 2.4.15 

Berdasarkan Contoh 2.4.12,            . Akan ditunjukkan 

bahwa   merupakan ideal dari   

 

Bukti: 

1. Ambil sembarang       . Didapat 

       , untuk    , dan 

       , untuk    . 

2. Untuk setiap     dan    . Didapat 

           , untuk    , dan 

           , untuk    .  

Jadi, terbukti bahwa   merupakan ideal dari  . 

 

Definisi 2.4.16 (Ideal Terurut) 

Misalkan   adalah semiring terurut dan   adalah ideal dari  . Ideal 

kiri (kanan)   dari    disebut ideal terurut kiri (kanan) jika terdapat 

   ,    ,     maka            ]   .   disebut ideal terurut 

dari   jika   merupakan ideal terurut kiri dan ideal terurut kanan dari 

 . 

 

Contoh 2.4.17 

Berdasarkan Contoh 2.4.8,  diketahui             merupakan semiring  

terurut.  Akan dibuktikan bahwa interval    *  
 

 
+   merupakan ideal 

terurut dari semiring terurut  . 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa   ]   , yaitu jika             maka 

   .  

1. Akan ditunjukkan bahwa interval   [  
 

 
] merupakan ideal dari 

semiring  . 

i. Jelas *  
 

 
+  [   ] sehingga    . 
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ii. Ambil sembarang      . Didapat 

                , untuk    , dan 

                , untuk    . 

Sehingga, jelas        
 

iii. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap     dan     berlaku 

                     , dan 

                     . 

Ambil sembarang     dan    , tentulah       
 

 
. 

Misalkan   
 

 
 dan    . Didapat 

      
 

 
     

 

 
  . 

Sehingga, jika   
 

 
 dan     maka       

 

 
. 

Kemudian, jika          , maka 

                       , dan 

jika          , maka 

                            . 
Karena             maka          . 

Sehingga terbukti bahwa untuk setiap     dan     maka  

         .  

Jadi, interval   [  
 

 
] terbukti merupakan ideal dari semiring 

terurut  . 

 

2. Ambil sembarang elemen   [   ],   [  
 

 
].  

Karena    , maka jelas didapat   [  
 

 
]   .  

Sehingga terbukti bahwa jika terdapat             maka 

    atau   ]   .  

Jadi, interval   [  
 

 
] terbukti merupakan ideal terurut dari 

semiring terurut  . 

 

Contoh 2.4.18 

Berdasarkan Contoh 2.4.13,           merupakan ideal dari   dan 

dari  Contoh  2.4.10,  diperoleh    ]           .  Karena    ]     

maka   bukan merupakan ideal terurut dari  . 
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Definisi 2.4.19 (Homomorfisma) 

Misalkan   dan    masing-masing adalah semiring. Pemetaan 

       disebut homomorfisma semiring jika syarat berikut 

dipenuhi. 

1.                 , dan 

2.                 , untuk semua        
 

Contoh 2.4.20 

Diketahui    
       dan       

        masing-masing adalah 

semiring. Didefinisikan pemetaan 

    
        

                                         

                              (
  
  

)            
               

Akan dibuktikan bahwa pemetaan   merupakan homomorfisma 

semiring. 

 

Bukti: 

Ambil sembarang       
 . Didapat 

1.        (
    

    
) = (

  
  

)  (
  
  

) =            

 

2.          (
   
   

)  (
  
  

) (
  
  

)           . 

 

Karena sifat     dan     dipenuhi maka terbukti bahwa pemetaan   

merupakan homomorfisma semiring. 

 

2.5 Himpunan Fuzzy 

  

 Himpunan fuzzy mulai diperkenalkan pada tahun 1965 oleh 

Zadeh. Himpunan fuzzy merupakan himpunan yang setiap elemennya 

berpasangan dengan bilangan real pada interval tetutup dari 0 sampai 

1 yang biasa dikenal sebagai derajat keanggotaan. Berikut diberikan 

definisi dan contoh mengenai himpunan fuzzy yang akan digunakan 

sebagai dasar dalam pembahasan skripsi ini sebagaimana dikutip dari 

Zadeh (1965), Kandasamy (2003), dan Mandal (2014).  
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Definisi 2.5.1 (Fuzzy Subset) 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong. Fuzzy subset   dari   

didefinisikan sebagai suatu pemetaan dari   ke [   ], dinotasikan 

dalam bentuk fungsi sebagai berikut. 

    [   ]  
atau dituliskan sebagai himpunan pasangan terurut sebagai berikut. 

  {(      )|    }, 
untuk setiap      [   ] dan disebut sebagai derajat keanggotaan.  

  

Contoh 2.5.2  

Diberikan himpunan                 dan  pemetaan      [   ]. 
Didefinisikan      =        =          =          =        =    . 

Maka                                         merupakan fuzzy 

subset dari himpunan  . 

 

Definisi 2.5.3 (Himpunan Kosong) 

Fuzzy  subset    merupakan  himpunan  kosong  jika  dan  hanya  jika 

untuk setiap    ,       . Dituliskan dengan 

               . 

 

Contoh 2.5.4 

Diberikan himpunan                           . Didefinisikan 

fuzzy subset        untuk setiap     . Sehingga    . 

 

 

Definisi 2.5.5 (Memuat) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah fuzzy subset dari  . Fuzzy 

subset     dikatakan memuat   atau   adalah  subset  dari     jika dan 

hanya jika           untuk setiap    . Dituliskan dengan  

             ,     . 

 

Jika           untuk setiap     maka   dan   dikatakan sama  

dan dituliskan dengan    . 

 

Contoh 2.5.6 

Diberikan himpunan   =           dan pemetaan     [   ]. 
Didefinisikan dua fuzzy subset dari himpunan   sebagai berikut. 

                                   ,  
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                                   . 
Tunjukkan bahwa    . 

 

Jawab: 

                       ,  

                         ,  

                        ,  

                        .  

Karena berlaku           untuk setiap     maka terbukti 

bahwa    .   

 

Definisi 2.5.7 (Level Subset) 

Misalkan   adalah  fuzzy subset dari himpunan   dan   [   ]. 
Himpunan                  disebut level subset dari  .   

 

Lemma 2.5.8 

Misalkan    dan    masing-masing adalah level subset dari fuzzy 

subset   dengan     [   ]. Jika     maka      . 

 

Contoh 2.5.9 

Diberikan himpunan                   .  Didefinisikan fuzzy subset 

  dari himpunan   sebagai berikut. 

     {
   
   
 

 

            
            
                   

 

Akan ditentukan            dan     . 

 

Jawab: 

                               ,  
                        , dan  

                    . 
Jelas               . 

 

Definisi 2.5.10 (Komplemen) 

Misalkan   adalah fuzzy subset dari himpunan  . Komplemen dari 

fuzzy subset   dinotasikan dengan    dan didefinisikan sebagai 

   {(       )|    }  
dengan             . 
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Contoh 2.5.11 

Diberikan fuzzy subset   dari himpunan   sebagai berikut. 

                                              . 
Didapat komplemen dari  , yaitu 

                                              . 
 

Definisi 2.5.12 (Perkalian dan Penjumlahan Aljabar) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah fuzzy subset dari himpunan 

 . Didefinisikan operasi perkalian dan penjumlahan aljabar sebagai 

berikut. 

1.     {(         )|    }  dengan                 . 

2.                          dengan  

                           . 
 

Definisi 2.5.13 (Beda Mutlak) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah fuzzy subset dari himpunan 

 . Beda mutlak dari kedua fuzzy subset   dan   didefinisikan sebagai 

      {(          )|    }  

dengan                       
 

Contoh 2.5.14 

Berdasarkan Contoh 2.5.6, akan ditentukan hasil dari penjumlahan 

aljabar, perkalian aljabar, beda mutlak dari fuzzy subset   dan  . 

 

Jawab: 

Tabel 2.5 Penjumlahan aljabar, perkalian aljabar, dan beda mutlak 

dari fuzzy subset   dan  . 

                     
         
          

            

                        

                        

                        

                        

 

Dari Tabel 2.5, diperoleh penjumlahan aljabar, perkalian aljabar, dan 

beda mutlak dari kedua fuzzy subset   dan  , yaitu 

i.                                               , 
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ii.                                                    , dan 

iii.                                          . 
 

Definisi 2.5.15 (Gabungan dan Irisan) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah fuzzy subset dari himpunan 

 . Didefinisikan operasi gabungan dan irisan sebagai berikut. 

1.      {(          )|    }  dengan 

                       . 

2.      {(          )|    }  dengan 

                       . 
 

Contoh 2.5.16 

Diberikan himpunan  =               dan pemetaan     [   ]. 
Didefinisikan dua fuzzy subset dari himpunan   sebagai berikut. 

                                           ,  
                                           . 
Akan ditentukan gabungan dan irisan dari dua fuzzy subset   dan  . 

 

Jawab: 

Tabel 2.6 Gabungan dan irisan fuzzy subset   dan   dari  . 

            max            min            

                   

                   

                 

                 

                     

 

Dari Tabel 2.6, diperoleh gabungan dan irisan dari   dan  , yaitu 

                                             ,  
                                               
 

Definisi 2.5.17 (Sifat-sifat Operasi pada Fuzzy Subset) 

Misalkan        dan   masing-masing adalah fuzzy subset. Maka 

operasi gabungan, irisan, dan komplemen dari masing-masing fuzzy 

subset tersebut memenuhi sifat-sifat sebagai berikut. 

1. Asosiatif, yaitu 

               ,  
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               . 

2. De Morgan, yaitu 
            ,  
            .  

3. Distributif, yaitu 

                   ,  

                   .  

4. Jika     dan     maka         dan        . 

 

Definisi 2.5.18 (Gabungan dan Irisan Keluarga Himpunan) 

Misalkan   adalah himpunan indeks dan            merupakan 

keluarga himpunan fuzzy subset dari himpunan  . Didefinisikan 

operasi gabungan dan irisan sebagai berikut.  

    ⋃         
   

       

   

   

 

    ⋂         
   

       

   

  

 

Contoh 2.5.19 

Misalkan     adalah bilangan asli dan fuzzy subset   dari   

adalah      
 

 
  untuk setiap    . Diberikan keluarga himpunan 

fuzzy subset dari  , yaitu       (  
 

 
)

 

 
  untuk setiap    , 

   . Akan ditentukan gabungan dan irisan dari   . 

 

Jawab: 

    ⋃         
   

{(  
 

 
)
 

 
}  

 

 
   

        
 

 
              

 

    ⋂         
   

{(  
 

 
)
 

 
}

   

         
 

 
              

 

Definisi 2.5.20 (Fungsi Invers) 

Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong dan   

adalah fuzzy subset dari  . Untuk suatu fungsi       didefinisikan 

fungsi invers sebagai berikut. 
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        (     (    )|    }  

dengan    (    )   (    ). 

 

Contoh 2.5.21 

Diberikan himpunan               dan   merupakan himpunan 

bilangan rasional. Diberikan suatu pemetaan  

      

                          
 

 
  

Didefinisikan fuzzy subset   dari   adalah sebagai berikut. 

     {
                        
                           

 

Akan ditentukan        untuk setiap    .  

 

Jawab: 

Fuzzy subset   dari   adalah sebagai berikut. 

              (    )   (    )        , 

              (    )   (    )   (
 

 
)   , 

              (    )   (    )   (
 

 
)   , 

              (    )   (    )   (
 

 
)   , dan 

              (    )   (    )   (
 

 
)   . 

Jadi, didapat        ,      (
 

 
  )  (

 

 
  )  (

 

 
  )  (

 

 
  )-  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini dibahas tentang sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam 

semiring terurut. Selanjutnya, selama operasi biner dari   tidak 

didefinisikan, maka   adalah semiring terurut dibawah operasi 

penjumlahan dan pergandaan atau dituliskan dengan          . 

 

3.1 Struktur Ideal Fuzzy dalam Semiring Terurut 
 

Berikut ini dijelaskan definisi dan contoh yang terkait dengan 

ideal fuzzy dalam semiring terurut. 

 

Definisi 3.1.1 (Komposisi dan Penjumlahan) 

Misalkan   dan   merupakan fuzzy subset dari semiring terurut 

          dan        . Didefinisikan operasi komposisi dan 

penjumlahan dari   dan   sebagai berikut. 

           {
                                              
                                                                 

 

dan 

            {
                                               
                                                                  

 

 

Jika      dan         maka dapat dituliskan sebagai berikut.  

              
    

                   

              
     

                  

 

Contoh 3.1.2 

Berdasarkan Contoh 2.4.11, diketahui bahwa           adalah 

semiring terurut dengan          , untuk        . 

Didefinisikan fuzzy subset   dan   dari  , yaitu 

     [   ]       dan          [   ]  
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Akan ditentukan komposisi dan penjumlahan dari fuzzy subset   dan 

 . 

 

Jawab: 

Tabel 3.1 Hasil operasi min{           
                        

                     

                     

                     

      .1  .1  .1  .1 

 

1. Komposisi dari fuzzy subset   dan   adalah sebagai berikut. 

a. Untuk    . Karena                 berarti 

 Jika    ,               .  

 Jika    ,                   . 

 Jika    ,               . 

 Jika    ,               .  

Maka diperoleh himpunan pasangan terurut      , yaitu 

                                                          
                                                     

Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                            

                             
                  

     
                      

 

b. Untuk    . Karena         dan     berarti 

 Jika    ,                   . 

 Jika    ,               . 

 Jika    ,               .  

Maka diperoleh himpunan pasangan terurut      , yaitu 

                                                          
         

Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                         
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c. Untuk    . Karena     dan     berarti 

 Jika    ,               . 

 Jika    ,               .  

Maka      . 

                   
 

d. Untuk    . Karena     dan               . 

Maka      . 

                   
 

2. Penjumlahan dari fuzzy subset   dan   adalah sebagai berikut. 

a. Untuk    . Karena                 berarti 

 Jika    ,      .  

 Jika    ,              . 

 Jika    ,                      . 

 Jika    ,               . 

Maka diperoleh himpunan pasangan terurut      , yaitu 
                                                           

                                                           
Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                            

                             
                   

     
                      

 

b. Untuk    . Karena         dan     berarti 

 Jika    ,              . 

 Jika    ,                      . 

 Jika    ,               .  

Sehingga diperoleh pasangan terurut      , yaitu 

                                                            
                                                   

Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                            
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c. Untuk    . Karena     dan     berarti 

 Jika    ,                      . 

 Jika    ,               .  

Maka diperoleh himpunan pasangan terurut      , yaitu 
                                                     

                                    
Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                            

             
                    

     
                      

 

d. Untuk    . Karena     dan               .

Maka diperoleh himpunan pasangan terurut      , yaitu 

                                                      
Dari Tabel 3.1 diperoleh 

{              }                                 

                    
     

                      

 

Definisi 3.1.3 (Ideal Fuzzy)   

Misalkan   merupakan fuzzy subset tak kosong dari semiring terurut 
         , yaitu                        .   dikatakan sebagai 

ideal kiri (kanan) fuzzy dari   jika untuk setiap       memenuhi 

kondisi berikut. 

(i)                      , 

(ii)            (          ),  

(iii)               . 

Kemudian,   disebut ideal fuzzy jika   merupakan ideal kiri fuzzy 

dan ideal kanan fuzzy.  

 

Contoh 3.1.4 

Berdasarkan  Contoh 2.4.10,  diketahui  bahwa               adalah  

semiring terurut dimana             dan         dengan 

relasi terurut           dan      .  
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Didefinisikan fuzzy subset   dari  , yaitu                 
                     . Akan dibuktikan bahwa   merupakan 

ideal fuzzy dari  . 

 

Bukti: 

Dari Tabel 3.2 berikut, dapat ditunjukkan bahwa fuzzy subset   

merupakan ideal fuzzy dari  . 

 

Tabel 3.2 Pembuktian ideal fuzzy pada           

                       
    

              
              

   

      

  

        

                    

                    

                    

   

      

    

            

                      

                      

                      

   

      

    

            

                      

                      

                      

   

      

    

            

                      

                      

                      

 

1.                      . 
Ambil        . Sehingga diperoleh 

                                    
                                        
                                        
                                      . 
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Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       berlaku 

                     .  
 

2.             dan            . 

1. Ambil        . Sehingga diperoleh 

                            
                             
                            
                          . 
Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       

berlaku            . 
 

2. Ambil        . Sehingga diperoleh 

                               
                              
                             
                           . 

Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       

berlaku            . 
 

3. Jika                   . 

Diketahui bahwa relasi     untuk setiap       adalah 

sebagai berikut. 

      dan       berarti    , 

      dan       berarti    , 

       dan         berarti    . 

Sehingga diperoleh relasi        . 

Jelas dari definisi fuzzy subset   dari    bahwa  

                                 . 

Jadi, terbukti bahwa jika      maka           . 

Karena sifat (1), (2), dan (3) terpenuhi maka terbukti bahwa fuzzy 

subset   merupakan ideal fuzzy dari semiring terurut  .  

 

Contoh 3.1.5  

Berdasarkan Contoh 3.1.2, Diketahui bahwa fuzzy subset   dan   

dari semiring terurut  , yaitu  

                                       dan 

                                   .  
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Karena 

                     , dan  

                     . 

Maka   dan   bukan ideal fuzzy dari  . 

 

Definisi 3.1.6 (Fuzzy Subset Semiring Terurut) 

Misalkan   merupakan fuzzy subset dari semiring terurut   dan  

   . Dinotasikan   , yaitu subset dari   yang didefinisikan sebagai 

berikut. 

                    . 
 

Contoh 3.1.7  

Berdasarkan Contoh 3.1.4, untuk suatu     diperoleh   , yaitu  

      ,          ,            , dan              . 
 

Definisi 3.1.8 (Hasil Kali Kartesius Fuzzy)  

Misalkan   dan   merupakan fuzzy subset dari  . Hasil kali kartesius 

dari   dan   didefinisikan dengan  

                         , untuk semua        
Atau dinotasikan sebagai 

    {(                )|     }  
 

Contoh 3.1.9 

Berdasarkan Contoh 3.1.2, diketahui fuzzy subset   dan   dari 

semiring terurut          , yaitu  

        ,          ,          ,          , dan 

        ,          ,          ,          . 

Akan ditentukan hasil kali kartesius dari   dan  . 

 

Jawab: 

Dari Tabel 3.3 berikut, diperoleh hasil kali kartesius fuzzy subset   

dan   dari  , yaitu 

       (         ) (         ) (         ) (         )   

(         ) (         ) (         ) (         ) 

(         ) (         ) (         ) (         )    

(         ) (         ) (         ) (         ) . 
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 Tabel 3.3 Hasil kali kartesius   dan   dari           

                         

  

  

    

        

          

          

          

  

  

    

        

          

          

          

  

  

    

        

          

          

          

  

  

    

        

          

          

          

 

3.2 Sifat-sifat Ideal Fuzzy dalam Semiring Terurut 
 

Berikut ini dijelaskan sifat-sifat dari ideal fuzzy dalam 

semiring terurut berupa teorema dan proposisi beserta contohnya. 

 

Proposisi 3.2.1  

Diberikan fungsi karakteristik    dan fuzzy subset   dari semiring 

terurut          . Untuk setiap       dan     berlaku  

1.                       ,  

2.                       . 

 

Bukti: 

Didefinisikan pemetaan    ,
        
        

 dan     [   ].  
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Karena            [   ] sehingga    merupakan fuzzy subset. 

Misalkan                   maka berlaku 

            {
                                           
                                                                 

 

            {
                                           
                                                                 

 

              {
                                            
                                                                  

 

             {
                                            
                                                                 

 

 

Jika                                   maka didapat 
                         dan 

                          . 

 

Jika                                   maka didapat 

               
      

                    

     
      

               

     
      

         

dan 

                 
       

                    

     
       

               

     
       

         

 

Karena          dan           maka didapat  

                    
      

                    

    
      

                        

    
      

        

           . 

Sehingga terbukti bahwa                      . 
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    (       )        
       

{   {  
          }} 

    
       

                     

    
       

        

             
Sehingga terbukti bahwa                      . 
 

Contoh 3.2.2 

Berdasarkan Contoh 2.4.10, diketahui bahwa           adalah 

semiring terurut. Didefinisikan fungsi karakteristik    dan fuzzy 

subset   dari  , yaitu 

     [   ]  dan     {
               
               

  

             

                 

                 

                 

                 

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap       dan     berlaku  

1.                       ,  

2.                       . 

 

Jawab: 

1. Akan ditunjukkan bahwa                      . 

Ambil    . Karena     dan     maka     atau    . 

Karena               dan       maka 

diperoleh himpunan pasangan terurut        , yaitu 
                                   .  
Jelas         . Sehingga  

{                 }                   . 
                    

      

                         

 

a. Jika diambil     maka diperoleh 

              
      

                         

Sehingga jika     maka                      . 
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b. Untuk    . Karena     maka diperoleh pasangan terurut 
             .  

Jelas         . Sehingga  

                     .  

                    
      

                         

Sehingga jika     maka                   . 

Dari (a) dan (b) diperoleh                      . 

 

Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap      ,     

maka                        
 

2. Akan ditunjukkan bahwa                      . 

Ambil    . Karena         dan     maka         

dan    .  

               
                       dan  

               .  

Sehinga diperoleh himpunan pasangan terurut        , yaitu 

                                                       
                                                     

Jelas         . Sehingga  

{                 }                                         

                             
                  

      

                         

 

a. Jika diambil     maka diperoleh 

             
      

                         

Sehingga jika     maka                   . 

 

b. Untuk    . Karena     dan     maka diperoleh 

himpunan pasangan terurut        , yaitu 
                                                       

                                     
Jelas         . Sehingga  

{                 }                                      
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Sehingga jika     maka                   . 
 

c. Untuk    . Karena     maka diperoleh himpunan 

pasangan terurut        , yaitu 

                                                        
Jelas         . Sehingga  

{                 }                                  

                  
      

                         

Sehingga jika     maka                  . 

Dari (a), (b), dan (c) diperoleh                      . 
 

Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap      ,     

maka                        
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap       dan     berlaku 

                      dan                       . 
 

Teorema 3.2.3  

Fuzzy subset   dari semiring terurut   merupakan ideal terurut fuzzy 

jika dan hanya jika level subset    dengan   [   ] adalah ideal 

terurut dari  . 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

Bukti: 

( ) Diketahui bahwa   merupakan ideal terurut fuzzy dari   dan 

                 [   ] . Jelas     . Akan ditunjukkan 

bahwa    adalah ideal terurut dari  , yaitu jika     dan      

dengan     maka     . 

Ambil             . Karena      maka    .  

Karena   adalah ideal terurut kiri fuzzy dari   maka berlaku  

               
            (definisi   ) 

       (sifat transitif) 

Sehingga      dan terbukti bahwa     adalah ideal terurut dari  . 

 

( ) Diketahui bahwa    merupakan ideal terurut dari  , yaitu 

untuk suatu    ,      dengan     maka     .  
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i) Akan ditunjukkan bahwa                      . 
Karena        maka jelas       . 

Andaikan             atau             maka 

terdapat    [   ] sedemikian sehingga 

               atau               . 

Sehingga diperoleh         dan            yang 

kontradiksi dengan       .  

 

ii) Akan ditunjukkan bahwa            dan           . 

Andaikan            dan            maka terdapat 

   [   ] sedemikian sehingga               atau 

             . Sehingga diperoleh         dan 

      . Karena      maka dapat dituliskan bahwa 

terdapat                atau    bukan ideal kiri 

dari   dan terdapat                atau    bukan 

ideal kanan dari  . Sehingga kontradiksi dengan pernyataan 

bahwa    adalah ideal terurut dari  . 

 

iii) Akan ditunjukan bahwa jika     maka          .  

Andaikan           maka terdapat    [   ] sedemikian 

sehingga              . Sehingga diperoleh       dan 

      yang kontradiksi dengan pernyataan bahwa    

adalah ideal terurut dari  .  

 

Jadi, terbukti jika    adalah ideal terurut dari   maka   merupakan 

ideal terurut fuzzy dari  . 

 

Contoh 3.2.4 

Berdasarkan Contoh 3.1.4, diketahui bahwa                  
                  adalah ideal fuzzy dari semiring terurut  . 

Akan ditunjukkan bahwa subset level    adalah ideal terurut dari  . 

 

Jawab: 

Misalkan level subset    dari   adalah sebagai berikut. 

              ,             ,           , dan       . 
   disebut ideal terurut dari   jika                   

atau    ]    .  
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1.    , berarti    ]        . 

2.    ,    , dan    , berarti      ]            . 

3.    ,    ,    ,    ,    , dan     berarti  
     ]              . 

4.    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    , 

dan     berarti      ]                . 

Sehingga diperoleh untuk suatu   [   ],    ]    . 

Jadi, terbukti bahwa    merupakan ideal terurut dari  . 

 

Teorema 3.2.5  

Misalkan   merupakan subset tak kosong dari semiring terurut  .   

adalah ideal terurut kiri dari   jika dan hanya jika fungsi karakteristik 

   adalah ideal terurut kiri fuzzy dari  . 

 

Bukti: 

Diketahui bahwa    ,    , dan fungsi karakteristik dari  , yaitu 

   ,
        
        

  atau            [   ] sehingga    merupakan 

fuzzy subset dari  . 

 

( ) Diketahui bahwa   merupakan ideal terurut kiri dari  , yaitu 

jika    ,    ,     maka    . Akan ditunjukkan bahwa    

adalah ideal terurut kiri fuzzy dari  , yaitu berlaku 

i)                          
Karena       maka jelas      . 
Andaikan             atau             maka 

                atau                . 

Sehingga diperoleh       dan       yang kontradiksi 

dengan      . 
 

ii)             , untuk setiap      .  

Andaikan              berarti                 .  

Sehingga diperoleh     dan     .  
Karena     maka dapat dituliskan bahwa terdapat    , 

untuk     sedemikian sehingga      atau   bukan ideal 

kiri dari   sehingga kontradiksi dengan pernyataan bahwa   

merupakan ideal terurut kiri dari  .  
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iii) Jika     maka          .  

Andaikan              berarti                 .  

Sehingga     ,    . Karena     maka dapat dituliskan 

bahwa terdapat              atau   bukan ideal kiri 

dari  . Sehingga kontradiksi dengan pernyataan bahwa   

merupakan ideal terurut kiri dari  .  

Jadi, terbukti bahwa    adalah ideal terurut kiri fuzzy dari  . 

 

( ) Diketahui bahwa    adalah ideal terurut kiri fuzzy dari  . 

  ]               . Jelas     ]   . Akan ditunjukan 

bahwa   merupakan ideal terurut kiri dari  , yaitu jika    ,    , 

    maka     atau   ]    dan     . 

Ambil     ]    . Karena         maka      .  

Karena    adalah ideal terurut kiri fuzzy dari   maka berlaku 

i) Jika     maka            .     

Karena     maka         yang berarti    . 
Sehingga   ]   .  

ii)             . 
Karena     maka         sehingga 

         yang berarti     . 
Jadi, tebukti bahwa   adalah ideal terurut kiri dari  . 

 

Contoh 3.2.6 

Diberikan semiring terurut         dengan             dan 

       . Didefinisikan relasi terurut           dan 

      dengan operasi sebagai berikut. 

 

Tabel 3.4 Operasi   pada               Tabel 3.5 Operasi   pada   

                     

                    
                    

                    

                    
 

Diketahui bahwa             merupakan ideal terurut kiri dari 

  dan fungsi karakteristik    dari   yaitu 

                            . 
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Akan ditunjukkan bahwa    merupakan ideal terurut kiri fuzzy dari 

 . 

 

Jawab: 

1.                         . 
Ambil        . Sehingga diperoleh 

                                     
                                      
                                     
                                   . 
Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       berlaku 

                        .  
 

2.               dan              . 
a) Ambil        . Sehingga diperoleh 

                             
                             
                            
                           . 

Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       

berlaku              . 

 

b) Ambil        . Sehingga diperoleh 

                            
                           
                          
                        . 

Dengan cara yang sama, diperoleh untuk setiap       

berlaku               atau              . 
 

3. Jika                     . 

Akan ditentukan relasi     untuk setiap      . 

      dan        berarti    , 

      dan       berarti    , 

       dan       berarti    . 

Sehingga diperoleh relasi        . 

Jelas dari definisi fungsi karakteristik    dari   bahwa  

                               . 
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Jadi, terbukti bahwa jika      maka            . 

Karena sifat (1), (2), dan (3) terpenuhi maka terbukti bahwa fuzzy 

subset    merupakan ideal terurut kiri fuzzy dari semiring terurut  . 

 

Proposisi 3.2.7  

Diberikan   merupakan semiring terurut dan   merupakan ideal 

kanan (kiri)  fuzzy  dari   . Maka      adalah ideal kanan (kiri)  dari    

untuk setiap    . 

 

Bukti: 

Diketahui bahwa   merupakan ideal kanan (kiri) fuzzy dari   dan 

   . Akan ditunjukkan bahwa                    

merupakan ideal kanan (kiri) dari  . 

a) Jelas      karena      untuk setiap    .  

b) Ambil sembarang        sehingga          ,           

dengan    . Karena   adalah ideal kanan (kiri) fuzzy dari   

berlaku 

i.                       

                                                                   

Sehingga       . 

ii. Untuk setiap    ,                 dan 

               . Sehingga       dan      . 
Karena kondisi (a) dan (b) dipenuhi, maka terbukti bahwa    adalah 

ideal kanan (kiri) dari  . 

 

Contoh 3.2.8 

Diberikan semiring terurut         dengan             dan 

       . Didefinisikan relasi terurut         dan 

operasi sebagai berikut. 

 

Tabel 3.6 Operasi   pada               Tabel 3.7 Operasi   pada   
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Diberikan fuzzy subset                           dan 

         sebagai ideal kanan fuzzy dari  . Akan ditunjukkan 

bahwa untuk setiap    ,    adalah ideal kanan dari  . 

 

Jawab: 

Ambil       sehingga           . 

i. Jelas dari Tabel 3.5 bahwa untuk setiap        maka  

      . 

ii. Dari Tabel 3.6 diperoleh untuk setiap    ,      maka       

tetapi       karena terdapat     sedemikian sehingga 

       . 

iii. Dengan cara yang sama, untuk setiap     diperoleh    

merupakan ideal kanan dari  . 

 

Proposisi 3.2.9  

Irisan dari koleksi tak kosong ideal kanan (kiri) fuzzy dari semiring 

terurut   merupakan ideal kanan (kiri) fuzzy dari  . 

 

Bukti: 

Misalkan            merupakan keluarga tak kosong dari ideal 

kanan (kiri) fuzzy dari   dan      . Didapat 

1. ⋂       

   

      
   

                              

 
     

   
                                      

                      
 

     {   
   

           
   

       }  

 
     {⋂      ⋂     

      

}   

 
         ⋂       

   

    {⋂      ⋂     

      

}  

  

2. ⋂      
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         (    

   
        )     

                    
                      

 
  ⋂     

   

  ( ⋂     

   

)   

 
        ⋂      

   

 ⋂     

   

  ( ⋂     

   

)  

  

3.                                      

               ⋂      ⋂     

      

  

     ⋂  

   

                                         

 

Contoh 3.2.10 

Berdasarkan Contoh 3.2.8 diketahui bahwa           merupakan 

semiring terurut. Didefinisikan koleksi ideal kanan fuzzy dari   yaitu 

                   dimana 

         ,          ,          ,          , 

         ,          ,          ,          ,  

         ,          ,          ,          . 

                        ⋂  

   

                                  

 

Jawab: 

   
   

                                    

   
   

                                   

   
   

                                   

   
   

                                   

 

1.    Ambil    ,      . Didapat 

 ⋂       
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           {   

   
            

   
       }  

 Ambil    ,      . Didapat 
 ⋂       

   

        
   

             

 
       {   

   
           

   
       }  

 Dengan cara yang sama, untuk setiap       dapat ditunjukkan 

 
      ⋂       

   

    {⋂      ⋂     

      

}  

  

2.   Ambil    ,      . Didapat 

 ⋂       

   

      
   

              

 Ambil    ,      . Didapat 

 ⋂       

   

        
   

             

            
   

          

 Dengan cara yang sama, untuk setiap       dapat ditunjukkan 

      ⋂      

   

 ⋂     

   

  

 

3. 

 

                   ⋂      ⋂     

      

  

         ⋂      ⋂     

   

 ⋂      ⋂     

         

  

     ⋂  

   

                                  

 

Proposisi 3.2.11  

Misalkan            merupakan keluarga ideal fuzzy dari semiring 

terurut   sedemikian sehingga       atau       untuk      . 

Maka ⋃  
         

 adalah ideal fuzzy dari  . 
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Bukti: 

Diketahui            merupakan keluarga tak kosong dari ideal fuzzy 

dari   dan      . Didapat 

1. ⋃       

   

      
   

                            

    

    
   

              
   

                           

 atau   

    
   

              
   

                          

 Sehingga   

 ⋃       

   

      {   
   

            
   

        } 

      {⋃      ⋃     

      

}   

          ⋃       

   

    {⋃      ⋃     

      

}  

    

   ⋃      

   

     
   

                            

 
     

   
         (    

   
       ) 

                
              

 
  ⋃     

   

  ( ⋃     

   

)   

  

                                        

               ⋃      ⋃     

      

  

     ⋃  

   

                            

 

Contoh 3.2.12 

Berdasarkan Contoh 2.4.10, diketahui bahwa           adalah 

semiring terurut. Didefinisikan keluarga ideal fuzzy dari   yaitu  
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                   dimana 

         ,          ,          ,          , 

       ,          ,          ,          ,  

         ,          ,          ,          . 

Jelas         . 

                       ⋃  

   

                            

 
Jawab: 

   
   

                               

   
   

                                   

   
   

                                   

   
   

                                   

 

1.  Ambil    ,       . Didapat 

 ⋃       

   

        
   

            

 
       {   

   
           

   
       }  

 Ambil    ,       . Didapat 
 ⋃       

   

        
   

             

 
       {   

   
           

   
       }  

 Dengan cara yang sama, untuk setiap       dapat ditunjukkan 

 
      ⋃       

   

    {⋃      ⋃     

      

}  

  

2.   Ambil    ,       . Didapat 

 ⋃       

   

       
   

                     
   

         

 Ambil    ,       . Didapat 

 ⋃       
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 Dengan cara yang sama, untuk setiap       dapat ditunjukkan 

      ⋃       

   

 ⋃     

   

    ⋃       

   

 ⋃     

   

  

  

3. 

 

        ⋃     

   

 ⋃     

   

 ⋃     

   

 ⋃     

   

  

                    ⋃     

   

 ⋃     

   

  

     ⋃  

   

                            

 

Proposisi 3.2.13  

Misalkan   dan   adalah semiring terurut. Didefinisikan fungsi 

      merupakan morfisma dari semiring terurut, yaitu 

homomorfisma semiring dengan sifat tambahan untuk setiap 

                   . Jika   adalah ideal kiri fuzzy dari  , 

maka        adalah ideal kiri fuzzy dari  . 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa        merupakan ideal kiri fuzzy dari  . 

a) Karena   merupakan morfisma, maka 

                        untuk suatu    . 

Sehingga          dan         .  

 

b) Ambil sembarang      . Didapat 

i.               (      ) (Definisi 2.5.18)  

   (         ) (homomorfisma)  

     { (    )  (    )} (  ideal kiri fuzzy) 

     {(      )    (      )   }. (Definisi 

   2.5.18) 

Sehingga                 {(      )    (      )   }. 
 

ii. (      )       (     ) (Definisi 2.5.18) 

   (        ) (homomorfisma) 
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   (    ) (  ideal kiri fuzzy) 

             . (Definisi 2.5.18) 

Sehingga (      )                . 
 

c)               . Didapat 

               (    ) (Definisi 2.5.18) 

    (    ) (  ideal kiri fuzzy) 

              . (Definisi 2.5.18) 

Sehingga                        . 

Jadi,        adalah ideal kiri fuzzy dari  . 

 

Teorema 3.2.14 

Jika   dan   adalah ideal kiri fuzzy dari semiring terurut   maka 

    adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Bukti: 

Ambil sembarang                    . Maka berlaku 

1.      (               ) 

                    
                                                (Definisi 3.1.7) 

                                        (    ideal kiri 

  fuzzy) 

                                        
                               . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga      (               )                    

              . 
 

2.      (              )  

                  
                      (Definisi 3.1.7) 

                  (    ideal kiri fuzzy) 

             . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga      (              )              . 
 

3.                 berarti                   dan  

                  maka didapat 

 



 

65 

 

             
                  (Definisi 3.1.7) 

                   

             . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga                          . 
Jadi, terbukti bahwa     adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Contoh 3.2.15 

Berdasarkan Contoh 3.2.6, diketahui bahwa           merupakan 

semiring terurut. Didefinisikan ideal kiri fuzzy   dan   dari   sebagai 

berikut. 

                                   , 
                                 . 
Akan ditunjukkan bahwa     adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Jawab: 

 Tabel 3.8 Hasil Kali Kartesius   dan   dari           
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Dari Tabel 3.8, diperoleh hasil kali kartesius dari   dan  , yaitu 

     (         )  (         ) (         ) (         )  

  (         ) (         ) (         ) (         )    

  (         ) (         ) (         ) (         )   

  (         ) (         ) (         ) (         )   

  

1. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 

               . Didapat 

     (           )                 

              

                     .  

                           
                                    
                 . 

Sehingga      (           )                  

             . 
 

2. Ambil     ,     ,     , dan      dengan  
               . Didapat 

     (           )                 

                 

                     .  

                           
                                    
                 . 

Sehingga      (           )                  

             . 
 

Dengan cara yang sama seperti (1) dan (2), dapat ditunjukkan 

bahwa untuk setiap               berlaku  

     (               )                    

                . 
 

3. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 

               . Didapat 

     (          )                     
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                      . 

                             . 

Sehingga      (          )            . 

 

Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap 

              berlaku 

     (              )              . 
 

4. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 
               .  
            berarti               dan   

             . Didapat 
                             . 

                              . 

Sehingga                      . 
 

Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap 

                              berlaku 
                         . 

Jadi, terbukti bahwa     adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Teorema 3.2.16  

Diberikan fuzzy subset   dari semiring terurut  .   adalah ideal kiri 

fuzzy dari   jika dan hanya jika     adalah ideal kiri fuzzy dari 

   .  

 

Bukti: 

( ) Diketahui bahwa   adalah ideal kiri fuzzy dari  . 

Berdasarkan Teorema 3.2.8, maka     adalah ideal kiri fuzzy dari 

   . 

 

( ) Diketahui bahwa     adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

Akan ditunjukkan bahwa   adalah ideal kiri       dari  .  

Ambil sembarang              . Didapat 

1.                        
                    
      (               ) (Definisi 3.1.7) 

                                (    ideal kiri fuzzy) 
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                                       . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga 

                                           , 
                     

Ambil     ,      ,       dan     . Karena           

untuk setiap     maka diperoleh                       . 
 

2.                      
                  
      (              ) (Definisi 3.1.7) 

              (    ideal kiri fuzzy) 

                 . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga                                      . 
Ambil     ,     , dan      sehingga diperoleh  

          . 

 

3. Jika                 maka 

                 
              (Definisi 3.1.7) 

              (    ideal kiri fuzzy) 

                 . (Definisi 3.1.7) 

Sehingga                                  . 
Ambil      ,     ,     , dan      sehingga diperoleh 

         . 

Jadi, terbukti bahwa   adalah ideal kiri fuzzy dari  . 

 

Contoh 3.2.17 

Berdasarkan Contoh 3.2.15, diketahui bahwa   merupakan ideal kiri 

fuzzy dari semiring terurut   .  Akan ditunjukkan bahwa     

merupakan ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Jawab: 

Dari Tabel 3.8, diperoleh hasil kali kartersius dari   dan  , yaitu 

     (         )  (         ) (         ) (         )  

  (         ) (         ) (         ) (         )    

  (         ) (         ) (         ) (         )   

  (         ) (         ) (         ) (         )   
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1. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 
               . Didapat 

     (           )                 

              

                        
                           
                                    
                 . 

Sehingga      (           )                  

             . 
 

2. Ambil     ,     ,     , dan      dengan  

               . Didapat 

     (           )                  

            
                      

                           
                                    
                 . 

Sehingga      (           )                  

             . 
 

Dengan cara yang sama seperti (1) dan (2), dapat ditunjukkan 

bahwa untuk setiap               berlaku  

     (               )                    
              . 

 

3. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 
               . Didapat 

     (          )                     
                    . 

                             . 

Sehingga      (          )            . 

 

Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap 

              berlaku  

     (              )              . 
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4. Ambil     ,     ,     , dan      dengan 
               . 

            berarti               dan  

               . Didapat 
                             . 

                              . 

Sehingga                      . 
 

Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk setiap 

                              berlaku 
                         . 

Jadi, terbukti bahwa     adalah ideal kiri fuzzy dari    . 

 

Proposisi 3.2.18  

Diberikan fuzzy subset    ,    , dan     dari semiring terurut  . Maka 

berlaku                                  . 

 

Bukti: 

Diketahui bahwa    ,   , dan    merupakan fuzzy subset dari 

semiring terurut  . Ambil sembarang            . Didapat 

i. (              )    

      
    

                           

     
    

{   {         
     

                  }} 

                                                         
     

       
                                  

                         . 

Sehingga                                            . 

 

ii. (                  )    
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                    . 

Sehingga (                  )                       . 

Jadi,                                    . 
 

Contoh 3.2.19 

Berdasarkan Contoh 3.2.12, Akan ditunjukkan bahwa 

                                   .  
Dimana 

         ,          ,          ,          , 

       ,          ,          ,          ,  

         ,          ,          ,          . 

 

Jawab: 

Ambil    , diperoleh 

(              )       
     

                           

Karena     dan    , dimana 

                      dan  

                                . 

Jika       maka 

                       . 

Jika       maka                . 

Jika       maka        . 

Sehingga, didapat          . 
 

Ambil     dan    , diperoleh 

(              )    

    
     

                           

    
     

{   {         
     

                  }}        

    
     

{   {       
     

                             }} 
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Dengan cara yang sama, untuk setiap     dapat ditunjukkan bahwa  

                                         . 

 

Teorema 3.2.20  

Jika    dan    adalah ideal fuzzy dari semiring terurut   maka 

         adalah ideal fuzzy dari semiring terurut  . 

 

Bukti: 

Diketahui bahwa    dan    adalah ideal fuzzy dari semiring terurut  . 

Ambil sembarang          . Didapat 

1.                

    
        

                   

                                                      
                                           

                                              

             
       

                      

                 
       

                      

                                 . 
Sehingga 
                                               . 
 

2. Diasumsikan    dan    adalah ideal kanan fuzzy sehingga didapat 
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               . 

Sehingga                            . 

 

Dengan cara yang sama, diasumsikan    dan    adalah ideal kiri 

fuzzy, sehingga dapat ditunjukkan bahwa 

                            . 

 

3. Jika     maka             dan              Sehingga 

             
      

       

                                 

    
         

                             

      
       

                         

               . 
Sehingga                           . 

Jadi, terbukti bahwa          adalah ideal fuzzy dari  . 

 

Teorema 3.2.21  

Jika    dan    adalah ideal fuzzy dari semiring terurut   maka 

       adalah ideal fuzzy dari semiring terurut  . 

 

Bukti: 

Diketahui bahwa    dan    merupakan ideal fuzzy dari semiring 

terurut  . Ambil sembarang          . Didapat 

1.                
    

      
                   

                                                    
                                                   

                                           
            

      

                        
      

                       

                                 . 
Sehingga 

                                          . 
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2. Diasumsikan    dan    adalah ideal kanan fuzzy sehingga didapat 

             
         

     
                        

    
          

                               

         
      

                          

               
Sehingga                           
 

Dengan cara yang sama, diasumsikan    dan    adalah ideal kiri 

fuzzy sehingga dapat ditunjukkan bahwa  

                             
 

3. Jika     maka             dan            . Sehingga 

            
      

      

                                

    
        

                              

      
      

                      

                
Sehingga                           

Jadi, terbukti bahwa        adalah ideal fuzzy dari  . 

 

Teorema 3.2.22  

Misalkan   merupakan semiring terurut. Himpunan semua ideal 

fuzzy dari   yang dinotasikan dengan       adalah semiring 

zerosumfree dengan tak hingga elemen   dibawah operasi 

penjumlahan dan komposisi antara ideal fuzzy dari   dimana 

                    . 

 

Bukti: 

Jelas,   yang merupakan fungsi karakteristik dari   adalah elemen 

dari      . Sehingga       bukan himpunan kosong. 

a) Misalkan          merupakan ideal fuzzy dari  . Maka berlaku 

i. Terhadap operasi   . 
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 Sifat Tertutup.   

Jelas berdasarkan Teorema 3.2.20 terbukti bahwa untuk 

                          . 

  

 Sifat Asosiatif. 
Ambil              . 
                     

     
     

                           

    
     

{   {         
     

                  }} 

    
         

                                     

dengan sifat asosiatif, yaitu                 

diperoleh 

    
         

                                    

    
     

 {   {    
     

                        }} 

     
     

                        

                         
 

 Elemen identitas berupa   . 

Jelas                           untuk           . 
 

 Sifat komutatif terhadap   . 

Ambil        . 

                  
     

                   

        
     

                      (sifat 

   komutatif) 

                  . 
Jadi, terbukti bahwa            adalah semigrup komutatif. 

 

ii. Terhadap operasi    . 

 Sifat Tertutup.   
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Jelas berdasarkan Teorema 3.2.21 terbukti bahwa untuk 

                         . 

  

 Sifat Asosiatif. 
Dengan   cara   yang   sama   sebagaimana   sifat   asosiatif  

terhadap   , untuk     diperoleh 
                                              . 

Jadi, terbukti bahwa             adalah semigrup. 

 

iii. Sifat distributif 

Dengan Proposisi 3.2.18 terbukti bahwa  

                                             dan 

                                            
  

Jadi, terbukti bahwa               adalah semiring. 

 

b) Jelas          untuk        . 

               
    

                      

                     
Karena           maka          untuk semua        . 

Jadi, 1 adalah elemen tak hingga dari        
 

c) Misalkan            untuk            . 
Maka                  dan juga     . 

Dengan cara yang sama, bisa ditunjukkan bahwa     . 

Jadi, terbukti bahwa semiring       adalah zerosumfree. 

 

Contoh 3.2.23 

Berdasarkan Contoh 2.4.10, diketahui bahwa           adalah 

semiring terurut. Didefinisikan himpunan semua ideal fuzzy       

dari  , yaitu 

                           ,  
dimana                     elemen bilangan asli. 

Akan ditunjukkan bahwa                 adalah semiring 

zerosumfree. 
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Jawab: 

1.            adalah monoid komutatif. 

a)            memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang            . Didapat 

                . 

 

b)            memenuhi sifat asosiatif, yaitu 

                                     
untuk setiap               . 

 

c)            memiliki elemen identitas, yaitu  . 

Jelas                     untuk setiap         . 
 

d)            memenuhi sifat komutatif, yaitu 

                       
untuk setiap            . 

Karena sifat (a), (b), (c), dan (d) terpenuhi, maka terbukti bahwa 
           adalah monoid komutatif. 

 

2.             merupakan semigrup. 

a)             memenuhi sifat tertutup. 

Ambil sembarang              Didapat 

               . 
 

b)             mmenuhi sifat asosiatif, yaitu 

                                         
untuk setiap               .  

Karena sifat (a) dan (b) terpenuhi, maka terbukti bahwa 

            merupakan semigrup. 

 

3. Operasi    dan     pad       bersifat distributif. 

Jelas berlaku  

                                                 dan 

                                                
untuk setiap               .  

Sehingga terbukti bahwa                merupakan semiring. 
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4. Jika            maka diperoleh  

         untuk            . 
Jadi, terbukti bahwa semiring       adalah zerosumfree. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan uraian dalam pembahasan skripsi ini, maka dapat 

diberikan beberapa kesimpulan sebagai berikut. 

1. Hasil operasi penjumlahan, komposisi, irisan, dan gabungan serta  

hasil kali kartesius antara ideal kanan (kiri) fuzzy dari   juga 

merupakan ideal kanan (kiri) fuzzy dari  . 

2. Himpunan semua ideal fuzzy dari   atau       membentuk 

semiring zerosumfree dengan tak hingga elemen 1 dibawah 

operasi penjumlahan dan komposisi. 

 

4.2 Saran 

 

Pada skripsi ini tidak dibahas mengenai ideal interior fuzzy 

dalam semiring terurut. Oleh karena itu, untuk penelitian lebih lanjut 

dapat diselidiki bagaimana sifat-sifat dari ideal interior fuzzy dalam 

semiring terurut. 
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