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ANALISIS DINAMIK MODEL EPIDEMI SEIS
DENGAN DAMPAK MEDIA

ABSTRAK

Pada skripsi ini, dibahas analisis dinamik model epidemi SEIS dengan
dampak media. Pada model ini, populasi dibagi menjadi tiga
subpopulasi, yaitu subpopulasi rentan (S), subpopulasi terpapar (E),
dan subpopulasi terinfeksi (/). Selain itu, terdapat kompartemen (M)
yang merepresentasikan jumlah pesan yang diberikan media tentang
penyakit epidemi. Pada model diasumsikan individu yang terinfeksi
dapat kembali menjadi individu rentan. Analisis dinamik yang
dilakukan pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan dan
syarat eksistensinya, penentuan angka reproduksi dasar Ry dengan
menggunakan matriks generasi selanjutnya serta analisis kestabilan.
Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik kesetimbangan model,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemi. Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu eksis sedangkan
titik kesetimbangan endemi eksis dengan syarat tertentu.  Titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal dan
global ketika Ry < 1. Jenis kestabilan titik kesetimbangan endemi
bergantung pada nilai Ry, ), dan Ry;. Simulasi numerik dilakukan
untuk mendukung hasil analisis dinamik yang diperoleh.

Kata kunci: model epidemi SEIS, angka reproduksi dasar, fungsi
Lyapunov, dampak media.
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DYNAMICAL ANALYSIS OF SEIS EPIDEMIC MODEL
WITH THE IMPACT OF MEDIA

ABSTRACT

This final project discussed about dynamical analysis of SEIS
epidemic model with the impact of media. In this model, the
population is divided into three subpopulations, there are susceptible
subpopulation (S), exposed subpopulation (F), and infected
subpopulation (/). Beside that, there is compartement (M) that
represents number of messages that the media gives about epidemic
diseases (M). This model assumes that the infected individual can
return to a susceptible individual. The dynamical analysis includes the
determination of equilibrium points and existence conditions,
determination of basic reproduction number R using next generation
matrix and stability analysis. Based on the analysis results, two
equilibrium points were obtained, namely the disease-free equilibrium
point and endemic equilibrium point. The disease-free equilibrium
point always exists while the endemic equilibrium point exists under
certain conditions. The disease-free equilibrium point is a lokal and
global asymptotically stable at Ry < 1. The stability type of an
endemic equilibrium point depends on the value of Ry, 12, and Ro;.
Numerical simulations were performed to support the result of the
obtained dynamical analysis.

Keywords: SEIS epidemic model, basic reproduction number,
Lyapunov function, impact of media.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Saat ini, media memiliki peran penting dalam kehidupan
sehari-hari. Media merupakan sumber pesan yang memberikan
informasi, baik berupa tulisan maupun siaran dalam lingkungan
masyarakat. Pada bidang kesehatan, seringkali media berpengaruh
dalam proses penyebaran dan pencegahan suatu wabah penyakit. Cui,
dkk. (2008) menunjukkan bahwa media juga memainkan peran
penting dalam penyebaran dan pengendalian penyakit epidemi karena
orang biasanya mengungkapkan pengalaman mereka tentang penyakit
melalui media. Beberapa faktor menyebabkan berkembangnya suatu
penyakit epidemi, yaitu liputan media, kepadatan penduduk, dan gaya
hidup masyarakat. Faktor-faktor tersebut dapat mempengaruhi tingkat
kejadian infeksi secara langsung atau tidak langsung.

Menurut Huo, dkk. (2018), liputan media tentang penyakit
epidemi mendorong masyarakat untuk melakukan tindakan
pencegahan, seperti mengenakan masker, menghindari tempat-tempat
umum saat sakit, sering mencuci tangan, dan lain-lain. Seiring
bertambahnya jumlah orang yang terinfeksi, media memberi lebih
banyak informasi tentang penyakit epidemi dan dapat mengurangi
kemungkinan kontak dengan orang-orang yang terinfeksi. Oleh
karena itu, organisasi kesehatan masyarakat juga menganjurkan
penggunaan media bagi pengendalian dan pencegahan penyakit
epidemi. Salah satu contoh penyakit epidemi yang berbahaya dan
mendapat perhatian dari beberapa pihak adalah SARS. Menurut
Wilson, dkk. (2004), telah disebarkan 261 artikel, meliputi 43 artikel
tentang penyakit kanker, 12 artikel tentang diabetes, 10 artikel tentang
penyakit jantung, dan sisanya terkait penyebaran SARS di Selandia
Baru pada bulan Maret sampai Juli 2003.

Banyak peneliti yang telah mempelajari model matematika
berbeda untuk menggambarkan peran media dalam penyebaran dan
kontrol penyakit epidemi. Sun, dkk. (2011) membahas tentang liputan
media dapat mengurangi penyebaran penyakit epidemi dan
memperpendek durasi wabah penyakit. Pawelek, dkk. (2014)

1



membahas tentang twitter dapat menjadi indikator yang baik selama
musim influenza. Namun, mereka mengabaikan dampak negatif
twitter. Selanjutnya Liu, dkk. (2016) membahas tentang dampak
media dalam mengontrol penyakit dengan tingkat transmisi Piecewise
yang hanya memiliki efek ketika jumlah individu yang terinfeksi
melebihi tingkat tertentu. Selain itu, Huo, dkk. (2018) melakukan
pengembangan model epidemi SEIS yang lebih realistis dengan
dampak media, dengan mengasumsikan bahwa orang yang terinfeksi
mengalami kekebalan sementara dan mempertimbangkan efek alami
serta tingkat kematian terkait penyakit.

Pada skripsi ini dikaji kembali artikel Huo, dkk. (2018). Analisis
dinamik yang dilakukan pada model meliputi penentuan titik
kesetimbangan, angka reproduksi dasar, analisis kestabilan titik
kesetimbangan. Selanjutnya dilakukan simulasi numerik
menggunakan software Matlab untuk mendukung hasil perhitungan
analitik.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, beberapa pokok
masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana konstruksi model SEIS dengan dampak media?

2. Bagaimana titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik
kesetimbangan model?

3. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model?

4. Bagaimana hasil simulasi numerik model epidemi SEIS?

1.3 Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Menjelaskan konstruksi model SEIS dengan dampak media.

2. Menentukan titik kesetimbangan dan syarat eksistensi titik
kesetimbangan model.

3. Menentukan kestabilan titik kesetimbangan model.

4. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik untuk mendukung
hasil perhitungan analitik.



1.4 Batasan Masalah

Pesan media yang dimaksud dalam skripsi ini adalah informasi
positif terkait penyakit epidemi sedemikian sehingga membuat
pembaca/pendengar melakukan tindakan pencegahan penyakit
tersebut.
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BAB II
DASAR TEORI

Dalam penulisan skripsi ini dibahas analisis dinamik model
epidemi SEIS dengan dampak media. Sistem dinamik, kriteria
Routh-Hurwitz, angka reproduksi dasar dan matriks generasi
selanjutnya merupakan beberapa teori yang digunakan untuk
membantu memahami materi dalam penulisan skripsi ini.

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau
lebih turunan dari fungsi yang tidak diketahui. = Berdasarkan
banyaknya variabel bebas yang dimiliki, persamaan diferensial dibagi
menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan
diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah persamaan
yang memuat satu variabel bebas sedangkan persamaan diferensial
parsial adalah persamaan yang memuat lebih dari satu variabel bebas.

Orde adalah tingkat turunan tertinggi yang muncul dalam
persamaan diferensial. Secara umum, persamaan diferensial biasa
orde n dapat ditulis sebagai

F(t,z(t),z (), (t),...,2"™(t)) =0, (2.1)
dengan t adalah variabel bebas, z(t) adalah fungsi yang tidak
diketahui hanya bergantung pada variabel bebas ¢ dan z(™) (t) adalah
turunan ke—m fungsi =(t) terhadap variabel bebas t, m = 1,2,...,n.
Persamaan diferensial biasa orde n (2.1) disebut linear jika memenuhi
bentuk umum

ap(®)z™ + a1 ()™ + .+ an () = g(t), (2.2)

dengan ag(t) # 0. Jika g(t) = 0 maka disebut persamaan diferensial
biasa linear homogen, tetapi jika g(f) # 0 maka disebut persamaan
diferensial biasa linear nonhomogen. Persamaan diferensial biasa
nonlinear adalah persamaan diferensial biasa yang tidak berbentuk
seperti persamaan (2.2) atau dengan kata lain, variabel tak bebas atau
derajat dari turunannya lebih dari satu atau memuat perkalian antara
variabel tak bebas dengan turunannya.



Sistem persamaan diferensial biasa orde satu berdimensi n adalah
sistem yang terdiri dari n persamaan dengan m fungsi yang tidak
diketahui. Secara umum, sistem persamaan diferensial biasa orde satu
berdimensi n dapat ditulis

dl’l
W = Gl(t,$1,$2, - .,xn),
d$2
% = GQ(t,CL'l,l'Q, .. 'axn)v
dx
d—t” = Gn(t,x1,29,...,7)

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.2 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
kondisinya di masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi
pada masa sekarang atau di masa yang telah lalu. Sistem dinamik
dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskret dengan bentuk
umum

Tyl = f(a‘c’t), teZatauN, T e R",
dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum
‘fl—f = f(f, t),dengant € R, & € R”
(Alligood, dkk., 2000).

2.2.1 Sistem otonomus

Sistem otonomus adalah suatu sistem persamaan diferensial orde
satu yang berbentuk

az - . .
E:f(:v),xeR (2.3)

—

dengan fungsi f(Z) adalah fungsi kontinu tidak bergantung terhadap
variabel bebas t secara eksplisit

(Boyce dan Diprima, 2012).



Definisi 2.2.1 (Titik kesetimbangan)

Perhatikan sistem otonomus (2.3). Titik Z* yang memenuhi
f(z*) = 0 disebut titik kritis sistem (2.3). Titik kritis #* merupakan

e
solusi sistem (2.3) yang bernilai konstan, karena d—{ = 0. Keadaan
d

yang menyebabkan af = 0 disebut keadaan setimbang, sehingga titik
kritis disebut juga sebagai titik kesetimbangan

(Boyce dan Diprima, 2012).

Definisi 2.2.2 (Kestabilan titik kesetimbangan)
Perhatikan sistem otonomus (2.3). Titik kesetimbangan I*
dikatakan

1. stabil, jika Ve > 0, 36 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi & = #(t) dari sistem (2.3) pada saat t = 0 yang memenuhi

17(0) = 7*|| <6,
maka memenuhi

|Z(t) — &*|| < e,Vt >0,

2. stabil asimtotik, jika stabil dan Jdg, 0 < J§p sedemikian
sehingga jika terdapat solusi Z = Z(t¢), dengan nilai awal yang
memenuhi

17(0) = Z7[| < do,

maka berlaku

: = -
Jim #() =7,

3. tidak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria pertama

(Boyce dan Diprima, 2012).



2.2.2 Sistem otonomus linear

Secara umum sistem otonomus linear dinyatakan dalam bentuk

2.4)

dl‘l
L =a1171 + a1222 + -+ + A1pTyp
dl’Q
L = a21T1 + @222 + - - + A2, Ty
dx,
ﬁ = ap1T1 + ap2x2 + -+ - + apnTy

d
Persamaan (2.4) dapat dinyatakan sebagai d—f =

r = (ZL'1,$2, PN ,l’n)T
persamaan (2.4) yaitu

aip aizg - Ain

az; a2 - A2p
A=

anl Aap2 - Gnn

—

AZ, dengan

dan A adalah matriks koefisien sistem

, Qi € R.

Jika det(A)+# 0, maka * = 0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan

2.4).

Teorema 2.1 (Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus linear)

Misalkan Aq, Ao, ...
kesetimbangan sistem (2.4), bersifat

,A\n adalah nilai eigen matriks A. Titik

1. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian real

negatif.

2. stabil, jika semua nilai eigen memiliki bagian real tak positif.

3. tidak stabil, jika sedikitnya terdapat satu nilai eigen yang

memiliki bagian real positif

(Finizio dan Ladas, 1982).



2.2.3 Sistem otonomus nonlinear

Misal sistem (2.3) adalah sistem otonomus nonlinear dan fungsi f;
memiliki turunan parsial yang kontinu di titik 2*. Deret Taylor fungsi
fi di sekitar titik £* adalah

(r1 — 7)) + Oy (xg — x3)

9n (2.5)
o ) ey @),
oz, "

dengan 7;(Z) adalah suku sisa, ¢ = 1,...,n. Hampiran orde satu
terhadap f; menghasilkan suku sisa yang memenubhi sifat

lim ) _ g

oz |||
dengan @ = (z1 — 23,72 — 2%, ..., 7, — 2),)T. Dengan menerapkan

%1 = d(“d;"”f), d% = 7‘7[(126[;9”3), e dg—; = 7d(x"dfr”) terhadap sistem
(2.3), diperoleh matriks
» afu(@)  OA(E) | 9fi(@)
i | e ohE)  BhEY 073
a|m-n | | % o et
dt : : . :
Ty — X, Ofn(E*)  Ofu(@)  Ofn(Z)
oz1 Ox2 Ozp (26)
T1 — ] m(7)
)

xo — X5 n2(

Persamaan (2.6) dapat ditulis sebagai

dw
— =Ju+17q 2.7
7 w1 2.7
of1(F) AR AN
0z 0o 0Zn
Of2(x*)  Of2(z*) .. Ofe(@)
dengan matriks J = o1 o> O disebut
Ofu(E)  Ofa@) . 0ful@)
o0x1 O0x2 0zn

matriks Jacobi.



Nilai « sangat kecil untuk Z yang berada cukup dekat dengan Z*,
sehingga ||77]] << ||@||. Oleh karena itu, 77 dapat diabaikan dan sistem
nonlinear (2.7) dapat dihampiri oleh sistem linear

d

— =Ju 2.8

7 (2.8)
Jikax) = 27,20 = 25,..., 2, = 2}, maka W* = 0, sehingga sistem

linear (2.8) memiliki titik kesetimbangan w* = 0
(Boyce dan Diprima, 2012).

Teorema 2.2 (Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus
nonlinear)
Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear (2.3) bersifat

1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
(2.8) stabil asimtotik.

2. tak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi (2.8)
tak stabil

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.2.4 Analisis kestabilan global

Definisi 2.2.4 (Fungsi Lyapunov lemah)

Misalkan 2* adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan
(2.3). Suatu fungsi L : R® — R disebut fungsi Lyapunov lemah
untuk 2* jika terdapat suatu persekitaran W C R™ dari £* sehingga
kondisi berikut terpenubhi.

1. L(#) = 0dan L(Z) > 0,YZ # &* € W,
2. L'(Z) <0OVZEe W

Definisi 2.2.5 (Fungsi Lyapunov kuat)
Fungsi L disebut fungsi Lyapunov kuat untuk £* jika terdapat suatu
persekitaran W pada &* yang memenuhi kondisi berikut.

1. L(Z*) = 0dan L(Z) > 0,VZ # &* € W,
2. L'(Z) < OVE#A T TeW
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Teorema 2.3 (Kestabilan global dengan fungsi Lyapunov)
Misalkan Z* adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan
(2.3). Titik kesetimbangan &* bersifat:

1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk

x*,

2. stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat
untuk z*

(Alligood, dkk., 2000).

2.3 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Sistem linear berdimensi n (2.4) memiliki persamaan karakteristik
yang secara umum berbentuk

PA) =A"4+a A" 1 +.. . +a,=0, (2.9)

dengan a, # 0 dan koefisien a;,i = 0, 1, ...,n adalah bilangan real.
Akar-akar persamaan karakteristik matriks A pada sistem (2.4)
diperoleh dengan menyelesaikan persamaan Kkarakteristik yang
diperoleh dari |A — M| = 0. Titik kesetimbangan sistem otonomus
linear bersifat stabil asimtotik jika akar-akar persamaan
karakteristiknya memiliki bagian real negatif. Dengan menggunakan
kriteria Routh-Hurwitz pada Teorema (2.4), dapat diperiksa apakah
akar-akar persamaan karakteristik memiliki bagian real negatif, tanpa
menentukan nilai karakteristiknya.

Teorema 2.4 (Kriteria Routh-Hurwitz)
Akar persamaan karakteristik (2.9) memiliki bagian real negatif

jika dan hanya jika
Di=a; >0,
a a ay az as
Dy=|"1 B I>0,Dy=| 1 as as |>0,...,
1 a9
0 ay as
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ay az as -+ Agk—1
1 ax ay -+ agg2
0 a1 a3 -+ agk-3
Dy = 0 1 ay -+ g4 >0,k=1,...,n.
o o0 0 -- ag

Sebagai contoh persamaan karakteristik dengan n = 3 yaitu

A 4+ a1 A? 4 ag\ + a3 = 0, (2.10)
memiliki nilai eigen yang semuanya memiliki bagian real negatif jika
dan hanya jika a; > 0, ag > 0 dan ajas — a3 > 0.

(Murray, 2002).

Untuk persamaan karakteristik dengan n = 4 yaitu P(\) = \* +
ai\® + ag)? + as\ + a4 = 0, memiliki nilai eigen yang semuanya
memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika

1. Dy =a1 >0,
a a
2. Dy=| "1 "l =qjay —a3 >0,
1 as
a1 as as ar az 0
3. D3: 1 az Qa4 | = 1 az ag |,
0 a1 asg 0 a1 as

D3 = ag(aiaz — a3) — (a1)*as > 0,

ay a3 a5 ar a; as 0 0
4 D, — 1 az ag ag | _ 1 as ag4 O
’ 4 0 aiy a3 as 0 ay asg 0|’
0 1 as a4 0 1 as a4

Dy = a4(az(aras — a3) — (a1)%aq) > 0, sehingga ay > 0.
2.4 Jenis Kestabilan Lokal

Diberikan sistem linear sebagai berikut

dzx

— =anr+a
dt 11 12Y

(2.11)

Yy
— =a91x+a
dt 21 22Y
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dengan aj1, a2, ag; dan age adalah konstanta. Misalkan r; dan 7y
merupakan nilai eigen dari sistem (2.11). Jenis kestabilan titik
kesetimbangan sistem (2.11) dinyatakan pada Tabel (2.1).

Tabel 2.1: Jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.11)

Nilai eigen Jenis Titik | Kestabilan £*
r12 >0 node tidak stabil
r12 <0 node stabil asimtotik

g <0< sadel tidak stabil

rr=r2>0 node tidak stabil

r=r2<0 node stabil asimtotik
7“172 =\t z',u
A>0 spiral tidak stabil
A<0 spiral stabil asimtotik
rL =1, T2 = —ij center stabil

Pada dasarnya, kasus-kasus yang terjadi dalam sistem orde tinggi
ialah kombinasi dari sistem dua dimensi.

(Boyce dan Diprima, 2012).

2.5 Angka Reproduksi Dasar

Pada model epidemi penyebaran penyakit, angka reproduksi dasar
digunakan sebagai penentu untuk mengetahui apakah dalam suatu
populasi terjadi suatu penyebaran penyakit atau tidak.  Angka
reproduksi dasar (2p) menyatakan rata-rata banyaknya individu yang
terinfeksi akibat satu individu yang telah terinfeksi sebelumnya.

Penyebaran penyakit terjadi jika Ry > 1 karena rata-rata satu
individu terinfeksi menyebabkan lebih dari satu individu baru
terinfeksi. Jika Ry < 1 maka penyebaran penyakit tidak terjadi karena
rata-rata satu individu terinfeksi menyebabkan kurang dari satu
individu terinfeksi, dengan kata lain individu tersebut belum tentu
dapat menginfeksi individu lainnya.

Kestabilan titik kesetimbangan dapat dianalisis menggunakan
angka reproduksi dasar (Rg). Titik kesetimbangan bebas penyakit
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akan bersifat stabil asimtotik jika Ry < 1, sedangkan titik
kesetimbangan endemik akan bersifat stabil asimtotik jika iy > 1

(Brauer, 2004).

2.6 Matriks Generasi Selanjutnya

Metode matriks generasi selanjutnya adalah suatu metode yang
digunakan untuk menentukan bilangan reproduksi dasar (Ry). Pada
metode ini, model kompartemen penyebaran penyakit dibagi menjadi
dua kelompok kompartemen, yaitu kelompok kompartemen terinfeksi
dan kelompok kompartemen tidak terinfeksi. Suatu kompartemen
disebut kompartemen terinfeksi jika terdapat individu-individu
terinfeksi. Misalkan terdapat 1,...,m,m + 1,...,n kompartemen
dengan kompartemen pertama hingga m terdiri dari individu
terinfeksi dan kompartemen m + 1 hingga n terdiri dari individu tidak
terinfeksi. Model kompartemen terinfeksi dapat ditulis sebagai

m;:ﬂ—%,denganizl,z...,m

dengan x; menyatakan jumlah individu pada setiap kompartemen ¢.
F; adalah komponen pembentuk matriks F' yang menyatakan infeksi
baru yang masuk pada kompartemen ke <. Infeksi baru hanya dapat
diperoleh dari populasi individu rentan dan F; tidak boleh bernilai
negatif. V; adalah komponen pembentuk matriks V' yang menyatakan
transfer keluar atau masuk dari kompartemen satu ke kompartemen
lainnya.  Transfer infeksi dapat terjadi apabila terdapat proses
penularan penyakit dari satu kompartemen ke kompartemen lainnya.
Jika V; menyatakan transfer keluar dari kompartemen ke ¢ maka V;
bernilai positif. Jika V; menyatakan transfer masuk pada suatu
kompartemen ke ¢ maka V; bernilai negatif.

Didefinisikan DF' dan DV adalah matriks m x m sebagai berikut

DF = ( 8(EO)) dan DV = (av (EO)) dengani,j=1,...,m,

dengan Ej merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit, F' non
negatif dan V' matriks non singular. Matriks generasi selanjutnya
didefinisikan sebagai

K = (DF)(DV)™!
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dan bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dari
Ry = P (K )7

dengan p(K) adalah spectral radius matriks K, yaitu modulus nilai
eigen terbesar dari matriks K

(Brauer dan Chavez, 2010).

Contoh 2.1 Diberikan model matematika penyebaran penyakit
sebagai berikut

S'=—BS(I +<E),
E'=BS(I +¢eE) — kE,
I' =kE — ol,
R =al.
dengan S, E, I, dan R masing-masing menyatakan jumlah individu
rentan, individu terpapar, terinfeksi, dan sembuh. Titik kesetimbangan
bebas penyakit dari persamaan (2.12) adalah E° = (1,0,0). Matriks
generasi selanjutnya diperoleh dari kompartemen terinfeksi yaitu,
kompartemen E dan kompartemen /. Berdasarkan matriks F dan V

dapat dibentuk menjadi matriks Jacobi di titik kesetimbangan
E° = (1,0,0), yaitu

(2.12)

DF = F%S 505] ,dengan F' = BS(IJ 6E)]
DV = {_kk (O)J ,dengan V = [—kEkl—?F al}
Invers dari maltriks Olé)V()adalah
e

[

Matriks generasi selanjutnya didefinisikan sebagai berikut
K = (DF)(DV)™,
[ ol

[en}
[an}
Q= O

[
| —
=%,
S+
Q™
Ol R
| I
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Nilai eigen dari K adalah

|K — M| =0,

2ein 2|,

0 -2 ’

—)\<6ﬂ+6—>\>:0,
k «

sehingga diperoleh A\; = 0 atau Ay = % + g Angka reproduksi
dasar (Rg) diperoleh dari nilai eigen terbesar dari matriks generasi
selanjutnya (K), yaitu Ry = pK

Ry = p{K}
RO:p{O,glf+§}
Rozmax{(),gqug}
_B B
o=ty

(Brauer dan Chavez, 2010).

2.7 Sifat Akar Persamaan Suku Banyak
a. Untuk suku banyak berderajat dua : az? + bx +c =0

Jika 1 dan x5 adalah akar-akar persamaan kuadrat az? + bz +
¢ = 0, maka:
l.xy4+ 20 =—

2. Xr1.X9 = g

b
a

b. Untuk suku banyak berderajat tiga : az3 + bz?> +cx +d =0

Jika x1, x2, dan z3 adalah akar-akar persamaan kuadrat ax® +

bx? + cx + d = 0, maka:
l.x1 +x2 + 23 = —g

2. w109 + X2 w3 + w103 = £
d

3. Tr1.29.x3 = ~a

c¢. Untuk suku banyak berderajat empat :
az* +bxd +cx? +dr+e=0
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Jika z1, x9, 3, dan x4 adalah akar-akar persamaan kuadrat
az* + bx? 4 ca? + dx + e = 0, maka:

lL.zi1+x2+23+24 = —%

2. X1.29.23 + T9.23.24 + £3.24.21 + T4.21.29 = 5

3. 21.29 + 1.3 + X1.04 + T2.23 + To.T4 + T3.24 = —d
4,

a
e
Xr1.29.3.24 = a

(Soedyarto dan Maryanto, 2008).
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BAB III
PEMBAHASAN

3.1 Konstruksi Model

Model yang dibahas pada skripsi ini adalah model epidemi SEIS
dengan dampak media. Populasi dibagi menjadi empat subpopulasi,
yaitu subpopulasi rentan (S), subpopulasi terpapar tetapi tidak dapat
menularkan infeksi ke individu lain (E), subpopulasi terinfeksi dan
dapat menularkan penyakit ke individu lain (/) serta pesan media
terkait penyakit epidemi (M). Pada model ini, diasumsikan individu
yang terinfeksi dapat kembali menjadi individu rentan.  Total
penduduk dalam populasi persatuan waktu dapat dinyatakan sebagai.

N=S+FE+1. 3.1

Arus perpindahan individu dari subpopulasi-subpopulasi secara
skematis disajikan pada Gambar (3.1)

Gambar 3.1: Diagram kompartemen

dengan
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A :laju kelahiran alami,

I5; : laju penularan dari individu rentan menjadi individu
terpapar,

« : keefektifan pesan terkait penyakit epidemi yang dapat
mempengaruhi laju penularan,

¥ : laju perubahan dari individu terinfeksi menjadi
individu rentan,

p : laju penularan dari individu terpapar menjadi individu
terinfeksi,

W;  :laju pengiriman pesan tentang penyakit epidemi oleh individu

rentan, terpapar, dan terinfeksi selama musim penyakit
berlangsung, masing-masing dengan 7 = 1, 2, 3,
T : laju pesan tentang penyakit epidemi telah kadaluwarsa,
a1 : laju kematian alami,
a2 : laju kematian akibat penyakit.

Berdasarkan model kompartemen pada Gambar (3.1) dapat
dijelaskan laju perubahan subpopulasi rentan, subpopulasi terpapar,
subpopulasi terinfeksi dan pesan media terkait penyakit epidemi
sebagai berikut.

3.1.1 Laju perubahan subpopulasi rentan (S)

Kelahiran mengakibatkan jumlah individu pada subpopulasi
rentan bertambah dengan laju sebesar A. Setiap individu pada
subpopulasi rentan memiliki kemungkinan yang sama untuk
melakukan interaksi dengan individu pada subpopulasi terinfeksi.
Interaksi tersebut dapat mengakibatkan kebiasaan individu rentan
mengalami perubahan sehingga menjadi individu terinfeksi dengan
laju sebesar 5. Selain melalui interaksi secara langsung, kebiasaan
individu juga dapat dipengaruhi oleh informasi/pesan tentang
penyakit yang diperoleh dari media. Jika o menyatakan keefektifan
pesan terkait penyakit epidemi yang dapat mempengaruhi laju
penularan, maka laju perubahan subpopulasi rentan berkurang sebesar
BSIe—M,

Kebiasaan individu rentan mengalami perubahan sehingga
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menjadi individu terinfeksi dengan laju . Laju perubahan
subpopulasi rentan bertambah sebesar v/. Kematian alami dinyatakan
dalam parameter o;. Laju perubahan subpopulasi rentan berkurang
sebesar o1 S.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi rentan dapat
dinyatakan sebagai

% = A+l — BSTe°M — 8. (3.2)

3.1.2 Laju perubahan subpopulasi terpapar (E)

Penularan antara individu yang rentan dan individu yang
terinfeksi karena perubahan perilaku setelah memperoleh pesan
tentang penyakit epidemi bertambah dengan laju sebesar 3SIe~*M
(B berkurang dengan faktor e =),

Kebiasaan individu terpapar mengalami perubahan menjadi
individu terinfeksi dengan laju p. Laju perubahan subpopulasi
terpapar berkurang dengan laju sebesar pFE.  Kematian alami
dinyatakan dalam parameter «;. Laju perubahan subpopulasi terpapar
berkurang sebesar a1 E.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi terpapar dapat
dinyatakan sebagai

dE
Ny = BSIe~ M — pE — o E. (3.3)

3.1.3 Laju perubahan subpopulasi terinfeksi (/)

Jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi bertambah dengan
laju sebesar pE. Individu terinfeksi mengalami perubahan menjadi
individu rentan dengan laju . Laju perubahan subpopulasi terinfeksi
berkurang dengan laju sebesar 1.

Penyebab kematian pada subpopulasi terinfeksi adalah kematian
alami dan kematian akibat penyakit epidemi. Jumlah individu pada
subpopulasi terinfeksi berkurang dengan laju sebesar «; karena
kematian alami dan berkurang dengan laju sebesar ap karena penyakit

21



epidemi.

Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi terinfeksi dapat
dinyatakan sebagai

dI
T =pE —~I — (a1 + a2)1. 3.4

3.1.4 Laju pesan media terkait penyakit epidemi (M)

Setiap individu pada setiap subpopulasi S, I, dan E memiliki
kesempatan yang sama untuk memberi informasi positif tentang
penyakit epidemi melalui media. Laju pengiriman pesan tentang
penyakit epidemi oleh individu rentan, terpapar, dan terinfeksi selama
musim penyakit berlangsung masing-masing sebesar u;, dengan
1=1,2,3.

Pesan media yang dimaksud adalah informasi positif terkait
penyakit epidemi sedemikian sehingga membuat pembaca/pendengar
melakukan tindakan pencegahan penyakit epidemi. Diantara
informasi positif tentang penyakit epidemi di media terdapat
informasi yang telah kadaluwarsa dengan laju 7. Laju informasi
positif tentang penyakit epidemi kadaluwarsa berkurang dengan laju
sebesar 7M.

Dengan demikian, laju pesan media terkait penyakit epidemi
dinyatakan sebagai

dM
WZ/HS-F,UJQE-{—M?,I—TM. 3.5)

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh model SEIS dengan
dampak media dalam bentuk sistem persamaan diferensial nonlinear
sebagai berikut
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% = A+~ — BSTe M — S,
E

aE = BSIe~ M — pE — oy E,

dt

drl

g =pE —~I — (a1 + ao)1,
dM

ﬁ :M1S+M2E+M3I—TM,

(3.6)

3.2 Titik Kesetimbangan Model
3.2.1 Titik kesetimbangan bebas penyakit

Titik kesetimbangan sistem (3.6) diperoleh ketika

ds _dE _dl_dM _
dt —dt dt dt

sehingga diperoleh

A+~I — BSTe M — 8 =0, (3.7a)
BSIe= M _ pE — oy E =0, (3.7b)
pE —~I — (a1 + az)l =0, (3.7¢)
p1S + poE + psl — M = 0. (3.7d)

Dari persamaan (3.7d) diperoleh

_ S+ B+ psl
7_ )

M

misalkan X = 1S 4+ uoF + psl, maka

M = { (3.8)

T

Dari persamaan (3.7b) diperoleh

;- pta)B
Bse—aM ’
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ptai

BSe—ant> maka

misalkan Y =

I=YE. (3.9)

Substitusikan persamaan (3.8) dan (3.9) ke persamaan (3.7a),
sehingga diperoleh

A+~I —pBSIe M — 418 =0,
A4+~YE - BSYEe M — 5 =0, (3.10)
A+ (7Y = BSYe ™7 )E = a4 S.
Dari persamaan (3.10) diperoleh

g_AtOY - BSYe 7 )E

aq
misalkan H = Y — SYe_aé F), maka
Y

S:A+H, 3.11)

a1

Dari persamaan (3.7c) diperoleh

o (a1+a2+’y)17
P

misalkan Z = %, maka

E=7I. (3.12)

Substitusikan persamaan (3.12) ke persamaan (3.7c), sehingga
diperoleh

pE —~I — (o1 + a)l =0,
pZI —~I — (a1 + az)l =0, (3.13)
I(pZ — v — (o1 + a2)) = 0.
Dari persamaan (3.13) diperoleh dua kemungkinan, yaitu I = 0 atau

I # 0. Jika I = 0 maka dari persamaan (3.12) diperoleh £ = 0. Jika
I = E = 0 maka dari persamaan (3.11) diperoleh S = a%. Jika
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L

I = FE = 0 maka dari persamaan (3.8) diperoleh M = =

Diperoleh titik kesetimbangan Py = (Sp, Eo, Iy, My) = (A 0,0
, Z?A) yang disebut titik kesetimbangan bebas penyakit, karena tidak
1T

terdapat infeksi penyakit pada populasi.

3.2.2 Angka reproduksi dasar

Angka reproduksi dasar diperoleh dengan menggunakan metode
matriks generasi selanjutnya. Komponen pembentuk matriks F dan V
terdiri dari kelompok populasi individu terinfeksi yaitu subpopulasi
terpapar (E) dan subpopulasi terinfeksi (/). Parameter F; menyatakan
laju munculnya infeksi baru yang masuk pada masing-masing
kompartemen ke i dan harus bernilai positif. Parameter V;
menunjukkan laju transfer keluar atau masuk dari kompartemen satu
ke kompartemen lainnya.

Perhatikan sistem (3.6), diperoleh matrik F dan V. Matriks F
didefinisikan

B fl Y IBSIe—a]\/[
=[]

dengan turunan matriks F adalah

dfv  dfs 0 ﬁSIe_O‘M
DF = {dh t%”lz} ] [0 0 } )
dE dl

diperoleh DF pada titik kesetimbangan Py = (a—Al, 0,0, %) yaitu

- PARLY
QlT
DF(PO) = 0 ﬂ eal 9

0 0

Didefinisikan matriks V

T Y pE + o E
we| A+ (a1 +ag) = pE|’
dengan turunan matriks V adalah
DV |:dU1 Cff[l:| — |:p+ (65} 0 :| ’

Z% dde —pP Yy + (Oél + 042)
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diperoleh DV pada titik kesetimbangan Py = (O%, 0,0, £4) yaitu

T onT

DV (Ry) = {H = 0 } .

—p 7+ (a1 + )
Invers dari matriks DV (FP,) adalah

_1 0
DV(PO)fl — [ P-‘t;)Otl 1 ] i
(a1+p)(a1+az+y)  y+(a1+az)

Berdasarkan definisi matriks generasi selanjutnya, diperoleh

K = (DF(Py))(DV(Py)) 7!,

_ot1A oA
pBAe” “ 1T BAe ~ o1t
K = | ai(aatp)(aitazty)  ai(artasty) | »
0 0

dengan nilai eigen matriks K adalah

apl A

\ _ BpAe 1T
A1 = 0dan Ay = a1 (ar+p) (a1 +az+7)

Angka reproduksi dasar adalah jari-jari spektral atau nilai eigen
terbesar dari matriks K, yaitu

Ry = p(K),
= maz (A, A2),
_apgA
< BpAe o7 )
= mazx| 0, ,
ai(ag +p)(ag + ag +7)
_apgA
R = Bpde =

B ar(ag + p)(ag + o —l—’y)'
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3.2.3 Eksistensi titik kesetimbangan endemi

Misal P* = (S*, E*, I*, M*) adalah solusi dari persamaan (3.7a)-

(3.7d), maka

A4~I* — BS* IFe M — 6% =0,
BS*I*e=M" _ pE* — a  E* = 0,
pE* —~AI* — (a1 + ag)[* =0,

pS* + po B + psl™ — 7M™ = 0.

Apabila I* # 0, dari persamaan (3.14c) diperoleh

p Y

Persamaan (3.14b) dapat ditulis

BS*I*eM" _ )E* — a E* =0,

/85*[*6—04]\4* :pE*+a1E*,
ﬁs*l*e—aM* :E*(p+061)

Persamaan (3.14a) dapat ditulis

A4~ — BS* Te M _ q8* =0,

BS*I"e™M" = A 4 ~I* — oy S*.

(3.14a)
(3.14b)
(3.14¢)
(3.144d)

(3.15)

Persamaan (3.14a) disamakan dengan persamaan (3.14b), lalu

substitusikan persamaan (3.15) menjadi
A+AI" — 8™ = E*(p + a1),

qu* :A+’YI*—

(p+a1)(y + a1+ a)I”

)

p
x _ (pro1)(vtait+ag)I*
. A+l -
a1 ’
ot A N W (ptan)(y+ a1+ ag)l”
&5} a1 arp '

a1 a1 arp

oA (7_ (p+a1)(7+a1~l—a2)>l*‘

(3.16)
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Substitusikan persamaan (3.15) dan (3.16) ke persamaan (3.14d),
sehingga diperoleh

0 Z/LlS* + ,U/QE* + ,u3[* — TM*,
TM* =p1S* + o E* + psl™,
apr ST+ BT 4 sl

T

(A + (3 — rtelavtonil) g

T
MQ((X1+/0;2+’YI*) + ,USI*
+ - ,
_mA e [Ml’Y _#(aatp)(on+ a2 +7)
o1 T T 10T

a1 + a9 +
+u2<1 : 7>+”ﬂ,
pT T

mA I B
e W (pp1y — pa(ar + p)(ar + ag +y)+ 3.17)

aipz(ar + az +7) + aipps).

M*

Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan endemi
P* = (8%, E*, I*, M*) ketika I* # 0,

A
(03] aq aqp
prolato il (3.19)

p

M*

_mA I -
=arr T apr oy m et )l taa kNt

arpz(on + ag +7) + aipus).

Eksistensi titik kesetimbangan endemi P* dinyatakan dalam Teorema
3.1.
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Teorema 3.1

1. Jika Rg > max (1, Rp1), maka terdapat satu titik kesetimbangan
endemi positif yaitu Py

2. Jika R, = Ry < min (1,Rp1), maka terdapat satu titik
kesetimbangan endemi positif yaitu Ps.

3. Jika R, < Rp < min (1,Rp1), maka terdapat dua titik
kesetimbangan endemi positif yang berbeda yaitu P3 dan P,

dengan P’ = (Sf,Ef,I*,M}),i = 1,2,3,4 memenuhi persamaan

72771

(3.18)-(3.20) dan didefinisikan

Ap©
(a1 +p)(ar + a2 +7) = py’
Rp — Rolel_ROI,

Ro1 =

a
0 = Tm(ﬂll)’)’ —pi(ar +p)(ar +as +7) + arpa(ag + ag +7)

+ aapizp).

Bukti

Perhitungan detail Ry, R, dapat dilihat pada Lampiran 2.
Substitusikan persamaan (3.18)-(3.20) ke persamaan (3.14a)-(3.14d),
sehingga didapatkan

(a1 +p)(a1+as+7) 7\ _ _er
<1—< A —A>I)R0_e . (3.2

. 1 A
Jika © = 0, maka diperoleh I = (a1+p)(a1+pa2+v)—w

dengan Ry > 1. Perhitungan detail nilai I dapat dilihat pada Lampiran
2. Jika © # 0, maka persamaan (3.21) dapat ditulis sebagai berikut

1
)0

Ry

Ry — —20OI* — ¢ ©7",
°" R
Notasikan "
H(I) = Ry — R—;@I — e ® (3.22)
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maka

H(0)=Ry—1,
H(x) = —o0,
/ RO —-07
H(I)=-2o+0
R
R,
—-0I 0
= e —_——_— s
< Rm>
H'(0) = —&@ +0
Ro1

H//(I) — _@26—91.

1. Ketika Ry > 1, maka diperoleh H(0) = Ry — 1 > 0 dan
H(o0) = —oo. Bila H'(I) < 0, maka terdapat / > 0 dengan
H(I) = 0. H'(I) < 0, jika dan hanya jika Ry < Rg; dan
© > 0 atau Ry > Rp; dan © < 0. Jika Ry > Ry, maka
H'(0) > 0. Jadi, jika Ry > Rp1 dan Ry > 1, maka terdapat
satu akar positif untuk H (), yaitu I7. Dengan kata lain, jika
Ry > max (1, Rp1), maka terdapat I yang memenuhi (3.21).
Terbukti terdapat titik kesetimbangan Py, jika Ry > max

(1, Ro1).

2. Ketika Ry < 1, maka diperoleh H(0) < 0 dan H(c0) < 0.
Untuk © > 0, diperoleh

R
—OIy __ 0
e —t
Ry
Ro1
O =Iln—
2 nR07
1. Ro
I = = In 0
2= 0" Ry

I> > 0, jika © > 0 dan Ry < Rp;.
Substitusi I ke H(I) = 0, diperoleh

Ry <Ro> Ry
H() = Ry+ —2 I | 20} - 0
(I2) " Rop Ro1 Ro1
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Nilai H(I>) mempunyai 2 kondisi, yaitu H(Iz) < 0 dan
H(Iy) = 0. Jika H(I3) = 0, maka H (I) memotong sumbu / di
satu titik yaitu I5.

H(IQ)ZO,
Ro< Ro )
Ro+ =2 (1m0 1) =0,
" Roy Ry
R
<IHR001— >
Roll1+ ——F—42Z | =0.
0( R )

Karena Ry # 0, maka

<ln£001—1)
w10y
R
mﬁi—1:—mh
lng.i:—R()1+1,
fo_ joro,

1-R
Ro = R016 01 2 Rp,

Artinya terdapat 5 jika Rg = R,, Ro < 1 dan Ry < Ry;. Jadi,
terdapat titik kesetimbangan Py jika R, = Ry < min (1, Ro1).

3. Berdasarkan pembuktian 2, jika H(Iy) > 0 maka H(I)
memotong sumbu [ di dua titik, yaitu I3 dan I; dengan
I3 < Iy < Iy. Artinya terdapat I3 dan I jika R, < Rp, Ry <1
dan Rg < Rpp. Jadi, terdapat titik kesetimbangan P3 dan Pj
jika Rp < Ry < min (1, Rgl).

3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Kestabilan lokal titik kesetimbangan didapatkan melalui proses
linearisasi pada sistem (3.6). Pada proses linearisasi tersebut,
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diperoleh matriks Jacobi sebagai berikut

—ay — Ble~ M 0 —pSe*M 1~ aBSIe~M
s BIe—oM —(p+aq) pSe—oM —afSle~*M
0 p —(o1 + a2 +7) 0
K1 K2 M3 -7

3.3.1 Analisis kestabilan lokal F;
Matriks Jacobi di titik Py(So, Eo, I, Mg)=(o%, 0,0 M) adalah

b oaT

apl A

—ay 0 —i—Ae_ at 4+ 0
éA _oz,ulA
JP)=|0 —(p+a) e T 01,
0 p —(q+a2+7v) 0
251 2 H3 —T
A= J(Po)| =
A 7(¥<511714
A+ oy 0 fle 2T 4 0
_apgA
0 At(mtp 220 0 |
0 —p A+ (a1 +as+7y) O
—H1 2 — U3 A+T

selanjutnya persamaan karakteristik matriks J(F), yaitu

A+a))A+7)(( A+ (a1 +p) AN+ a1 +as+7))—
pBA _omA / (3.23)

e_ Qo=

aq

Diperoleh akar-akar karakteristik dari sistem (3.23), yaitu

)\1 = —aq,

)\2:—7',

kemudian seperti diuraikan pada Lampiran 1, dua akar karakteristik
lainnya diperoleh,

N4 201 +ag+7y+p)+ (a1 +p)(a14+a24+7)(1—Rg) = 0, (3.24)
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dengan

Az + Mg = —(20é1+042+’)/+p) <0,
AsAs = (a1 + p)(a1 + az +7)(1 — Rp).

Ketika Ry < 1 mengakibatkan P, bersifat stabil asimtotik lokal
karena semua akar bernilai real negatif. Dengan demikian, titik
kesetimbangan bebas penyakit Py bersifat stabil asimtotik lokal jika
Ry < 1.

3.3.2 Analisis kestabilan global F
Didefinisikan fungsi Lyapunov

—aulA

V(S,E,I,M)=e¢ 17 pE(t) + (a1 + p)I(t)

Untuk mengetahui apakah fungsi tersebut adalah fungsi Lyapunov
lemah atau kuat untuk Py maka disubstitusikan titik kesetimbangan
bebas penyakit Py = (o%, 0,0, %) ke fungsi tersebut diperoleh

V(PU) = V(S()7 07 07 MO)
ap] A

— 9T pE() + (a1 + p)I(1)
=0

dan

ap] A

V(S,E,I,M)=e¢ 17 pE(t)+ (a1 + p)I(t) > 0.

Jelas bahwa V (S, E, I, M) memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.2.5
dan Definisi 2.2.4. Selanjutnya akan diperiksa apakah
V'(S,E,1,M) < 0atau V'(S,E, I, M) < 0.

_emA dF(t) dI(t)
V(S,E,I,M) =¢ =17 p——~ —_—
( Y 9 ) ) € 1 p dt dt Y
_apA M
=e 17 p(BSle” " —pE — a1 E)+

(1 + p)(pE — I — (a1 + o)),

+ (01 + p)
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aplA apl A aplA

=e 17 pBSIe M — ¢ o1 pPE —e 17 po E

+a1pE — agyl — a%[ —aqagl + p?E — pyI
—parl — pasl,

A apgA M apgA apl A

— 6_ aT p2E _ 6_ QT palE

<—e 7 pBle” @
aq

F+ai1pFE — ayyl — a%[ — ool + p?E — pyI—

parl — pasl,

A apgA aplA apgA

a1

+ai1pE — a1yl — a%[ — ool + p?E — pyI—

parl — pasl,
A oA

<—e @7 pBI — a1yl — a3l — aqasl — pyI

*m
—parl — pasl,

apy A

Zie 17 pBI — (ar + p)(on + ag + 7)1,
_omA
:I< pBAe 1 ppI
ar(ar + p)(ag + o +
+ag +7),

=(a1 +p)(a1 + a2 + 7)1 (Ry — 1).

Untuk Ryg < 1, maka V/(S,E,I,M) < 0. Dengan demikian,
V(S,E,I,M) fungsi Lyapunov kuat untuk P, sehingga titik
kesetimbangan bebas penyakit Py bersifat stabil asimtotik global jika

Ry < 1.
3.3.3 Analisis kestabilan lokal P
Matriks Jacobi di titik P*(i = 1,2, 3, 4) adalah

—ap — ®IF 0 —PST + v
0 p —(1 +az +7)
M1 2 H3
dengan
P = fe M,
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Persamaan karakteristik matriks Jacobi J (P;") sebagaimana dijabarkan
pada Lampiran 3.

G\ = M+ a1 (TN + a(IF)N 4 az(I)A + as(I7) = 0, (3.25)
dengan
a1(I]) =3a1 +p+y+as+7+ QI (3.26)
az(If) =(Bay + p+ v + ag + @I )T + (201 + o+

. A© .
p+)NRL +a1) - (Rm + 7) alf (p1 — p2),

as(I]) =2a1 +ag + p+ ) (a7 + OI]) + L (g

A©
+p)(ar + g +7) — <R + 7) ali ((201+ (3.28)
01
ay +7) (1 — p2) + p(p = p13)),
as(1) =7(a1 + p)(o1 + a2 +7)((a1 + I7)
—ai(1+0I)).
Perhitungan detail untuk mendapatkan koefisien a1, a9, as, dan a4

dapat dilihat pada Lampiran 3. Kestabilan titik kesetimbangan endemi
P dinyatakan dalam Teorema 3.2.

(3.27)

(3.29)

Teorema 3.2

1. Titik kesetimbangan P; eksis ketika Ry > max (1, Rp1) dan
Py stabil asimtotik lokal ketika ai(Iy) > 0,a1(I7)a2(I7)
—as(I) > 0,a5(I7) (e (I)as(I}) — as(1})) — (ar(1]))?
as(I7) > 0 serta as (1) > 0.

2. Titik kesetimbangan endemi P; merupakan titik sadel, ketika
Rp = Ry < min (1, Ro1).

3. Titik kesetimbangan endemi P; merupakan titik sadel tak stabil.

4. Titik kesetimbangan endemi P} merupakan titik node stabil.
Bukti

1. Titik kesetimbangan P;" memenuhi kriteria Routh-Hurwitz yaitu
ar(I7) > 0, a1 (I7)az(I7) a3 (I7) > 0, az(I7) (a1 (I})az(I7) —
as(I7)) — (a1(I}))?asa(I}) > 0, serta aq(I}) > 0.
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2. Menurut Teorema 3.1, diperoleh I5 = %ln% dan

®I5 = a1OI;. Dari persamaan (3.25), didapatkan

a1(I3) =31 +p+v+as+7+ I >0,
Substitusikan 15 = a1 015 ke persamaan (3.29) didapatkan
as(I3) = Ta1(ar1+p) (a1 +aa+7) (1+615) ~ (1+613)) = 0,
Dari persamaan (3.28) didapatkan
az(I3) < 2a1 + ag + p+ ) (17 + @I5) + L5 (g + p) (a1

A0 .
+az ) = (o 4 )aL3((Gar + a2 49)(m o)

+ p(p1 — p3)) =0,

Misalkan ¥;(I5)(j = 1,2,3,4) solusi dari persamaan (3.25)
untuk 7 = 2, maka diperoleh

i(13) + Wa(l3) + ¥3(l3) + Wu(l3) = —ai(l3) < 0,
U(L)(I)  + W)+ W)+
Uy (13)W3(13) + 2 (I3)¥a(13) + Ys(13)¥Wu(13) = as(l3) <0,
dan

Uy (130 (130 (150 (13) = aa(I3) < 0.

Artinya, terdapat nilai eigen positif, negatif dan nol sehingga
titik kesetimbangan endemi P, merupakan titik sadel.

. Menurut Teorema 3.1, diperoleh I3 < I5 = %lnRR—(g dan

®I3 < a1©O15. Dari persamaan (3.26) diperoleh
a1(l3)=3a1+p+v+ar+7+ P15 >0,

Substitusikan ®13 < 1015 ke persamaan (3.29) didapatkan

as(I3) < Ton(a1+p)(a1+az+7)((1+615)—(1+613)) = 0,

Misalkan ¥;(I3)(j = 1,2,3,4) solusi dari persamaan (3.25)
untuk ¢ = 3, maka diperoleh

Wl(fék) + WQ(Ig) + J’g([{f) + W4(I§) = —a1(1§) < 0, dan

U1 (13) W (13)Ws(13)W4(13) = as(13) <0,

Artinya, terdapat nilai eigen positif dan negatif pada persamaan
(3.25) untuk 7 = 3 sehingga titik kesetimbangan endemi P53
merupakan titik sadel tak stabil.



4. Menurut Teorema 3.1, diperoleh I} > Ij = 2 lnRR—[Ll dan

®IF > a10O1;. Dari persamaan (3.26) diperoleh °
a1(I) =3a1+p+v+as+7+ @I >0,
dan dari persamaan (3.29) diperoleh
as(Iy) > ton(a1+p) (a1 +as+7)(1+61;)—(1+61})) = 0,

Misalkan ¥;(I})(j = 1,2,3,4) solusi dari persamaan (3.25)
untuk ¢ = 4 yang memenuhi Re(¥;(I})) < Re(¥y(If)) <
Re(W3(1I})) < Re(W4(Iy)), di mana Re adalah bilangan real.
Sehingga diperoleh

U (I7) + W (I7) + Ws(17) + Wu(I}) = —a1(I17) <0, (3.30)

dan
WD) ()W) = ag(I) >0, (33D

jadi, ¥;(I;) < 0(j = 1,2,3,4). Misalkan Re(¥(I;)) <
Re(Uy(I})) < 0 < Re(¥s(I;)) < Re(¥4(I})), maka
kontradiksi dengan persamaan (3.30). Dengan demikian, titik
kesetimbangan endemi P} merupakan titik node stabil.

3.4 Simulasi Numerik

Simulasi dilakukan dengan menggunakan metode Runge-Kutta
orde 4 pada software MATLAB 2010.

Tabel 3.1: Nilai parameter untuk simulasi I

Parameter | Nilai
A 0.8
@ 0.08

[e5} 0.6
g 0.02
B 0.8
1 0.99
H2 0.4
143 0.8
T 0.6
p 0.09
v 0.7
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3.4.1 Simulasi I untuk Ry < 1

Dengan menggunakan nilai parameter pada Tabel 3.1 diperoleh
Ry = 0.0884 < 1 sehingga terdapat satu titik kesetimbangan yaitu
titik kesetimbangan bebas penyakit Py = ((%7 0,0, %) = (1.3333,
0,0,2.2).

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa grafik solusi S(t), E(t), I(t)
dan M (t) dengan nilai awal (3.5, 2, 3, 6) menuju titik kesetimbangan
Fy. Jumlah populasi individu rentan dan jumlah pesan terkait
penyakit epidemi mengalami penurunan. Untuk jumlah populasi
individu terpapar dan jumlah populasi individu terinfeksi mengalami
penurunan menuju nol.

Hasil simulasi numerik mendukung hasil analisis bahwa titik
kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal jika Ry < 1.
Artinya, tidak terdapat penyebaran penyakit pada populasi tersebut.

praparsi populasi

20 30 40 50 50 70 a0 a0 100
waktu

Gambar 3.2: Grafik solusi untuk Ry < 1

3.4.2 Simulasi IT untuk Ry > max(1, Rp1)

Simulasi numerik dengan nilai parameter seperti pada Tabel 3.1
dengan perubahan pada nilai @« = 0.091, oy = 0.2, y; = 0.2,
p2 = 0.8, p = 0.09, dan v = 0.006 diperoleh nilai Ry = 8.3609 dan

38



Rp1 = 0.0881 sehingga terdapat dua titik kesetimbangan yaitu
Py = (£4,0,0,44) = (4,0,0,1.33) dan P} = (St E: I3,

a1’ T o T

M) = (0.442,1.207,2.137,4.607). Namun pada kasus ini, titik
kesetimbangan F, bersifat tidak stabil. = Sesuai hasil analisis,
didapatkan  bahwa  titik  kesetimbangan P eksis jika
Ry > max(l,Rgl).

Dengan menggunakan parameter pada Tabel 3.2, diperoleh
koefisien a; (I7), aa (1), as(I7), dan a4 (I7) sebagai berikut.

a1(I{) =31+ p+v+as+ 7+ DI,
= 3(0.2) + 0.4 4 0.006 4 0.02 + 0.6 + 0.581,
= 2.207,
ax(I7) = (Bou + p+ v+ aa + RIV)T + (201 + a2
+p 4@l Far) = (o +9)aliln - ),
= (3(0.2) + 0.4 + 0.006 + 0.02 + 0.581)0.6 + (2(0.2)
+0.02 4 0.4 + 0.006)(0.581 + 0.2)
0.8(0.036)
B ( 0.0881
= 1.764,
az(I7) = (201 + az + p + ) (a7 + I7) + I (o

+ 0.006)0.091(1)(0.2 —0.8),

AO
+ p)(a1 + as + 7) — <R01 + 7)&];((2&1 + o

+ ) (p1 — p2) + ppr — p3)),
= (2(0.2) + 0.02 + 0.4 4 0.006)(0.2(0.6) 4 0.581)
+0.581(0.2 4 0.4)(0.2 + 0.02 + 0.006)

0.8(0.036)
(=== . .091(1)((2(0.2) + 0.2
( S +0006>0 091(1)((2(0.2) + 0
+0.006)(0.2 — 0.8) + 0.4(0.2 — 0.8)),
= 0.902,

as(I7) = 7(a1 + p)(a1 + a2 +7)((a1 + @I7) — aa (1 + OIY)),
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= 0.6(0.2 4 0.4)(0.2 4 0.02 + 0.006)((0.2 4 0.581(1))
—0.2(1 4 0.036(1)),
— 0.36.

Titik kesetimbangan P} stabil asimtotik karena memenuhi

ar >0,

aras — a3z = 2.991 > 0,

az(arag — a3) — (a1)%as = 0.945 > 0,
ag > 0.

Pada Gambar 3.3 dengan menggunakan nilai awal yang sama
dengan Simulasi I menunjukkan bahwa grafik solusi S(t), E(t), I(t),
dan M (t) menuju titik kesetimbangan P;". Jumlah populasi individu
terinfeksi dan jumlah pesan terkait penyakit epidemi mengalami
kenaikan lalu mengalami penurunan hingga stabil. Untuk jumlah
populasi individu terpapar dan jumlah populasi individu rentan
mengalami penurunan hingga stabil.

S
—lit)

— (1) H

proparsi populasi

Gambar 3.3: Grafik solusi untuk Ry > maz(1, Ro1)
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Berdasarkan Gambar 3.3 dapat dilihat bahwa hasil simulasi
numerik mendukung hasil analisis bahwa ketika Ry > max(1, Ro1)
maka titik kesetimbangan endemi P} bersifat stabil asimtotik lokal.
Artinya, dapat dikatakan pada populasi tersebut sedang terjadi wabah
penyakit atau endemi.

3.4.3 Simulasi IIl untuk R, < Ry < min(1l, Ro1)

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter seperti pada Tabel 3.1
dengan perubahan nilai § dan p; yaitu 8 = 0.13 dan u3 = 0.8
sehingga diperoleh Ry = 0.944, R, = 0.836 dan Ry = 1.721.
Didapatkan 2 kemungkinan titik kesetimbangan endemi yaitu titik
kesetimbangan Py = (S5, E3, I3, M5) = (1.360,0.896,1.585,
5.122) dan P} = (S}, E}, I}, M;) = (3.660,0.115,0.204, 5.306).
Namun pada kasus ini, titik kesetimbangan P tak stabil.

Dapat dilihat pada Gambar 3.4 bahwa dengan menggunakan nilai
awal (3.5, 2,3, 6), subpopulasi S(t), E(t), I(t) dan M (t) menuju titik
kesetimbangan P;. Jumlah populasi individu terinfeksi dan jumlah
populasi individu terpapar mengalami penurunan hingga stabil.
Sedangkan untuk jumlah populasi individu rentan mengalami

proporsi populasi

Gambar 3.4: Grafik solusi untuk R, < Ry < min(1, Ro1)
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penurunan lalu kenaikan hingga stabil, serta jumlah pesan terkait
penyakit epidemi mengalami kenaikan lalu mengalami penurunan
hingga stabil.

Dengan demikian, hasil simulasi numerik sesuai dengan hasil
analisis yaitu ketika R, < Ry < min(l,Ry1) terdapat 2 titik
kesetimbangan endemi yaitu P; dan Py, di mana P tidak stabil dan
Py stabil.
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BAB 1V
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan skripsi ini, dapat diperoleh kesimpulan
sebagai berikut

1. Model epidemi SEIS berbentuk sistem persamaan diferensial
nonlinear yang terdiri dari empat kompartemen, yaitu rentan
(S), terpapar (E), terinfeksi (/), dan pesan media terkait epidemi
(M).

2. Model epidemi SEIS dengan dampak media memiliki dua titik
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit Py dan
titik kesetimbangan endemi P;*. Terdapat 4 kemungkinan untuk
titik kesetimbangan endemi. Syarat eksistensi titik
kesetimbangan endemi dinyatakan pada Teorema 3.1.

3. Pada model epidemi SEIS analisis kestabilan titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal
dan global ketika Ry < 1. Kestabilan titik kesetimbangan
endemi dinyatakan pada Teorema 3.2.

4. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang
sesuai dengan hasil analisis.

4.2 Saran

Pada skripsi ini, hanya dibahas analisis dinamik model epidemi
SEIS dengan dampak media. Untuk penelitian selanjutnya, dapat
dilakukan analisis terkait kemungkinan terjadinya bifurkasi.
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