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EQUALITY ALGEBRA PADA HEYTING ALGEBRA,
HERTZ ALGEBRA, BOOLEAN ALGEBRA, DAN EQ-
AIGEBRA

ABSTRAK

Bentuk struktur aljabar yang akan dibahas di sini adalah Equality
Algebra, Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-
Algebra. Dari bentuk struktur aljabar yang telah ditunjukkan,
Equality Algebra yang dibahas di sini dikembangkan dari EQ-
Algebra. Berdasarkan pernyataan tersebut maka bagaimana
hubungan antara Equality Algebra dan EQ-Algebra. EQ-Algebra
merupakan bentuk dari Heyting Algebra, bagaimana hubungan antara
Equality Algebra dengan Heyting Algebra sendiri. Hertz Algebra dan
Boolean Algebra merupakan bentuk lain dari Heyting Algebra,
bagaimana hubungan antara Equality Algebra dengan Hertz Algebra
dan Boolean Algebra. Tujuan dari skripsi ini adalah membahas
syarat cukup di mana Equality Algebra menjadi Heyting Algebra,
Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-Algebra. Hasil
pembahasan menunjukkan jika E adalah prelinear equality algebra
dengan x A (x - y) = x Ay untuk setiap x,y € E, maka E adalah
heyting algebra. Jika E adalah equality algebra dengan
xA(x->y)=xAy dan x> (yAz) = (x> y)A(x > z) untuk
setiap x, y € E, maka E adalah hertz algebra. Jika E adalah involutif
prelinear equality algebra dengan bentuk x" — x = x untuk setiap
x € E, maka E adalah boolean algebra. Setiap EQ-algebra yang
bagus (E,A,Q, ~, I) adalah equality algebra. Maka Equality Algebra
mempunyai syarat cukup dengan Heyting Algebra, Hertz Algebra,
Boolean Algebra, dan EQ-Algebra.



EQUALITY ALGEBRA ON HEYTING ALGEBRA,
HERTZ ALGEBRA, BOOLEAN ALGEBRA, AND EQ-
AIGEBRA

ABSTRACT

Type of algebraic structure that will be talk about in here is Equality
Algebra, Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-
Algebra. Among the type of algebraic structure that was shown,
Equality Algebra is something that was developed from EQ-Algebra.
From that statement, what is the connection between Equality
Algebra and EQ-Algebra. EQ-Algebra itself is a form of Heyting
Algebra, so what is the connection between Equality Algebra and
Heyting Algebra itself. Hertz Algebra and Boolean Algebra both are
a form of Heyting Algebra, so what is the connection between
Equality Algebra with Hertz Algebra dan Boolean Algebra. The
purpose for this paper is to find out the condition where Equality
Algebra become Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra,
dan EQ-Algebra. The results shown that if E prelinear equality
algebra with x A (x > y) =x Ay for every x,y € E, then E is
heyting algebra. If E equality algebra with x A (x - y) = x Ay and
x> (Az)=(x->y)A(x - z)forevery x,y € E, then E is hertz
algebra. If E involutif prelinear equality algebra with x" - x = x for
every x € E, then E is boolean algebra. Every good EQ-algebra is
equality algebra. Then Equality Algebra have a condition in which
to become Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan
EQ-Algebra.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Struktur aljabar adalah kombinasi dari himpunan dan operasi
biner. Operasi biner adalah pemetaan dari hasil kali kartesian suatu
himpunan tidak kosong ke himpunan tidak kosong itu sendiri.
Bentuk struktur aljabar yang akan dibahas di sini adalah Equality
Algebra, Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-
Algebra.

Latis adalah bentuk struktur aljabar yang dilengkapi dengan
dua operasi biner meet dan join. Heyting Algebra adalah suatu
bentuk dari struktur aljabar latis dimana terdapat operasi biner meet,
join, dan implikasi. Sedangkan Hertz Algebra adalah bentuk dari latis
yang mempunyai operasi biner meet dan implikasi, Boolean Algebra
adalah bentuk dari latis yang mempunyai operasi biner meet dan join,
dan EQ-Algebra adalah bentuk dari latis yang mempunyai operasi
biner meet, isoton, dan relasi ekuivalensi.

Dari bentuk struktur aljabar yang telah ditunjukkan, Equality
Algebra yang dibahas di sini memilki hubungan dengan EQ-Algebra.
EQ-Algebra dikembangkan oleh Vilem Novak (2011). Sandor Jenei
(2012) membuat struktur aljabar baru berdasarkan EQ-Algebra
bernama Equality Algebra. Berdasarkan pernyataan tersebut maka
bagaimana hubungan antara Equality Algebra dan EQ-Algebra.

Karena EQ-Algebra merupakan bentuk dari Heyting
Algebra, bagaimana hubungan antara Equality Algebra dengan
Heyting Algebra, Hertz Algebra dan Boolean Algebra. Pada skripsi
ini, akan dikaji dari artikel F. Zebardast (2016) bagaimana hubungan
antara Equality Algebra dan Heyting Algebra, Hertz Algebra, EQ-
Algebra, dan Boolean Algebra.



1.2 RUMUSAN MASALAH

Berdasarkan latar belakang di atas, diperoleh rumusan
masalah yang akan diselesaikan dalam skripsi ini adalah bagaimana
syarat cukup dari Equality Algebra sehingga menjadi Heyting
Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-Algebra?

1.3 TUJUAN

Berdasarkan latar belakang, tujuan yang ingin dicapai dalam
skripsi ini adalah membahas syarat cukup di mana Equality Algebra
menjadi Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-
Algebra



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas definisi dan contoh dari teori-teori
yang akan digunakan pada pembahasan.

21 Operasi Biner

Operasi biner adalah perhitungan dari dua elemen suatu
himpunan yang hasilnya adalah elemen dari himpuan tersebut.
Operasi  biner digambarkan dengan beberapa simbol untuk
menunjukkan perhitungan yang ada. Pada subbab ini akan diberikan
definisi operasi biner dan juga definisi-definisi yang berkaitan
dengan operasi biner disertai contoh. Penulisan ini dikutip dari
Battacharya dkk. (1995), dan Lattice Theory, Garrett Birkhoff (1940)

Definisi 2.1.1 (Power Set)

Jika E adalah himpunan tidak kosong, maka power set P(E)
adalah himpunan setiap subset E. Jumlah elemen pada E dan jumlah
himpunan setiap subset E dinotasikan dengan

|El=n
|P(E)| = 2"
Contoh 2.1.2
Diberikan E = {1,2}, maka |E| = 2. Power set dari E adalah
|P(E)| =2%=4
P(E) = {®,{1}, {2}, {1,2}}
Contoh 2.1.3

Diberikan himpunan bilangan asli N, maka |[N| = n elemen.
Power set dari N adalah
|P(N)| = 2™ = {4}
P(N) ={Al¢ <A< N}



Definisi 2.1.4 (Hasil Kali Kartesius)

Jika E dan F masing-masing adalah himpunan tidak kosong,
maka hasil kali kartesius dari E dan F adalah himpunan pasangan
terurut (x,y) di mana x € E dan y € F dinotasikan dengan

ExXF={(y)|x€E,y € F}

Contoh 2.1.5
Diberikan E = {1,2} dan F = {a, b,c}. Hasil kali kartesius
dari E dan F adalah
ExF={1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢c)}

Contoh 2.1.6
Diberikan himpunan bilangan asli N dan E ={a,b, ...} .
Hasil kali kartesius dari E dan F adalah

ExF={1,a),(,b),(1,..),(2,a),2,b),(2,..),(.,..)}

Definisi 2.1.7 (Relasi)

Jika E dan F masing-masing adalah himpunan tidak kosong,
maka R adalah relasi jika subset dari E x F. Jika pasangan (x,y) € R,
maka x berelasi R dengan y

Contoh 2.1.8
Diberikan E = {2,3,5} dan F = {2,4,6}, kemudian terdapat
pasangan (x,y) € R dengan x < y untuk setiap x € E dan y € F.
Sehingga relasinya adalah
R =1{(24),(2,6),(3,4),(3,6),(56)} CEXF

Contoh 2.1.9

Diberikan himpunan bilangan asli N dan E = {2,4,6, ...},
kemudian terdapat pasangan (x,y) € R dengan x < y untuk setiap
x € E dan y € F. Sehingga relasinya adalah

R={(1,2),(14),Q1,..),24),26),(2,..),(., .. ) }ESEXF



Definisi 2.1.10 (Partially Ordered Set)

Jika E adalah himpunan tidak kosong, maka E adalah
partially ordered set (poset) jika terdapat relasi < untuk setiap
x,y,z € E yang memenuhi
1. Refleksif, yaitu

x < x, untuk setiap x € E
2. Antisimetris, yaitu

jika x < ydany < x maka x = y, untuk setiap x,y € E

3. Transitif, yaitu
jikax < ydany < zmakax < z, untuk setiap x,y,z € E

Contoh 2.1.11
Diberikan E = {2,3,5} dengan relasi < dan terdapat
pasangan (x,y) € R dimana R € E untuk setiap x,y €E .
Berdasarkan Definisi 2.1.10, akan dibuktikan E adalah poset
Bukti
Akan dibuktikan E adalah poset. Relasi < pada E adalah
R ={(2,2),(23),(2,5),(3,3),(3,5),(55)}<CEXE
i). Refleksif
Ambil sembarang x € E, maka untuk setiap (x,x) € R terlihat
x < x. E refleksif terhadap relasi <
ii). Antisimetris
Ambil sembarang x,y € E dimana x < y dan y < x, maka untuk
setiap (x,y) € R terlihat x = y. E antisimetris terhadap relasi <
iii). Transitif
Ambil sembarang x,y,z € E dimana x <y dan y <z, maka
untuk setiap (x, z) € R terlihat x < z. E transitif terhadap relasi <
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
E adalah poset



Contoh 2.1.12
Diberikan Z = {..., —1,0,1, ... } dengan relasi < dan terdapat
(x,y) €R di mana R S Z untuk setiap x,y € Z . Berdasarkan
Definisi 2.1.10, akan ditunjukkan Z adalah poset
Bukti
Akan dibuktikan Z adalah poset. Relasi < pada Z adalah
R={C.,..),(-1,-1),(-1,0),(0,1),(1,1),(...,. )} S Z X Z
i). Refleksif
Ambil sembarang x € Z, maka untuk setiap (x,x) € R terlihat
x < x. Z refleksif terhadap relasi <
if). Antisimetris
Ambil sembarang x,y € Z dimana x < y dan y < x, maka untuk
setiap (x,y) € R terlihat x = y. Z antisimetris terhadap relasi <
iii). Transitif
Ambil sembarang x,y,z € Z dimana x <y dan y <z, maka
untuk setiap (x,z) € R terlihat x < z. Z transitif terhadap relasi <
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
Z adalah poset

Contoh 2.1.13
Diberikan E = {1,2,3,6} dengan relasi < dan terdapat
(x,y) ER dimana R S E untuk setiap x,y € E . Berdasarkan
Definisi 2.1.10, akan ditunjukkan E adalah poset
Bukti
Akan dibuktikan E adalah poset. Relasi < pada E adalah
R={(1,1),(1,2),@1,..),22),2,..),(.,..),(6,..)} CEXE
i). Refleksif
Ambil sembarang x € E, maka untuk setiap (x,x) € R terlihat
x < x. E refleksif terhadap relasi <
ii). Antisimetris
Ambil sembarang x,y € E dimana x < y dan y < x, maka untuk
setiap (x,y) € R terlihat x = y. E antisimetris terhadap relasi <



iii). Transitif
Ambil sembarang x,y,z € E dimana x <y dan y <z, maka
untuk setiap (x, z) € R terlihat x < z. E transitif terhadap relasi <
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
E adalah poset

Contoh 2.1.14
Diberikan himpunan bilangan asli N dan terdapat
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Berdasarkan Definisi 2.1.10, akan ditunjukkan P(N) adalah poset
i). Refleksif
Ambil sembarang P(N) = {A|® < A < N}, maka untuk setiap
(A,A) € P(N) terlihat A < A. P(N) refleksif terhadap relasi <
ii). Antisimetris
Ambil sembarang P(N) = {A,B|® < A,B <N}, dengan A < B
dan B < A maka untuk setiap (A4,B) € E terlihat A = B. P(N)
antisimetris terhadap relasi <
iii). Transitif
Ambil sembarang P(N) = {4,B,C|¢ < A,B,C <N}, dengan
A < B dan B < C maka untuk setiap (4,C) € E terlihat A < C.
P(N) transitif terhadap relasi <
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
P(N) adalah poset

Definisi 2.1.15 (Pemetaan)

Jika E dan F masing-masing adalah himpunan tidak kosong,
maka relasi f dari E ke F disebut pemetaan dari E ke F jika untuk
setiap x € E terdapat tepat satu y € F sehingga (x,y) € f .
Sedangkan pemetaan f dari E ke F dapat dituliskan dengan

fiE—->F
xo f(x)=y
Konsep pemetaan juga dapat dinyatakan dengan

X1 =%z = f(x1) = f(x2)



Contoh 2.1.16
Diberikan himpunan E = {2,3,5} dan F = {4,9,25}, relasi f
dari E ke F dengan f(x) = x? untuk setiap x € E maka

f(2) =2%2=4
f3)=32=9
f(5) =5%=25

Jelas bahwa untuk setiap x € E terdapat tepat satu f(x) € F. Maka f
adalah suatu pemetaan

Contoh 2.1.17

Diberikan himpunan bilangan asli N dan relasi f dari N ke N
dengan f(x) = x? untuk setiap x € N. Ambil sembarang x;,x, € N
dengan x; = x, maka x;? = x,2 sehingga f(x;) = f(x;) . Jelas
bahwa untuk setiap x € N terdapat tepat satu f(x) € N. Maka f
adalah suatu pemetaan

Definisi 2.1.18 (Isoton)

Misalkan E dan F masing-masing adalah himpunan tidak
kosong. Pemetaan f dari E ke F untuk setiap x € E dan terdapat
tepat satu y € F disebut isoton jika

x1 S x = fxg) £ flxy)

Contoh 2.1.19

Diberikan himpunan E = {2,3,5} dan F = {4,9,25}, relasi f
dari E ke F dengan f(x) = x? untuk setiap x € E. Ambil sembarang
X1, %, € E dengan x; < x, dan memakai Contoh 2.1.16 maka x,2 <
x,2 sehingga f (x;) < f(x,). Maka pemetaan f adalah isoton

Contoh 2.1.20

Diberikan himpunan bilangan asli N dan pemetaan f dari N
ke N dengan f(x) = x? untuk setiap x € N. Ambil sembarang
x1,%, EN dengan x; < x, maka x;2 < x,? sehingga f(x;) <
f (x,). Maka pemetaan f adalah isoton
8



Definisi 2.1.21 (Operasi Uner)
Jika H adalah himpunan tidak kosong, maka operasi uner x
pada himpunan H adalah pemetaan dari H ke H dinotasikan dengan
*H - H
x> x*€H

Contoh 2.1.22
Diberikan himpunan E = {1,2,3,6} dan pemetaan f dari E ke

E dengan f(x) = g untuk setiap x € E

F=3=6
F@=7=3
f@=2=2
fO=g=1

Maka pemetaan f adalah operasi uner

Contoh 2.1.23
Diberikan himpunan bilangan asli N dan pemetaan f dari N
ke N dengan f(x) = x? untuk setiap x € N. Ambil sembarang x € N
sehingga f (x) € N dinotasikan dengan
*:N - N
xpx*=f(x)=x*€N
Maka pemetaan f adalah operasi uner

Definisi 2.1.24 (Operasi Biner)

Jika H adalah himpunan tidak kosong, maka operasi biner =
pada himpunan H adalah pemetaan dari H x H ke H dinotasikan
dengan

x:HXH->H
(o, y) Px(x,y) =xxy €H



Suatu operasi biner *: H x H — H pada himpunan H disebut
1. Tertutup, jika
x *y € H, untuk setiap x,y € H
2. Asosiatif, jika
x*(y=*z) = (x*y)=z untuk setiap x,y,z € H
3. Komutatif, jika
x *y =y=*x,untuk setiap x,y € H
4. Terdapat elemen identitas e € H sedemikian sehingga untuk
setiap x € H
xxe=x€H
5. Untuk setiap x € H terdapat elemen invers x~! € H sedemikian
sehingga
xxx l=e€eH
6. Misalkan o adalah operasi biner lain pada H, maka * disebut
i). Distributif Kiri atas o jika
x*(yoz)=(xx*y)o (x*2z),untuk setiap x,y,z € H
ii). Distributif kanan atas o jika
(xoy)*z=(x=x2z)o(y=*z),untuk setiap x,y,z € H
7. Misalkan o adalah operasi biner lain pada H, maka = disebut
absorpsi jika
x o (x xy) = x, untuk setiap x,y € H
x * (x o y) = x, untuk setiap x,y € H

Contoh 2. 1 25

pasangan terurut dari hasil kali kartesms Z6 X Zs. Pemetaan + dari
Ze X Lo ke Zg dengan = (x,y) = x + y untuk setiap (x,y) € Zg X
Ze. Ambil sembarang (xq,v4), (x3,V,) € Zg X Zg dengan x; = x,
dan y; =y, maka x; +y; =2x, +y, sehingga * (xy,y;) =*
(x2,v2). Jelas bahwa untuk setiap (x,y) € Zg X Z¢ terdapat tepat
satu = (x,y) € Z¢. Maka + adalah suatu operasi biner
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Contoh 2.1.26

Diberikan himpunan bilangan asli N dan himpunan pasangan
terurut dari hasil kali kartesius N x N. Pemetaan + dari N x N ke N
dengan = (x,y) =x+y untuk setiap (x,y) e NxN . Ambil
sembarang (xq,v;), (x3,v,) € Nx N dengan x; = x, dan y; =y,
maka x; +y; =x, +y, sehingga * (xi,y;) =+ (x3,y,) . Jelas
bahwa untuk setiap (x,y) € N x N terdapat tepat satu = (x,y) € N.
Maka + adalah suatu operasi biner

2.2 Struktur Aljabar

Skripsi ini tergolong pada bidang ilmu aljabar, sesuai dengan
itu diberikan definisi struktur aljabar untuk membahas isi dari
pembahasan di bab selanjutnya. Definisi struktur aljabar merujuk
pada Battacharya dkk. (1995)

Definisi 2.2.1 (Struktur Aljabar)
Struktur aljabar merupakan himpunan tidak kosong yang
dilengkapi satu operasi biner atau lebih

Contoh 2.2.2

Berdasarkan Contoh 2.1.21, Zg adalah himpunan dengan
operasi biner + maka berdasarkan Definisi 2.2.1, Z¢ adalah struktur
aljabar

Contoh 2.2.3

Berdasarkan Contoh 2.1.16, N adalah himpunan bilangan asli
dengan operasi biner + maka berdasarkan Definisi 2.2.1, N adalah
struktur aljabar

2.3 Grup

Grup merupakan salah satu contoh struktur aljabar yang
dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi kondisi-kondisi
tertentu. Pada subbab ini akan diberikan definisi grup dan juga
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definisi-definisi yang berkaitan dengan grup disertai contoh.
Penulisan ini dikutip dari Andari (2014) dan Battacharya dkk.
(1995).

Definisi 2.3.1 (Semi Grup)
Suatu himpunan tak kosong G dan dilengkapi satu operasi
biner * disebut semigrup jika memenuhi kondisi berikut
1. Tertutup
x *y € G untuk setiap x,y € G
2. Asosiatif
x* (y=*z) = (x*y)*zuntuk setiap x,y,z € G

Contoh 2.3.2
biner +. Berdasarkan Definisi 2.3.1, akan ditunjukkan Z¢ adalah
semigrup
Bukti
Akan dibuktikan Z, adalah semi grup, seperti berikut
Tabel 2.1 Operasi penjumlahan (+) pada Zg

W NI =1 Ol Ul o] ]

ul| 1| ol | poI| =1 oI | 4+
S ENIEIENIEN T =)=)

= Ol Gl I NI N
NI =1 Ol U | o Wl
B I NI =IOl Uil o

Sl Ul W WL NI =] =

i). Tertutup, terlihat dari Tabel 2.1 bahwa untuk setiap i,y € Zg
berlaku X + y € Zg
if). Asosiatif, diberikan X = x + 6k, ¥y =y + 6k, dan Z = z + 6k;
dimana x,y,z € Zg
(x+3)+2z=((x+6ky) + (y + 6ky)) + (z + 6k3)
=x+ 6k +y + 6k, +z + 6k;
12



= x + 6k, + (y + 6k, + z + 6k3)
= (x + 6ky) + ((y + 6ky) + (z + 6k3))
=x+@F +2)
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
Z¢ adalah semigrup.

Contoh 2.3.3
Diberikan Z adalah himpunan bilangan bulat. Didefinisikan
dengan operasi biner x *y = x +y + xy . Berdasarkan Definisi
2.3.1, akan ditunjukkan Z adalah semigrup
Bukti
Akan dibuktikan Z adalah semi grup, seperti berikut
e Tertutup
Ambil sembarang x, y € Z. Karena x,y € Z dan xy € Z maka
x*xy=x+y+xy€Z
Z tertutup terhadap operasi biner =
e Asosiatif
Ambil sembarang x, y, z € Z, maka
x*(y*xz)=x*x(y+2z+yz)
=x+W+z+yz2)+x(y+z+yz)
=x+y+z+yz+xy+xz+xyz
=x+y+xy+z+xz+yz+xyz
=(x+y+xy)+z+x+y+xy)z
=(x+y+xy)*z
= (x * y) A
Terlihat x* (y*z) = (x*y)*z, maka Z asosiatif terhadap
operasi biner =
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
Z adalah semigrup.

Contoh 3.2.4
Diberikan himpunan bilangan asli N dengan operasi biner +.
Berdasarkan Definisi 2.3.1, akan ditunjukkan N adalah semigrup
13



Bukti
Akan dibuktikan N adalah semi grup, seperti berikut
e Tertutup, ambil sembarang x,y € N. Maka
xxy=x+y €N
Z tertutup terhadap operasi biner +
e Asosiatif, ambil sembarang x,y, z € N, maka
x*x(yxz)=x+(y+2)
=x+y+z
=(x+y)+z
=(x*y)*z
Terlihat x * (y xz) = (x xy) *z, maka N asosiatif terhadap
operasi biner +
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
N adalah semigrup

Definisi 2.3.5 (Monoid)
Jika (M,x) adalah semigrup dan M memiliki elemen identitas
maka (M,*) adalah monoid

Contoh 2.3.6

Berdasarkan Contoh 2.3.2, Z¢ adalah semigrup dengan
operasi biner +. Berdasarkan Definisi 2.3.5, akan ditunjukkan Zg
disebut monoid
Bukti
Akan dibuktikan Zg adalah monoid. Terlihat dari Tabel 2.1 bahwa
untuk setiap X + e = X € Zg jika e = 0. Dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa Z¢ adalah monoid karena terdapat elemen
identitas bernilai 0

Contoh 2.3.7

Berdasarkan Contoh 2.3.3, Z adalah semigrup dengan
operasi biner x * y = x + y + xy. Berdasarkan Definisi 2.3.5, akan
ditunjukkan Z disebut monoid
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Bukti
Akan dibuktikan Z adalah monoid, seperti berikut
xxy=x+y+xy
x*xe=x+e+xe
x=x+e+xe
x—x=e+xe
0=e(l+x)
0 —
A+xn °©
O=e
Ambil e = 0 dan sembarang x € Z maka akan terlihat x * e = x +
e + xe = x. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa Z adalah
monoid karena terdapat elemen identitas bernilai O

Contoh 2.3.8

Diberikan himpunan bilangan asli N dengan operasi biner
pergandaan. Berdasarkan Definisi 2.3.5, akan ditunjukkan N adalah
monoid

Bukti
Akan dibuktikan N adalah monoid, seperti berikut
X*xe =X
X-e =X
X
e =—
X
e=1

Ambil e = 1 dan sembarang x € N maka akan terlihat x xe = x - e = x.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa N adalah monoid karena
terdapat elemen identitas bernilai 1

Definisi 2.3.9 (Grup)

Suatu himpunan tak kosong G dan dilengkapi satu operasi
biner * disebut grup jika memenuhi kondisi berikut
1. Tertutup
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X *y € G untuk setiap x,y € G
2. Asosiatif
x* (y*z) = (x xy) * z untuk setiap x,y,z € G

3. Elemen Identitas

Terdapat e € G sedemikian sehingga berlaku

x+xe =ex*xx =xuntuk setiapx € G

4. Elemen Invers

Untuk setiap x € G terdapat x~! € G sedemikian sehingga

berlaku

Contoh 2.3.10

Berdasarkan Contoh 2.3.6, Zg adalah monoid dengan operasi
biner +. Berdasarkan Definisi 2.3.9, akan ditunjukkan Zg disebut
grup
Bukti
Terlihat dari Tabel 2.1 bahwa untuk setiap ¥ + y € Zg sama dengan
0 jika

| o ©I ol <l

Invers 0 adalah 0, sebab 0 +

Invers T adalah 5, sebab T +
Invers 2 adalah 4, sebab 2 +
Invers 3 adalah 3, sebab 3 +
Invers 4 adalah 2, sebab 4 +2 =0
Invers 5 adalah 1, sebab 5+ 1 = 0
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa Zg adalah grup karena
terdapat elemen invers

wl B Sl
Il

Contoh 2.3.11

Diberikan m € Z dengan m # 0 dan G = {m%|la € Z} .
Berdasarkan Definisi 2.3.9, akan ditunjukkan (G,-) adalah grup
Bukti
Akan dibuktikan (G,-) adalah grup, seperti berikut
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i). Tertutup

mm? = m%*? Karena a + b € Z maka m®*? € G. Jadi terbukti
m*mP € G

if). Asosiatif
(mamb)mc — ma+bmc — m(a+b)+c — ma+(b+c) —
mem®+e) = ma(mPm¢) . Jadi tebukti bahwa (m®*m®)me =
mé(mPmec)

iii). Elemen Identitas
Terdapat e = 1 = m® € G untuk setiap m® € G, sehingga berlaku
m*m® = m®m® = m0*t®¢ = me, Jadi terbukti terdapat e =1 =
m° € G untuk setiap m® € G

iv). Elemen Invers

Untuk setiap m® € G terdapat m~¢ = ﬁ € G, sehingga berlaku
a+(-a) — 0 = ¢ | Jadi terbukti untuk
setiap m® € G terdapat m™* = }:_a EG

m*m*=m"%m®*=m

Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(G,") adalah grup

Definisi 2.3.12 (Grup Komutatif)
Jika G adalah grup dengan operasi biner *, maka (G,*)
disebut grup komutatif jika memenuhi kondisi berikut
x*y =1vy=*xuntuk setiap x,y € E

Contoh 2.3.13

Berdasarkan Contoh 2.3.9, telah terbukti bahwa (Zg, +)
adalah grup. Berdasarkan Definisi 2.3.12, akan ditunjukkan (Zg, +)
adalah grup komutatif
Bukti
Terlihat dari Tabel 2.1 bahwa untuk setiap X + ¥ € Z¢g Sama dengan
¥y + X € Zg. Sehingga (Zg, +) adalah grup komutatif
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Contoh 2.3.12

Berdasarkan Contoh 2.3.11, telah terbukti bahwa (G,-)
adalah grup. Berdasarkan Definisi 2.3.12, akan ditunjukkan (G,-)
adalah grup komutatif
Bukti
Untuk setiap m® mP € G berlaku mémP = m@*? = mb*a =
mPm®. Jadi terbukti untuk setiap m% m® € G berlaku m®m? =
mPm®. Sehingga (G,-) adalah grup komutatif

2.4 Ring

Ring merupakan salah satu contoh struktur aljabar yang
dilengkapi dengan dua operasi biner dan memenuhi kondisi-kondisi
tertentu. Pada subbab ini akan diberikan definisi ring dan juga
definisi-definisi yang berkaitan dengan ring disertai contoh.
Penulisan ini dikutip dari Andari (2014) dan Battacharya dkk.
(1995).

Definisi 2.4.1 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan operasi biner penjumlahan (+) dan pergandaan (-). (R, +,)
disebut ring jika memenuhi kondisi berikut
1. (R,+) adalah grup komutatif
2. (R,) adalah semi grup
3. (R, +,-) memenuhi kondisi distributif kiri dan kanan

Contoh 2.4.2

operasi biner + dan -. Berdasarkan Definisi 2.4.1, akan ditunjukkan
(Zg, +,) adalah ring

Bukti

Akan dibuktikan (Z, +,) adalah ring, sebagai berikut
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Tabel 2.2 Opera5| pergandaan (-) pada Zg

NI O NI ]| O
=1 N Wl ol Ol vl

Qljol| ol ol ol ol Ol
BN O NI O NI

GBI NI = O =
WI| Ol WDl WI| DI W

Gl B W NI =IO -

1. Akan dibuktikan (Ze, +) adalah grup komutatif

).
i),

i),

Tertutup, terlihat dari Tabel 2.1 bahwa untuk setiap i, y € Zg
berlaku X + y € Zg
Asosiatif, diberikan X = x + 6k, y =y + 6k,, danz =2z +
6k; dimana x,y,z € 7Z
(x+3) +7=((x+6ky) + (y +6ky)) + (z + 6k3)
=x+ 6k, +y + 6k, + z + 6k;
=x + 6k; + (y + 6k, + z + 6k3)
= (x + 6ky) + ((v + 6k,) + (z + 6k3))
=x+H+2)
Dari Tabel 2.1, terlihat bahwa 0 € Zg adalah elemen identitas
untuk setiap x € Z¢ sedemikian sehingga berlaku
0O+x=x+0=x

. Dari Tabel 2.1, terlihat melalui elemen identitas yang ada

bahwa setiap X € Zg terdapat —x € Zg,
Invers 0 adalah 0, sebab 0 +

Invers 1 adalah 5, sebab T +
Invers 2 adalah 4, sebab 2 +
Invers 3 adalah 3, sebab 3+ 3 =

Invers 4 adalah 2, sebab 4 + 2 =

Invers 5 adalah 1, sebab 54+41=

Il
OI OI o| ol ol Sl

| Sul Sl
Il

. Komutatif, diberikan x = x + 6k, dan y =y + 6k, dimana

x,y €L
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=((x+y) +6(k; +ky))
= ((y +x) + 6(k, + kl))
= (y + 6k,) + (x + 6k;)
=y+x
sehinggax+y =y +x
2. Akan dibuktikan (Z,-) adalah semi grup
i). Tertutup, terlihat dari Tabel 2.2 bahwa untuk setiap x,y € Z¢
berlaku x - y € Zg
if). Asosiatif, diberikan X = x + 6k, ¥y =y + 6k,, danz =z +
6ks; dimana x,y,z € Z
x-(¥-2) = (x+6ky) - ((y+ 6ky) - (z + 6k3))
= (x + 6ky) - (yz + 6yks + 62k, + 36k, k3)
= xyz + 6xyks + 6xzk, + 36xk, k3 + 6yzk, +
36yk ks + 362k 1k, + 216k, k, k4
(x-y) -7 =((x+6ky) - (y+ 6ky)) - (z + 6k3)
= (xy + 6xk, + 6yk, + 36k k) - (z + 6k3)
= xyz + 6xyks + 6xzk, + 36xk, k3 + 6yzk, +
36yk ks + 36zk.k, + 216k, k, k4
sehinggax:- (y-2)=(x-y)-Z
3. Ajan dibuktikan (Zg4, +,-) adalah distributif kiri dan kanan,
misalkan ¥ = x + 6k, , y = y + 6k, , dan Z = z + 6k; dimana
xX,y,Z€1L
X (¥+2) = (x +6ky) - ((y + 6ky) + (z + 6k3))
= (x + 6ky) - (y + z + 6k, + 6k3)
= xy + xz + 6xk, + 6xks + 6yk, + 62k, +
36k, k, + 36k ks
= (xy + 6xk, + 6yk, + 36k, k;) +
(xz + 6xks + 62k, + 36k k3)
= ((x + 6ky) - (y + 6k3)) + ((x + 6ky) - (z + 6k3))
=@ -y)+(&-2)
sehinggax- (y+2) = (x-y) + (x-2) dan
(x+7)-z=((x+6ky) + (y+6ky)) - (z+ 6k3)
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= (x+y+ 6k; + 6k;) - (z + 6k3)
=xz +yz+ 6zk, + 62k, + 6xk3 + 6yks +
36k ks + 36k, ks
= (xz + 6xks + 6zk, + 36k k3) +
(yz + 6yks + 62k, + 36k,k3)
= ((x + 6ky) - (z+ 6k3)) + ((y + 6k3) - (z + 6k3))
=x-2+H 2)
sehingga (x +y)-z=(x-2)+ (- 2)
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Zg, +,) adalah ring

Definisi 2.4.3 (Idempoten)
Jika (R,+,) adalah ring, maka elemen x € R disebut
idempoten jika memenuhi x? = x - x = x

Contoh 2.4.4

Diberikan ring (Z¢, +,-) . Berdasarkan Contoh 2.4.2 akan
ditunjukkan elemen idempoten yang terdapat pada Zg
Bukti
Akan ditentukan elemen idempoten yang terdapat pada Ze, sebagai
berikut

02=0-0=0

12=1-1=1

22=2-2=4

32=3-3=3

42=4-4=14

52=5.5=1
Dengan demikian dari uraian tersebut maka elemen idempoten yang
terdapat pada Z4 adalah 0, 1, 3, dan 4

Definisi 2.4.5 (Monoid Idempoten)
Jika (E,*) adalah monoid dan setiap elemen pada (E,*)
memiliki elemen idempoten, maka (E,+) disebut monoid idempoten
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Contoh 2.4.6
Diberikan himpunan Z, = {0, 1} dengan operasi biner +.
Berdasarkan Definisi 2.4.5, akan ditunjukkan (Z,, +) adalah monoid
idempoten
Bukti
Akan dibuktikan (Z,, +) adalah monoid idempoten, seperti berikut
Tabel 2.3 Operasi penjumlahan (+) pada Z,

+10] 1
0|01
1]1]0

i). Tertutup, terlinat dari Tabel 2.3 bahwa untuk setiap x,y € Z,
berlaku X + y € Z,
ii). Asosiatif, diberikan x = x + 2k, y =y + 2k,, dan z = z + 2k;
dimanax,y,z € Z
x+y)+7=((x+2ky) + (y +2ky)) + (z + 2k3)
=x+ 2k, +y + 2k, + 2 + 2k,
=x + 2k; + (y + 2k, + z + 2ks3)
= (x + 2ky) + ((y + 2ky) + (z + 2k3))
=x+ @ +2)
iii). Dari Tabel 2.3, terlihat bahwa 0 € Z, adalah elemen identitas
untuk setiap x € Z, sedemikian sehingga berlaku
0+x=%x+0=x
Dengan demikian dari uraian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Z,,+) adalah monoid. Menggunakan Contoh 2.4.4 terlihat bahwa
setiap elemen pada Z, merupakan elemen idempoten. Jadi (Z,, +)
adalah monoid idempoten

2.5 Field

Field merupakan salah satu contoh struktur aljabar yang
dilengkapi dengan dua operasi biner dan memenuhi kondisi-kondisi
tertentu. Pada subbab ini akan diberikan definisi field dan juga
definisi-definisi yang berkaitan dengan field disertai contoh.
Penulisan ini dikutip dari Andari (2014)
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Definisi 2.5.1 (Pembagi Nol)

Jika R adalah suatu ring, maka setiap x € R dimana x # 0
disebut pembagi nol jika terdapat y € R dimana y # 0 sehingga
xy =0

Contoh 2.5.2

Tabel 2.2 bahwa pembagi nol dari E adalah 3 dan 4

Definisi 2.5.3 (Field)

Jika F adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi biner penjumlahan (+) dan
pergandaan (-), maka (F, +,-) disebut field jika memenuhi kondisi
berikut
1. (F,+) adalah grup komutatif
2. (F —{0},-) adalah grup komutatif
3. (F,+,-) adalah distributif

Contoh 2.5.4
Diketahui Zs = {0, 1, 2, 3, 4} dengan dua operasi biner + dan
-. Berdasarkan Definisi 2.5.2, akan ditunjukkan (Zs, +,-) adalah field
Bukti
Akan dibuktikan (Zs, +,-) adalah field, seperti berikut
Tabel 2.4 Operasi penjumlahan (+) pada Zs

NI =1 Ol 1| W Wl
W NI = Ol Wi W]

= Ol W1 NI NI

Ol 1| WL NI | =1

B W NI = O O

| ot potl| ~1| ol +
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Tabel 2.5 Operasi pergandaan (-) pada Zs

=1 N WL ] Ol

B WIHNI =IOl

Qljol| ol ol ol
B W NI = Ol =
WI =N OI N
NI | = Wl Ol W

1. Akan dibuktikan (Zs, +) adalah grup komutatif

).

i),

i),
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Tertutup, terlihat dari Tabel 2.4 bahwa untuk setiap x,y € Zsg
berlaku x + y € Zs
Asosiatif, diberikan X = x + 5k;,y =y +5k,, danz =2z +
5k dimana x,y,z € Z
(x+ )+ 7= ((x+5ky) + (y + 5ky)) + (z + 5k3)
=x+ 5k; +y + 5k, + z+ 5k3
= x + 5k; + (y + 5k, + z + 5ks3)
= (x + 5k;) + ((v + 5k;) + (z + 5k3))
=x+F+2)
Dari Tabel 2.4, terlihat bahwa 0 € Zg adalah elemen identitas
untuk setiap x € Zsg sedemikian sehingga berlaku
0O+x=x+0=x

. Dari Tabel 2.4, terlihat melalui elemen identitas yang ada

bahwa setiap X € Zg terdapat —x € Zs,
Invers 0 adalah 0, sebab 0 + 0 =
Invers 1 adalah 4, sebab 1 + 4 =
Invers 2 adalah 3, sebab 2 + 3
Invers 3 adalah 2, sebab 3+2 =10
Invers 4 adalah 1, sebab4 +1 = 0

| ol ol <2l

. Komutatif, diberikan x = x + 5k; dan y =y + 5k, dimana

x,y €EZL

(x + 5ky) + (y + 5k;)
(Ge+y) + 5(ky +ky))
((y +x) + 5k, + ky))

x+y



=y+x
sehinggax+y =y +x

2. Akan dibuktikan (Zs — {0},-) adalah grup komutatif

).
i),

i),

vi).

Tertutup, terlihat dari Tabel 2.5 bahwa untuk setiap X,y € Zsg
berlaku x - y € Zsg
Asosiatif, diberikan X = x + 5k{,y =y +5k,, danz =2z +
5k; dimana x,y,z € Z
x-(¥-2) = (x+5ky) ((y +5ky) - (z + 5k3))
= (x + 5ky) - (yz + 5yks + 5zk, + 25k, k3)
= xyz + S5xyks + 5xzk, + 25xk, k3 + 5yzk, +
25ykiks + 25zk k, + 125k 1k, k4
(x-y) 7= ((x+5ky) - (y + 5k;)) - (z + 5k3)
= (xy + 5xk, + 5yk, + 25k k,) - (z + 5k3)
= xyz + S5xyks + 5xzk, + 25xk, k3 + 5yzk, +
25ykq ks + 25zk,k, + 125k, ky k4
sehinggax- (y-2)=(x-y)-Z
Dari Tabel 2.5, terlihat bahwa 1 € Zg adalah elemen identitas
untuk setiap x € Zg sedemikian sehingga berlaku
1%y Sk W= %

. Dari Tabel 2.5, terlihat melalui elemen identitas yang ada

bahwa setiap x € Zs terdapat ¥~ € Zs,
Invers 1 adalah 1, sebab 1 -1 =
Invers 2 adalah 3, sebab 2 - 3
Invers 3 adalah 2, sebab 3 - 2 =
Invers 4 adalah 4, sebab 4 - 4 =

[l B o B o |

. Dari Tabel 2.5, terlihat bahwa setiap x € Zgs — {0} tidak

memuat pembagi nol sejati karena tidak terdapat y € Zg — {0}
sedemikian sehingga berlaku x - y = 0
Komutatif, diberikan ¥ = x + 5k, dan y = y + 5k, dimana
x,y €L

¥-y=(x+5k)-(y+5k;)
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= xy + 5xk, + 5yk, + 25k k,
= yx + 5yk, + 5xk, + 25k, k4
= (y + 5k3) - (x + 5k4)
= y X
Sehinggax -y =y-x
3. Akan dibuktikan(Zsg, +,-) adalah distributif, misalkan ¥ = x + 5k,
¥y =y +5k,,danz = z + 5k; dimana x,y,z € Z
x-(¥+2) = (x +5ky) - ((y +5ky) + (z + 5k3))
= (x + 5ky) - (y + z + 5k, + 5k3)
= xy + xz + 5xk, + 5xk; + 5yk, + 5zk; +
25k ky + 25k ks
= (xy + 5xk, + 5yk, + 25k k;) +
(xz + 5xks + 5zk; + 25k k3)
= ((x + 5ky) - (y + 5k3)) + ((x + 5ky) - (z + 5k3))
=x-y)+(x-2)
sehinggax- (y+2) = (x-y) + (x - 2) dan
(x+73)-z=((x+5ky) + (y+5ky)) - (z+ 5k3)
= (x +y + 5k, + 5k;) - (z + 5k3)
=xz + yz + 5zk, + 5zk, + 5xk3 + 5yk; +
25k, ks + 25k, ks
= (xz + 5xks3 + 5zk; + 25k ks) +
(yz + 5yks + 52k, + 25k,k3)
= ((x + 5ky) - (z + 5k3)) + ((y + 5k3) - (z + 5k3))
=x-2+@-2)
sehingga (x +y)-z=(x-2)+ (- 2)
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Zs, +,) adalah field

Definisi 2.5.5 (Daerah Integral)

Jika D adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
dua operasi biner + dan -, maka (D, +,-) disebut daerah integral jika
memenuhi kondisi berikut
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1. (D, +) adalah grup komutatif

2. (D,-) adalah tertutup, asosiatif, mempunyai elemen identitas,
tidak memuat pembagi nol, dan komutatif

3. (D, +,") adalah distributif

Contoh 2.5.6
Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan dua operasi
biner + dan -. Berdasarkan Definisi 2.5.5, akan ditunjukkan (Z, +,-)
adalah daerah integral
Bukti
1. Akan dibuktikan (Z, +) adalah grup komutatif
i). Tertutup, untuk setiap x,y € Z berlaku x + y =z € Z
ii). Asosiatif, diberikan x,y,z € Z
x+y)+z=x+y+z
=x+(y+2)
sehingga (x +y)+z=x+ (y + 2)
iii). Untuk setiap x € Z
xt+e=x
e=X—-—X
e=0
sehingga elemen identitas adalah 0
iv). Untuk setiap x € Z

XxX+x=e
x+x=0
X =—X

sehingga elemen invers adalah —x

v). Komutatif, diberikan x,y € Z
x+y=z
=y+x
sehinggax+y=y+x
2. Akan dibuktikan (Z — {0},-) adalah grup komutatif

i). Tertutup, untuk setiap x,y € Z berlaku x -y =z € Z
ii). Asosiatif, diberikan x,y,z € Z
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x.(y.Z):x.y.Z

sehinggax-(y-z)=(x-y) -z
iii). Untuk setiap x € Z

1eZ
sehingga memiliki elemen identitas
iv). Untuk setiap x € Z

X = z =x¥
X
xleZ
sehingga tidak memiliki elemen invers
V). Untuk setiap x € Z — {0} tidak memuat pembagi nol karena
tidak terdapat y € Z — {0} sedemikian sehingga berlaku x -
y=0
vi). Komutatif, diberikan x,y € Z
xX-y=z
=y-X
Sehinggax-y=y-x
3. Akan dibuktikan (Z, +,-) adalah distributif, untuk setiap x,y, z € Z
x - (y+z)=(@-y)+(x-2)
x+y)-z=Kx-2)+-2)
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Z, +,") adalah daerah integral

Definisi 2.5.7 (Monoid Integral)

Jika (M,*) adalah monoid dan tidak memuat pembagi nol,
maka (M,x) adalah monoid integral
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Contoh 2.5.8
Diberikan himpunan Z, = {0,1} dengan operasi biner -
Berdasarkan Definisi 2.5.7, akan ditunjukkan (Z,,-) adalah monoid
integral
Bukti
Akan dibuktikan (Z,,-) adalah monoid integral, seperti berikut
i). Tertutup, terlinat dari Tabel 2.5 bahwa untuk setiap x,y € Z,
berlaku x - y € Z,
ii). Asosiatif, diberikan x = x + 2k, y =y + 2k,, dan z = z + 2k;
dimanax,y,z € Z
- (¥-2) = (x+2ky) - ((7+ 2ky) - (z + 2k3))
= (x + 2ky) - (yz + 2yks + 22k, + 4k, k3)
= xyz + 2xyks + 2xzk, + 4xk, ks + 2yzk, +
4yk, ks + 4zk k, + 8k 1k, ks
(x-y)-z2=((x+2ky) - (v + 2ky)) - (z + 2k3)
= (xy + 2xk, + 2yky, + 4kqk,) - (z + 2k3)
= xyz + 2xyks + 2xzk, + 4xk, k3 + 2yzk, +
4yk, ks + 4zk k, + 8k 1k, ks
sehinggax- (y-2)=(x-y)-Z
iii). Dari Tabel 2.5, terlihat bahwa 1 € Z, adalah elemen identitas
untuk setiap x € Z, sedemikian sehingga berlaku
1k 'l A= x
iv). Dari Tabel 2.5, terlihat bahwa setiap x € Z, — {0} tidak memuat
pembagi nol karena tidak terdapat y € Z, — {0} sedemikian
sehingga berlaku x - y = 0
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Z,,") adalah monoid integral.

Contoh 2.5.9

Diberikan himpunan bilangan asli N dan terdapat
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
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Berdasarkan Definisi 2.5.7, akan ditunjukkan P(N) dengan operasi
biner N adalah monoid integral
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),n) adalah monoid integral, seperti berikut
i). Tertutup, untuk setiap 4, B € P(N) berlaku A n B € P(N)
ii). Asosiatif, diberikan A4, B, C € P(N)
AnNn(BNnC)=4AnBncC
=(ANB)NC
sehingpaAN(BNC)=(ANB)NC
iii). Terlihat bahwa N € P(N) adalah elemen identitas untuk setiap
A € P(N) sedemikian sehingga berlaku
Ane=A4
ANN=A
iv). Terlihat bahwa setiap A € P(N) — @ tidak memuat pembagi nol
karena tidak terdapat B € P(N) — @ sedemikian sehingga berlaku
A-B=9
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(P(N),n) adalah monoid integral

Definisi 2.5.10 (Monoid Idempoten Integral)

Jika (M,x) adalah monoid, setiap elemen idempoten, dan
tidak memuat pembagi nol, maka (M,*) adalah monoid idempoten
integral

Contoh 2.5.11

Berdasarkan Contoh 2.5.8 telah terbukti bahwa (Z,,-) adalah
monoid integral. Memakai Contoh 2.4.4 terlihat bahwa setiap elemen
pada Z, memiliki elemen idempoten maka (Z,,-) adalah monoid
idempoten integral
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Contoh 2.5.12
Berdasarkan Contoh 2.5.9 telah terbukti bahwa (P(N),n)

adalah monoid integral. Memakai Definisi 2.4.3, maka elemen
idempoten pada (P(N),n)

P2=pNnp=0¢

A2=ANnA=A

N2=NNnN=N
Terlihat bahwa setiap elemen pada P(N) memiliki elemen
idempoten, maka (P(N),n) adalah monoid idempoten integral

Definisi 2.5.13 (Monoid Idempoten Komutatif)
Jika (M,x) adalah monoid, setiap elemen idempoten, dan
komutatif, maka (M,x) adalah monoid idempoten komutatif

Contoh 2.5.14
Berdasarkan Contoh 2.5.11 telah terbukti bahwa (Z,,-)
adalah monoid idempoten. Berdasarkan Definisi 2.5.13, akan
ditunjukkan (Z,,-) adalah monoid idempoten komutatif
Bukti
Akan dibuktikan (Z,,-) adalah monoid idempoten komutatif, seperti
berikut
o Komutatif, diberikan x = x + 2k; dan y =y + 2k, dimana
x,Yy€EL
Xy =(x+2k) - (y+2k3)
= xy + 2xk, + 2yk, + 4k k,
= yx + 2yk, + 2xk, + 4k, k4
=y + 2ky) - (x + 2k4)
= 37 X
Sehinggax -y =y -x
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(Z,,") adalah monoid idempoten komutatif
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Contoh 2.5.15

Berdasarkan Contoh 2.5.12 telah terbukti bahwa (P(N),n)
adalah monoid idempoten. Berdasarkan Definisi 2.5.13, akan
ditunjukkan (P (N),n) adalah monoid idempoten komutatif
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),n) adalah monoid idempoten komutatif,
seperti berikut
e Komutatif, diberikan 4, B € P(N)

ANB=C
=BNA
SehinggaANB=BNA

Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(P(N),n) adalah monoid idempoten komutatif

Definisi 2.5.16 (Monoid Idempoten Integral Komutatif)

Jika (M,*) adalah monoid, setiap elemen idempoten, tidak
memuat pembagi nol, dan komutatif, maka (M,*) adalah monoid
idempoten integral komutatif

Contoh 2.5.17
Berdasarkan Contoh 2.5.11 dan Contoh 2.5.14, telah terbukti
bahwa (Z,,-) adalah monoid idempoten integral komutatif

Contoh 2.5.17
Berdasarkan Contoh 2.5.12 dan Contoh 2.5.15, telah terbukti
bahwa (P(N),n) adalah monoid idempoten integral komutatif

2.6 Latis

Latis merupakan salah satu contoh struktur aljabar yang
dilengkapi dengan dua operasi biner dan memenuhi kondisi-kondisi
tertentu. Pada subbab ini akan diberikan definisi latis dan juga
definisi-definisi yang berkaitan dengan latis disertai contoh.
Penulisan ini dikutip dari Lattice Theory, Garrett Birkhoff (1940)
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Definisi 2.6.1 (Meet)
Operasi biner meet (A) pada suatu himpunan tak kosong E
untuk setiap x, y € E adalah nilai minimum pasangan (x, y)

x ANy =inf{x,y}

Contoh 2.6.2
Diberikan himpunan E = {2,3,5} dan terdapat pasangan
(x,y) dengan operasi biner A untuk setiap x,y € E. Berdasarkan
Definisi 2.6.1, akan ditunjukkan hasil operasi pada E
e 2A2=inf{22}=2
e 2A3=inf{23}=2
e 2A5=inf{2,5}=2
e 3A2=inf{32}=2
e 3A3=inf{3,3}=3
e 3A5=inf{3,5} =3
e 5A2=inf{52}=2
e 5A3=inf{53}=3
e 5A5=inf{55}=5

Contoh 2.6.3
Diberikan himpunan Z ={...,—1,0,1,...} dan terdapat
pasangan (x,y) dengan operasi biner A untuk setiap x,y € Z .
Berdasarkan Definisi 2.6.1, akan ditunjukkan beberapa hasil operasi
pada Z
o —2A-1=inf{-2,-1}=-2
e —1A-1=inf{-1,-1}=-1
e 1A-1=inf{1,-1}=-1
e 1A2=inf{12}=1
e 1A1=inf{1,1}=1
e —1A1=inf{-11}=-1
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Definisi 2.6.4 (Join)
Operasi biner join (V) pada suatu himpunan tak kosong E
untuk setiap x, y € E adalah nilai maksimum pasangan (x, y)

xVy = sup{x,y}

Contoh 2.6.5
Diberikan himpunan E = {2,3,5} dan terdapat pasangan
(x,y) dengan operasi biner v untuk setiap x,y € E. Berdasarkan
Definisi 2.6.4, akan ditunjukkan hasil operasi pada E
o 2V2=sup{22} =2
e 2V3=sup{2,3}=3
e 2V5=sup{2,5} =5
e 3V2=sup{3,2} =3
e 3Vv3=sup{3,3} =3
e 3Vv5=sup{3,5}=5
e 5V2=sup{52}=5
e 5VvV3=sup{53}=5
e 5V5=sup{55}=5

Contoh 2.6.6
Diberikan himpunan Z ={...,—1,0,1,...} dan terdapat
pasangan (x,y) € R dengan operasi biner v untuk setiap x,y € Z.
Berdasarkan Definisi 2.6.4, akan ditunjukkan beberapa hasil operasi
pada Z
o —2V-1=inf{-2,-1}=-1
e —1V-1=inf{-1,-1}=-1
e 1vV-1=inf{1,-1}=1
e 1V2=inf{1,2}=2
e 1Vv1=inf{1,1}=1
e —1Vv1=inf{-11}=1
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Definisi 2.6.7 (Latis)

Jika L adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi biner meet (A) dan join (v), maka
(L,AV) disebut latis jika memenuhi kondisi berikut untuk setiap

x,y,Z€L:

i). Komutatif, yaitu x, y € L sedemikian sehingga berlaku
XANYy=yAx
xVy=yVvVx

if). Asosiatif, yaitu x, y, z € L sedemikian sehingga berlaku
xANyAz)=((xAY)Az
xV(yvz)=(xVvy)Vvz
iii). Absorpsi, yaitu x, y € L sedemikian sehingga berlaku
xA(xVy)=x
xV(xAy)=x

iv). Idempoten, yaitu x € L sedemikian sehingga berlaku
XANX=XxVX=X

Contoh 2.6.8
Diberikan himpunan poset E = {1,2,3,6,7,14,21,42} dengan
operasi biner A dan v. Berdasarkan Definisi 2.6.7, akan ditunjukkan
(E,Av) adalah latis
Bukti
Akan dibuktikan (E,A,v) adalah latis, seperti berikut
Tabel 2.6 Operasi join (V) pada E

v 1 2 3 6 7 |14 | 21| 42
1 1 2 3 6 7 | 14 | 21| 42
2 2 2 3 6 7 |14 | 21| 42
3 3 3 3 6 7 |14 | 21| 42
6 6 6 6 6 7 |14 | 21| 42
7 7 7 7 7 7 |14 | 21| 42
14 |14 |14 |14 | 14 | 14 | 14 | 21 | 42
21 | 21 |21 |21 |21 | 21 |21 |21 | 42
42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42
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1v1=sup{1,1} =1
1v 2 =sup{l1,2} =2
1v3=sup{1,3} =3
1v6=sup{l,6}==6
1v7=sup{l,7} =7

1V 14 = sup{1,14} = 14
1v21 = sup{1,21} = 21
1V 42 = sup{1,42} = 42

2v1=sup{2,1} =2
2V 2=sup{2,2} =2
2Vv3=sup{2,3} =3
2V 6 =sup{2,6}=6
2V7=sup{2,7} =7

2V 14 = sup{2,14} = 14
2v 21 = sup{2,21} = 21
2V 42 = sup{2,42} = 42

Tabel 2.7 Operasi meet (A) pada E

[

Al1]2]3[6[7]14a]217]a

1 122222111

2 12122221272

312|333 3] 3] 3

6 |1/2|3|6|6| 6] 6] 6

7 (123|677 7] 7

14123671414 14

21 (1236 |7 |14]21 |21

211236714214
1A1=inf{1,1} =1 e 2A1=inf{21}=1
1A2=inf{1,2} =1 e 2A2=inf{22}=2
1A3 =inf{1,6} =1 e 2A3=inf{23}=2
1A6=inf{1,6} =1 e 2A6=inf{2,6}=2
1A7 =inf{1,7} =1 e 2A7=inf{2,7} =2
1A14=inf{1,14} =1 o 2A14=inf{2,14} =2
1A21=inf{121} =2 o 2A21=inf{221} =2
1A42 =inf{142} =4 o 2A42=inf{2,42} =2

Komutatif, dari Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 tampak bahwa
xVy=yVvVx
XAy =yAXx

ii). Asosiatif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka

XxANYAz)=2AN(TA21)=2AT7 =2



xAYANz=QRAT)AN21=2A21=2
sehingga x A (y Az) = (x Ay) Az. Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y,z€ E dan memakai Tabel 2.7 berlaku
xANyAz)=(xAY)Az
xV(yvz)=2v(7v2l)=2v21=21
(xvy)vz=Q2v7)v2l1=7v21=21
sehingga xV(yVvz) = (xVy)Vz. Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y,z€ E dan memakai Tabel 2.6 berlaku
xV(yvz)=(xVvy)Vvz

iii). Absorpsi, diberikan x = 2, y = 7. Maka
xA(xVy)=2AQ2V7)=2A7=2=x
xV(xAy)=2V(QRA7)=2V2=2=x

sehingga x A(xVvVy) =xV(xAy)=x. Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel
2.7 berlaku x A (x Vy) =xdanxV (x Ay) = x
iv). Idempoten, diberikan x = 2. Maka
XAX=2AN2=2=x
XVx=2V2=2=x
sehingga x Ax = xVx =x. Memakai cara yang sama untuk
setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 berlaku
xAx=xdanxVvx=x
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(E,Av) adalah latis

Contoh 2.6.9

Diberikan himpunan bilangan asli N dan
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Diberikan himpunan N ={0,{1},{1,2},{1,2,3}, ...} dan
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Jika P(N) c P(N) , maka berdasarkan Definisi 2.6.7 akan
ditunjukkan (P(N),A,v) adalah latis
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Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A,v) adalah latis, seperti berikut
AV B = sup{A,B} =B
BV A = sup{B,A} =B
AANB =inf{A,B}=A
BAA=inf(B,A}=A
i). Komutatif, diberikan x = A, y = B. Maka
xVy=AVB=BVA=yVx
xANy=AANB=BANA=yAx
if). Asosiatif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
xAN(yAz)=AAN(BAB)=AAB=A
(xAyY)Az=(AANB)AB=AAB=A
sehinggax A(yAz) =(xAy)Az
xV(yvz)=AvV(BVB)=AVB =B
(xvy)vz=(AVB)VB=BVB=B
sehinggaxVv (yvz)=(xVvy)Vvz
iii). Absorpsi, diberikan x = A, y = B. Maka
xAN(xVvy)=AAN(AVB) =AANB=A=x
xV(xAy)=AV(AAB) =AVA=A=x
sehinggax A(xVvVy)=xV(xAy)=x
iv). Idempoten, diberikan x = A. Maka
xANx=ANA=A=x
xVx=AVA=A=x
sehinggax Ax =xVx =x
Dengan demikian dari pembuktian tersebut dapat disimpulkan bahwa
(P(N),AV) adalah latis

Definisi 2.6.10 (Distributif Latis)
Jika (L,AV) adalah suatu latis, maka (L,Av) disebut
distributif latis jika
xA(yVvz)=(xAy)V (xAz)untuk setiap x,y,z € L
xVyAz)=((xVy)A(xVz)untuksetiap x,y,z € L
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Contoh 2.6.11
Berdasarkan Contoh 2.6.8, telah terbukti bahwa (E,AV)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.10, akan ditunjukkan (E,A,V)
adalah distributif latis
Bukti
Akan dibuktikan (E,A,V) adalah distributif latis. Seperti terlihat dari
Tabel 2.6 dan Tabel 2.7, (E,A,v) memenuhi kondisi berikut
i). Distributif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
xA(yvz)=2A(7Vv21)=2A21=2
xAYVxAz2)=QRAT)V(2A21)=2Vv2=2
sehingga x A(yvz) =(xAy)V(xAz). Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dengan memakai Tabel 2.6 dan
Tabel 2.7 berlaku x A(yVvz) = (xAy)V(xAz)
xVAz)=2V(7TA21)=2V7=7
xvy)Alxvz)=QRV7T)AQRV21)=7A21=7
sehingga x vV (yAz) = (xVy) A(xVz). Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dengan memakai Tabel 2.6 dan
Tabel 2.7 berlaku x V (yAz) = (xVy) A (x V 2)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,AV) adalah
distributif latis

Contoh 2.6.12
Berdasarkan Contoh 2.6.9, telah terbukti bahwa (P(N),AV)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.10, akan ditunjukkan (P(N),A,V)
adalah distributif latis
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A,V) adalah distributif latis jika memenuhi
kondisi berikut
i). Distributif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
xAN(yvz)=AAN(BVA)=AAB=A
(xAY)VxAzZ)=(AAB)V(ANA) =AVA=A
sehinggax A(yvz)=(xAy)V(xAz)
xVAz)=AV(BAA)=AVA=A
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(xvy)A(xvz)=(AVB)A(AVA) =BAA=A
sehinggaxV(yAz)=(xVy)A(xVz)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),Av) adalah
distributif latis

Definisi 2.6.13 (Elemen Terkecil)

Jika E adalah himpunan tidak kosong dan dilengkapi dengan
relasi <, maka suatu a € E disebut elemen tekecil yang disimbolkan
dengan 0 jika untuk setiap x € E memenuhi a < x

Contoh 2.6.14
Diberikan himpunan E = {2,3,5} . Berdasarkan Definisi
2.6.13, akan ditunjukkan elemen tekecil (0) pada E
Bukti
Akan ditunjukkan elemen tekecil (0) pada E. Berdasarkan Definisi
2.6.13 terlihat
2<2
<3
p 25
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 2 adalah elemen tekecil

(0)

Contoh 2.6.15

Diberikan himpunan bilangan asli N dengan
P(N) = {A|@ < A < N}. Berdasarkan Definisi 2.6.14, akan ditunjukkan
elemen tekecil (0) pada P(N)
Bukti
Akan ditunjukkan elemen tekecil (0) pada P(N). Berdasarkan
Definisi 2.6.14 terlihat

P<A

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa @ adalah elemen tekecil

(0)

40



Definisi 2.6.16 (Elemen Terbesar)
Jika E adalah himpunan tidak kosong dan dilengkapi dengan
relasi = , maka suatu a € E disebut elemen terbesar yang

disimbolkan dengan I jika untuk setiap x € E memenuhi a > x

Contoh 2.6.17
Diberikan himpunan E = {2,3,5} . Berdasarkan Definisi
2.6.15, akan ditunjukkan elemen terbesar (I) pada E
Bukti
Akan ditunjukkan elemen terbesar (I) pada E. Berdasarkan Definisi
2.6.15 terlihat
5>2
5>3
5=25
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 5 adalah elemen terbesar

)

Contoh 2.6.18

Diberikan himpunan bilangan asli N dengan
P(N) = {A|@ < A < N}. Berdasarkan Definisi 2.6.15, akan ditunjukkan
elemen terbesar (1) pada P(N)
Bukti
Akan ditunjukkan elemen terbesar (I) pada P(N). Berdasarkan
Definisi 2.6.15 terlihat

N>A4

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa N adalah elemen
terbesar (1)

Definisi 2.6.19 (Latis Lengkap)

Jika (L,Av) adalah suatu latis, maka (L,A,V) disebut latis
lengkap jika memiliki elemen terkecil (0) dan elemen terbesar (1)
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Contoh 2.6.20

Berdasarkan Contoh 2.6.8, telah terbukti bahwa (E,A,V)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.19, akan ditunjukkan (E,A,V)
adalah latis lengkap
Bukti
Akan dibuktikan (E,A,V) adalah latis lengkap. Berdasarkan Definisi
2.6.13 dan Definisi 2.6.16 terlihat
e 1< x,untuksetiap x € E
e 42 > x, untuk setiap x € E
Sehingga terdapat elemen tekecil (0) = 1 dan elemen terbesar (I) =
42. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A,v) adalah latis
lengkap

Contoh 2.6.21

Berdasarkan Contoh 2.6.9, telah terbukti bahwa (P(N),AV)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.19, akan ditunjukkan (P(N),A,V)
adalah latis lengkap
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A,v) adalah latis lengkap, terlihat
e @ < A, untuk setiap A € P(N)
e N = A, untuk setiap A € P(N)
Sehingga terdapat elemen tekecil (0) = @ dan elemen terbesar (I) =
N. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A,v) adalah
latis lengkap

Definisi 2.6.22 (Latis Terbatas)
Jika (L,A,v) adalah suatu latis yang memiliki elemen terkecil
(0) dan elemen terbesar (I), maka (L,AV ,0, ) disebut latis terbatas
jika
xA0=0danx V0 = x, untuk setiap x € E
x Al =xdanxVvI=1I,untuk setiap x € E
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Contoh 2.6.23

Berdasarkan Contoh 2.6.8, telah terbukti bahwa (E,A,V)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.22, akan ditunjukkan (E,A,V
,1,42) adalah latis terbatas
Bukti
Akan dibuktikan (E,A,V,1,42) adalah latis terbatas. Seperti terlihat
dari Tabel 2.6 dan Tabel 2.7, (E,AV,1,42) memenuhi kondisi
berikut
e xA1l=1danxV1=x,untuksetiap x € E
o XxA42 =xdanx V42 =42, untuk setiap x € E
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A,v,1,42) adalah
latis terbatas

Contoh 2.6.24

Berdasarkan Contoh 2.6.9, telah terbukti bahwa (P(N),A,V)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.6.22, akan ditunjukkan
(P(N),AV,®,N) adalah latis terbatas
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),AV,®,N) adalah latis terbatas. Seperti
terlihat dari Contoh 2.6.21, (P(N),AV,®, N) memenuhi kondisi
berikut
e AN =@¢dan AV @ = A, untuk setiap A € P(N)
e ANN=Adan AV N = N, untuk setiap A € P(N)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A,V, ®, N) adalah
latis terbatas

2.7 Heyting Algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan
EQ-Algebra
Heyting algebra, Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-
Algebra merupakan struktur aljabar yang dilengkapi dengan tiga
operasi biner. Berikut diberikan definisi heyting algebra, hertz
algebra, boolean algebra, dan EQ-algebra dan juga definisi-definisi
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yang berkaitan dengan disertai contoh. Penulisan ini dikutip dari F.
Zebardast (2016) dan Lattice Theory, Garrett Birkhoff (1940)

Definisi 2.7.1 (Implikasi)
Operasi biner implikasi (—) pada suatu himpunan tak kosong
E untuk setiap x,y € E adalah
x = y =1, jika dan hanya jika x < y
x — y =y, jika dan hanya jika x > y
[ ->x=x
x->I1=1
x—->x=1

ok~ e

Contoh 2.7.2
Diberikan himpunan E = {2,3,5} . Berdasarkan Definisi
2.7.1, akan ditunjukkan operasi biner implikasi (—) pada E dengan
=5
1. 2 - 3 =5, jika dan hanya jika 2 < 3
2 - 5 =5, jikadan hanya jika 2 < 5
2. 3 - 2 =2, jikadan hanya jika 3 > 2

3.5-2=2
5-3=3
4, 3-55=5
5, 2-52=5
3-3=5
5-5=5
Contoh 2.7.3
Diberikan himpunan bilangan asli N dan

P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Diberikan himpunan N ={0,{1},{1,2},{1,2,3}, ...} dan
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Jika P(N) c P(N) , maka berdasarkan Definisi 2.7.1 akan
ditunjukkan operasi biner implikasi (—) pada P(N) dengan I = N
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A - B = N, jika dan hanya jika A < B
B —» A = A, jika dan hanya jika B > A
N-oA=A
A->N=N
A->A=N
N->N=N

ok~ wbd e

Definsi 2.7.4 (Ekuivalen)
Operasi biner ekuivalen (~) pada suatu himpunan tak
kosong E untuk setiap x,y € E adalah
lL.x~y=y~x
2. x ~y = x jika dan hanya jika x <y
3. x ~y =1 jika dan hanya jika x =y

Contoh 2.7.5

Diberikan himpunan E = {2,3,5} . Berdasarkan Definisi
2.7.4, akan ditunjukkan operasi biner ekuivalen (~) pada E dengan
=5
1. 2~2=2~2

2~3=3~2
2~5=5~2
3~5=5~3
2. 2~3=2
2~5=2
3~5=3
3.2~2=5
3~3=5
5~5=5
Contoh 2.7.6
Diberikan himpunan bilangan asli N dan

P(N) = {A|@® < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Diberikan himpunan N ={0,{1},{1,2},{1,2,3}, ...} dan
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P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Jika P(N) c P(N) , maka berdasarkan Definisi 2.7.4, akan
ditunjukkan operasi biner ekuivalen (~) pada P(N) denganl = N

1. A~A=A~A

l

~A
~A

l

l
I

l

= > o oo
l

= > =W =W
I

= =2 x> =W

l

Definisi 2.7.7 (Product)
Operasi biner product () pada suatu himpunan tak kosong
E untuk setiap x,y € E adalah
x®y=xAy=x,jikadan hanya jikax <y

Contoh 2.7.8
Diberikan himpunan E = {2,3,5} dengan operasi biner &
untuk setiap x, y € E. Berdasarkan Definisi 2.7.7, akan ditunjukkan
hasil operasi pada E
e 2®2=2A2=2,jikadan hanya jika 2 < 2
e 2®3=2A3=2,jikadan hanya jika2 <3
e 2@®5=2A5=2,jikadanhanyajika2 <5
e 3®2=3A2=2
e 3®3=3A3=3,jikadan hanya jika3 <3
e 3®5=3A5=3,jikadanhanyajika3 <5
e 5Q2=5A2=2
e 53=5A3=3
e 5®5=5A5=05,jikadan hanya jika5 <5
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Contoh 2.7.8

Diberikan himpunan bilangan asli N dan
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Diberikan himpunan N ={0,{1},{1,2},{1,2,3}, ...} dan
P(N) = {A|@ < A < N} dengan relasi < adalah bentuk subset <.
Jika P(N) c P(N) dan terdapat operasi biner @ untuk setiap A €
P(N), maka berdasarkan Definisi 2.7.7 akan ditunjukkan hasil
operasi pada P(N)
e AQA=ANA=A,jikadan hanyajika A < A
e AQB=AAB =4, jikadan hanya jika A < B
e AQN =AAN =4, jikadan hanya jika A < N
e BRA=BAA=A
e B® B =B AB =B, jika dan hanya jika B < B
e BQ® N =BAN = B, jika dan hanya jika B < N
e NRA=NAA=A
e NX®B=NAB=B
e NQN=NAN =N, jika dan hanya jika N < N

Definisi 2.7.9 (Heyting Algebra)

Jika H adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi A, vV, —, dan elemen terbesar (1),
maka (H,V,A,—,I) disebut heyting algebra jika setiap x,y,z € E
memenuhi kondisi berikut
1. (H,A,v) adalah suatu latis
2. x <y - zjikadanhanyajikax Ay <z

Contoh 2.7.10

Berdasarkan Contoh 2.6.8, telah terbukti bahwa (E,A,v) adalah
latis. Berdasarkan Definisi 2.7.9, akan ditunjukkan (E,V,A, — ,42)
adalah heyting algebra
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Bukti

Akan dibuktikan (E,V,A,— ,42) adalah heyting algebra. Diberikan

x=2,y=7,danz = 21. Maka
2<7-21=2<42jikadanhanya jika2A7 <21 =2<21

Memakai cara yang sama untuk setiap x, y, z € E dapat disimpulkan

bahwa (E,v,A,— ,42) adalah heyting algebra karena memenuhi

Definisi 2.7.8

Contoh 2.7.11

Berdasarkan Contoh 2.6.9, telah terbukti bahwa (P(N),A,V)
adalah latis. Berdasarkan Definisi 2.7.9, akan ditunjukkan
(P(N),v,A,—, N) adalah heyting algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),V,A, —, N) adalah heyting algebra. Diberikan
x =A,y = B, dan z = B. Maka

A< B - B=RBjkadanhanyajiknAANB=A<B

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),v,A, =, N) adalah
heyting algebra karena memenuhi Definisi 2.7.9

Definisi 2.7.12 (Boolean Algebra)

Jika B adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi A, V, operasi uner x, elemen terkecil
(0), dan elemen terbesar (I), maka (B,AV,*,0,1) disebut boolean
algebra jika untuk setiap x, y, z € B memenuhi kondisi berikut
1. (B,AV) adalah suatu distributif latis
2. Untuk semua x € B mempunyai elemen terkecil (0) dan elemen

terbesar (I) yang mengikuti hukum

0OAx=0
Ovx=x
INx =x
Ivx=1

3. E mempunyai operasi uner x — x* yang mengikuti hukum
xAx* =inf{x,x*}
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xVx* = sup{x,x*}
(x*)* =x
(xAy) =x*vy*
(xvy) =x*Ay*

Contoh 2.7.13
Memakai Contoh 2.6.8 dan Definisi 2.7.12, akan ditunjukkan

(E,v,A*,1,42) adalah boolean algebra dengan operasi uner x adalah
x _ 42

X

Bukti
Akan dibuktikan (E,A,V,x,1,42) adalah boolean algebra , seperti
berikut

Tabel 2.8 Operasi uner x pada E

x | 1| 2 | 3 |6 |7 |14]| 21| 42
x* |42 |21 |14 |7 |6| 3 | 2|1

42 42 42
s X'=THY & X SRR ==&
42 42 42
e X'==21 e xX'=7=6 e x'=_.=
42 42
° x*:—:14- ° x*:—:3
3 14

i). ldempoten, diberikan x = 2. Maka
XAX=2AN2=2=xXx
XVx=2V2=2=x
sehingga x Ax =xVx = x. Memakai cara yang sama untuk
setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 berlaku
xAx=xdanxVvVx=x
ii). Komutatif, dari Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 tampak bahwa
xVy=yVvVx
XAy =yAXx
iii). Asosiatif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
XxANYAz)=2AN(TA21)=2AT7 =2
xAYANz=QRAT)AN21=2A21=2
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vi).

vii).

50

sehingga x A(y Az) = (x Ay) Az. Memakai cara yang sama

untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 berlaku x A

yrz)=(xAy)Az
xV(yvz)=2v(7v2l)=2v21=21
(xvy)vz=Q2v7)v2l1=7v21=21

sehingga xV(yVvz) = (xVy)Vz. Memakai cara yang sama

untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.6 berlaku x v

yvz)=@xvy)vz

. Distributif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka

xA(yvz)=2A(7Vv21)=2A21=2
xAY)VxAz)=QRAT)V(2A21)=2Vv2=2
sehinggax A (yVv z) = (x Ay) Vv (x A z). Memakai cara yang
sama untuk setiap x, y, z € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel
2.7 berlakuxA(yvz)=((xAy)V(xAz)
xV(yAz)=2v(7TA21)=2Vv7 =7
xvy)Alxvz)=QRV7)AQRV21)=7A21=7
sehingga x Vv (yAz) = (xVy)A(xVz). Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel
2.7 berlakuxVv (yAz)=(xVy)A(xVz)

. Absorpsi, diberikan x = 2, y = 7. Maka

xA(xVy)=2AQRV7)=2A7=2=x
xV(xAy)=2VQRAT7)=2V2=2=x
sehingga x A(xVy)=xV(xAy) =x. Memakai cara yang
sama untuk setiap x, y € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7
berlaku x A(x Vy) =xdanxV (x Ay) =x
Dari Tabel 2.6 dan Tabel 2.7, tampak bahwa untuk setiap x € E
yang mengikuti
Ovx=xdan0Ax =0
mempunyai elemen terkecil (0) = 1
INx=xdanIvx=1
mempunyai elemen terbesar (I) = 42
Setiap x € E mempunyai operasi uner x seperti terlihat pada
Tabel 2.8. Memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 tampak bahwa



xAx* =inf{x,x*}
xVx* = sup{x,x*}

viii). Setiap x € E mempunyai operasi uner *x seperti terlihat pada

Tabel 2.8 dan memenuhi (x*)* = x
(1)*=42*=1
2y =21*=2
(3)*=14*=3
) =7"=6
7)Y =6"=7
(14")*=3*=14
1)y =2*=21
(42)* =1* =42

ix). Setiap x € E mempunyai operasi uner x seperti terlihat pada

Tabel 2.8, diberikan x = 2, y = 7. Maka
xAy) =Q@A7) =2*=21
X*Vy*=2"v7"=21v6 =21
sehingga (x Ay)* = x* v y*. Memakai cara yang sama untuk
setiap x,y € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 berlaku
(xAy) =x"Vvy”
xvy) =Qv7)=7"=6
XANY* =2"A7T"=21N6=6
sehingga (x Vy)* = x* Ay*. Memakai cara yang sama untuk
setiap x,y € E dan memakai Tabel 2.6 dan Tabel 2.7 berlaku
(xvy) =x"Ay”

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,AV,*,1,42) adalah
boolean algebra

Contoh 2.7.14

Memakai Contoh 2.6.9 dan Definisi 2.7.12, akan ditunjukkan

(P(N),v,Ax,@,N) adalah boolean algebra dengan operasi uner *
adalahx* = A* =B
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Bukti
Akan dibuktikan (P(N),V,A,x, ®, N) adalah boolean algebra , seperti
berikut

i). ldempoten, diberikan x = A. Maka

XANx=ANA=A=x
xXVx=AVA=A=x
sehinggax Ax =xVx =x

if). Komutatif, diberikan x = A, y = B. Maka

xVy=AVB=BVA=yVx
xANy=AANB=BANA=yAx

iii). Asosiatif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka

xAN(yAz)=AAN(BAB)=AAB=A

(xAyY)Az=(AANB)AB=AAB=A
sehinggax A(yAz) =(xAy)Az

xV(yvz)=Av(BVB)=AVB =B

(xvy)vz=(AVB)VB=BVB=B
sehinggaxVv (yvz)=(xVvVy)Vz

iv). Distributif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka

xAN(yvz)=AAN(BVB)=AAB=A
xAyY)VxAz)=(AANB)V(AAB)=AVA=A
sehinggax A(yvz)=(xAy)V(xAz)
xV(yAz)=AV(BAB)=AVB =B
(xvy)A(xvz)=(AVB)A(AVB)=BAB =B
sehinggaxV (yAz) =(xVy)A(xVz)

v). Absorpsi, diberikan x = A, y = B. Maka
xAN(xVy)=AAN(AVB)=AAB=A=x
xVxANy)=AV((AAB) =AVA=A=x

sehinggax A(xvVy)=xV(xAy)=x

vi). Tampak bahwa untuk setiap A € P(N)

PVA=AdanPAA=0Q
mempunyai elemen terkecil (0) = @

NAA=AdanNVA=N
mempunyai elemen terbesar (I) = N
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vii). Tampak bahwa setiap A € P(N) mempunyai operasi uner %
XAx*=ANA*=AAB =inf{A, B} = inf{x,x*}
xVx*=AVA"=AVB = sup{A, B} = sup{x, x*}

viii). Tampak bahwa setiap A € P(N) mempunyai operasi uner = dan

memenuhi (x*)* = x
(x" )Y =U)"=B"=A=x
ix). Tampak bahwa setiap A € P(N) mempunyai operasi uner x
(xAy)*=(AAB)*=A"=B
X*Vy*=A*"VB*=BVA=B
sehingga (x Ay)* = x* VvV y*
(xvy)*=(AvVB)*=B*=A
X*Ny*=A"AB*=BANA=A
sehingga (x Vy)* =x* Ay~
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),V,Ax,@,N)
adalah boolean algebra

Definisi 2.7.15 (Hertz Algebra)

Jika He adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi A, —, dan elemen terbesar (I), maka
(He,A,—,I) disebut hertz algebra jika untuk setiap x,y,z € E
memenuhi kondisi berikut
lL.x->x=1
2. yAN(x>y)=y
. xA(x->y)=xAy
4. x> WYAz)=(x->y)A (x> 2)

Contoh 2.7.16
Memakai Contoh 2.6.8 dan Definisi 2.7.15, akan ditunjukkan
(E,A, — ,42) adalah hertz algebra
Bukti
Akan dibuktikan (E,A, — ,42) adalah hertz algebra, seperti berikut
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i),

i),
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Tabel 2.9 Operasi implikasi (—) pada E

- 1 2 3 6 7 | 14 | 21 | 42
1 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42
2 1 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42
3 1 2 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42
6 1 2 3 | 42 | 42 | 42 | 42 | 42
7 1 2 3 6 | 42 | 42 | 42 | 42
14 | 1 2 3 6 7 | 42 | 42 | 42
21 | 1 2 3 6 7 | 14 | 42 | 42
42 | 1 2 3 6 7 | 14|21 | 42

1-1=1~0A1)=1~1=42
2-51=2~02A1)=2~1=1~2=1
3-1=3~3BA1)=3~1=1~3=1
6-01=6~(6A1)=6~1=1~6=1
7-51=7~TAN1)=7~1=1~7=1
14-51=14~14A1)=14~1=1~14=1
21-1=21~Q21A1)=21~1=1~21=1
42 51=42~{42A1)=42~1=1~42=1

Dari Tabel 2.9, tampak bahwa setiap x € E berlaku x — x = 42
Diberikan x = 2, y = 7. Maka

TAR-7)=7N42=7
sehingga y A (x - y) = y. Memakai cara yang sama untuk setiap
x,y € E dan memakai Tabel 2.7 dan Tabel 2.9 berlaku
yAx->y)=y
Diberikan x = 2, y = 7. Maka

2A(2>7)=2A42=2

XANYy=2AN7=2

sehingga x A (x » y) = x Ay. Memakai cara yang sama untuk
setiap x, y € E dan memakai Tabel 2.7 dan Tabel 2.9 berlaku x A

x—=>y)=xAy

. Diberikan x = 2,y = 7, z = 21. Maka

x> WAz)=2->(TA21)=2->7 =142
x> P)AN(x-2)=Q2->7)ANR->21) =42N42 =42



sehinggax - (y Az) = (x » y) A (x - z). Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 dan Tabel
29 berlakux »> (yAz) =(x > y)A(x > z)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A, — ,42) adalah
hertz algebra

Contoh 2.7.17
Memakai Contoh 2.6.9 dan Definisi 2.7.15, akan ditunjukkan
(P(N),A, -, N) adalah hertz algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A,—,N) adalah hertz algebra, seperti
berikut
i). Diberikan x = A. Maka
xox=A->A=A~(ANA) =A~A=N=1]
ii). Diberikan x = A, y = B. Maka
yA(x—>y)=BA(A->B)=BAN=B=y
sehinggayA(x > y) =y
iii). Diberikan x = A, y = B. Maka
xAN(x->y)=AANA->B)=AAN=A
xANy=AANB=A
sehinggax A (x > y) =xAy
iv). Diberikan x = A,y = B, z = B. Maka
x> yAnz)=A->(BAB)=A->B=N
x->yVAx->2)=(A->B)AA->B)=NAN=N
sehinggax » (yAz) = (x> y)A(x - z)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A, —,N) adalah
hertz algebra

Definisi 2.7.18 (EQ-Algebra)

Jika Eq adalah himpunan tak kosong yang merupakan poset
dan dilengkapi dengan operasi A, @, ~, dan elemen terbesar (1),
maka (Eq,A,Q, ~,I) disebut sebagai EQ-algebra jika untuk setiap
x,y,z,w € E memenuhi kondisi berikut
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(Eq,A, I) adalah monoid idempoten komutatif

(Eq,Q, ) adalah monoid

x~x=1

((x/\y) ~z)®(w~x) <z~WAy)
xX~NR®z~w)<(x~2z)~y~w)
xAyAzZ)~x<(xAy)~x

CxQRQy<x~y

Sebuah EQ-algebra adalah bagus jika x ~ y = x dan x < y untuk
semua x € Eq.

No o s wN e

Contoh 2.7.19
Memakai Contoh 2.6.8 dan Definisi 2.7.18, akan ditunjukkan
(E,A®, ~ ,42) adalah EQ-algebra
Bukti
Akan dibuktikan (E,A,®, ~ ,42) adalah EQ-algebra, seperti berikut
Tabel 2.10 Operasi product (®) pada E

® |1]|2]3[6]714]21] a2
1 [ 1K1 | v A | & 1
2 12222 2] 2] 2
3 |12 (3|33 3] 3] 3
6 |1|2|3|6|6| 6] 6| 6
7 123|677 7] 7
14 |12 (3|6 7] 1414 14
21 (1236|714 21|21
42 (1236 |7 142142

e 1A1=11<1 e 1A2=11<2

e 2A1=1 e 2A2=22<2

e 3A1=1 e 3A2=2

e 6A1=1 °« 6A2=2

e 7TA1=1 o TA2=2

e 14A1=1 o 14A2=2

e 21A1=1 o« 21A2=2

e 42A1=1 o 42A2=2

(%
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Tabel 2.11 Operasi ekuivalen (~) pada E

~ 1 2 3 6 7 | 14 | 21 | 42
1 | 42 1 1 1 1 1 1 1
2 1 |42 | 2 2 2 2 2 2
3 1 2 |42 | 3 3 3 3 3
6 1 2 3 |42 | 6 6 6 6
7 1 2 3 6 | 42 | 7 7 7
14 1 1 2 3 6 7 |42 | 14 | 14
21 | 1 2 3 6 7 |14 |42 |21
42 | 1 2 3 6 7 |14 | 21 | 42
1~1=42 1~2=1
2~1=1~2=1 2~2=42

3~1=1~3=1
6~1=1~6=1
7~1=1~7=1
14~1=1~14=1
21~1=1~21=1
42 ~1=1~42=1

3~2=2~3=2
6~2=2~6=2
7~2=2~7=2
14~2=2~14=2
21~2=2~21=2
42 ~2=2~42=72

. (E,A ,42) adalah monoid idempoten komutatif
i). Tertutup, dari Tabel 2.7 tampak bahwa x Ay € E
ii). Asosiatif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
xAN(YyAz)=2AN(TA21)=2A7 =2
xAYAz=QRAT)A21=2A21=2
sehinggax A (y A z) = (x Ay) A z. Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 berlaku x A
YAz)=(xAy)Az
iii). Dari Tabel 2.6, terlihat bahwa 42 € E adalah elemen identitas
untuk setiap x € E sedemikian sehingga berlaku
42Ax =xN42 =x
iv). Idempoten, diberikan x = 2. Maka
XAX=2AN2=2=x
Memakai cara yang sama untuk setiap x,y,z € E dan
memakai Tabel 2.7 berlaku x A x = x

57



v). Komutatif, dari Tabel 2.7 tampak bahwa x Ay =y A x
2. (E,® ,42) adalah monoid
i). Tertutup, dari Tabel 2.10 tampak bahwa x ® y € E
if). Asosiatif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
Q@ ®2)=2Q0(7Q21)=2Q7=2
x®YRz=2R7)QR21=2Q021=2
sehingga x @ (y ® z) = (x ® y) ® z. Dengan cara yang
sama, untuk setiap x, y, z € E dan memakai Tabel 2.10 berlaku
xR®@YR®2D)=xRy)Qz
iii). Dari Tabel 2.10, terlihat bahwa 42 € E adalah elemen
identitas. Untuk setiap x € E sedemikian sehingga berlaku
412Q@Qx =xQ 42 =x

3. Dari Tabel 2.11, terlihat bahwa x ~ x = 1

4. Diberikan x =2,y =7, w = 14, dan z = 21. Maka
(A ~2)Qw~x)=(2A7) ~21) ® (14 ~ 2)

=2~21)R((14 ~2)

=22

=2

z~WAy)=21~Q4A7)=21~7=7

Sehingga ((x Ay) ~2z) ® (W ~ x) < z ~ (wAy). Dengan cara
yang sama untuk setiap x,y,w,z € E dan memakai Tabel 2.7,
Tabel 2.10, dan Tabel 2.11 berlaku ((x Ay) ~2) @ (w ~ x) <
z~WAy)

5. Diberikan x =2,y =7, w = 14, dan z = 21. Maka
xX~NQz~w)=Q~7NQR1~14)=2Q2=2
x~2)~y~w)=Q2~2)~T~14)=2~7=2

Sehingga (x ~y) @ (z~w) <(x~2z)~(y~w) . Dengan
cara yang sama, untuk setiap x,y,w,z € E dan memakai Tabel
2.10 dan Tabel 2.11 berlaku (x ~y) @ (z ~w) < (x ~ 2) ~
(y~w)

6. Diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka

xAYAZ)~x=QRATA21)~2=2~2=42
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xAY)~x=QA7)~2=2~2=42
Sehingga (x AyAz) ~x < (xAy)~x. Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 dan Tabel
211 berlaku (x AyAz) ~x < (xAy)~x
7. Diberikan x = 2 dany = 7. Maka
xQy=2Q7=2
X~y=2~7=2
Sehingga x ® y < x ~ y. Dengan cara yang sama untuk setiap
x,y € E dan memakai Tabel 2.10 dan Tabel 2.11 berlaku x @
ysx~y
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A,®), ~ ,42) adalah
EQ-algebra. Dari Tabel 2.11 tampak bahwa x ~ y = x jika dan
hanya jika x < y sehingga EQ-algebra adalah bagus

Contoh 2.7.20

Memakai Contoh 2.6.9 dan Definisi 2.7.18, akan ditunjukkan
(P(N),AQ, ~,N) adalah EQ-algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),AQ,~,N) adalah EQ-algebra, seperti
berikut
1. (P(N),A, N) adalah monoid idempoten komutatif

i). Tertutup, tampak bahwa A A B € P(N)

ii). Asosiatif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
xAN(yAz)=AAN(BAB)=AAB=A
(xAy)Az=(AANB)AB=AAB=A

sehinggax A (yAz) =(xAy)Az
iii). Terlihat bahwa N € P(N) adalah elemen identitas untuk setiap
A € P(N) sedemikian sehingga berlaku
NANA=AANN=A
iv). Idempoten, diberikan x = A. Maka
XAXx=ANA=A=x
sehinggax Ax = x
v). Komutatif, tampak bahwa AAB =B A A
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2. (P(N),®, N) adalah monoid
i). Tertutup, tampak bahwa A @ B € P(N)
if). Asosiatif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
xQ@(YR®z)=AQQ(BR®B)=AQB=A4
x®yY)®z=(AQB)®B=AQB=A4
sehinggax @ (Y ®2) = (xR y) Rz

iii). Diberikan A ® N = AA N = A, jika dan hanya jika A < N.
Terlihat bahwa N € P(N) adalah elemen identitas, maka untuk
setiap A € P(N) berlaku

NRA=ARN=A

3. Terlihatbahwa A ~A =N

4. Diberikan x = A,y = B, w = B, dan z = B. Maka
((x/\y)~Z)®(W~x)=((A/\B)~B)®(B~A)

=(A~B)® (B ~A4)
=AQRA
=A
z~WAy)=B~(BAB)=B~B=B
Sehingga ((xAy) ~2) @ W ~x) <z~ (WAY)

5. Diberikan x = A,y = B,w = B, dan z = B. Maka
x~NQ®Ez~w)=(A~B)Q®B~B)=AQA=A4A
x~z2)~@y~w)=A~B)~(B~B)=A~B=A

Sehingga (x ~y) @ (z~w) < (x ~z) ~ (y ~w).
6. Diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
(xAyAz)~x=(AABAB)~A=A~A=N
(xAy)~x=(AAB)~A=A~A=N
Sehingga (x AyAz) ~x < (xAy) ~x
7. Diberikan x = A dan y = B. Maka
xQy=AQRQB=A
x~y=A~B=A4
Sehinggax @y <x ~y
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N)AQ,~,N)
adalah EQ-algebra. Terlihat bahwa

A ~ B = A, jika dan hanya jika A < B
sehingga EQ-algebra adalah bagus
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas definisi, teorema, proposisi, dan
syarat cukup di mana Equality Algebra menjadi Heyting Algebra,
Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-Algebra serta
pembuktiannya.

3.1 Equality Algebra

Equality algebra merupakan struktur aljabar yang dilengkapi
dengan dua operasi biner dan memenuhi kondisi-kondisi tertentu.
Pada subbab ini akan diberikan definisi, lemma, dan proposisi
equality algebra. Penulisan ini dikutip dari Sandor Jenei (2012)

Definisi 3.1.1 (Equality Algebra)
Aljabar (E,A, ~,I) disebut sebagai equality algebra, jika
untuk setiap x, y, z € E memenuhi kondisi sebagai berikut

(E,A, I) adalah monoid idempoten integral komutatif
X~y=y~x
x~x=1

x ~ y = x jika dan hanya jika x < y
x<y<zmakax~z<y~zdanx~z<x~y
x~y<(@xnz)~ YAz

x~y<(x~z)~(y~z), dimanax <y jika dan hanya jika
X Ay = x untuk setiap x,y € E

Dengan meggunakan kondisi equality algebra di atas, maka operasi
biner implikasi dan bi-implikasi di definisikan seperti berikut

a x->y=x~(xAy)

b xeoy=&->AQ-x)

No apk~wd ke

Contoh 3.1.2
Dengan menggunakan Contoh 2.6.8 dan Definisi 3.1.1, akan
ditunjukkan (E,A, ~,42) adalah equality algebra
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Bukti
Akan dibuktikan (E,A, ~ ,42) adalah equality algebra, seperti
berikut
1. (E —{1},A ,42) adalah monoid idempoten integral komutatif
i). Tertutup, dari Tabel 2.7 tampak bahwa x Ay € E
if). Asosiatif, diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
xXANYAz)=2AN(TA21)=2AT7 =2
(xAYANz=QRAT)A21=2A21=2
sehingga x A (y A z) = (x Ay) A z. Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 berlaku x A
Az)=(xAy)Az
iii). Dari Tabel 2.7, terlihat bahwa 42 € E adalah elemen identitas
untuk setiap x € E sedemikian sehingga berlaku
42ANx =xN42 =x
iv). ldempoten, diberikan x = 2. Maka
XAX=2N2=2=x
Dengan cara yang sama untuk setiap x,y, z € E dan memakai
Tabel 2.7 berlaku x A x = x
v). Dari Tabel 2.7, terlihat bahwa setiap x € E — {1} tidak
memuat pembagi nol sejati karena tidak terdapat y € E — {1}
sedemikian sehingga berlaku x Ay = 1
vi). Komutatif, dari Tabel 2.7 tampak bahwa x Ay = y A x
Dari Tabel 2.11, terlihat bahwa x ~y =y ~ x
Dari Tabel 2.11, terlihat bahwa x ~ x = I
Dari Tabel 2.11, terlihat bahwa x ~ 1 = x
Diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
xX~z=2~21=2
y~z=7~21=7
X~y=2~7=2
Sehinggax <y<z, mkax~z<y~zdanx~z<x~y.
Memakai cara yang sama untuk setiap x,y,z € E dan memakai
Tabel 2.11 berlaku x ~z <y ~zdanx ~z<x ~y

a s~ wbd

63



6. Diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
X~y=2~7=2
xAz2)~(YAz)=QRA21) ~(7TA21)=2~T7=2
Sehingga x ~y < (x A z) ~ (y Az). Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y,z € E dan memakai Tabel 2.7 dan Tabel 2.11
berlaku x ~y < (xAz) ~(y A z)
7. Diberikan x = 2, y = 7, dan z = 21. Maka
X~y=2~7=2
x~2)~y~2)=Q~21)~7~21)=2~7=2
Sehingga x ~y < (x ~ z) ~ (y ~ z). Memakai cara yang sama
untuk setiap x,y, z € E dan memakai Tabel 2.11 berlaku x ~ y <
x~2)~@y~2)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A,~ ,42) adalah
equality algebra

Contoh 3.1.3

Dengan menggunakan Contoh 2.6.9 dan Definisi 3.1.1, akan
ditunjukkan (P(N),A, ~, N) adalah equality algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A,~,N) adalah equality algebra, seperti
berikut
1. (P(N) — {@},A, N) adalah monoid idempoten integral komutatif

i). Tertutup, tampak bahwa A A B € P(N)

ii). Asosiatif, diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
xAN(yAz)=ANBAB)=AAB=A
(xAy)Az=(AANB)AB=AAB=A

sehinggax A (yAz) =(xAy)Az

iii). Diberikan
OAN =0
AANN=A
BAN=B
NAD=0
NAA=A
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NAB=B
terlihat bahwa N € P(N) adalah elemen identitas. Untuk
setiap A € P(N) berlaku
NANA=AANN=A
iv). ldempoten , diberikan x = A. Maka
XANx=ANA=A=x
sehinggax A x = x
v). Terlihat bahwa setiap A € P(N) — {@} tidak memuat pembagi
nol sejati karena tidak terdapat B € P(N) — {@} sedemikian
sehingga berlaku AAB = @
vi). Komutatif, terlihat bahwa AAB =B A A
Dari Contoh 2.7.6, terlihat bahwa A ~ B =B ~ A
Dari Contoh 2.7.6, terlihat bahwa A ~ A = N
Dari Contoh 2.7.6, terlihat bahwa A ~ B = A
Diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
x~z=A~B=A
y~z=B~B=B
x~y=A~B=A
Sehinggax <y<z,makax ~z<y~zdanx~z<x~y
6. Diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
x~y=A~B=A
(xAz) ~(yAz)=(AAB)~(BAB)=A~B=A
Sehinggax ~y < (xAz) ~ (yAz)
7. Diberikan x = A, y = B, dan z = B. Maka
x~y=A~B=A
x~z2)~@y~z)=(A~B)~(B~B)=A~N=4
Sehinggax ~y<(x~2z)~(y~2)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A, ~,N) adalah
equality algebra

ok~ o

Proposisi 3.1.4

Jika (E,A, ~,I) adalah equality algebra, maka kondisi di
bawah terpenuhi untuk setiap x,y,z € E :
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X~YyS<xeoy<x-oy

x = y =1 jika dan hanya jikax <y
[>x=x,x->I=I],x->x=1

X<y-—-ox

x<(x-y)-oy
x->y<(@y-2z)->(x-2)

x <y - zjikadan hanyajikay < x - z
xo@y-oz)=y->Kx-2)
ySxmakax e y=x-oy=x~Yy

10. x<ymakay - z<x—-z,z->x<z->Yy
Bukti

Akan dibuktikan kondisi dari proposisi 3.1.4, seperti berikut
lLx~y<xeoy<x-y

© oo N~ WDNPRE

x~y<(@x-oyYA(y-ox)< (Definisi 3.1.1 (b))
x~(xAy) (Definisi 3.1.1 (a))
x~y<(x~@AM)A(y~@Ax) < (Definisi3.1.1 (a)
(x~x)A(x~y) (Distributif Kiri)
X~y < (G~ AG~)A T ~)
ANy~x)<(x~x)A(x~y) (Distributif kiri)
x~y<((UAD) ~UA)A(UAY) ~ U D)) <
(IAx)~UANy) (Definisi 3.1.1 (3))
x~y<((x~Ay~x)<x~y (Definisi 2.6.1)
X~y<x~y<x~y (Definisi 3.1.1 (2))
2. x->y=1I
=x~(xAy) (Definisi 3.1.1(a))
= ((x ~x)A(x ~ y)) (Distributif Kiri)
=(UArx)~UAy)) (Definisi 3.1.1 (3))
=x~Yy (Definisi 2.6.1)
x = y = 1jika dan hanya jika x <y (Definisi 3.1.1 (3))
3. I1-x=x
=I~UAx) (Definisi 3.1.1(a))
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=(U~DAU~x)

=1IAx

I->x=x

dan

x—->I1=1
=x~((xAID
=((x~x)A(x~D)
=IAx

x—=>1=1

dan

x—->x=1
=x~((xAx)
=((x~x)/\(x~x))
=IAI

x->x=1

X<y-—-ox

x<y~(yAx)

x< @Y ~y)A(Qy ~x)
x<UAy)~UAx)
X<y~x

xs(x-oy) -y

xS(x~(x/\y))~((x~(x/\y))/\y)

xS((x~x)/\(x~y))~
(((x~x)/\(x~y))/\y)

xS((I/\x)~(I/\y))~
(@ ~anrn)ay)

xS(x~y)~((x~y)/\y)

x<(x~y)~(xAy) ~Ay)

xS(x~y)~((x/\y)~y)

X<~y ~(@~»Aly~y)

(Distributif kiri)
(Definisi 3.1.1 (3) dan (4))
(Definisi 2.6.1)

(Definisi 3.1.1 (a))
(Distributif Kiri)

(Definisi 3.1.1 (3) dan (4))
(Proposisi 3.1.3 (2))

(Definisi 3.1.1 (a))
(Distributif kiri)

(Definisi 3.1.1 (3) dan (4))
(Definisi 2.6.1)

(Definisi 3.1.1 (a))
(Distributif Kiri)
(Definisi 3.1.1 (3))
(Definisi 2.6.1)

(Definisi 3.1.1(a))
(Distributif Kiri)
(Distributif Kiri)

(Definisi 3.1.1 (3))

(Definisi 3.1.1 (3))

(Definisi 2.6.1)
(Distributif kanan)
(Definisi 2.6.1)
(Distributif kanan)



x<(x~y)~(x~y)AI)
x<x~y)~((xAD~@AD)
x<@x~y)~x~y)

x<I
XYoo @)

(Definisi 3.1.1 (3))
(Distributif kanan)

(Definisi 2.6.1)
(Definisi 3.1.1 (3))

x~(xAy) < (y~@Az) - (x ~ (x Az))(Definisi 3.1.1 (a))
x~)ANx~y)<(y~y)A(y~2)->  (Distributif kiri)

((x ~x) A (x ~ 2)) (Distributif kiri)
(IAx) ~UAY) S (UAy)~UAzZ))>  (Definisi 3.1.1 (3))

(UAx) ~UN2)
x~y<@y~2z)-(x~2)
x~y<@y~2)~(y~2)A(x~2)
x~y<(y~2)~ @ ~2))A

(y~2) ~(x~2)
x~y§1/\((y~z)~(x~z))
x~y<@y~z)~(x~2)
x~y<(x~y)~z
XSy 2z
x<(x-2)-z
x<x- (z-2)
x<x-—1
x <1
x-o(y-oz)=y-o(x-2)
x-oy)-oz=W-ox)>z
(x~@Ay)-oz=(y~GAx) >z
((x~x)/\(x~y))—>z=
(G~AG~x) -z
(InGx~y))-z=(IA(y~x) >z
((I/\x)~(1/\y))—>z=
((I/\y)~(1/\x))—>z

(Definisi 3.1.1 (3))
(Definisi 2.6.1)
(Definisi 3.1.1 (a))

(Distributif kiri)
(Definisi 3.1.1 (3))
(Definisi 2.6.1)
(Distributif kanan)

(Proposisi 3.1.4 (7))

(Asosiatif)
(Proposisi 3.1.4 (3))
(Proposisi 3.1.4 (3))

(Asosiatif)
(Definisi 3.1.1 (@)
(Distributif Kiri)
(Distributif Kiri)
(Definisi 3.1.1 (3))
(Distributif Kiri)
(Distributif Kiri)
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x~y)oz=@H~x)—>z (Definisi 2.6.1)

Q. xeoy=x->y=x~y
XOX=xX-x=x~X (Proposisi 3.1.4 (9))
x->x0)AN(x->x)=x->x=x~x (Definisi 3.1.1 (b))
IN[=1=]1] (Proposisi 3.1.4 (3) dan Definisi 3.1.1 (3))
I=1=1 (Definisi 2.6.1)
10. x<ymakay»-z<x-z
x-oy<(y-2)->(x-2) (Proposisi 3.1.4 (6))
IS(y—-2z)-> (x> 2) (Proposisi 3.1.4 (2))
y-2)<(x-2) (Proposisi 3.1.4 (2))
x<ymakaz->x<z-Yy
zox<(x-y)->(z-y) (Proposisi 3.1.4 (6))
zox<I->(z-y) (Proposisi 3.1.4 (2))
zox<(z-y) (Proposisi 3.1.4 (3))
Contoh 3.1.5

Memakai Contoh 3.1.2 akan ditunjukkan (E,A, ~,42)

memenuhi Proposisi 3.1.4

Bukti

Akan dibuktikan (E,A, ~ ,42) memenuhi Proposisi 3.1.3, seperti

berikut
Tabel 3.1 Operasi bi-implikasi (<) pada E
PN 1 2 3 6 7 14 | 21 | 42
1 42 1 1 1 1 1 1 1
2 1 42 2 2 2 2 2 2
3 1 2 42 3 3 3 3 3
6 1 2 3 42 6 6 6 6
7 1 2 3 6 42 7 7 7
14 1 2 3 6 7 42 | 14 | 14
21 1 2 3 6 7 14 | 42 | 21
42 1 2 3 6 7 14 | 21 | 42
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leol=(N0->1DA1->1)=42N42 =42
21=02->1DA1->2)=1A42=1
31=B3->1D)A1->3)=1A42=1
6o01l=(6-o1DA10->6)=1A42=1
7ol=7-DA{1->7)=1A42=1
141=(14->1DA({1>14)=1r42=1
211=21-1DA(1>21)=1A42=1
42 1=042->1)A(1->42)=1n42=1

. Memakai Tabel 2.9, Tabel 2.11, dan Tabel 3.1 untuk setiap x,y €
E terbukti Eberlaku x ~y < x o y<x -y

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x,y € E terbukti E berlaku x —
y = I jika dan hanya jika x <y

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x € E terbukti E berlaku I —
x=x,x->1=Lx->x=1

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x, y € E terbukti E berlaku x <
y-ox

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x, y € E terbukti E berlaku x <
x->y)-y

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x,y,z € E terbukti E berlaku
x>y<Wy—-2z)->x-2)

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x,y,z € E terbukti E berlaku
x <y - zjikadanhanyajikay < x — z

. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x,y,z € E terbukti E berlaku
x->W->2)=y-> -2

. Memakai Tabel 2.9, Tabel 2.11, dan Tabel 3.1 untuk setiap x,y €
E terbukti E berlakuy < xmakax oy =x->y=x~y

10. Memakai Tabel 2.9 untuk setiap x,y,z € E terbukti E berlaku

x<ymakay-z<x-z,z-x<z-Yy

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (E,A, ~ ,42) memenuhi
Proposisi 3.1.3
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Contoh 3.1.6

Memakai Contoh 3.1.3 akan ditunjukkan (P(N),A,~,N)

memenuhi Proposisi 3.1.4
Bukti

Akan dibuktikan (P(N),A, ~, N) memenuhi Proposisi 3.1.4, seperti

berikut
AoB=(A->B)AB-oA)=NAA=A
BoA=B-AANA->B)=AAN=A
Ao A=UA->AONA>A) =NAN=N
AoN=([A->NAWN->4A)=NAA=A
NeoeA=(IN->AANMA->N)=AAN=A
NoN=(N->NAN->N)=NAN=N

1. Memakai Contoh 2.7.3 dan Contoh 2.7.6 untuk setiap A € P(N)

terbukti P(N) berlakux ~y < x oy <x -y

2. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlaku x — y =TI jika dan hanya jika x < y

3. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlakul » x=x, x> 1=, x>x=1

4. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlaku x <y — x

5. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlaku x < (x > y) » ¥

6. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlaku x >y < (y » 2) » (x > z)

7. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlaku x < y — z jika dan hanya jikay < x — z

8. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti
berlakux » (y » z) =y - (x > z)

P(N)
P(N)
P(N)
P(N)
P(N)
P(N)

P(N)

9. Memakai Contoh 2.7.3 dan Contoh 2.7.6 untuk setiap A € P(N)

terbukti P(N) berlakuy < x makax oy =x->y=x~y

10. Memakai Contoh 2.7.3 untuk setiap A € P(N) terbukti P(N)

berlakux <ymakay - z<x-z,z->x<z-y
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A,~,N)
memenuhi Proposisi 3.1.4

Definisi 3.1.7 (Prelinear dan Komutatif)
Jika (E,A, ~, 1) adalah equality algebra, maka
e (EA ~, 1) adalah prelinear jika I adalah batas atas dari set
{x - y,y - x} untuk setiap x,y € E
e (EA ~,I) adalah komutatif jika (x > y) > y=(y > x) > x
untuk setiap x,y € E

Contoh 3.1.8
Diberikan latis (F = {0, a, b, I}, <) dengan diagram
1

0
Berdasarkan Definisi 3.1.4, akan ditunjukkan (F = {0,a,b,I},<)
adalah prelinear komutatif equality algebra
Bukti
Akan dibuktikan latis (F = {0, a, b, I}, <) adalah prelinear komutatif
equality algebra, seperti berikut
Tabel 3.2 Operasi join (v) pada F

v | 0|a|b]|I
0|0 |a|b|I
alalalb|1I
b|b|b|b]|I
I I I I I
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Tabel 3.3 Operasi meet (A) pada F

AlO0Ola|b]|1I
0 00|00
a |0|a|a]|a
b {O0O|a|b|b
I |0 |a|b]|I
Tabel 3.4 Operasi ekuivalen (~) pada F
~ | 0]la|b]|1
Ol I|bja]o0
a|b|T1|0]|a
bla|O0O|TIT|b
I | 0fja|b |
Tabel 3.5 Operasi implikasi (=) pada F
- | 0]a|b|I
0 I I I I
a b [T |[b]|I
b ala]|Il|]I
I | 0]a|b]|1I
i). Komutatif, dari Tabel 3.2 dan Tabel 3.3 tampak bahwa
XVy=yVx
XAy =YyAXx

ii). Asosiatif

Diberikan x = 0, y = a, dan z = I. Maka
xANYAz)=0A(@A])=0Aa=0
xAY)Az=OAa)AI=0AT=0

sehingga x A (y Az) = (x Ay) Az. Memakai cara yang sama

untuk setiap x,y, z € F dan memakai Tabel 3.3 berlaku

xANYAzZ)=(xAy)Az

Diberikan x = 0, y = a, dan z = I. Maka
xV(yvz)=0v(avD)=0vIi=I
xvy)vz=0Qva)vi=avI=1I

sehingga x vV (yVvz) = (xVy)Vz. Memakai cara yang sama

untuk setiap x, y, z € F dan memakai Tabel 3.2 berlaku
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i),

vi).

xV(yvz)=(xVvy)Vvz

Absorpsi, diberikan x = 0, y = a. Maka
xA(xVvy)=0A0Va)=0Aa=0=x
xV@xAy)=0v(0Aa)=0v0=0=x

sehingga x A(xVy) =xV(xAy) =x. Memakai cara yang

sama untuk setiap x,y,z € F dan memakai Tabel 3.2 dan Tabel

33berlakuxA(xVvy)=xdanxV(xAy)=x

. Idempoten , diberikan x = 0. Maka

xAx=0A0=0=x
xVx=0v0=0=x
sehingga x Ax = xVx =x. Memakai cara yang sama untuk
setiap x,y,z € F dan memakai Tabel 3.2 dan Tabel 3.3 berlaku
xAx=xdanxVvx=x

. Terlihat dari Tabel 3.5 bahwa I adalah batas atas dari set

{x - y,y - x} untuk setiap x,y € F
Diberikan x = 0, y = b. Maka
(0O->b)->b=1I-b=0b
(b>0)->0=a—->0=b
sehingga (x - y) >y = (y > x) - x. Memakai cara yang
sama untuk setiap x,y € F dan memakai Tabel 3.5 berlaku
x-y)-oy=@-ox)->x

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa latis (F = {0, a, b, I}, <)
adalah prelinear komutatif equality algebra

Contoh 3.1.9

Memakai Contoh 3.1.3 akan ditunjukkan (P(N),A,~,N)

memenuhi Definisi 3.1.7

Bukti

Akan dibuktikan (P(N),A, ~, N) memenuhi Proposisi 3.1.4, seperti
berikut

1.

Diberikan
{x->y,y->x}={A-B,B—> A} ={N,A}
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x->yy-ox}={A->N,N- A} ={N,A}
terlihat bahwa N adalah batas atas dari set {x — y,y — x} untuk
setiap A € P(N)

2. Diberikan x = A dan y = B. Maka
(x->y)»y=((A->B)»B=N->B=B
(yox)»x=(B->A4A)->A=A->A=N

sehingga (x > y) >y =(y - x) > x

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A, ~,N) adalah

prelinear komutatif equality algebra

Definisi 3.1.10 (Involutif)
(E,A,~,I) adalah equality algebra dan terdapat operasi
yang memenuhi kondisi x’ =x - 0 = x ~ 0 untuk setiap x € E .
(E,A, ~, 1) disebut involutif jika memenuhi kondisi berikut
(x')" = x untuk setiap x € E

i

Contoh 3.1.11
Dengan menggunakan Contoh 3.1.8 dan Definisi 3.1.10,
akan ditunjukkan (F = {0, a, b, I}, <) adalah involutif
Bukti
Akan dibuktikan (F ={0,a,b,1},<) adalah involutif equality
algebra. Seperti terlihat dari Tabel 3.2 dan Tabel 3.3, (F =
{0, a, b, I}, <) memenuhi kondisi
e Diberikan x = 0. Maka
0)Y=0~0~0=1I~0=0
sehingga (x")’ = x. Memakai cara yang sama untuk setiap x € F
dan memakai Tabel 3.2 berlaku (x")’ = x
e Diberikan x = 0. Maka
)Y =00-0-0=1-0=0
sehingga (x")’ = x. Memakai cara yang sama untuk setiap x € F
dan memakai Tabel 3.3 berlaku (x")’ = x
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (F ={0,a,b,I},<)
adalah involutif equality algebra
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Contoh 3.1.12
Dengan menggunakan Contoh 3.1.9 dan Definisi 3.1.10,
akan ditunjukkan (P(N),A, ~, N) adalah involutif
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A, ~, N) adalah involutif equality algebra.
Diberikan x = A. Maka
xX')Y=WA)Y=A~A~A=N~A=A=x
xX)Y=(A)Y=@A-A)>A=N-A4A=A=x
sehingga (x')’ = x. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa
(P(N),A, ~,N) adalah involutif equality algebra

Definisi 3.1.13 (Involutif Prelinear)
(E,A, ~,1) disebut involutif prelinear jika memenuhi kondisi
berikut
1. (x")" = x untuk setiap x € E
2. I adalah batas atas dari set {x — y,y — x} untuk setiap x,y € E

Contoh 3.1.14

Dengan menggunakan Contoh 3.1.8 dan Contoh 3.1.11,
maka berdasarkan Definisi 3.1.13 terlihat bahwa (F = {0,a, b, I}, <)
adalah involutif prelinear equality algebra

Contoh 3.1.15

Dengan menggunakan Contoh 3.1.9 dan Contoh 3.1.12,
maka berdasarkan Definisi 3.1.13 terlihat bahwa (P(N),A, ~, N)
adalah involutif prelinear equality algebra

3.2 Hubungan Equality Algebra dengan Heyting Algebra,
Hertz Algebra, Boolean Algebra, dan EQ-Algebra
Equality algebra dengan heyting algebra, hertz algebra,

boolean algebra, dan EQ-algebra merupakan struktur aljabar di

mana equality algebra menjadi heyting algebra, hertz algebra,

boolean algebra, dan EQ-algebra jika memenuhi kondisi-kondisi
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tertentu. Pada subbab ini akan diberikan teori di mana equality
algebra menjadi heyting algebra, hertz algebra, boolean algebra,
dan EQ-algebra. Penulisan ini dikutip dari F. Zebardast (2016)

Teorema 3.2.1 (Equality Algebra dengan Heyting Algebra)

Jika E adalah prelinear equality algebra dengan
xA(x > y)=xAyuntuk setiap x,y € E, maka E adalah heyting
algebra
Bukti
Akan dibuktikan E adalah heyting algebra jika E adalah prelinear
equality algebra dengan x A (x - y) = x Ay untuk setiap x,y € E.
Menggunakan Definisi 2.7.5, jika x<y—>z maka xAy <
(y->z)Ay=zAy <z sehingga x Ay <z . E adalah equality
algebra sehingga memenuhi kondisi dari Proposisi 3.1.4 (4) dan
Proposisi 3.1.4 (10) sehingga

x<y-x=IAN(y-x)
=@ ->Ay->x)
=y->(yYAx)<y-z
Terbukti E adalah heyting algebra

Contoh 3.2.2

Berdasarkan Contoh 3.1.8, F adalah prelinear. Berdasarkan
Teorema 3.2.1, akan ditunjukkan F adalah heyting algebra
Bukti
Akan dibuktikan (F = {0,a, b, 1}, <) adalah heyting algebra. Dari
Tabel 3.3 dan Tabel 3.5, tampak bahwa x A (x - y) = x A y untuk
setiap x, y € F seperti berikut
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0A(0—->0=0A0=0
OAN(0—>a)=0Aa=0
0A(0>a)=0Ab=0
OA(0—>a)=0AI=0
aN(a—=>0)=an0=0
an(a—a)=aAa=a
an(a—>b)=aAb=a

bA(b->0)=bA0=0
bA(b—>a)=bAa=a
bA(b->b)=bAb=0b
bA(b->D=bAl=b
INU->0)=IA0=0
INU->a)=1INa=a
INU->b)=IAb=b



an(a—->1)=anl=a INU->D=IAI=1]
Maka (F = {0, a, b, I}, <) adalah heyting algebra

Contoh 3.2.3

Berdasarkan Contoh 3.1.9, P(N) adalah prelinear.
Berdasarkan Teorema 3.2.1, akan ditunjukkan P(N) adalah heyting
algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A, ~, N) adalah heyting algebra, dengan x =
Adany = B. Maka

xAN(x>y)=AANA->B)=AAN=xAy

sehingga x A (x > y) =x Ay untuk setiap A € P(N) . Dengan
demikian dapat disimpulkan bahwa (P(N),A, ~, N) adalah heyting
algebra

Teorema 3.2.4 (Equality Algebra dengan Hertz Algebra)

Jika E adalah equality algebra denganx A (x > y) = x Ay
dan x » (yAz) = (x - y) A(x - z) untuk setiap x,y € E, maka
E adalah hertz algebra.

Bukti
Akan dibuktikan E adalah hertz algebra jika E adalah equality
algebra dengan x A(x > y) =xAydanx > (yAz) =(x > y)A
(x = z) untuk setiap x,y € E, maka (E,A, ~ ,42) adalah heyting
algebra.
e [E adalah equality algebra, maka Proposisi 3.1.4 (3) terpenuhi
sehingga Definisi 2.7.12 (1) terpenuhi
e [E adalah equality algebra, maka Proposisi 3.1.4 (4) terpenuhi
sehingga
y<x-oymakayA(x->y)=y
Definisi 2.7.12 (2) terpenuhi
E adalah equality algebra dengan Definisi 2.7.12 (3) dan Definisi
2.7.12 (4). Terbukti E adalah hertz algebra
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Contoh 3.2.5

Berdasarkan Contoh 3.1.2, E adalah equality algebra.
Berdasarkan Teorema 3.2.4, akan ditunjukkan E adalah hertz
algebra
Bukti
Akan dibuktikan (E,A, ~ ,42) adalah hertz algebra. Dari Tabel 2.7
dan Tabel 2.9, tampak bahwa x A (x - y) = x Ay dan
x> (yAz)=(x—>y)A (x> z)untuk setiap x,y € F. Maka
(E,A, ~ ,42) adalah hertz algebra

Contoh 3.2.6

Berdasarkan Contoh 3.1.3, P(N) adalah equality algebra.
Berdasarkan Teorema 3.2.4, akan ditunjukkan P(N) adalah hertz
algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A, ~, N) adalah hertz algebra, dengan x = A4,
y = B, dan z = B. Maka

xAN(x—>y)=AAN(A->B)=AAN=xAy
x> WAz)=A->(BAB)=A->B=N
x->y)A(x->2)=(A->B)A(A->B)=NAN=N

sehinggax A(x > y) =xAydanx - (yAz) = (x> y)A(x > z)
untuk setiap A € P(N). Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa
(P(N),A, ~,N) adalah hertz algebra

Teorema 3.2.7 (Equality Algebra dengan Boolean Algebra)

Jika E adalah involutif prelinear equality algebra dengan
bentuk x" - x = x untuk setiap x € E, maka E adalah boolean
algebra
Bukti
Akan dibuktikan E adalah boolean algebra jika E adalah involutif
prelinear equality algebra dengan bentuk x’ — x = x untuk setiap
x € E. Karena E adalah involutif dengan bentuk x" — x = x maka

I=x->x=Kx"»>x)>x
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I=x">x=K">x)>x=k-x")>x
sehingga sesuai dengan Definisi 2.7.10
I=1/\I=((x’—>x)—>x)/\((x—>x’)—>x’)
=(x->x)AK ->x")
= (x - x' - x)) A (x’ e G x’))
=((x" > x)>x)A((x > x) > x)
=(x'->x)A(x->x")
=x"->x)AKX -x)
= ((x” >x)IAx - x))’
=(x'Ax) =x"Vvx =xvx
0=I'=@vx) =x"Ax"=x"Ax
Terbukti E adalah boolean algebra

Contoh 3.2.8

Berdasarkan Contoh 3.1.8 dan Contoh 3.1.11, F adalah
prelinear dan involutif. Berdasarkan Teorema 3.2.7, akan
ditunjukkan F adalah boolean algebra
Bukti
Akan dibuktikan (F = {0, a, b, 1}, <) adalah boolean algebra. Dari
Tabel 3.3 tampak bahwa x" — x = x untuk setiap x € F seperti
berikut

0'->0=0
a sa=a
b'->b=»b
I'>1=1

Maka (F = {0, a, b, I}, <) adalah boolean algebra

Contoh 3.2.9

Berdasarkan Contoh 3.1.9 dan Contoh 3.1.12, P(N) adalah
prelinear dan involutif. Berdasarkan Teorema 3.2.7, akan
ditunjukkan P (N) adalah boolean algebra
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Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A, ~,N) adalah boolean algebra, dengan
x =A.

X' ox=A'>A=A4A=x
sehingga x’ — x = x untuk setiap A € P(N). Dengan demikian
dapat disimpulkan bahwa (P(N),A, ~, N) adalah boolean algebra

Teorema 3.2.8 (Equality Algebra dengan EQ-Algebra)

Setiap EQ-algebra yang bagus (E,A,®, ~,I) adalah equality
algebra
Bukti
Akan dibuktikan E adalah EQ-algebra yang bagus jika E adalah
equality algebra. E adalah equality algebra maka Definisi 3.1.1 (1),
Definisi 3.1.1 (3), dan Definisi 3.1.1 (4) memenuhi Definisi 2.7.14
(1), Definisi 2.7.14 (3), dan memenuhi kondisi EQ-algebra yang
bagus. Terbukti E adalah EQ-algebra yang bagus.

Contoh 3.2.9

Berdasarkan Contoh 2.7.19, E adalah EQ-algebra.
Berdasarkan Teorema 3.2.8, akan ditunjukkan E adalah equality
algebra
Bukti
Akan dibuktikan (E,A, ~ ,42) adalah equality algebra. Dari Tabel
2.11 tampak bahwa x ~ y = x jika dan hanya jika x < y sehingga
EQ-algebra adalah bagus. Jadi (E,A, ~ ,42) adalah equality algebra

Contoh 3.2.10

Berdasarkan Contoh 2.7.20, P(N) adalah EQ-algebra.
Berdasarkan Teorema 3.2.8, akan ditunjukkan P(N) adalah equality
algebra
Bukti
Akan dibuktikan (P(N),A, ~,N) adalah equality algebra, terlihat
bahwa
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A ~ B = A, jika dan hanya jika A < B
sehingga EQ-algebra adalah bagus. Jadi (P(N),A, ~,N) adalah
equality algebra
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4.1

BAB IV
KESIMPULAN

Kesimpulan
Berdasarkan tujuan penelitian dan pembahasan pada bab

sebelumnya, dapat diambil beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1.

4.2

Syarat cukup di mana equality algebra menjadi heyting algebra
adalah, jika E adalah prelinear equality algebra dengan x A
(x » y) =x Ay untuk setiap x,y € E. Maka E adalah heyting
algebra

Syarat cukup di mana equality algebra menjadi hertz algebra
adalah, jika E adalah equality algebra dengan x A (x - y) = x A
ydan x - (yAz) =(x > y)A(x - z) untuk setiap x,y € E.
Maka E adalah hertz algebra

Syarat cukup di mana equality algebra menjadi boolean algebra
adalah, jika E adalah involutif prelinear equality algebra dengan
bentuk x’ - x = x untuk setiap x € E. Maka E adalah boolean
algebra

Syarat cukup di mana equality algebra menjadi EQ-algebra
adalah, jika suatu Equality Algebra memenuhi syarat cukup dari
EQ-algebra yang bagus. Maka E adalah EQ-algebra

Saran
Dalam skripsi ini telah ditunjukkan syarat cukup di mana

equality algebra menjadi heyting algebra, hertz algebra, boolean
algebra, dan EQ-algebra. Oleh karena itu untuk penelitian
selanjutnya disarankan untuk mengembangkan equality algebra pada
struktur aljabar lain.

83



DAFTAR PUSTAKA

Andari, A. 2014. Ring, Field, san Daerah Integral. Malang:
Universitas Brawijaya Press.

Bhattacharya, P. B., S., K., Jain, dan S., R., Nagpul. 1995. Basic
Abstract Algebra. United Kingdom: Cambridge University Press.

Birkhoff, G. 1940. Lattice Theory. USA: American Mathematical
Society.

F. Zebardast. 2017. Result on Equality Algebras. Information
Sciences. 381: 270-282

Jenei, S. 2012. Equality Algebras. Studia Logica. Netherlands:
Springer Netherlands.

Novak, V. 2007. EQ-Algebras in progress. Theoretical Advances and

Applications of Fuzzy Logic and Soft Computing. Germany:
Springer-Verlag Berlin Heidelberg.

84



	1.-Sampul
	2.-Judul
	3.-Lembar-Pengesahan
	4.-Lembar-Pernyataan
	5.-Abstrak
	6.-Abstract
	7. Kata Pengantar
	8. Daftar Isi dan Tabel
	9. Daftar Simbol
	10. Bab 1 (Skripsi) 7
	11. Bab 2 (Skripsi) 12
	12. Bab 3 (Skripsi) 9
	13. Bab 4 (Skripsi) 1
	14. Daftar Pustaka

