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PSEUDO-KOMUTATOR DALAM BCK-ALJABAR

ABSTRAK

Sebuah konsep baru telah ditemukan dalam BCK-aljabar, yaitu
pseudo-komutator. Pseudo-komutator merupakan struktur baru yang
terbentuk dari dua buah elemen yang saling komutatif. Himpunan
pseudo-komutator dalam BCK-aljabar merupakan BCK-subaljabar.
Jika BCK-subaljabar yang terbentuk dari pseudo-komutator tersebut
beranggotakan elemen khusus saja, maka BCK-aljabar bersifat
komutatif. Sebaliknya jika anggota dari BCK-subaljabar yang
terbentuk tidak hanya elemen khusus, maka BCK-aljabar bersifat non
komutatif. Dalam skripsi ini dibahas beberapa sifat Pseudo-komutator
dalam BCK-aljabar.

Kata Kunci: BCK-aljabar, pseudo-komutator, BCK-subaljabar.
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PSEUDO-COMMUTATORS IN BCK-ALGEBRAS

ABSTRACT

A new founded concept in BCK-algebra is called pseudo-
commutator. Pseudo-commutator is a new structure that formed from
two mutually commutative elements. The set of pseudo-commutators
in BCK-algebra is called BCK-subalgebra. If the BCK-subalgebra
consists of only distinguished element, then the BCK-algebra is
commutative. Conversely, if the BCK-subalgeba do not consists of
special element only, then the BCK-algebra is hon commutative. In
this final project properties of pseudo-commutators in BCK-algebra is
discussed.

Keywords: BCK-algebra, pseudo-commutators, BCK-subalgebra.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang
didalamnya didefinisikan satu atau lebih operasi biner. Selain grup dan
ring, terdapat juga suatu struktur aljabar lain yaitu BCK-aljabar. BCK-
aljabar pertama kali diperkenalkan oleh Imai dan Iseki pada tahun
1966. BCK-aljabar memiliki konsep yang hampir sama dengan
konsep yang ada pada teori grup karena BCK-aljabar dikonstruksi dari
sebuah grup komutatif dengan sebuah operasi biner baru.

Grup dapat bersifat komutatif. Untuk membentuk sifat
komutatif dari grup dibutuhkan sebarang dua buah elemen untuk
mengujinya. Selanjutnya operasi dari dua buah elemen yang saling
komutatif ini membentuk struktur baru yaitu komutator. Sebagaimana
pada grup, pada BCK-aljabar juga dapat berlaku sifat komutatif dan
operasi dari dua buah elemen yang saling komutatif ini dapat
membentuk struktur baru yaitu pseudo-komutator.

Dalam grup, himpunan semua elemen komutator dapat
membentuk subgrup komutator. Dalam BCK-aljabar, Himpunan dari
semua elemen pseudo-komutator dapat membentuk subaljabar
pseudo-komutator atau BCK-subaljabar. Secara umum, konsep
komutator dalam grup hampir sama dengan konsep pseudo-komutator
dalam BCK-aljabar, akan tetapi keduanya memiliki definisi yang
berbeda.

Sehingga sifat, lemma dan teorema yang berlaku pada pseudo-
komutator dalam BCK-aljabar berbeda dengan komutator biasa dalam
grup. Pada skripsi ini, akan dibahas mengenai Pseudo-komutator
dalam BCK-aljabar yang dirujuk dari hasil penelitian Ardavan Najafi
pada tahun 2013 dalam artikel Pseudo-Commutators in BCK-
Algebras.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya,
rumusan masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana



lemma, teorema dan bukti yang berkaitan dengan Pseudo-komutator
dalam BCK-aljabar.

1.3  Tujuan

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya,
tujuan skripsi ini adalah membahas lemma, teorema dan bukti yang
berkaitan dengan Pseudo-komutator dalam BCK-aljabar.



BAB 11
DASAR TEORI

Pada bab ini akan diberikan konsep dasar yang digunakan
dalam pembahasan pada bab III.

2.1 Pemetaan dan Operasi Biner

Berikut ini akan diberikan definisi subset, relasi, hasil kali
kartesius, pemetaan dan operasi biner yang dikutip dari Bhattacharya,
dkk. (1995), definisi partial order yang dikutip dari Brown (1993) dan
definisi elemen maksimum yang dikutip dari Pinter (2013).

Definisi 2.1.1 (Subset)

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan tak kosong. A
disebut subset dari B jika setiap elemen di A juga merupakan elemen
di B.

A subset dari B dinotasikan dengan A € B.

Definisi 2.1.2 (Hasil Kali Kartesius)

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan tak kosong.

Himpunan semua pasangan terurut (x,y) dengan x € A dan y € B

disebut hasil kali kartesius A dan B, dinotasikan dengan A X B.
AXB ={(x,y)|x € Adany € B}.

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan. Jika R adalah
subset dar1 A X B, maka R disebut relasi dar1 A ke B. lJika
(x,¥) € R maka dikatakan x berelasi R dengan y, dituliskan sebagai
XRy.

Contoh 2.1.4

Diberikan himpunan bilangan asli N dan himpunan bilangan bulat Z,
akan ditentukan N X Z. Kemudian jika didefinisikan (x,y) € R yaitu
x adalah akar kuadrat dari y, akan ditentukan relasi dari N ke Z.
Bukti

N ={123,..}

Z=4{..,-101,234,5,6,7,89 ...}
NxZ=1{(1,-1),(1,0),(1,1),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),(39), ...}



R ={(1,1),(2,4),(3,9),...}.

Definisi 2.1.5 (Partial Order)
Misalkan S adalah suatu himpunan dan didefinisikan sebuah relasi <
pada S. < disebut partial order pada himpunan S jika memenuhi
kondisi berikut:
1)  Refleksif. Yaitu untuk setiap x € S, berlaku x < x.
i1)  Antisimetrik. Yaitu untuk setiap x,y € S, jika x < y dan
y <xmakax =y.
ii1) Transitif. Yaitu untuk setiap x,y,z € S, jika x <y dan
y < zmakax < z.

Definisi 2.1.6 (Pemetaan)
Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan dan f adalah

relasi dari A ke B. Relasi f disebut pemetaan dari A ke B, dinotasikan

EResy :
dengan f: A — B atau A — B jika untuk setiap x € A, terdapat tepat
satu y € B, sechingga (x,y) € f ditulis dengan f(x) = y.

Dengan kata lain, jika x; = x,, maka f(x;) = f(x,) untuk setiap
X1,X, € A.

Contoh 2.1.7
Diberikan himpunan bilangan bulat Z dan relasi f dari Z ke Z dengan
f(x) = 4x% + 1 untuk setiap x € Z. Akan dibuktikan bahwa f adalah

suatu pemetaan.
Bukti
Ambil x4, x, € Z dengan x; = x,.
X1 = X,.
xi = x2
4x% = 4x2

4x? +1=4x5+1
f(x1) = f(x2)
terbukti untuk x; = x, berlaku f(x;) = f(x;), sehingga jelas untuk
setiap x € Z terdapat tepat satu f(x) € Z. Jadi, dapat disimpulkan
bahwa f adalah suatu pemetaan.



Definisi 2.1.8 (Operasi Biner)
Misalkan S adalah himpunan tak kosong. Pemetaan
*SXS->S,

(x,y) =+ (x,y) = x*y
Disebut operasi biner pada G, jika x dan y elemen di S maka x * y
juga merupakan elemen di S.

Contoh 2.1.9
R adalah himpunan bilangan real. Operasi biner di R adalah
pergandaan. Akan dibuktikan bahwa operasi (-) merupakan
operasi biner.
Bukti
Operasi pergandaan (-) adalah suatu operasi biner pada R yang
dinotasikan dengan

<+ RXR->R

(,y)»x-y

Artinya, untuk setiap (x,y) € RX R berlaku x-y € R.
Karena x dan y elemen di R dan x - y juga elemen di R, jadi
operasi pergandaan di R merupakan operasi biner.

Definisi 2.1.10 (Elemen Maksimum)

Misalkan S sebuah partial order. Sebuah elemen a € S disebut
elemen maksimum jika tidak ada elemen lain dengan urutan sesudah
a.

2.2 Struktur Aljabar

Istilah struktur aljabar sering dijumpai dalam mempelajari
aljabar. Berikut akan diberikan definisi struktur aljabar yang dikutip
dari Bhattacharya (1995).

Definisi 2.2.1 (Struktur Aljabar)
Struktur aljabar adalah himpunan tak kosong yang didalamnya
didefinisikan satu atau lebih operasi biner.

Contoh 2.2.2
Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan dua buah operasi biner
yaitu penjumlahan (4+) dan pergandaan (-). Jelas bahwa (Z, +,")

5



tertutup terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan, sehingga 7Z
merupakan struktur aljabar.

2.3 Komutator dan Grup

Berikut ini akan diberikan definisi komutator yang dirujuk dari
Kurzweil dan Stellmacher (2004). Sebelumnya akan diberikan definisi
dan contoh tentang grup dan subgrup yang dirujuk dari Andari (2015).

Definisi 2.3.1 (Grup)
Misalkan G adalah himpunan tak kosong yang didefinisikan satu buah
operasi biner *. (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut:
(1) Tertutup, yaitu untuk setiap a,b € G, terdapat c € G
sedemikian sehingga berlaku a * b = c.
(1) Assosiatif, yaitu untuk setiap a,b,c € G, Dberlaku
(axb)*c=ax(bx*c).
(i11) Memiliki elemen satuan/identitas, yaitu terdapat e € G untuk
setiap a € G sedemikian sehingga berlakue *a = a x e = a.
(iv) Setiap elemen mempunyai invers, yaitu untuk setiap a € G
terdapat a~! € G sedemikian sehingga berlaku kondisi
ax(a@H)=>@Hxa=e.
Jika ditambah berlaku hukum
(v) Komutatif, yaitu untuk setiap a, b € G, berlaku
axb=>bxa,
maka (G,*) disebut Grup Komutatif (Grup Abelian).

Contoh 2.3.2
Diberikan G = {2,4,6,8} € Z;,. Akan ditunjukkan G terhadap
operasi pergandaan merupakan grup.
Bukti
Misalkan @, b, ¢ € Z,, dengan @ = a + 10k, b = b + 10k,,
¢ =c+ 10ksydana,b,c,kq,k,, ks € Z.
Akan dibuktikan bahwa 2Z,,\{0} = G adalah grup.
1. Tertutup
Ambil 2a,2b € G.
2a-2b = 2(a + 10k,) - 2(b + 10k,)
= (2a+2-10ky)(2b+ 2 -10k,)
=2a2b+2-2-10ak, +2-2-10bk; +2-2-10



11.

1.

1v.

- 10k, k,
= 22ab +2-10ak, + 2 -10bk; +2-10- 10k, k5)
= 2(2ab + 10(2ak, + 2bk, + 2 - 10k, k,)
Misal 2ab = c € Z dan 2ak, + 2bk; + 2 - 10k, k, = k3 € Z,
sehingga diperoleh 2(c + 10k3). Terbukti bahwa berlaku sifat
tertutup.
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap 2a,2b € G.
Assosiatif
Ambil 2@, 2b, 2¢ € G.
(2a-2b)-2¢
= ((2a + 20k,) - (2b + 20k5)) - (2¢ + 20ks3)
= (4ab + 40ak, + 40bk, + 400k k,) - (2¢ + 20k3)
= 8abc + 80abks + 80ack, + 800ak,k; + 80bck,
+800bk ks + 800ck,k, + 8000k k, k5
= (2a + 20k,)(4bc + 40bks + 40ck, + 400k, k3)
= (2a + 20ky)((2b + 20k;)(2c + 20k3))
= 2a-(2b - 2¢).
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap 24, 2b, 2¢ € G.
Memiliki elemen identitas, yaitu 6. Karena untuk setiap 2a € G
sedemikian sehingga berlaku 6 - 2a = 2a - 6 = 2a.
Setiap elemen mempunyai invers.
- Invers dari 2 adalah 8, karena 2 -
- Invers dari 4 adalah 4, karena 4 -
- Invers dari 6 adalah 6, karena 6 - .
- Invers dari 8 adalah 2, karena 8 - 2 = 6.

o\ Nee]
Il
| O\ O\ OV

Jadi, terbukti bahwa G merupakan grup terhadap operasi pergandaan.

Contoh 2.3.3.
Diberikan himpunan bilangan bulat Z yang dilengkapi operasi biner
+. Akan dibuktikan bahwa (Z, +) adalah grup komutatif.

Bukti
1.

11.

Tertutup.

Ambil sebarang x,y € Z, berlaku x + y € Z.

Jadi untuk setiap x, y € Z memenuhi sifat tertutup.
Aksioma (1) terpenubhi.

Assosiatif.

Ambil sebarang x,y, z € Z, berlaku



(x+y)+z=x+(y+2z). Jadi untuk setiap x,y,z €Z
memenuhi sifat assosiatif.
Aksioma (i1) terpenuhi.
ii1.  Memiliki elemen identitas.
Ambil sebarang x € Z, jika x+e=e+x =x, maka e
adalah elemen identitas pada Z. Elemen identitas pada Z
dengan operasi (+) adalah 0.
Aksioma (ii1) terpenuhi.
iv. Setiap elemen mempunyai invers.
Ambil sebarang x € Z.
Berlakux + (—x) = (—x)+x=e
x4+ (=x)=(—x)+x=0
Jadi untuk setiap x € Z memiliki invers.
Aksioma (1v) terpenuhi.
v.  Berlaku hukum komutatif.
Ambil sebarang x,y € Z, berlaku x +y =y + x € Z.
Jadi untuk setiap x,y € Z berlaku x +y =y + x.
Berdasarkan (i), (i1), (ii1), (iv) dan (v) (Z,+) merupakan grup
komutatif (abelian).

Contoh 2.3.4
Diberikan himpunan bilangan real R tanpa nol yang dilengkapi
operasi biner pergandaan (-). Akan dibuktikan bahwa (R\{0},)
adalah grup komutatif.
Bukti
1. Tertutup.
Ambil sebarang x,y € R\{0}, berlaku x -y € R\{0}. Jadi
untuk setiap x, y € R\{0} memenuhi sifat tertutup. Aksioma (i)
terpenuhi.
1. Assosiatif.
Ambil sebarang x,y, z € R\{0}, berlaku
x-y)-z=x-(y-2).
Jadi untuk setiap x,y,z € R\{0} memenuhi sifat assosiatif.
Aksioma (i1) terpenubhi.
ii1. Memiliki elemen identitas.
Ambil sebarang x € R\{0} , jika x-e =e-x = x, maka e
adalah elemen identitas pada R\{0}. Elemen identitas pada
R\{0} dengan operasi (-) adalah 1.



Aksioma (ii1) terpenuhi.
iv. Setiap elemen mempunyai invers.
Ambil sebarang x € R\{0}.
Berlakux-x"1=x"1.-x=e
x-xt1=x1.x=1.
Jadi untuk setiap x € R\{0} memiliki invers.
Aksioma (iv) terpenuhi.
v. Berlaku hukum komutatif.
Ambil sebarang x,y € R\{0}, sechingga berlaku
x-y=y-x € R\{0} .
Jadi untuk setiap x,y € (R\{0}) berlakux -y =1y - x.
Berdasarkan (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) (R\{0},-) merupakan grup
komutatif (abelian).

Definisi 2.3.5 (Subgrup)

Misalkan G adalah suatu grup dan H adalah subset tidak kosong dari
G. H merupakan subgrup dari G, jika terhadap operasi biner yang sama
dengan G, H juga merupakan grup.

H subgrup dari grup G dinotasikan dengan H 2 G.

Teorema 2.3.6
Misalkan G adalah grup. H merupakan subgrup dari G bila dan hanya
bila berlaku untuk setiap a, b € H, berlakuab™! € H.
Bukti
(=) Diketahui : H adalah subgrup.
Akan dibuktikan: Untuk setiap a,b € H berlaku ab-leH
Jika H subgrup maka H juga memenuhi aksioma yang sama
dengan grup, yaitu:
1)  Tertutup, yaitu untuk setiap a, b € H berlaku ab € H.
i1) Memiliki elemen invers, yaitu Untuk setiap a € H
berlaku a~! € H.
Karena menurut ii) setiap elemen dari H mempunyai invers,
sehingga berlaku pula jika b €H maka b~ ! €H.
Selanjutnya menurut ketentuan i) jika a,b~! € H maka
ab~l € H.
Jadi, terbukti untuk setiap a, b € H berlaku ab™! € H.



(&) Diketahui : Untuk setiap a, b € H berlaku ab™! € H.
Akan dibuktikan: Bahwa H adalah subgrup dari G.
Ambil a € H menurut ketentuan berlaku aa™! =e € H.
Kemudian ambil e, b € H sehingga eb™! = b~1 € H. Jika
a,b-'€H maka a(b ")) € H =ab€H. Karena H
adalah subset dari G, maka berlaku sifat assosiatif pada H.
Terbukti bahwa H adalah subgrup dari G.

Contoh 2.3.7
Berdasarkan Contoh 2.3.2, diketahui G adalah grup. Diberikan
H = {4,6} adalah subset dari G. Akan ditunjukkan bahwa H adalah
subgrup dari G.
Bukti

- Ambila,b,b' €H.a =

Definisi 2.3.8 (Komutator)
Misalkan G adalah grup. x, y € G dan X dan Y masing-masing adalah
subset tak kosong dari G. Didefinisikan:
- [x,y] = x~1y~lxy adalah komutator dari x dan y.
- G ={[x,yllx,y € G} adalah subgrup komutator yang
dihasilkan oleh semua komutator dari elemen grup G.
Atau dapat dinyatakan sebagai
¢'=16,6] ={[x,y]lx,y € G}.
- [X, Y] ={lx,y]|lx e Xdany € Y} adalah subgrup yang
dibangun oleh komutator dari himpunan X dan himpunan Y.

Contoh 2.3.9
Berdasarkan Contoh 2.3.2, G adalah grup.
1. Akan ditentukan komutator dari semua elemen dalam G.
i1. Akan ditentukan apakah G merupakan grup komutatif.
Bukti
1.  Berdasarkan Contoh 2.3.2 (iv), diperoleh:

- Invers dari 2 adalah 8.
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- Invers dari 4 adalah 4.
- Invers dari 6 adalah 6.
- Invers dari 8 adalah 2.

Berdasarkan Definisi 2.3.8, komutator (x,y) didefinisikan
dengan [x,y] = x 'y ~lxy dengan x,y € G. Komutator dari G
akan disajikan pada Tabel 2.1 berikut:

Tabel 2.1 Komutator dari G

[x, ¥] 2 4 6 8
2 6 6 6 6
4 6 6 6 6
6 6 6 6 6
8 6 6 6 6

Jadi, himpunan komutator dari G dinotasikan dengan G’ adalah
{6}.
i1.  Akan ditentukan apakah G merupakan grup komutatif.
Bukti
Misalkan 2@,2b € G di mana a,b € Z,, dengan @ = a + 10k, dan
b=>b+ 10k, dana,b, ki, k, € Z.
Akan dibuktikan bahwa 2a - 2b = 2b - 2a.
2a-2b = 2(a + 10k,) - 2(b + 10k,)
= (2a + 20k,) - (2b + 20k,)
= 4ab + 40a10k, + 40b10k,; + 100k, k.
Karena ab € Z, maka ab = ba sehingga diperoleh
= 4ba + 40b10k, + 40a10k, + 100k, k4
= 2b - 2a.
Jadi, terbukti untuk setiap 2@, 2b € G berlaku 2a - 2b = 2b - 2a dan
G merupakan grup komutatif.
Berdasarkan i diperoleh G’ = {6} dan berdasarkan ii G merupakan
grup komutatif. Menurut Contoh 2.3.2, {6} adalah elemen identitas
dalam G sehingga dapat disimpulkan G’ = {e} jika dan hanya jika G
merupakan grup komutatif.
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24 BCK-Aljabar

Berikut ini akan diberikan definisi dan contoh yang berkaitan
dengan BCK-aljabar yang dirujuk dari Dvurecenskij, dkk (2000),
Ahsan (1989) dan Boorzooei (2006).

Definisi 2.4.1 (BCK-Aljabar)
Misalkan G adalah himpunan tak kosong dengan sebuah operasi biner
* dan elemen khusus 0. (G,*,0) disebut BCK-aljabar jika untuk
setiap x,y, z € G, berlaku:

) (xy)*(x*2))*(zxy) =0,

(i) (x*x(x*y)*y=0,

(i) x*x =0,

iv) 0xx=0,

(v) Jikaxxy=0dany*x =0, makax = y.
Dalam skripsi ini, x * y akan dituliskan dengan xy, dengan xy adalah
operasi biner yang didahulukan. Sehingga aksioma diatas ditulis
sebagai berikut:

(i) (xy*xz)*zy =0,

(i) (x*xy)*y =0,

(1) xx =0,

(iv) Ox=0,

(v) Jikaxy = 0danyx =0, makax =y.

Contoh 2.4.2
Diberikan G = {0,2,4} dengan elemen khusus 0 dan didefinisikan
sebuah operasi * yang didefinisikan pada Tabel 2.2 berikut :

Tabel 2.2 Operasi biner * pada G

* 0 2 4
0 0 0 0
2 2 0 0
4 4 2 0

Akan dibuktikan bahwa (G,* ,0) adalah BCK-aljabar.
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Bukti

1.

11.

1.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € G memenuhi
kondisi (xy * xz) * zy = 0.
- Untukx =0, y = 2, z =4, diperoleh
(02%04)*42=00%x2=02=0.
Untuk nilai x, y, z € G yang lain disajikan pada Lampiran 1.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G memenuhi
(x*xxy)*y =0

- Untuk x = 0,y = 2, diperoleh

(0%x02)*2=00%2=02=0
Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 1.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlaku xx = 0.
Ambil x = 2, karena definisi operasi biner pada Tabel 2.2 diatas,
jelas memenuhi 22 = 0. Untuk nilai x yang lain akan disajikan
pada Lampiran 1.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlalu 0x = 0. Dari
Tabel 2.2, untuk x = 0 berlaku 0x = 0. Untuk nilai x yang lain
akan disajikan pada Lampiran 1.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € G memenuhi

jika xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.

Bukti akan ditunjukkan secara kontraposisi.

- Untuk x = 0 dan y = 2, jelas bahwa x # y. Dari Tabel
2.2, diperoleh xy = 02 = 0 tetapi yx = 20 = 2. Sehingga
xy # yx.Untuk nilai x,y € G yang lain akan disajikan
pada Lampiran 1.

Berdasarkan tabel pada Lampiran 1, untuk setiap x,y,z € G
memenuhi aksioma i, ii, iii, iv dan v. Sehingga terbukti bahwa (G,* ,0)
adalah BCK-aljabar.

Contoh 2.4.3
Diberikan G = {0, a, b, 1} dengan elemen khusus 0 dan operasi biner
* yang didefinisikan pada Tabel 2.3 berikut:
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Tabel 2.3 Operasi biner * pada G

0 a | b 1
0 0 0 0
a a 0 0 0
b b b 0 0
1 1 b a 0

Akan dibuktikan bahwa (G,* ,0) adalah BCK-aljabar.

Bukti
1.

11.

1il.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € G memenuhi
kondisi (xy * xz) * zy = 0

- Untukx =0, y =a, z = b. Diperoleh

(0a*0b) *ba=00%b =0b=0.

Untuk nilai x, y, z € G yang lain akan disajikan pada Lampiran
2.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G memenuhi
(x*xy)*y=0.

- Untuk x = 0,y = a, diperoleh

(0x0a)*a=00xa = 0a=0.

Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 2.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlaku xx = 0.
Untuk x = a, berdasarkan Tabel 2.3, nilai aa = 0. Untuk nilai
X € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 2.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlalu 0x = 0.
Untuk x = a, berdasarkan Tabel 2.3, nilai Oa = 0. Untuk nilai
X € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 2.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G memenuhi jika
xy = 0dan yx = 0, maka x = y.
Bukti akan ditunjukkan secara kontraposisi.

- Untuk x = 0 dan y = a, jelas bahwa x # y. Dari definisi
operasi biner * pada Tabel 2.3, diperoleh xy = 0a = 0 tetapi
yx = a0 = a. Sehingga xy # yx.

Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 2.

Berdasarkan Lampiran 2, untuk setiap x, y, z € G memenuhi aksioma
1, 11, iii, iv dan v. Sehingga terbukti bahwa (G,*,0) adalah BCK-
aljabar.
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Contoh 2.4.4
Diberikan G = {0,1,2,3} dengan elemen khusus 0 dan operasi biner *
yang didefinisikan pada Tabel 2.4 berikut:

Tabel 2.4 Operasi binerx Pada G

WIN| = Of *
WIN| PO O
WIN| OO
NIO| RO
IO = O W

Akan dibuktikan bahwa (G,* ,0) adalah BCK-aljabar.

Bukti
1.

11.

1il.

1v.

Akan dibuktikan untuk setiap x,y,z € G memenuhi kondisi
(xy *xz) * zy = 0.
- Untukx =0, y =1, z = 2. Diperoleh
(01%02)*21=00%2=02=0.
Untuk nilai x, y, z € G yang lain akan disajikan pada Lampiran
3.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G memenuhi
(x *xxy)*y = 0.
- Untukx = 0,y = 1, diperoleh
(0x01)*1=00+x1=01=0.
Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 3.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlaku xx = 0.
Untuk x = 2, berdasarkan Tabel 2.4, nila1 22 = 0. Untuk nilai
X € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 3.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € G, berlalu 0x = 0.
Untuk x = 2, berdasarkan Tabel 2.4, nilai 02 = 0. Untuk nilai
X € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 3.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G memenuhi jika
xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.
Bukti akan ditunjukkan secara kontraposisi.
- Untuk x = 0 dan y = 2, jelas bahwa x # y. Dari Tabel 2.4
diperoleh xy = 02 = 0 tetapi yx = 20 = 2.
Sehingga xy # yx.
Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Lampiran 3.
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Contoh 2.4.5
Diberikan G = {0,1,2} dengan elemen khusus 0 dan sebuah operasi
biner * yang didefinisikan pada Tabel 2.5 berikut:

Tabel 2.5 Operasi biner * pada G
* 0 1 2

0 0 0 0
- 2 2 0
2 2 2 0

(G,,0) bukan BCK-aljabar karena tidak memenuhi Definisi 2.4.1
(111), yaitu terdapat 1 € G dimana 11 = 2 # 0.

Contoh 2.4.6
Berdasarkan Contoh 2.3.3, (Z, +) merupakan grup komutatif. Jika
himpunan bilangan bulat Z dengan elemen khusus 0 didefinisikan
sebuah operasi biner * dengan ketentuan sebagai berikut:

{O, x=0
X*y = .
x —y, yang lain

Akan dibuktikan bahwa (Z,* ,0) adalah BCK-aljabar.
Bukti
Untuk x =0, y = 0,dan z # 0.
i.  Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,x € Z memenuhi
(xy * xz) xzy = 0.
(xy*xxz)*zy=00%*(z—y) =0x*(z—y) =0. Jadi untuk
setiap x, y, z € Z memenuhi (xy * xz) * zy = 0.
Aksioma (1) terpenuhi.
i1. Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z memenuhi
(x xxy) *y = 0.
x0xy =0y =0. Jadi untuk setiap x,y € Z memenuhi
(x *xy) *xzy = 0.
Aksioma (i1) terpenuhi.
i11.  Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi xx = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, dan didefinisikan
nilai x = 0, maka xx = 0. Jadi untuk setiap x € Z memenuhi
xx = 0.
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1v.

Aksioma (ii1) terpenuhi.

Akan ditunjukkan untuk setiap x € Z memenuhi Ox = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 maka berlaku pula untuk Ox = 0. Jadi untuk setiap x €
Z memenuhi 0x = 0.

Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku jika
xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, xy = 0 dan yx = 0
sehingga xy = yx dan terbukti x =7y. Sehingga berlaku
pernyataan yang kontraposisi dengan aksioma (v).

Aksioma (v) terpenubhi.

Untukx #, y =0, z# 0.

1.

11.

111.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y, z € Z memenuhi

(xy * xz) * zy = 0.

(xy *xz) xzy = ((x =) * (x = 2)) * (2 — y)
=((x=-MN-(-2)- -y
=(x—-y—x+2z)—z+y
=X—yYy—Xx+z—2zZ+Yy
= 0.

Jadi untuk setiap x,y,z € Z memenuhi (xy * xz) * zy = 0.

Aksioma (1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z memenuhi

(x*xy)*y = 0.

xx@x—yN*y=x—(x-y)-y=x—x+y—-y=0.

Jadi untuk setiap x,y € Z memenuhi (x*xy)*y =0.

Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi xx = 0.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, dan didefinisikan

nilai x # 0, maka xx = x — x=0. Jadi untuk setiap x € Z

memenuhi xx = 0.

Aksioma (1i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi Ox = 0.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka

xy = 0 maka berlaku pula untuk Ox = 0. Jadi untuk setiap x €

Z. memenuhi Ox = 0.
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Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku jika
xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, xy =x—y # 0
sedangkan yx = 0 sehingga xy # yx dan terbukti

x # y. Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi dengan
aksioma (Vv).

Aksioma (v) terpenuhi.

Untukx =0, y#0, z=0.

1.

11.

1il.

1v.
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Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y, z € Z memenuhi
(xy % xz) *zy = 0.

(xy*xxz)*zy =00%(z—y) =0x*(z—1y) =0. Jadi untuk
setiap x, y, z € Z memenuhi (xy * xz) * zy = 0.

Aksioma (1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z memenuhi
(x*xy)*y =0.

x0+y=0y=0. Jadi terbukti untuk setiap x,y € Z
memenuhi (x * xy) *y = 0.

Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi xx = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, dan didefinisikan
nilai x = 0, maka xx = 0. Jadi untuk setiap x € Z memenuhi
xx = 0.

Aksioma (ii1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi Ox = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 maka berlaku pula untuk Ox = 0. Jadi untuk setiap x €
Z. memenuhi Ox = 0.

Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku jika
xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 sedangkan yx =y —x # 0 sehingga xy # yx dan
terbukti x # y. Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi
dengan aksioma (V).

Aksioma (v) terpenuhi.



Untukx =0, y#0, z# 0.

1.

11.

111

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y, z € Z memenuhi
(xy xxz) * zy = 0.

(xy*xxz)*zy=00%*(z—y) =0x*(z—1y) =0. Jadi untuk
setiap x,y, Z € Z memenuhi (xy * xz) * zy = 0.

Aksioma (1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z memenuhi
(x*xxy)*y = 0.

00xy =0y =0. Jadi terbukti untuk setiap x,y € Z
memenuhi (x * xy) *y = 0.

Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi xx = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, dan didefinisikan
nilai x = 0, maka xx = 0. Jadi untuk setiap x € Z memenuhi
xx = 0.

Aksioma (i11) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi Ox = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 maka berlaku pula untuk Ox = 0. Jadi untuk setiap x €
Z memenuhi Ox = 0.

Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku jika
xy = 0 dan yx = O maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 sedangkan yx =y —x # 0 sehingga xy # yx dan
terbukti x # y. Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi
dengan aksioma (V).

Aksioma (v) terpenubhi.

Untukx #0, y#0, z # 0.

1.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € Z memenuhi
(xy *xz) *zy = 0.
ey *x2) w2y = (=) * (x = 2)) * (2~ ¥)
=(x-y-—x+2)x(z-y)
(xy*xz)*zy=x—y—x+z—z+y=0.
Jadi untuk setiap x,y,z € Z memenuhi (xy * xz) * zy = 0.
Aksioma (1) terpenubhi.

19



11.

111.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z memenuhi
(x*xy)*y = 0.

(x * (x — y)) *y=x—x+y—y=0. Jadi terbukti untuk
setiap x,y € Z memenuhi (x * xy) *y = 0.

Aksioma (i1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi xx = 0.
Didefinisikan nilai x # 0, maka xx = x — x = 0. Jadi untuk
setiap x € Z memenuhi xx = 0.

Aksioma (ii1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € Z memenuhi Ox = 0.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada Z, jika x = 0 maka
xy = 0 maka berlaku pula untuk Ox = 0. Jadi untuk setiap x €
Z memenuhi 0x = 0.

Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € Z berlaku jika
xy = 0 dan yx = 0 maka x = y.

Diketahui x # 0,y # 0 maka xy =x—y # 0 sedangkan
untuk yx = y — x # 0 sehingga xy # yx dan terbukti x # y.
Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi dengan
aksioma (v).

Aksioma (v) terpenuhi.

Berlaku pula untuk semua nilai x, y, z € Z, yaitu memenuhi aksioma
1, 11, 111, 1v, dan v. Jadi, terbukti bahwa (Z,* ,0) adalah BCK-aljabar.

Conto

h2.4.7

Berdasarkan Contoh 2.3.4, (R\{0},:) adalah grup komutatif. Jika
himpunan bilangan real tanpa 0 (R\{0}) dengan elemen khusus 1
didefinisikan sebuah operasi biner * dengan ketentuan sebagai berikut,

1, x=1

— ]x
X*Y =12, yang lain

Akan dibuktikan bahwa (R\{0} ,*, 1) adalah BCK-aljabar.

Bukti.
Untuk

x=1 y#1,danz = 1.

1. Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € R\{0}
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memenuhi (xy * xz) * zy = 1.
(xy*xxz)*zy=11x1=11=1.



11.

111.

1v.

Jadi untuk setiap x,y,z € R\{0} berlaku (xy * xz) * zy = 1.
Aksioma (1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} memenuhi
(xxxy)xy=1.

(x*xxy)*y=xlxy=1y = 1.

Jadi untuk setiap x,y € R\{0} memenuhi (x * xy) * zy = 1.
Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
xx = 1. Didefinisikan nilai x = 1, berdasarkan Definisi operasi
biner pada R\{0} , diperoleh xx = 1. Jadi untuk setiap x €
R\{0} memenuhi xx = 1.

Aksioma (i11) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
1x = 1. Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0} , jika
x =1 maka xy =1 maka berlaku pula untuk 1x = 1. Jadi
terbukti untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.

Aksioma (1v) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € R\{0} berlaku
jika xy = 1 dan yx = 1 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, xy=1
sedangkan yx = % # 1 sehingga xy # yx dan terbukti x # y.

Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi dengan
aksioma (v).
Aksioma (v) terpenubhi.

Untukx # 1, y =1,dan z # 1.

1.

11.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y, z € R\{0} memenuhi
(xy *xz) * zy = 1.

— (X BV Z o (P Z 4= 222 Y =
(xy x xz) * zy = (y*z)*y (yxx)* by yxz 1.
Untuk setiap x,y, z € R\{0} memenuhi (xy * xz) * zy = 1.
Aksioma (i) terpenuhi.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € R\{0} memenuhi
(x*xxy)*xy=1.

_ x — Y — vy = 1_
(x*xy)*y—(x*y)*y—(xxx)*y—yy—yxy— L.
Jadi untuk setiap x,y € R\{0} memenuhi (x * xy) * zy = 1.
Aksioma (i1) terpenuhi.
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111.

1v.

Akan dibuktikan untuk setiap x € R\{0} memenuhi xx = 1.
xx = x X i = 1. Jadi untuk setiap x € R\{0} berlaku xx = 1.
Aksioma (i11) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
1x = 1. Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, jika
x =1 maka xy = 1 maka berlaku pula untuk 1x = 1. Jadi
terbukti untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.

Aksioma (iv) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} berlaku jika
xy = 1dan yx = 1 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, xy = § * 1

sedangkan yx = 1 sehingga xy # yx dan terbukti x # y.
Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi dengan
aksioma (V).

Aksioma (v) terpenuhi.

Untukx =1, y=I1,danz # 1.

1.

11.

1.

1v.
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Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € R\{0}
memenuhi (xy * xz) * zy = 1.

(xy*xz)*zy =11 (2)=1%==1. Jadi untuk setia
y y 5 > p

x,y,z € R\{0} memenuhi (xy * xz) * zy = 1.

Aksioma (1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € R\{0} memenuhi
(xxxy)*y=1.

(xxxy)xy=xlsxy=1y =1.

Jadi untuk setiap x,y € R\{0} memenuhi (x * xy) * zy = 1.
Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
xx = 1. Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, dan
didefinisikan nilai x = 1, maka xx = 1. Jadi untuk setiap
x € R\{0}, memenuhi xx = 1.

Aksioma (ii1) terpenubhi.

Akan dibuktikan untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, jika x =1
maka xy = 1 maka berlaku pula untuk 1x = 1. Jadi terbukti
untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.



Aksioma (1v) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € R\{0} berlaku
kondisi jika xy = 1 dan yx = 1 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, xy = 1 dan
yx = 1 sehingga xy = yx dan terbukti x = y.

Aksioma (v) terpenubhi.

Untukx =1, y# 1, z # 1.

1.

11.

1i1.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € R\{0}
memenuhi
(xy xxz) * zy = 1.

(xy*xz) *xzy = 11 * (i) =1 (i) = 1. Jadi untuk setiap

x,y,z € R\{0} memenuhi (xy * xz) * zy = 1.

Aksioma (1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} memenuhi

(xxxy)*y =1

11*y =1y =1. Jadi terbukti untuk setiap x,y € R\{0}
memenuhi (x * xy) *y = 1.

Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
xx = 1. Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, dan
didefinisikan nilai x = 1, maka xx = 1. Jadi terbukti untuk
setiap x € R\{0} memenuhi xx = 1.

Aksioma (1i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.
Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, jika x =1
maka xy = 1 maka berlaku pula untuk 1x = 1. Jadi untuk
setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.

Aksioma (1v) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} berlaku jika
xy =1dan yx = 1 maka x = y.

Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0}, jika x =1
maka xy = 1 sedangkan yx = % # 1 sehingga xy # yx dan

terbukti x # y. Sehingga berlaku pernyataan yang kontraposisi
dengan aksioma (V).
Aksioma (v) terpenubhi.
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Untukx #1, y#1, z # 1.

1.

11.

1il.

1v.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y,z € R\{0}
memenuhi

(xy * xz) * zy = 1.
ez = () §))
y

VA

= * —
y

2

y vy y

Untuk setiap x, y, z € R\{0} memenuhi (xy * xz) * zy = 1.
Aksioma (1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} memenuhi
(x*xy)*y = 1.

<x * (§)> * Y = % * Y = %Zl. Jadi terbukti bahwa untuk setiap
y

x,y € R\{0} memenuhi (x * xy) xy = 1.

Aksioma (i1) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
xx = 1. Didefinisikan nilai x # 1, maka xx = g = 1. Jadi

untuk setiap x € R\{0} memenuhi xx = 1.

Aksioma (ii1) terpenubhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x € R\{0} memenuhi
1x = 1. Berdasarkan Definisi operasi biner pada R\{0} . jika
x =1 maka xy = 1 maka berlaku pula untuk 1x = 1. Jadi
untuk setiap x € R\{0} memenuhi 1x = 1.

Aksioma (1v) terpenuhi.

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x, y € R\{0} berlaku jika
xy = 1 dan yx = 1 maka x = y.

Diketahui x # 1,y # 1 maka xy = 5 # 1 sedangkan untuk

yx = % # 1 sehingga xy # yx dan terbukti x # y. Sehingga
berlaku pernyataan yang kontraposisi dengan aksioma (v).

Aksioma (v) terpenubhi.
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Berlaku pula untuk semua nilai x,y,z € R\{0}, yaitu memenuhi
aksioma 1, ii, iii, 1v, dan v. Jadi, terbukti bahwa (R\{0},*,1) adalah
BCK-aljabar.

Definisi 2.4.8 (Relasi Biner < pada G)
Misalkan (G,* ,0) adalah BCK-aljabar dan didefinisikan sebuah relasi

< pada G. x < y jika dan hanya jika xy = 0.

Contoh 2.4.9

Berdasarkan Contoh 2.4.2, ambil x = 0 dan y = 2 Menurut Tabel 2.2
pada Contoh 2.4.2, jelas bahwa 02 = 0 sehingga dapat disimpulkan
0<2.

Contoh 2.4.10
Berdasarkan Contoh 2.4.3, ambil x = a dany = b. Berdasarkan Tabel
2.3, didefinisikan ab = 0 sehingga a < b.

Proposisi 2.4.11

Jika (G,* ,0) adalah BCK-aljabar dan x < y, maka zy < zx
Bukti

Misalkan x,y,z € Gdanx <y & xy =0 Definisi 2.4.8,

(xy *xz) xzy =0 Definisi 2.4.1 (i)
Xy * Xz < Zy Definisi 2.4.8,
analog dengan zy * zx < xy Definisi 2.4.1 (i)
Karena x < y, sehingga zy * zx = 0.

zy < zx Definisi 2.4.8.

Proposisi 2.4.12

Jika (G,* ,0) adalah BCK-aljabar maka berlaku xy * z = xz * y untuk

setiap x,y,z € G.

Bukti

Pembuktian akan ditunjukkan secara kontradiksi.

Misalkan x,y, z € G. Berdasarkan Definisi 2.4.1 (ii) (x * xy) * y = 0.

Andaikan (ab) * ¢ # (ac) * b

Dengan mensubstitusikan a=x, b=xx*y, danb =y pada

Definisi 2.4.1 (i1) dan Definisi 2.4.1 (iii). diperoleh:
(xxxy)xy+xyxxy =0
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Sehingga pengandaian harus diingkari, dan terbukti bahwa

Xy *Z=XZ*Yy

Proposisi 2.4.13
Jika (G,* ,0) adalah BCK-aljabar dengan relasi < pada G. Untuk setiap
X,Y,Z € G, berlaku:

(1) xy<zmakaxz<y,

(1) xzxyz < xy,

(i11) x <y makaxz < yz,

av) xy <x,
(v) x0=x.
Bukti

1.

11.

111.
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Berdasarkan Definisi 2.4.8, x < y jika xy = 0. Sehingga untuk
membuktikan bahwa xy < z maka xz < y, dengan membuktikan
bahwa xy *z = 0 dan xz * y = 0. Menurut Proposisi 2.4.12,
Xy * z = xz * y, sehingga menyebabkan xy*xz =xz*y =0.
y =0.

Akan dibuktikan bahwa xy *z =xz*y = 0. Berdasarkan
Definisi 2.4.1 (ii) (x * xy) *y = 0, dimisalkan x = x, y = xy
dan z =1y. Sechingga didapat (x *xy)*y =xy*xy = 0.
Sehingga berlaku xy < zdan xz < y.

Akan dibuktikan bahwa xz * yz < xy. Menurut Definisi 2.4.8,
xz*yz < xy & (xz*yz)*xy =0. Lalu misalkan a = xz,
b = yz, c = xy. Berdasarkan Proposisi 2.4.12, berlaku (ab)c =
(ac)b, sehingga dengan mensubstitusikan nilai a, b, dan ¢ pada
perumpamaan tersebut diperoleh
(xz xyz) * xy = (xz * xy) * yZ.

Berdasarkan Definisi 2.4.1 (i), (xz * xy) * yz = 0. Sehingga
terbukti xz x yz < xy.

Akan dibuktikan jika x < y maka xz < yz.

Berdasarkan Proposisi 2.4.13 (ii), berlaku xz * yz < xy.
Berdasarkan Definisi 2.4.8, x < y < xy = 0 sehingga diperoleh
persamaan xz * yz = 0 yang mengakibatkan  xz < yz.



iv. Misalkan x,y € G. Akan dibuktikan bahwa xy < x. Menurut
Definisi2.48x <y & xy = 0.
Misalkan diketahui xy < x, akan dibuktikan bahwa xy - x = 0.

Xy*X  =XX*Y Proposisi 2.4.12
=0=xy Definisi 2.4.1 (ii1)
=0 Definisi 2.4.1 (iv)

Jadi terbukti xy < x.

v. Ambil x € G. Untuk membuktikan bahwa x0 = x, substitusikan
pada Definisi 2.4.1 (ii1) yaitu xx = 0. Sehingga diperoleh
x*x0 =0dan x0 *x = 0.
Berdasarkan Definisi 2.4.1 (v), jika x * x0 = 0 dan x0*x =0
maka x0 = x.
- Akan dibuktikan bahwa x * x0 = 0.
Misalkan x = 0, y = x * x0. Berdasarkan Definisi 2.4.1 (v)
jika 0 * (x * x0) = 0 dan (x * x0) * 0 = 0 maka diperoleh
x *x0 = 0.
e Menurut Definisi 2.4.1 (iv) jelas terbukti bahwa
0 * (x*x0) =0, dan
e menurut Definisi 2.4.1 (i1) jelas terbukti bahwa
(x*x0) =0 =0.
Sehingga terbukti x * x0 = 0.
- Akan dibuktikan bahwa x0 * x = 0.
Misalkan y = x0 lalu substitusikan pada Definisi 2.4.1 (i1),
diperoleh
(x * (x * x0)) * x0 = 0.
Karena akan dibuktikan bahwa x0 = x, maka
(x*xx)*x=0.
Sehingga terbukti x0 * x = 0.
Dari kedua poin diatas, terbukti bahwa berlaku kondisi x * x0 = 0
dan x0 * x = 0 sehingga terbukti menurut Definisi 2.4.1 (v) x0 = x.

Definisi 2.4.14 (BCK-aljabar Terbatas)

Misalkan G adalah BCK-aljabar. G disebut terbatas jika memuat
elemen maksimum, misalkan 1 sedemikian sehingga x < 1 untuk
semua x € G. Elemen 1 disebut unit dari G.

Misalkan G adalah BCK-aljabar terbatas dinotasikan 1x dengan Nx.
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Contoh 2.4.15
Berdasarkan Contoh 2.4.2, G adalah BCK-aljabar terbatas dengan unit
4.
Akan dibuktikan bahwa 4 adalah elemen maksimum dalam G, yaitu
dengan menunjukkan bahwa untuk setiap x € G berlaku x < 4.
Bukti
Berdasarkan Definisi 2.4.10, x < y jika dan hanya jika xy = 0.
- Untuk x = 0, berdasarkan Tabel 2.2 pada soal 2.4.2,
diperoleh 04 = 0.
-  Untuk x = 2, berdasarkan Tabel 2.2 pada soal 2.4.2,
diperoleh 24 = 0.

Contoh 2.4.16
Berdasarkan Contoh 2.4.3, G adalah BCK-aljabar terbatas dengan unit
1.
Akan dibuktikan bahwa 1 adalah elemen maksimum dalam G, yaitu
dengan menunjukkan bahwa untuk setiap x € G berlaku x < 1.
Bukti
Berdasarkan Definisi 2.4.10, x < y jika dan hanya jika xy = 0.

- Untuk x = 0, berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh 01 = 0.

- Untuk x = a, berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh al = 0.

- Untuk x = b, berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh b1 = 0.

- Untuk x = 1, berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh 11 = 0.
Sehingga terbukti untuk setiap x € G berlaku x < 4, dan 4 adalah unit
dari G.

Contoh 2.4.17
Berdasarkan Contoh 2.4.4, G adalah BCK-aljabar. Akan ditentukan
apakah G merupakan BCK-aljabar terbatas dengan unit 3.
Bukti
Berdasarkan Definisi 2.4.8, x < y jika dan hanya jika xy = 0.

- Untuk x = 0, berdasarkan Tabel 2.4, diperoleh 03 = 0

- Untuk x = 1, berdasarkan Tabel 2.4, diperoleh 13 = 1

- Untuk x = 2, berdasarkan Tabel 2.4, diperoleh 23 = 0

- Untuk x = 3, berdasarkan Tabel 2.4, diperoleh 33 = 0
Karena terdapat x € G, yaitu x = 1 dimana xy # 0, sehingga tidak
memenuhi Definisi 2.4.8 Jadi G bukan BCK-aljabar terbatas.
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Definisi 2.4.18 (Batas Bawah Terbesar pada BCK-Aljabar)
Misalkan (G,* ,0) adalah BCK-aljabar dan x, y € G. Batas bawah dari
x,y dinotasikan dengan x Ay = y * yx.

Untuk setiap x € G, berlakux Ax =x,x A0 =0,dan 0 Ax = 0.

Definisi 2.4.19 (Batas Atas Terkecil pada BCK-Aljabar)
Misalkan (G,*,0) adalah BCK-aljabar dan x,y € G. Batas atas dari

x,y dinotasikan dengan x Vy = N(Nx A Ny), dimana Nx = 1x.

Definisi 2.4.20 (BCK-Aljabar Komutatif)
Misalkan (G,*,0) adalah BCK-aljabar. G disebut BCK-aljabar
komutatif jika memenuhi x A y = y A x untuk setiap x,y € G.

Jika (G,*,0) adalah BCK-aljabar komutatif dan terbatas dengan unit
1, maka untuk setiap x,y € G berlaku beberapa kondisi berikut:

(1)

(i1)

(111)

(iv)

(V)

(vi)
Bukti

1.

1.

111.

OAx=xA0=0.

X Vy=yVx.

xV1i=1vx =1.
xVO0=0Vx=xA1l=1Ax=x.
N * Nx = x.

XAX=xVX=X.
Akan dibuktikan OAx = x A0 = 0.
x*x0 =0x*0x Definisi 2.4.18 ,
XX = 00 Proposisi 2.4.13 (v)
dan Definisi 2.4.1 (iv)
0 =0 Definisi 2.4.1 (iii).

Akan dibuktikan bahwax Vy =y V x.

N(Nx ANy) = N(Ny A Nx) Definisi 2.4.19

Nx ANy = Ny ANx Definisi 2.4.20
Sehingga terbukti berlaku N(Nx A Ny) = N(Ny A Nx)

Akan dibuktikanxv1=1vx = 1.

N(NxAN1) = N(N1ANx) Definisi 2.4.19
N(N1*N1Nx) = N(Nx * NxN1) Definisi 2.4.18
N *ONx) = N(Nxx*Nx0) Definisi 2.4.8
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1v.

Vi.

30

N(ONx) = N(NxNx) Definisi 2.4.1 (iv)
dan Proposisi 2.4.13

(V)
NO = NO Definisi 2.4.1 (iv)
dan (ii1)
N =N Proposisi 2.4.13 (v)
1 =1 Definisi 2.4.14.
Akan dibuktikan x A1 =1Ax =x
INx=xx*xx1 Definisi 2.4.18
=x*0 Definisi 2.4.8
=X Proposisi 2.4.13 (v)
karenax A1 =1Ax Definisi 2.4.20
terbuktix A1 =1Ax=x
Akan dibuktikan x VO =0V x
N(Nx A NO) = N(NO A Nx) Definisi 2.4.19
N(NO « NONx) = N(Nx = NxNO) Definisi 2.4.18
N(N * NNx) = N(Nx=*NxN) Proposisi 2.4.13 (v)
N * Nx = N(Nx * 0) Definisi 2.4.20 (v)
dan Definisi 2.4.8
N x Nx = N * Nx Proposisi 2.4.13 (v)
x AN =xAN Definisi 2.4.18
xA1 =1Ax
X =X
Akan dibuktikan N * Nx = x.
N*Nx=xAN Definisi 2.4.18
xAN =NAx Definisi 2.4.20

Berdasarkan Definisi 2.4.22 (iv) diatas, terbukti bahwa

xAN =NAx=x,

Akan dibuktikan x Ax =xVx =x

x *xx = N(Nx A Nx) Definisi 2.4.18 dan
Definisi 2.4.19

x %0 = N(Nx*(Nx*Nx)) Definisi 2.4.1 (i)
dan Definisi 2.4.18

X = N(Nx = 0) Proposisi 2.4.13 (v)
Dan Definisi 2.4.1
(111)



b = N * Nx Proposisi 2.4.13 (v)
terbukti dengan Definisi 2.4.22 (iv).

Contoh 2.4.21

Berdasarkan Contoh 2.4.3, G = {0, a, b, 1} adalah BCK-aljabar. Akan
dibuktikan bahwa G merupakan BCK-aljabar komutatif.

Bukti

- Untuk x = 0,y = a, maka diperoleh
xANy=y*xyx =a*xal0 =aa =0
YyAx=xxxy=0%x0a=00=0
OAa=aA0.

- Untuk x = 0,y = b, maka diperoleh
xXANy=y*xyx =bxb0=>bb=0
YyAx=x*xxy=0+x0b=00=0
OAb=DbADO.

- Untuk x = 0,y = 1, maka diperoleh
XAy =y*xyx=1x10=11=0
YAx=xxxy=0x01=00=0
OAN1=0A1.

- Untuk x = 1,y = a, maka diperoleh
xANy=y*xyx=a*al =a0 =a
yAx=x*xy=1*xla=1b=a
1Na=aAl.

- Untuk x = 1,y = b, maka diperoleh
XANy=yxyx=b*xbl=b0=>b
yAx=x*xy=1*x1b=1la=>b
1Ab=bA1.

- Untuk x = a,y = b, maka diperoleh
XANy=y*xyx=bxba=bb=0
YyAx=x*xy=ax*xab=a0=a
alAb+bAa.

Karena terdapat x,y € G dimana x Ay # yAx maka G bukan
BCK-aljabar komutatif.

Contoh 2.4.22

Berdasarkan Contoh 2.4.4, G = {0,1,2,3} adalah BCK-aljabar. Akan
dibuktikan G adalah BCK-aljabar komutatif.
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Bukti

Karena untuk setiap x, y € G berlakux Ay = y A x, terbukti G adalah

Untuk x = 0,y = 1, maka diperoleh
XAy =yxyx=1x10=11=0
YyAx=xxxy=0x01=00=0
OA1=1A0.

Untuk x = 0,y = 2, maka diperoleh
XANy=yxyx =2%20=22=0
VAx=x*xxy=0%x02=00=0
OAN2=2A0.

Untuk x = 0,y = 3, maka diperoleh
xANy=yxyx =3x30=33=0
YVAx=xxxy=0x03=00=0
OA3=3A0.

Untuk x = 1,y = 2, maka diperoleh
XNy =yxyx =2x21=22=0
YAx=xxxy=1%x12=11=0
1AN2=2A1.

Untuk x = 1,y = 3, maka diperoleh
XAy =y*xyx =3x31=33=0
YyAx=xxxy=1%x13=11=0
1A3=3A1.

Untuk x = 2,y = 3, maka diperoleh
XANy=y*xyx =3%32=32=2
YVAX=x*xxy=2%23=20=2
2A3=3A2

BCK-aljabar komutatif.

2.5

BCK-Subaljabar
Berikut ini akan diberikan definisi dan contoh BCK-subaljabar

yang dirujuk dari Dvurecenskij, dkk (2000).

Definisi 2.5.1 (BCK-subaljabar)

Misalkan (G,*,0) adalah BCK-aljabar dan didefinisikan S € G. S
disebut BCK-subaljabar dari G jika untuk setiap x, y € S memenuhi
Xy €S.
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Contoh 2.5.2
Berdasarkan Contoh 2.4.2, (G,*,0) adalah BCK-aljabar. Diberikan
dua buah himpunan tak kosong S = {0,2} dan H = {0,4}, dimana
SSHC G
Akan ditunjukkan bahwa S dan H adalah BCK-subaljabar dari G.
Bukti
i. Untuk S = {0,2}.
a. Untukx = 0dany = 0, diperolehxy =00=0 € S.
b. Untuk x = 0 dany = 2, diperoleh xy = 02 =0 € S.
c. Untuk x = 2 dany = 0, diperolehxy =20 =2 € S.
d. Untuk x =2 dany = 2, diperoleh xy =22 =0 € S.
ii. Untuk H = {0,4}.
a. Untukx = 0dany = 0, diperolehxy =00=0 € H.
b. Untuk x = 0 dany = 4, diperolehxy = 04 =0 € H.
c. Untukx =4 dany = 0, diperoleh xy =40 =4 € H.
d. Untuk x =4 dan y = 4, diperolehxy =44 =0 € H.
Sehingga terbukti bahwa S dan H adalah BCK-subaljabar dari G.

Contoh 2.5.3

Berdasarkan Contoh 2.4.3, (G,*,0) adalah BCK-aljabar. Diberikan
sebuah himpunan tak kosong S € G dimana S = {0, a, b}.

Akan ditunjukkan bahwa S adalah BCK-subaljabar dari G.

Bukti

Untuk x = 0 dan y = a, diperoleh xy = 0a =0 € S.
Untuk x = 0 dan y = b, diperoleh xy = 0b =0 € S.
Untuk x = a dan y = 0, diperoleh xy = a0 = a € S.
Untuk x = a dany = b, diperoleh xy = ab =0 € §S.
Untuk x = b dan y = 0, diperoleh xy = b0 = b € §S.
Untuk x = b dan y = a, diperoleh xy = ba = b € S.
Dar1 a. sampai f. Terbukti bahwa untuk setiap x,y € S berlaku
xy € §S. Jadi S adalah BCK-subaljabar dari G.

‘Mmoo o

Contoh 2.5.4

Berdasarkan Contoh 2.4.3 , (G,*,0) adalah BCK-aljabar. Diberikan
sebuah himpunan tak kosong H € G dimana H = {0, b, 1}.

Akan ditunjukkan bahwa H adalah BCK-aljabar dari G.
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Bukti

a. Untuk x = 0dany = b, diperoleh xy = 0b =0 € H.
Untuk x = 0dany = 1, diperolehxy =01 =0 € H.
Untuk x = b dany = 0, diperoleh xy = b0 = b € H.
Untuk x = b dany = 1, diperolehxy = b1 =0 € H.
Untuk x =1 dany = 0, diperolehxy =10 =1 € H.
Untuk x = 1 dany = b, diperolehxy = 1b =a & H.
Karena pada f. terdapat x,y € H tetapi xy € H maka H bukan BCK-
subaljabar dari G.

"o Ao o
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab in1 akan dibahas definisi, contoh, teorema, lemma dan
bukti Pseudo-komutator dalam BCK-aljabar.

3.1 Pseudo-komutator

Berikut ini akan dibahas definisi dan contoh dari pseudo-
komutator dan himpunan pseudo-komutator yang dirujuk dari Najafi
A. (2013).

Definisi 3.1.1(Pseudo-Komutator dalam BCK-aljabar)
Misalkan (G,*,0) adalah BCK-aljabar dan x,y € G. Pseudo-
komutator dari (x, y) dinotasikan dengan :
Lyl = (xAy) * (y Ax).
Dan himpunan pseudo-komutator dari (x, y) dinotasikan dengan:
G'=1[G,6] ={[x,yllx,y € G}.

Contoh 3.1.2
Berdasarkan Contoh 2.4.2, G = {0,2,4} dengan operasi biner yang
didefinisikan pada Tabel 3.1 berikut adalah BCK-aljabar.

Tabel 3.1 Operasi biner * pada G
* 0 2 4

0 0 0 0
2 2 0 0
4 4 2 0

Akan ditentukan pseudo-komutator dalam G.
Bukti
Ambil x, y € G. Akan ditentukan pseduo-komutator dari x dan y.
- Untuk x = 0 dan y = 2, diperoleh
[0,2] = (0A2)*(2A0)

= (2%20) % (0x02)

=22%*00

=00 =0.
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Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Tabel 3.2
berikut.
Tabel 3.2 Pseudo-komutator dalam G

[x, V] 0 2 4

0 0 0

0
2 0 0 0
4 0 0 0

Jadi himpunan pseudo-komutator dari G dinotasikan dengan G’ = {0}.

Contoh 3.1.3
Berdasarkan Contoh 2.4.3, G = {0, a, b, 1} dengan operasi biner yang
didefinisikan pada Tabel 3.3 adalah BCK-aljabar.

Tabel 3.3 Operasi biner * pada G
* 0 a b 1

=S Q| O
=TSR O
S T O O
Q| ol o ©
o O O ©

Akan ditentukan pseudo-komutator dalam G.
Bukti
Ambil x,y € G. Akan ditentukan pseduo-komutator dari x dan y.
- Untuk x = b dan y = a, diperoleh
[b,al] = (bAa)=*(aAb)
= (a *ab) * (b * ba)

a0 * bb

= a0

= a.
Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Tabel 3.4
yang akan disajikan pada halaman berikut.
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Tabel 3.4 Pseudo-komutator dalam G

[x, V] 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 0
b 0 a 0 0
1 0 0 0 0

Jadi himpunan pseudo-komutator dari G dinotasikan dengan
G' =1{0,a}.

Contoh 3.1.4
Berdasarkan Contoh 2.4.4, G = {0,1,2,3} dengan operasi biner yang
didefinisikan pada Tabel 3.5 adalah BCK-aljabar.

Tabel 3.5 Operasi biner * pada G
| 2 3

*

WIN =] O O

0
1
2
3

Wi nNN O ©

0 0
1 1
0 0
2 0

Akan ditentukan Pseudo-komutator dalam G.
Bukti
Ambil x, y € G. Akan ditentukan pseduo-komutator dari x dan y.
- Untuk x = 0 dan y = 1, diperoleh
[0,1] = (0A1)*x(1A0)
=(1%10)*(0*01)
=11 %00
=00
=0
Untuk nilai x, y € G yang lain akan disajikan pada Tabel 3.6
yang akan disajikan pada halaman berikut.
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Tabel 3.6 Pseudo-komutator dalam G

[x,y] | O 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
3 0 0 0 0

Jadi himpunan pseudo-komutator dari G dinotasikan dengan
G' = {0}.

Definisi 3.1.5
Misalkan G adalah BCK-aljabar. X; dan X, adalah himpunan tak
kosong subset dari G¢. Himpunan pseudo-komutator dari X; dan X,
didefinisikan dengan:

[X1, X5] = {lx1, %, ]|x1 € X1, %, € X5}

Contoh 3.1.6
Berdasarkan Contoh 2.4.3, diketahui G = {0, a, b, 1} adalah BCK-
aljabar. Diberikan A = {0,b} dan B = {1, a} masing-masing adalah
subset dari G. Akan ditentukan himpunan pseudo-komutator dari A
dan B.
Bukti
Berdasarkan Definisi 3.1.5, himpunan pseudo-komutator dari 2 buah
subset dalam G adalah
[A,B] = {[x,y]lx € A,y € B}
Akan ditentukan pesudo-komutator dari himpunan A dan himpunan B.
- Untukx = b € Adany = a € B, diperoleh
[b,al] = (bAa)=*(aAb)
= (a*xab) * (b * ba)
= a0 * bb
= al
= a.
Untuk nilai x € A dan y € B yang lain, akan disajikan pada
Tabel 3.7 berikut.
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Tabel 3.7 Pseudo-komutator dari himpunan A dan himpunan B

yEB
[x, ] 1 a
0 0 0
x €A b 0 a

Jadi, himpunan pseudo-komutator dari subset A dan subset B
dinotasikan dengan [4, B] = {0, a}

3.2 Teorema

Berikut ini akan dibahas lemma, teorema, dan bukti yang
berkaitan dengan pseudo-komutator dan subaljabar pseudo-komutator
yang dirujuk dari Najafi A. (2013).

Lemma 3.2.1
Jika (G,*,0) adalah BCK-aljabar, A dan B masing-masing adalah
subset dari G maka untuk setiap x,y € G berlaku:
i. Jika x <y maka [x,y] =0,
ii. [x,0] =[0,x] = [x,x] = 0 sehingga [4, B] # 0.
ii. [x,y]*x=0
iv. [y,x]*y=0
Bukti
1. Diberikan x,y € G dimana x < y. Akan dibuktikan bahwa
[x,y] = 0. Berdasarkan Definisi 2.4.8 x <y jika xy = 0.

[x,y] = (x Ay) * (y A x) Definisi 3.1.1
= (y *x yx) * (x * xy) Definisi 2.4.18
= (y * yx) * (x0) Definisi 2.4.8
= (y*yx)*x Proposisi 2.4.13 (v)
=0 Definisi 2.4.1 (i1)

Jadi, terbukti bahwa jika x < y maka [x,y] = 0.
1. Diberikan x € G.
- Akan dibuktikan bahwa [x, 0] = 0.
[x,0] = (xA0)*(0AX) Definisi 3.1.1
= (0 * 0x) * (x * x0) Definisi 2.4. 18
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40

= 00 * xx Definisi 2.4.1 (iv)
dan Proposisi 2.4.13 (v)
=0 Definisi 2.4.1 (iii)
Sehingga terbukti [x, 0] = 0.
- Akan dibuktikan bahwa [0, x] = 0.
[0,x] = (0AX)*(xA0) Definisi 3.1.1
= (x*x0) * (0% 0x)  Definisi 2.4.18

= xx * 00 Proposisi  2.4.13  (v)
dan Definisi 2.4.1  (iv)
=0 Definisi 2.4.1 (iii)

Sehingga terbukti [0, x] = 0.
- Akan dibuktikan bahwa [x, x] = 0.

[x,x] = (x Ax) * (x A x) Definisi 3.1.1
= (x*xx) * (x *xx)  Definisi 2.4.18
= (x0) * (x0) Definisi 2.4.1 (iii)
= XX Proposisi 2.4.13 (v)
=0 Definisi 2.4.1 (iii)

Sehingga terbukti [x, x| = 0.
ii1. Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G, berlaku
[x,y] *xx =0.
,y]*x =((xAy)*(yAx))*x  Definisi 3.1.1
= ((y * yx) * (x *xxy)) * x Definisi 2.4.18
= (y*yx)*x*(x*xy)  Proposisi2.4.12

= 0* (x *xy) Definisi 2.4.1 (i1)
=0 Definisi 2.4.1 (iv).
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap x, y € G berlaku
[x,y] *x = 0.

iv. Akan dibuktikan bahwa untuk setiap x,y € G, berlaku
[y, x] xy = 0.
[y,x] xy = ((yAx)(x Ay)) xy Definisi 3.1.1
= ((x xy) * (y * yx)) *y  Definisi 2.4.18
= (x*xy)*y=*(y*yx) Proposisi2.4.12
=0* (y*yx) Definisi 2.4.1 (ii)
=0 Definisi 2.4.1 (iv).
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap x,y € G berlaku
[y, x]*y =0.



Contoh 3.2.2
Berdasarkan Contoh 3.1.3, akan dibuktikan bahwa jika x < y maka
[x,y] = 0.
Bukti
Berdasarkan Tabel 3.2 pada soal 3.1.3, didefinisikan ab = 0 sehingga
menurut Definisi 2.4.8 a < b. Akan ditentukan pseudo-komutator
dari a dan b.
[a,b] = (aADb)*(bAa)

= (b = ba) * (a * ab)

= bb * a0

= 0a

= 0.
Dan berlaku pula untuk setiap x, y € G. Jadi, terbukti jika x < y maka
[x,y] = 0.

Contoh 3.2.3
Berdasarkan Contoh 3.1.2, akan dibuktikan bahwa Lemma 3.2.1 (i1)
berlaku.
Bukti
Ambil x,y € G', pseudo-komutator dari x dan y adalah
- Untuk x = 2 dan y = 0, diperoleh
[2,0] =(@2A0)*(0A2)=(0x02)=*(2x*20)
=00%22=00=0.
- Untuk x = 4 dan y = 0, diperoleh
[4,0] =(4A0)*(0A4) =(0=04)*(4=*40)
=00%44 =00 =0.
- Untuk x = 0 dan y = 2, diperoleh
[0,2] =(0A2)*(2A0)=(2%20)*(0x02)
=22%x00=00=0.
- Untuk x = 0 dan y = 4, diperoleh
[0,4] = (0A4)*(4A0)=(4%40) = (0x*04)
=44+ 00=00=0.
- Untuk x = 0 dan y = 0, diperoleh
[0,0] =(0A0)*(0A0)=(0=00)=(0x*00)
=00%00=00=0.
- Untuk x = 2 dan y = 2, diperoleh
[2,2] = Q2A2)*(2A2)=(2%22)*(2%22)
=20%20=22=0.
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- Untuk x = 4 dan y = 4, diperoleh
[44] = (4N4)x(4N4) =(4%44)* (4+44)
=40+40=44 = 0.

Contoh 3.2.4
Berdasarkan Contoh 3.1.3, akan dibuktikan bahwa untuk setiap

X,y € G, berlaku [x,y] *x = 0.

Bukti
Ambil x,y € G.
- Misalkan x = a dan y = b, diperoleh
[a,b] *xa = ((a/\b)* (bAa)) * (1
= ((b x ba) * (a*xab)) *a
= (bb * a0) * a
=0ax*a
= 0a
= 0.
- Misalkan x = 1 dan y = b, diperoleh
[L,b]*1=((1ADb)x(bAL))*1
=((bxb1)x(1x1b)) x1
= (b0 *1a) x 1
=bb*1
=01
= 0.
Berlaku pula untuk setiap x, y € G. Jadi terbukti bahwa
[x,y] *x = 0.
Contoh 3.2.5

Berdasarkan Contoh 3.1.3, akan dibuktikan bahwa untuk setiap

X,y € G, berlaku [y, x] *y = 0.

Bukti

Ambil x,y € G.

- Misalkan x = a dan y = b, diperoleh
[b,a] b = ((b/\a) * (aAb))*b

= ((a*ab)*(b*ba))*b
= (a0 xbb) * b
=alx*b
= ab
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= 0.
- Misalkan x = 1 dan y = b, diperoleh
[b,1] * b = ((b/\l)*(l/\b))*b
=((1*1b) * (b*b1)) xb
= (la*b0) *b
=bb *b
= 0b
=8
Berlaku pula untuk setiap x,y € G. Jadi terbukti bahwa
[x,y] *x = 0.

Lemma 3.2.6

Jika (G,* ,0) adalah BCK-aljabar maka G' adalah BCK-subaljabar dari
G.

Bukti

Misalkan G adalah BCK-aljabar dan a;, b;,c;,d; € G dengan
i=12,..,n . G adalah himpunan pseudo-komutator dari G dan
x,y € G'. Kemudian diperoleh x = [][[a;, b;] dan y = [][c;, d;]
sehingga untuk e, f;€G (i=12,..,n), xy= ([lla; b;]) *
(Illc;, d; 1D = Illes, fi] € G'. Sehingga dapat disimpulkan xy € G’
dan G' adalah BCK-subalajabar dari G.

Contoh 3.2.7
Berdasarkan Contoh 3.1.2, diperoleh G’ = {0}. Akan dibuktikan
bahwa G' adalah subaljabar dari G.
Bukti
Untuk membuktikan bahwa G’ adalah BCK-subaljabar, yaitu dengan
membuktikan bahwa untuk setiap x,y € G', berlaku xy € G'.

-  untukx =0 € G' dany = 0 € G’', Berdasarkan Definisi

operasi biner pada G, diperoleh 00 =0 € G'.

Sehingga terbukti untuk semua x,y € G’ berlaku xy € G'. Jadi G’
adalah BCK-subaljabar dari G.

Contoh 3.2.8

Berdasarkan Contoh 3.1.3, diperoleh G’ = {0,a}. Akan dibuktikan
bahwa G' adalah subaljabar dari G.
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Bukti
Untuk membuktikan bahwa G’ adalah BCK-subaljabar, yaitu dengan
membuktikan bahwa untuk setiap x,y € G', berlaku xy € G'.
- Untuk x =0€ G'dan y = a € G', Berdasarkan Tabel 3.1,
diperoleh 0a =0 € G'.
- Untuk x =a € G’ dan y = 0 € G’ Berdasarkan Tabel 3.1,
diperoleh a0 = a € G'.
Sehingga terbukti untuk semua x,y € G’ berlaku xy € G'. Jadi G’
adalah BCK-subaljabar dari G.

Teorema 3.2.9

Misalkan (G,*,0) adalah BCK-aljabar. G merupakan BCK-aljabar

komutatif jika dan hanya jika G’ = {0}.

Bukti

(=) Diketahui (G,*,0) adalah BCK-aljabar komutatif dan
X,y € G. Akan dibuktikan bahwa G’ = {0}.
Jika G adalah BKC-aljabar komutatif maka menurut Definisi
2.4.20 berlaku x Ay = y A x. Karena menurut Definisi 3.1.1
[x,y] = (x Ay) = (y A x), sehingga dapat dituliskan sebagai
[x,y] = (x Ay) = (x Ay). Lalu menurut Definisi 2.4.1 (iii),
xx = 0 sehingga diperoleh [x,y]=(xAy)*(xAy)=0.
Jadi terbukti jika (G,* ,0) adalah BCK-aljabar komutatif maka
G' = {0}.

(&) Diketahui G' = {0}. Akan dibuktikan bahwa (G,*,0) adalah

BCK-aljabar komutatif.
Ambil x,y € G. Jika G' = {0}, berarti [x,y] =0 dan
[y, x] = 0. Dan berdasarkan Definisi 3.1.1 diperoleh

[x,y] =(xAy)*(yAx)=0..... (1)

[y,x] =(yAx)*(xAy)=0...... (2)
Menurut Definisi 2.4.1 (v), jika xy = 0 dan yx = 0, maka
x = y. Sehingga dari persamaan (1) dan (2) berlaku

(xAy) =y Ax).

Jadi terbukti jika G' = {0} maka (G,*,0) adalah BCK-aljabar
komutatif.
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Contoh 3.2.10
Berdasarkan Contoh 3.1.3, diperoleh G’ = {0, a}. Menurut Teorema

3.2.4, G bukan merupakan BCK-aljabar komutatif dan terbukti dari
Contoh 2.4.21.

Contoh 3.2.11

Berdasarkan Contoh 3.1.4, diperoleh G' = {0}. Menurut Teorema
3.2.4, G merupakan BCK-aljabar komutatif dan terbukti dari Contoh
2.4.22.

Contoh 3.2.12
Berdasarkan Contoh 2.4.6, himpunan bilangan bulat Z dengan elemen
khusus 0 yang didefinisikan sebuah operasi biner * seperti dibawah

ini adalah BCK-aljabar.
o _ {0, x=0
XY = lx - y, yang lain

1. Akan ditentukan pseudo-komutator dari Z.

i1.  Akan dibuktikan apakah Z merupakan BCK-aljabar komutatif.
Bukti

1. Akan ditentukan pseudo-komutator dari Z. Berdasarkan Definisi

3.1.1L, [x,y] = (x Ay) = (y A x).
- Misalkanx # 0,y #0, x,y € Z.

[x, y] = (v * yx) * (x * xy)
=(y*@—20)*(x *@x—y)
=(y-0-0)*(x-(x-y)
=-y+0)xx—x+y)
=Xy =x-Yy

- Misalkanx # 0,y =0, x,y € Z.

[x, y] = (v * yx) * (x * xy)
= (0) * (x * (x — y))
=0*x(x—x+y)=0

- Misalkanx =0,y # 0, x,y € Z.
[x, y] = (7 * yx) * (x * xy)
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= (y*(y—x)) * (x0)
= (v~ (=) +0

=@ -y+x)*0
=x0=0.
=0x =0.

- Misalkanx =0,y =0, x,y € Z.
[yl = (v *yx) * (x * xy)
= (¥0) * (x 0)
=00=0
Jadi, himpunan pseudo-komutator dari Z dinotasikan dengan
Z'={x—-1y,0}.

i1. Berdasarkan Definisi 2.4.20, Z merupakan BCK-aljabar
komutatif jika memenuhi x Ay = y A x.
- Misalkanx =0,y # 0, x,y € Z.
XAy =yxyx=y*x(y—x)=y—-y+x=x,
yAx =xx*xxy=x0=0.

- Misalkanx =0,y =0, x,y € Z.
xANy=y*yx=y0=0,
yAx =xx*xxy=x0=0.

- Misalkanx =0,y # 0, x,y € Z.
xANy=y*xyx=y—(Q—x)=y—y+x=x,
yAX=x*xy=x—(x—y)=x—x+y=y.

Jadi, berdasarkan penjabaran diatas terbukti bahwa 7Z bukan
merupakan BCK-aljabar komutatif karena terdapat x,y € Z di mana
XNy #YyAX.

Berdasarkan i1 dan 11, Z bukan merupakan aljabar komutatif dan
diperoleh pula Z' # 0. Kontraposisi dengan Teorema 3.2.9 sehingga
Teorema 3.2.9 terbukti berlaku.

Contoh 3.2.13

Berdasarkan Contoh 2.4.7, himpunan bilangan real R tanpa 0
(R\{0} ) dengan clemen khusus 1 yang didefinisikan sebuah operasi
biner * seperti berikut in1 adalah BCK-aljabar.
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1, x =1
X *y = X .
;, yang lain

1. Akan ditentukan pseudo-komutator dari R{0}.

i1. Akan dibuktikan apakah R{0} merupakan BCK-aljabar
komutatif.

Bukti

1.  Akan ditentukan pseudo-komutator dari R\{0}. Berdasarkan
Definisi 3.1.1, [x,y] = (x Ay) * (y A x).
- Misalkanx # 1,y # 1, x,y € R\{0}.

[x,y] = (v * yx) = (x * xy)

- (r+6))+(++))
o

‘<|><|><

X
x5 (ex3)
_X
y
- Misalkanx =1,y =1, x,y € R\{0}.

[, y] = (v * yx) * (x * xy)

= (y1) * (x * f)
y
X

:1*7

y
=1y =1.
- Misalkanx = 1,y # 1, x,y € R\{0}.

L, y] = (v * yx) * (x * xy)

(y (= )) (D)
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- Misalkanx =1,y =1, x,y € R\{0}.
[, ¥] = (v * yx) * (x * xy)
= (y1) * (x1)
=11
=1
Jadi, himpunan pseudo-komutator dari R\{0} dinotasikan
dengan (R\{0})' = {x, 1,%,%

ii. Berdasarkan Definisi 2.4.20, R\{0} merupakan BCK-aljabar
komutatif jika memenuhi x Ay = y A x.

Bukti

Berdasarkan definisi 2.4.22, R\{0} merupakan BCK-aljabar

komutatif jika memenuhi x Ay = y A x.

- Misalkanx =1,y # 1, x,y € R\{0}.
xAy=ysyx=y*(L)=F=yx
yAx =xx*xxy =x1=1.

- Misalkanx = 1,y # 1, x,y € R\{0}.

X
_:x’
y

xAy=yryx=yx(Y)=F=yxi=x
— — X=X Y —
y/\x—x*xy—x*(y)—i—xxx—y.
- Misalkanx =1,y =1, x,y € R\{0}.

xANy=y*xyx=yl=1,

yAx =x*xy =x1=1.
Jadi, berdasarkan penjabaran diatas terbukti bahwa R\{0} bukan
merupakan BCK-aljabar komutatif karena terdapat x,y € R\{0} di
manax Ay #yAXx.
Berdasarkan i dan ii, R\{0} bukan merupakan aljabar komutatif dan
diperoleh pula (R\{0} )’ # 0. Kontraposisi dengan Teorema 3.2.9
sehingga Teorema 3.2.9 terbukti berlaku.
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Akibat 3.2.14

Jika (G,*,0) adalah BCK-aljabar komutatif dan A dan B masing-
masing adalah subset dari G, maka [4, B] = [B, A] = {0}.

Bukti

Diketahui (G,*,0) adalah BCK-aljabar komutatif. Akan dibuktikan
bahwa [X{, X,] = [X,, X;] = {0}.

Menurut Definisi 3.15, Himpunan pseudo-komutator dari X; dan X,
didefinisikan dengan [X;, X, ] = {[x1, x,]|x; € X1, x, € X,}. Menurut
Definisi 3.1.1, pseudo-komutator dari x; dan x, didefinisikan dengan
[x1,%5] = (xq Axp) * (x5, A xq). Karena (G,*,0) merupakan BCK-
aljabar  komutatif, sehingga berlaku (x; Ax,) = (x, A xq).
Berdasarkan Definisi 2.4.1 (iii), diperoleh (x; A x5) * (x, Axqy) = 0.
Sehingga terbukti jika (G,*,0) adalah BCK-aljabar komutatif maka

[X1'X2] = {O}

Contoh 3.2.15
Berdasarkan Contoh 2.4.2, diketahui G = {0,2,4} adalah BCK-
aljabar. Diberikan A = {0,2} dan B = {2,4} masing-masing adalah
subset dar1 G. Akan ditentukan himpunan pseudo-komutator dari A
dan B.
Bukti
Berdasarkan Definisi 3.1.5, himpunan pseudo-komutator dari 2 buah
subset dalam G adalah
[4,B] = {[x,y]|x € A,y € B}
Akan ditentukan pesudo-komutator dari himpunan A dan himpunan B.
- Untukx =0 € Adany = 2 € B, diperoleh
[0,2] = (0A2)*x(2A0)
=(2%20)*(0%02)
=11*00
=00
= 0.
Untuk nilai x € A dan y € B yang lain, akan disajikan pada
Tabel 3.8.
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Tabel 3.8 Pseudo-komutator dari himpunan A dan himpunan B

yEDB
[x, ] 2 4
0 0 0
x €A > 0 0

Jadi, himpunan pseudo-komutator dari subset A dan subset B
dinotasikan dengan [4, B] = {0}.

Contoh 3.2.16
Berdasarkan Contoh 2.4.4, diketahui G = {0,1,2,3} adalah BCK-
aljabar. Diberikan A = {0,1,2} dan B = {2,3} masing-masing adalah
subset dari G. Akan ditentukan himpunan pseudo-komutator dari
subset A dan subset B.
Bukti
Berdasarkan Definisi 3.1.5, himpunan pseudo-komutator dari 2 buah
subset dalam G adalah
[4,B] = {[x,y]lx € 4,y € B}
Akan ditentukan pesudo-komutator dari subset A dan subset B.
- Untukx =0 € Adany = 2 € B, diperoleh
[0,2] =(0A2)*(2A0)
=(2%20)*(0%02)
=22 %00
=00
= 0.
Untuk nilai x € A dan y € B yang lain, akan disajikan pada
Tabel 3.9.
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Tabel 3.9 Pseudo-komutator dari himpunan A dan himpunan B

yEB
[x, Y] 2 3
0 0 0
x €A 1 0 0
2 0 0

Jadi, himpunan pseudo-komutator dari subset A dan subset B
dinotasikan dengan [4, B] = {0}.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini dapat
disimpulkan bahwa:

1. Pseudo-komutator dalam BCK-aljabar bukan merupakan
himpunan kosong.

2. Setiap himpunan pseudo-komutator dalam BCK-aljabar
merupakan BCK-subaljabar.

3. Jika himpunan pseudo-komutator hanya beranggotakan
elemen khusus saja, maka BCK-aljabar bersifat komutatif
dan berlaku sebaliknya.

4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas bagaimana sifat-sifat pseudo-
komutator dalam BCK-aljabar. Himpunan pseudo-komutator ini
membentuk BCK-subaljabar. Untuk penelitian selanjutnya penulis
menyarankan untuk menyelidiki sifat-sifat BCK-subaljabar yang
terbentuk dari himpunan pseudo-komutator tersebut.
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