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ANALISIS DINAMIK MODEL PENYAKIT BRUCELLOSIS
ANTAR DOMBA DENGAN IMIGRASI

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas model transmisi penyakit
Brucellosis pada domba dengan adanya imigrasi, kelahiran alami,
serta menjelaskan penularan secara langsung dan tidak langsung
dengan hewan yang terinfeksi dan bakteri dari lingkungan. Imigrasi
domba adalah perpindahan domba yang berasal dari kelompok
lain, sedangkan Brucellosis adalah salah satu penyakit yang
disebabkan oleh bakteri Brucella dan menyerang hewan ternak
diantaranya yaitu domba. Analisis kestabilan lokal dan global pada
model ini ditentukan oleh angka reproduksi dasar yaitu R,. Jika Ry <
1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik
global, sedangkan jika R, > 1 maka titik keseimbangan endemik
eksis dan bersifat stabil asimtotik global. Pada analisis kestabilan
lokal digunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan
kestabilannya, sedangkan untuk analisis kestabilan global digunakan
fungsi Lyapunov. Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan
Matlab yang ditentukan berdasarkan R, <1 dan R, > 1 untuk
menunjukkan kestabilan titik keseimbangan bebas penyakit dan titik
keseimbangan endemik. Hasil simulasi numerik sesuai dengan hasil
yang diperoleh secara analitik.

Kata Kunci: Brucellosis, angka reproduksi dasar, kestabilan lokal,
kestabilan global, kriteria Routh-Hurwitz, fungsi Lyapunov.
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DYNAMIC ANALYSIS OF THE BRUCELLOSIS MODEL IN
SHEEP WITH IMMIGRATION

ABSTRACT

This final project discusses the transmission model of Brucellosis
disease in sheep with immigration, natural birth and also explains
direct and indirect contact transmission with infected animals and
bacteria in the environment. Sheep immigration is the movement of
sheep coming from another group, and Brucellosis is one of the
diseases caused by Brucella, bacteria that attack livestock including
the sheep itself. Local and global stability analysis of this model are
determined by basic reproduction number, R,. If Ry, < 1, then the
disease free equilibrium point is globally asymptotically stable,
whereas if Ry, > 1, an endemic equilibrium point exists and is
globally asymptotically stable. In the local stability analysis, Routh-
Hurwitz criterion is used to provide to determine its stability while in
global stability analysis, it uses Lyapunov function. Numerical
simulations are conducted using a Matlab which is analyzed based on
Ry <1 and Ry>1 to show the stability of the disease-free
equilibrium point and the endemic equilibrium point.

Keywords: Brucellosis, basic reproduction number, local stability,
global stability, Routh-Hurwitz criterion, Lyapunov function
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pemodelan matematika adalah usaha menggunakan matematika
untuk menggali dan menelaah topik-topik diluar matematika.
Sedangkan model matematika adalah salah satu alat yang dapat
digunakan untuk membantu menyelesaikan suatu masalah dalam
kehidupan nyata. Masalah-masalah tersebut dapat dibentuk kedalam
model matematika dengan menggunakan asumsi-asumsi tertentu.
Selanjutnya dari model yang diperoleh, dapat dicari solusinya secara
analisis maupun secara numerik (Widowati dan Sutimin, 2007).

Salah satu permasalahan di kehidupan nyata yang dapat
dibentuk kedalam model matematika adalah model tentang
penyebaran suatu penyakit. Salah satu contohnya adalah penyakit
Brucellosis. Brucellosis adalah salah satu penyakit hewan (zoonosis),
terutama hewan ternak, yang disebabkan oleh bakteri kelompok
Brucella. Bakteri dari genus Brucella memiliki enam spesies:
Brucella abortus, Brucella suis, Brucella melitensis, Brucella
neotomae, Brucella ovis dan Brucella canis.

Setiap spesies Brucella mempunyai hewan target sebagai
reservoir, yaitu B. abortus pada sapi, B. melitensis pada domba dan
kambing, B. ovis pada ruminansia kecil, B. suis pada babi dan B.
canis pada anjing. Brucellosis disebut juga demam Undulant, demam
Mediterania atau demam Malta yang infeksinya hampir selalu
ditularkan melalui kontak langsung atau tidak langsung dengan
hewan yang terinfeksi atau produk yang dihasilkan oleh hewan
tersebut (Acha dan Boris, 2003).

Beberapa pemodelan matematika tentang Brucellosis telah
dikembangkan, seperti Zinsstag dkk. (2005) membahas model
dinamik penyebaran penyakit Brucellosis antar domba betina dengan
manusia di Mongolia. Ainseba dkk. (2009) mengulas model dinamik
individu rentan, terinfeksi, dan lingkungan yang terkontaminasi dari
penyakit epidemi Brucellosis dengan penyebaran secara langsung
dan tidak langsung. Qiang Hou dkk. (2013) mengkaji model dinamis
yang mencakup penyebaran penyakit Brucellosis antar domba dan
dari domba ke manusia di Mongolia, China. Qiang Hou dkk. (2014)
kembali mengkaji tentang sifat global model dinamik umum untuk

1



penyakit hewan dengan studi kasus transmisi Brucellosis dan
Tuberculosis. Ming Tao Li dkk. (2014) membahas model dinamika
multi-group dengan infeksi gabungan dua arah antara sapi dan
domba di peternakan umum, China. Sampai saat ini, pengembangan
model matematika dari penyakit Brucellosis semakin banyak.

Skripsi ini mengulas kembali model transmisi secara langsung
dan tidak langsung dari penyakit Brucellosis antar domba dengan
adanya imigrasi yang telah dikaji oleh Gui Quan Sun dan Zi Ke
Zhang (2014). Pada bagian pembahasan, ditentukan titik
kesetimbangan model dan analisis kestabilannya serta kaitannya
dengan angka reproduksi dasar. Pada bagian akhir, dilakukan
simulasi numerik untuk mengilustrasikan perilaku solusi sistem dari
model yang dikaji.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok

permasalahan yang dikaji pada skripsi ini sebagai berikut

1. Bagaimana titik kesetimbangan model matematika untuk
penyakit Brucellosis antar domba dengan imigrasi?

2. Bagaimana hasil analisis lokal dan global titik kesetimbangan
model?

3. Bagaimana interpretasi hasil simulasi numerik model?

1.3  Tujuan
Tujuan yang ingin diperoleh pada skripsi ini adalah sebagai
berikut
1. Menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik.
2. Menentukan kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan
bebas penyakit dan endemik.
3. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model.

1.4 Batasan Masalah
Pada skripsi ini diberikan batasan masalah sebagai berikut

1. Jumlah kelahiran pada kompartemen exposed dan infected
diabaikan.

2. Jumlah kelahiran suatu kelompok domba per unit waktu
adalah perkalian antara tingkat kelahiran dengan jumlahan
individu susceptible dan vaccinated.



Domba yang sedang dalam masa inkubasi dan masa infeksi
memiliki tingkat transmisi yang sama dan banyaknya Brucella
yang dilepaskan ke lingkungan memiliki jumlah yang sama
per satuan waktunya.

Domba yang divaksinasi tidak dapat terinfeksi kecuali jika
domba kehilangan kekebalan setelah vaksinasi.
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BAB Il
DASAR TEORI

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
hubungan antara suatu fungsi yang tidak diketahui dengan turunan-
turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Beberapa contoh
persamaan diferensial

y' +xy—3 =0, (2.1)

y"+ 5y + 6y —cosx =0, (2.2)

' = (1 +y)*+y?) =0, (2.3)
9%u  90*u _

;97 = O (2.9)

(Finizio dan Ladas, 1982)

Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial
dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan
persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah
suatu persamaan yang memuat satu variabel bebas sedangkan
persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan yang memuat
lebih dari satu variabel bebas.

Suatu persamaan diferensial disebut memiliki tingkat atau orde
ke-n apabila orde dari turunan tertinggi yang muncul merupakan
turunan ke-n. Persamaan (2.1) merupakan contoh persamaan
diferensial berorde satu, sedangkan persamaan (2.2), (2.3), dan (2.4)
merupakan contoh persamaan diferensial berorde dua. Secara umum
dapat dituliskan sebagai berikut

F[t,x(@®),x'(t), ., x™M(®)] =0, (2.5)
dengan t merupakan variabel bebas, x merupakan variabel tak bebas
dan x™ adalah turunan ke n dari x terhadap t. Persamaan
diferensial biasa dibagi menjadi dua, yaitu persamaan diferensial
biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear. Persamaan
(2.5) merupakaan persamaan diferensial biasa linear jika F
merupakan fungsi linear dari x(t),x'(t), o, x™ maka persamaan
diferensial biasa linear secara umum dapat dituliskan sebagai berikut

ap()x™ (&) + ay (OxPV (@) + - + ap (O)x(t) = g(£), (2.6)
dengan ay(t) # 0, untuk setiap t. Sedangkan persamaan diferensial
biasa dikatakan nonlinear jika salah satu sifat berikut dipenuhi oleh
F, yaitu



1. Variabel-variabel tak bebas atau turunannya berderajat
lebih dari satu,

2. Mengandung bentuk perkalian antara variabel bebas
dengan variabel tak bebas, turunan satu dengan turunan
yang lainnya, atau variabel tak bebas dengan turunannya,

3. Variabel tak bebasnya merupakan fungsi transenden.

Sebagai contoh y"' + 2e*y’ + yy' + y? = 0 merupakan persamaan
diferensial biasa nonlinear karena adanya suku y"’, yy', dan y2.

Sistem persamaan diferensial biasa orde satu berdimensi n
adalah suatu sistem yang terdiri dari n persamaan diferensial biasa
dengan n fungsi yang tidak diketahui, dengan n > 2. Bentuk umum
sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n yang memuat n + 1
variabel dapat dituliskan

dx; _ 0
ddt = F;(xq, o, Xp, t),
X2

— =F,(xq, ..., x5, t),
dt 2( 1 n )
dx

d—; = F, (x5 e/ fh

(Boyce Diprima,2012)

2.2  Sistem Dinamik
Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik)

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
kondisinya pada masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi
di masa sekarang atau masa lalu (Nagle dkk., 2012).

Dalam penerapannya, sistem dinamik dibagi menjadi dua yaitu
sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik
diskrit dinyatakan sebagai persamaan beda, secara umum dapat
dituliskan

J_C')t+1 =]?(J—C>t),tEZVtE Ndanfe Rn,
Sedangkan sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan
diferensial biasa, secara umum dapat dituliskan

‘;—’: = f(%t),t € Rdan ¥ € R™
(Arrowsmith dan Place, 1990)



Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus)
Sistem persamaan diferensial orde satu berdimensi n
berbentuk

dxq
E = Fl(xl, ...,Xn,t),
dx,
E = FZ(xlr v Xn, t)v
2.7)
dx

n
W = Fn(xli v Xy t)v

dengan F; adalah fungsi kontinu yang tidak bergantung secara
eksplisit terhadap variabel bebas t, untuk i =1,2,..,n disebut
sistem otonomus. Sistem otonomus dibagi menjadi dua, yaitu sistem
otonomus linear dan sistem otonomus nonlinear. Sistem otonomus
dikatakan linear jika F; merupakan fungsi linear untuk semua i dan
dikatakan nonlinear jika F; merupakan fungsi nonlinear minimal
untuk satu buah F;.

(Boyce DiPrima, 2012)

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan)
Pada sistem otonomus (2.7), titik (x7, x5, ..., x;,) disebut titik
kesetimbangan jika memenuhi F;(xq, x5, ..., x,) = 0, untuk setiap

i=1,2,..,n. Pada kondisi % = % == % =0, solusi
x1(t), x5 (t), ..., dan x,(t) tidak mengalami perubahan nilai seiring
dengan peningkatan nilai t.

(Boyce DiPrima, 2012)

2.2.1 Sistem otonomus linear
Perhatikan sistem otonomus linear berikut

dx,
E = ai1X1 + A12Xy + -+ A1nXn,
dx,
E = alel + azle + -+ aann,
(2.8)
dx,
dr = ApiXy + ApaXy + 0+ App Xy,

Persamaan (2.8) dapat dituliskan dalam bentuk Z—f = Ax, dengan



Q11 A2 Qan X1
a1 Ay QAzn
A=1|" : . | x=

n1 QAn2 -+ Qun Xn

Penentuan tipe kestabilan titik kesetimbangan pada sistem
otonomus bergantung pada nilai eigen matriks A.
(Boyce DiPrima, 2012)

2.2.2 Sistem otonomus nonlinear
Perhatikan sistem otonomus nonlinear dengan n persamaan
berikut
dxi .
— =F(x, x5 oo, xp), i = 1,2, ...,1. (2.9)
Misalkan F; adalah fungsi nonlinear yang mempunyai turunan parsial
yang kontinu di titik kesetimbangan x*. Deret Taylor fungsi F; di
sekitar x* adalah

= OF, (% ’
Fi(X) = F;(X") + z%(xj —x) +wi(®), (2.10)

dengan w; (%) adalah suku sisa untuk i = 1,2, ...,n. Suku sisa pada
hampiran orde satu memenuhi sifat
w;(X)
z-xt ||w|
dengan W = (x; — X5, %, — X5, oo, X — X5)T.
Dengan menggunakan persamaan (2.10) dan mengingat bahwa

=0,

ﬂ = d(x;—zxi), ...,d;t” = W serta F;(x}, x5, .., x5) = 0
maka sistem (2.9) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut
[OF (X7)  0F,(x") (9F1( )

. dxq dx, axn .
st B TGO WL TCOTE Voo | e
4 (xy—x3) - (xz — x3)
dt : dx, dx, axn :

Vo ok | oRGo| T
d0x4q dx, 0x,




w4 (X7)

+ |02 2.11)
wn (%7)
sehingga secara singkat persamaan (2.11) dapat ditulis sebagai
berikut

dw W+ @ (2.12)
—=Jw+w, .
dt
dengan
[0F (X7) R (X7) OF (X7)7
0x4 0x, 0xy
AR (X)) OF(X7) AR (X")
J=1 ox, dx, dx, | merupakan matriks Jacobi.
G OFE) | OFE)
L 0x4 0x, 0xy

2%

Jika X berada dekat dengan x* maka « bernilai kecil.

Akibatnya @ — 0 dan nilai @ dapat diabaikan, sehingga sistem
nonlinear (2.12) dapat dihampiri oleh sistem linear berikut
dw
Jika ¥ = x¥* maka diperoleh (w;,ws,...,w;) = (0,0,...,0),
sehingga titik kesetimbangan (2.13) adalah (wy,ws,...,wy) =
(0,0, ...,0). Proses menghampiri (2.9) dengan sistem (2.13) disebut
linearisasi.

(Boyce DiPrima, 2012)

2.3 Analisis Kestabilan
Stabilitas dapat dikatakan sebagai perubahan kecil dalam
syarat awal hanya menyebabkan pengaruh kecil pada penyelesaian,
sedangkan kestabilan asimtotik berarti bahwa pengaruh dari suatu
perubahan kecil cenderung tidak berpengaruh. Kestabilan berarti
bahwa suatu perubahan kecil dalam syarat awal mempunyai
pengaruh besar pada penyelesaian. Kestabilan dari sistem otonomus
linear atau kestabilan dari sistem otonomus linearisasi dari sistem
nonlinear adalah kestabilan asimtotik lokal. Analisis kestabilan dapat
dilihat dari tanda nilai karakteristik (nilai eigen) matrik Jacobi.
(Finizio & Ladas, 1982)



Teorema 2.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Linear)

1. Titik kesetimbangan (xj,x3,...,x;) dari sistem otonomus
linear bersifat stabil tetapi tidak asimtotik jika dan hanya jika
akar-akar dari persamaan karakteristik adalah real dan negatif
atau mempunyai bagian riil tak positif.

2. Titik kesetimbangan (xj,x3,...,x;) dari sistem otonomus
linear bersifat stabil asimtotik jika dan hanya jika akar-akar
dari persamaan karakteristik adalah real dan negatif atau
mempunyai bagian riil yang negatif.

3. Titik kesetimbangan (xi,x3,...,x,) dari sistem otonomus
linear bersifat tak stabil jika paling sedikit satu akar
mempunyai bagian real yang positif.

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinear)

1. Titik kesetimbangan (xi,x3,...,x;) dari sistem otonomus
nonlinear bersifat stabil asimtotik jika titik kesetimbangan
(x1,x3, ..., x5,) adalah hasil linearisasi dari sistem yang stabil
asimtotik pada sistem linearnya.

2. Titik kesetimbangan (xj,x3,...,x;) dari sistem otonomus
nonlinear bersifat tak stabil jika titik kesetimbangan
(x1,x3,...,x5) adalah hasil linearisasi dari sistem yang tak
stabil pada sistem linearnya.

(Finizio dan Ladas, 1982)

Untuk mengetahui kestabilan global, pada skripsi ini
digunakan fungsi Lyapunov sebagai berikut.

Definisi 2.3.1 (Fungsi Lyapunov Lemah)

Misalkan x* adalah titik kesetimbangan persamaan diferensial
% = f(;?). Suatu fungsi £: R™ —» R disebut fungsi Lyapunov lemah
untuk x* jika terdapat suatu persekitaran W < R™ pada X* yang
memenuhi kondisi berikut
1. L&) =0danL(X)>0,VX #X* € W.
2. L@ <0,view.
(Alligood dkk., 2000)
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Definisi 2.3.2 (Fungsi Lyapunov Kuat)

Fungsi £ disebut fungsi Lyapunov kuat untuk X* jika terdapat
suatu W pada x* yang memenuhi kondisi (1) pada Definisi 2.3.1 dan
L'(%) < 0,VX # x* dengan X € W.

(Alligood dkk., 2000)

Teorema 2.3 (Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov)

Misalkan x* adalah suatu titik kesetimbangan persamaan
diferensial Z—’; = f(®). Titik kesetimbangan Z* bersifat
1. Stabil global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk
X
2. Stabil asimtotik global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov

kuat untuk x*.
(Alligood dkk., 2000)

2.4 Kiriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus linear
bergantung pada akar persamaan karakteristik atau nilai eigennya.
Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan karakteristik
berbentuk

apA" + a A"+t a,_A+a, =0, (2.14)

maka kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan tanda nilai
eigennya tanpa harus menentukan nilai eigennya dengan
memanfaatkan koefisien-koefisien yang ada pada persamaan (2.14).

Teorema 2.4
Akar-akar persamaan (2.14) memiliki bagian riil negatif jika dan
hanya jika

D, =|a,| >0,
p, = |% a3| >0
2 — 1 a2 ’

a; az Gas
D;=|1 a; a4f >0,
0 aq as

a; az ds as
|1 a, ai Gg
0 1 a; ag
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a; as
1 a,
0 a
Dk = 0 01
0 0

dengan k = 0,1,2, n
Misal diberikan persamaan karakteristik berderajat 5 sebagai

berikut

Azk-1
Azk-2
azk-3
Aok—4

ag

> 0,

A5+ a2* + a3 + azA? + agd + ag = 0. (2.15)
Titik kesetimbangan sistem yang dimiliki persamaan karakteristik
(2.15) akan stabil jika dan hanya jika
1. D; = |ay| =a; > 0.
a

2. DZ = 11

a;
3. D3 = 1

0

as 0
a2|—a1a2—a3> .

as
a;

a;
1
0

as

a4| = a aya; — a5 — aa, > 0.

as

a;
3
as
as

az
Qe
Qs
Ay
as

= a,a,a3a, — atai —a3a, > 0.
Qg

Qg

az| = azays(aia; — az)

Qe

as

—azas(a,a; — az) — (a1a, — as)® = asDy > 0.

(Murray, 2002)

2.5 Angka Reproduksi Dasar

Angka reproduksi dasar dinotasikan dengan R, merupakan
suatu ukuran potensi penyebaran penyakit dalam suatu populasi.
Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai nilai harapan
banyaknya populasi rentan yang menjadi terinfeksi selama masa
infeksi berlangsung (Driessche dan Watmough, 2001).

Pada model epidemi penyebaran penyakit, angka reproduksi
dasar digunakan sebagai penentu untuk mengetahui apakah dalam
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suatu populasi terjadi suatu penyebaran penyakit atau tidak. Angka
reproduksi dasar menyatakan rata-rata banyaknya individu yang
terinfeksi akibat satu individu yang telah terinfeksi sebelumnya.
Penyebaran penyakit terjadi jika R, > 1 karena rata-rata satu
individu terinfeksi menyebabkan lebih dari satu individu baru
terinfeksi. Jika Ry, <1 maka penyebaran penyakit tidak terjadi
karena rata-rata satu individu terinfeksi menyebabkan kurang dari
satu individu baru terinfeksi, dengan kata lain individu tersebut
belum tentu dapat menginfeksi individu lainnya (Brauer dan Van den
Driessche, 2010).
Kestabilan lokal dapat ditentukan berdasarkan angka
reproduksi dasarnya seperti pada teorema berikut.
Teorema 2.5
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium)
bersifat stabil asimtotik lokal jika R, < 1 dan tidak stabil jika
Ry > 1.
2. Jika Ry <1 maka semua solusi konvergen ke titik
kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium).
3. Titik kesetimbangan endemik (endemic equilibrium) stabil
asimtotik lokal jika Ry > 1.
4. Jika Ry, > 1 maka penyakit tersebut endemik.
(Rost dan Wu, 2008)

2.6 Metode Next Generation Matrix

Metode next generation matrix adalah suatu metode yang
digunakan untuk memperoleh nilai pendekatan dari angka reproduksi
dasar (Ry) pada model kompartemen penyebaran penyakit. Pada
metode ini, populasi model kompartemen penyebaran penyakit
dibagi menjadi dua kelompok, yaitu kelompok kompartemen
penyakit dan kelompok kompartemen non-penyakit.

Suatu kompartemen disebut kompartemen penyakit jika
terdapat individu-individu yang terinfeksi, misalkan terdapat
1,..,m,m+1,..,n kompartemen dengan kompartemen pertama
sampai kompartemen m terdiri dari individu terinfeksi dan
kompartemen m + 1 sampai dengan n terdiri dari individu tidak
terinfeksi. Model kompartemen dapat ditulis dalam bentuk

x| =F—-V,i=12,..,m
dengan x; menyatakan jumlah individu pada setiap kompartemen i.
Parameter F; menyatakan komponen pembentuk matriks F, dengan
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komponen F; merupakan infeksi baru yang masuk pada
kompartemen ke-i. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari populasi
individu rentan dan F; tidak boleh negatif. Parameter V; menyatakan
komponen berbentuk matriks V, dengan V; merupakan tranfer keluar
atau masuk dari kompartemen satu ke lainnya. Transfer infeksi dapat
terjadi apabila terdapat proses penularan penyakit dari satu
kompartemen ke lainnya. Jika V; menyatakan transfer keluar dari
kompartemen ke-i maka V; bernilai positif, jika masuk pada satu
kompartemen maka V; bernilai negatif.
Didefinisikan F dan V adalah matriks m x m sebagai berikut

— dFi(&o) _ avi(ep) ..
F = [—dxj ]danV = [—dx,- ],l,] =1,..,m

dengan &, merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-
free equilibrium) F non negatif dan ¥V matriks non singular. Next
generation matrix didefinisikan sebagai

K=Fy1
dan angka reproduksi dasar yang diperoleh dari perhitungan next
generation matrix dapat ditulis sebagai berikut

Ry = p(K),
dengan p(K) adalah spectral radius matriks K yang merupakan
maksimum modulus dari nilai eigen K.

(Brauer dan Charlos., 2010)

2.7  Brucellosis
2.7.1 Definisi

Brucellosis atau penyakit keluron menular merupakan salah
satu penyakit hewan menular strategis karena penularannya yang
relatif cepat antar daerah dan lintas batas serta memerlukan
pengaturan lalu lintas ternak yang ketat (Ditjennak, 1998). Penyakit
ini disebabkan oleh bakteri genus Brucella dan dikategorikan sebagai
zoonosis serta diklasifikasikan sebagai mikroorganisme kelompok
BSL 11 (Biosafety level 3) (OIE, 2012).

Brucellosis atau dalam bahasa Jawa disebut dengan keluron
merupakan penyakit pada hewan yang disebabkan oleh bakteri
Brucella sp. yang hidup dalam sel dan menimbulkan demam.
Penyakit ini dapat menular dari hewan ke manusia (zoonosis) tetapi
tidak menular dari manusia ke manusia. Brucellosis merupakan salah
satu penyakit zoonosis yang tersebar di seluruh bagian dunia dan
masih bersifat endemik bagi sebagian besar negara berkembang,
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termasuk di Indonesia (Doganay & Aygen, 2003). Brucellosis
terutama terdapat di negara-negara Mediterania di Eropa, utara dan
timur Afrika, Timur Tengah, Asia Selatan dan Asia Tengah serta
Amerika Tengah dan Selatan, namun sering tidak diketahui dan
sering terjadi tanpa adanya laporan. Hanya terdapat beberapa negara
di dunia yang secara resmi bebas dari penyakit, meskipun kasus
masih terjadi pada orang-orang yang kembali dari negara endemik
(WHO, 2006).

Brucellosis mempunyai banyak istilah diantaranya keluron,
Mediteranean fever (karena banyak ditemukan di daerah
Mediteranian), Undulant fever (karena suhu tubuh yang naik-turun
selama berminggu-minggu pada pasien yang tidak mendapat
penanganan), Crimean fever (muncul pertama kali saat perang
Crimea tahun 1805-an di Malta), Maltese fever (ditemukan sumber
infeksinya oleh dokter berkebangsaan Malta, Temi Zammit), Bang's
Disease (diisolasi pertama kali oleh drh. Benhard Bang), Brucellosis
(diketahui pertama kali sebagai agen penyakit oleh Dr. David Bruce).

2.7.2 Karakteristik bakteri Brucella sp
Bakteri dari genus Brucella, berbentuk kokobasili dengan
panjang 0,6-0.7um dan lebar 0,5-0,7 um, ditemukan secara tunggal
dan terkadang berpasangan dengan morfologi yang konstan, bersifat
gram negatif, non-motil, tidak berkapsul, tidak membentuk spora dan
anaerobik fakultatif. Dalam media biakan, koloni berbentuk seperti
setetes madu bulat, halus, permukaan cembung dan licin, mengkilap
serta tembus cahaya dengan diameter 1 - 2 mm (Corbel dan Brinley,
1982). Bentuk dari bakteri Brucella dapat dilihat pada Gambar 2.1.
Klasifikasi Brucella sp adalah sebagai berikut.
Kelas : Alpha Proteobacteria
Ordo : Rhizobiales
Famili : Brucellaceae
Genus : Brucella

Gambar 2.1 Bakteri Brucella

Brucella sp terdiri atas 6 genus yaitu B.abortus, B.suis, B.canis,
B.ovis, B.melitensis dan B. neotomae. Tidak semua genus
menimbulkan penyakit, hanya 5 jenis dari genus ini yang potensial
menimbulkan penyakit pada hewan dan manusia yaitu B.abortus
pada sapi, B.suis pada babi, B.canis pada anjing, B.ovis pada domba
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jantan dan B melitensis pada kambing dan domba (Acha dan Boris,
2003).

Bakteri ini adalah parasit intraseluler atau parasit obligat
karena berduplikasi di dalam sel dan berkemampuan untuk
menginvasi semua jaringan hewan sehingga dapat menyebabkan
bermacam-macam infeksi. Bakteri ini dapat bertahan hidup diluar
tubuh induk pada berbagai kondisi lingkungan dalam jangka waktu
tertentu. Kemampuan daya tahan hidup kuman Brucella pada tanah
kering adalah 4 hari, tanah lembab 66 hari dan tanah becek 151-185
hari (Crawford dkk., 1990). Pada kotoran atau limbah kandang
bagian bawah dengan suhu yang relatif tinggi bertahan selama 2 hari,
pada air minum ternak bertahan selama 5 — 114 hari dan pada air
limbah selama 30 — 150 hari (Noor, 2006). Pada susu bakteri
Brucella sp dapat bertahan selama beberapa hari di dalam susu dan
beberapa minggu atau bulan dalam produk susu (Acha dan Boris,
2003).

2.7.3 Sumber penularan dan cara transmisi

Pada hewan, Brucella sp. terdapat pada fetus, plasenta, dan
lendir vagina (dapat ditemukan pada minggu ke-4 sampai minggu
ke-6 setelah abortus), semen, urin, air liur, cairan dari rongga hidung
dan mata, susu serta feses. Pada sapi, kambing, domba dan babi
penularannya terjadi per oral dan melalui perkawinan. Dapat
ditularkan melalui fetus, selaput fetal setelah aborsi dan stillbirth
(lahir dalam keadaan mati), serta melalui veneral transmission
(hubungan kelamin). Brucella masuk kedalam tubuh melalui mulut,
saluran reproduksi, oronasal, mukosa konjunctiva, luka terbuka dan
melalui transfusi darah. Hewan yang mengalami keguguran oleh
Brucellosis mengeluarkan bakteri B. abortus dalam jumlah besar
melalui membran fetus, cairan reproduksi, urine dan feses. Bahan-
bahan tersebut akan mencemari rumput dan air minum sehingga
memungkinkan penularan antar hewan.

Penularan pada domba jantan terjadi melalui veneral
transmission pasif, yakni melalui domba betina. Ketika domba jantan
yang tekena Brucellosis mengawini domba betina, B. ovis akan
tertinggal dalam saluran kelamin betina, dan pada saat domba jantan
lain mengawini domba betina ini, maka domba jantan tersebut akan
terpapar B. ovis yang ada di dalam vagina domba betina (Acha dan
Boris, 2003). Penularan penyakit Brucellosis secara keseluruhan
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ditunjukkan pada Gambar 2.2 yaitu penularan Brucellosis dari hewan
reservoir ke manusia sedangkan untuk penularan bakteri Brucella
Melitensis antar domba dan manusia ditunjukkan pada Gambar 2.3.

2 T
o T G

Slaughter
Goats and sheep Dogs

Veterinary care
Vaccination accident -
/ or laboratory accident, T
with cultures
B. me!rtensrs B. canis
2 £
Sr Nzt .

Janin, selaput

Kambing jani_n, sekresi Lingkungan
dan vagiril terkontaminasi
Domba (padang rumput,
pakan ternak, air)
8 A
<
g 3
S 2
2&
& <
&

Kambing
dan
Domba

Gambar 2.3 Penularan Brucella Melitensis pada kambing,
domba, dan manusia
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2.7.4 Epidemologi

Di Indonesia, secara serologi, Brucellosis dikenal pertama kali
pada tahun 1935, yang ditemukan pada sapi perah di Grati
Kabupaten Pasuruan, Jawa Timur dan bakteri Brucella abortus
berhasil diisolasi pada tahun 1938. Pada tahun 1940 Brucellosis
dilaporkan muncul di Sumatera Utara dan Aceh, dikenal dengan
sebutan sakit sane/radang sendi atau sakit burut/radang testis.

Brucellosis sudah bersifat endemi di Indonesia dan kadang-
kadang muncul sebagai epidemi pada banyak peternakan sapi perah
di Jakarta, Bandung, Jawa Tengah dan Jawa Timur. Beberapa
wilayah seperti Bali, Pulau Lombok, Pulau Kalimantan, Sumatera
bagian tengah (Riau, Kepulauan Riau, Jambi dan Sumatera Barat)
telah dinyatakan bebas Brucellosis. Sedangkan bagian Sumatera
lainnya sedang dalam persiapan menuju pembebasan Brucellosis
(Dirkeswan, 2004).

Menurut laporan BBVet Wates (2010) di pulau Jawa kasus
Brucellosis terjadi di kabupaten Boyolali, Klaten, Magelang,
Salatiga, Surakarta dan Semarang. Untuk Indonesia bagian timur
kasus Brucellosis terjadi di Maluku dan Sulawesi Selatan (BBVet
Maros 2010). Untuk Sumatera kasus Brucellosis di temukan di
Lampung 1 kasus pada tahun 2009 dan 3 kasus di Bengkulu pada
tahun 2010, prevalensi < 2 % (BPPV Regional 3 2010). Kasus di
Sumatera Utara dan Aceh juga rendah dengan prevalensi < 2 %
(BPPV Regional 1 2010) dengan diterapkannya kebijakan Test and
Slaughter kemungkinan pulau Sumatera bebas Brucellosis dapat
segera terwujud. Penyebaran penyakit Brucellosis di Indonesia
ditunjukkan oleh Gambar 2.4.
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Gambar 2.4 Peta epidemiologi Brucellosis di Indonesia tahun

2.8 Model Matematika

Model matematika penyakit Brucellosis antar domba dengan
imigrasi terdiri dari lima subpopulasi, yaitu subpopulasi susceptible
(S), exposed (E), infected (I), vaccinated (I), dan subpopulasi
bakteri Brucella di lingkungan (W). S(t), E(t), I(t), V(t), dan
W(t) bernilai positif karena menyatakan kepadatan populasi pada
waktut. Model matematika penyakit Brucellosis antar domba
dengan imigrasi dapat digambar dalam diagram kompartemen
berikut.

19



I

—> S —> E —>] |
b(S+V) w 7
\ ’
rs| |ev kE \\ J ki
\ ,l
V W
ntw W

ldv

Gambar 2.5 Gambar diagram kompartemen model matematika
penyakit Brucellosis pada domba dengan imigrasi.

Berdasarkan Gambar 2.5 diperoleh sistem sebagai berikut

§=A+b6+V)+M“{d+ﬂS—BME+D—ﬁ§W,
&= BS(E +1) + B1SW — (d +m)E,

dl

= =mE — (d + a)l,

Y rs—(5+d)V,

dt

L=k +E) - (r+ W,

dengan
S():
E(t):
I(®)
V(t):
wi(t:

A
b
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(2.16)

Banyaknya individu susceptile pada waktu ¢,
Banyaknya individu exposed pada waktu ¢,

: Banyaknya individu infected pada waktu ¢,

Banyaknya individu vaccinated pada waktu ¢,
Banyaknya populasi bakteri Brucella di lingkungan pada
waktu ¢,

: Tingkat imigrasi domba,
: Tingkat kelahiran domba,



SﬁOoQ..

R

: Tingkat kematian alami domba,

: Tingkat domba kehilangan kekebalan setelah vaksinasi,

: Tingkat vaksinasi domba,

. Tingkat transmisi domba dari subpopulasi exposed ke

infected,

: Tingkat kematian karena Brucellosis,
: Tingkat penguraian dari domba yang telah mati karena

Brucellosis pada subpopulasi exposed dan infected di
lingkungan,

: Tingkat kematian alami bakteri Brucella pada

lingkungan,

. Tingkat transmisi domba dari subpopulasi exposed dan

infected ke susceptible,

. Tingkat transmisi dari bakteri Brucella ke subpopulasi

susceptible,

: Jumlah desinfeksi,
: Tingkat desinfeksi yang efisien.
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3.1 Titik Kesetimbangan

Berdasarkan Definisi (2.2.3), titik kesetimbangan sistem
persamaan (2.16) diperoleh jika % = % = % = % = % =0,
yaitu

S=A+bS+V)+6V—(d+1)S—pS(E+D) —p,SW =0, (3.1a)
== BS(E+1)+f,SW = (d+m)E =0, (3.1b)
S=mE-(d+a)l =0, (3.1c)

S =rs—(6+dV =0, (31d)
Z =k +E) = (r+ )W = 0. (3.1¢)
Berdasarkan persamaan (3.1a) sampai (3.1e) dapat diperoleh dua
jenis titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas
penyakit diperoleh jika nilai I = 0 dan E = 0, sedangkan untuk titik
kesetimbangan endemik diperoleh jika I # 0 dan E # 0.

Pada persamaan (3.1e), jika disubtitusikan nilai I = 0 dan
E = 0, maka diperoleh nilai W = 0. Kemudian, nilai I,E, dan W
disubtitusikan ke dalam persamaan (3.1a), sehingga diperoleh

__ (d+r-b)S—-A

V=" (3.2)

Selanjutnya, persamaan (3.2) dapat disubtitusikan ke dalam
persamaan (3.1d), maka diperoleh

A(S+d)

= @@y (3.3)

Persamaan (3.3) dapat disubtitusikan ke dalam persamaan (3.2),
sehingga diperoleh

Ar

V= aherarn
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Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik P° =
0 0 70 0 [ A(5+d) Ar
(S%E%I%VE,WD) = ((d—b)(5+d+r)' P (d=b)(8+d+T)’ ) yang
disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena tidak ada penyakit
pada populasi.

Titik kesetimbangan endemik sistem persamaan (2.16)
diperoleh dengan menyelesaikan persamaan (3.1a) sampai (3.1e) jika
I # 0 dan E # 0. Dari persamaan (3.1c) diperoleh

*

mE

I"=-— (3.4)
Dari persamaan (3.1d) diperoleh
P 1S
= 5id (3.5

Kemudian, persamaan (3.4) disubtitusikan ke dalam persamaan
(3.1e) dan diperoleh

__ kE*(d+m+a)

w" = (d+a)(r+e) (3.6)

Persamaan (3.4) dan (3.6) disubstitusikan ke dalam persamaan
(3.1a), sehingga diperoleh

« _ (d+m)(d+a) 1 | nr+e
ST = (d+m+a) (B+Blk)' (3.7)

Kemudian, titik S* dapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3.6),
sehingga diperoleh

r(d+m)(d+(x){1+(m'+e))
Vv = (d+m+a) \B B1k
S+d )

(3.8)

Agar diperoleh titik E*, persamaan (3.4), (3.6), (3.7), dan (3.8) dapat
disubstitusikan ke dalam persamaan (3.1a), sehingga diperoleh

B = e G+ ) (B (5 +6) )

dengan
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_ A(d+8)(d+m+a)
T (d-b)(d+7r+68)(d+a)(d+m)’

Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik P* =
(S* E*, I*,V*,W") yang disebut titik kesetimbangan endemik.

3.2 Angka Reproduksi Dasar

Angka reproduksi dasar ditentukan dengan metode next
generation matrix. Metode next generation matrix didefinisikan
sebagai K = FV~!. Langkah awal untuk memperoleh nilai
pendekatan angka reproduksi dasar (R,), yaitu dengan membentuk
matriks Jacobi dari F dan V. Komponen pembentuk matriks F dan V
terdiri dari subpopulasi individu yang terinfeksi, yaitu subpopulasi
individu terpapar dan subpopulasi individu terinfeksi.

Matriks F adalah matriks yang terbentuk dari komponen F.
Komponen F dinotasikan sebagai (f1, f2, f3). F menyatakan laju dari
munculnya infeksi baru yang masuk pada masing-masing
kompartemen dan bernilai positif. Matriks V adalah matriks yang
terbentuk dari komponen V. Komponen V dinotasikan dengan
(v1,v2,v3). V menyatakan laju transfer masuk atau keluar dari
kompartemen satu ke lainnya. Jika transfer masuk maka V bernilai
negatif, namun jika tranfer keluar maka V bernilai positif.

Berdasarkan komponen matriks F dan V dapat dibentuk
matriks Jacobi F dan V dari titik kesetimbangan bebas penyakit P® =
0 70 70 170 1170y — A(6+d) Ar .
(S E%I0VE,W?) = ((d—b)(5+d+r)' ! ’(d—b)(6+d+r)'0)' Matriks
Jacobi F dan V dapat diperoleh dengan penurunan terhadap masing-

masing subpopulasi sebagai berikut

an  dh dh

woa |
F = ﬁ j i dengan f2 =

dE dal aw

|4 4 dh| f3

dE ar  adw

0

BS(I +E) + ﬁlswl
0

dan
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v, dv;

dV1
;E dd] d (d+m)E
y=|% VZ dengan [vz] -mE+ (d+a)l |,
dV3

dE  dI
l% avs —k(E+D+ (mt+ W
dE  dI

sehingga diperoleh matriks F dan V sebagai berikut

BS® BSO pB,S° (d +m) 0 0
F=[o o o |dnV=| -m (@+a) 0 |
0 0 0 —k -k (r+e)
dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit P° =
0 0 70 170 1470\ — A(6+d) Ar
(S%E 10 VEWT) = ((d—b)(5+d+r)’0' 0, (d—b)(5+d+r)’0) maka
diperoleh
BA(S+d) BA(S+d) B1A(5+d)
F = |@DGrarn  (@-ntd+r)  (@-b)S+a+n| oo
0 0 0
0 0 0
[(d +m) 0 0
V=] -m (d+ a) 0o | (3.9)
—k —k (nt+¢)

Sebelum menentukan next generation matrix, terlebih dahulu
ditentukan invers matriks V, yaitu

1

|[ (d+m) 0 0
_ m 1 0
| (d+m)(d+a) (d+a)
k(d+m+a) k
l(d+m) (d+a)(mr+e) (d+a)(nr+e) (Mr+e)

Berdasarkan matriks F dan V!, kemudian dibentuk next
generation matrix (K = FV 1), yaitu

Bs° mpBS° kB1(d+m+a)s® Bs° kpS° B.S°
(d+m) (d+m)(d+a) (d+m)(d+a)(mr+e) (d+a) (d+a)(Mr+e)  (Mr+e)
K =
0 0 0
0 0 0
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dengan

SO _ A(5+d)
T (d-Db)(6+d+T)’

Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks K, yaitu
K —Al| =0,

dan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut

] 0 0
<( BS + mpS + kBi(d+m+a)s )_ /1) 212 = 0,

(a+m) (d+m)(d+a) (d+m)(d+a)(mr+e)

dengan

SO _ A(6+d)
T (d-b)(6+d+71)

Diperoleh akar persamaan karakteristiknya yaitu

_ A(6+d)(d+m+a) B1 >
L™ (@+my(@+a)(d-b)(8+d+r) ([)) H (17‘[+£)) dan 4,3 = 0.

Angka reproduksi dasar R, adalah maksimum modulus nilai
eigen (spectral radius) dari next generation matrix K, yaitu

RO = p(K) = max{/lll AZ! 2'3}1

_ A(S+d)(d+m+a) B1
= max {(d+m)(d+a)(d—b)(6+d+r) (’8 (T]T+£)) ’ ’O}
dengan demikian R, adalah

_ A(S+d)(d+m+a) B1
Ro = (d+m)(d+a)(d—b)(5+d+T) (ﬂ (nm))'

3.3 Syarat Eksistensi Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik pada persamaan (2.16) dapat
dinyatakan dalam R, sebagai berikut

o = A(5+d)
" Ro(d-b)(6+d+T1)’
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« _ (d+r+8)(d-b)(d+a) (l

(nr+e)
(d+8)(d+m+a) \B + B1k )(RO - D,

« _ m(d+r+68)(d-b) 1 (nt+e) _
I = @ a@mra (ﬁ T ) (Ro = 1),
* Ar

~ Ro(d=b)(0+d+7r)’

« _ k(d+r+8)(d-b) (l (nt+e)
T (@+8)0r+e) \B T Bik

)(R0 ~1).

Oleh karena itu, eksistensi titik kesetimbangan endemik P* =
(S E*, I*,V*,W*) dapat ditentukan berdasarkan R,. Jika R, < 1,
maka diperoleh E*,I*,W* < 0, sehingga titik kesetimbangan
endemik tidak eksis. Jika Ry, =1, maka diperoleh S*=

A(8+d) x Ar e N .
(d=b)(8+d+7)" "~ (d=b)(8+d+7) dan E* =1I"=W"=0, sehingga

titik kesetimbangan endemik sama dengan titik kesetimbangan bebas
penyakit. Oleh karena itu, jika R, = 1 maka titik kesetimbangan
endemik tidak eksis. Jika Ry, > 1, maka S*, E*,I*,V*, dan W*
bernilai positif, sehingga titik kesetimbangan endemik eksis.

Jadi, jika Ry, <1 maka hanya terdapat titik kesetimbangan
bebas penyakit, sedangkan jika R, > 1 terdapat dua titik
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik.

3.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan

Analisis kestabilan titik kesetimbangan yang akan ditentukan
yaitu analisis kestabilan lokal dan analisis kestabilan global dari
masing-masing titik kesetimbangan.

3.4.1 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas
penyakit
Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit
diperoleh dengan melakukan linearisasi sistem persamaan (2.16).
Berdasarkan proses linearisasi model (2.16) diperoleh matriks Jacobi
untuk titik kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut.
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[ ps° Bs° P S° 0 0 ]
m —(d+ a) 0 0 0
Je0 =| k ko —Gr+e) 0 o | (3.10)
[—ﬁs" —BS° B:S° b—(d+r) s
0 0 0 r b—(d+6)

Pada analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas
penyakit digunakan metode matriks partisi. Jadi, dari matriks Jacobi
J(P®) akan dipartisi menjadi matriks M, J;, J,, dan matriks N.
Didefinisikan sebuah matriks M = F —V, dengan nilai matriks F
dan V sesuai matriks (3.9) dan matriks J; = —F, sehingga diperoleh
matriks partisi dari matriks Jacobi j(P°)sebagai berikut

M N
0y —
J(PO) = [,3 1)
dengan
S° —(d +m) BS° £1S°
M= m —(d+a) 0
k k —(nt+¢)
BA(S+d) BA(6+d) B1A(6+d)
aneias —@tM)  GhGrasm Goperar
= m —(d+a) 0 '
k k —(nt+e)
F —BA(S+d) —BA(S+d) —BLA(S+d)
J, = [@PGran  @neran @ neram
E 0 0 0 !
0 0 0
) 0 0
C[b-@d+7) 5 ~
Ja= b—(d+5)]’danN_ 8 8]

Kemudian, nilai eigen dari matriks Jacobi j(P°) dapat
ditentukan dengan menggunakan matriks partisi, yaitu
det(J(P®) — AI) = det(M — AI) = det(J, — AI),  (3.11)

sehingga kestabilan lokal bebas penyakit dari matriks Jacobi j(P%)
dapat dilihat dengan cara menentukan tanda nilai eigen dari matriks
M dan matriks J,, yaitu
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(d— b)(6+d+r) (d-b)(6+d+r)  (d—b)(5+d+r)

M —Al| =

 pAGHd) (d+m) BA(5+d) BLA(5+d)
—(d+a) 0 -
k —(nt+¢€)

A 0 O

0 A 0Off =0

0 0 A

BA(S+d) BA(S+d) B1A(S+d)
@ peram ~W@tm -1 GG @neram
B m —(d+a)—2 0 =Y
k k —(mt+e)—2

dan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut
B+ A%+ A0+ A5 =0,
dengan

4, =<(d+m)+(d+a)+(m+g)—M>,

(d—b)(6+d+r)

A, = ((d+ aA)@r+e)+(d+m)nt+e)+(d+m)(d+a) —

mpBA(5+d) kB, A(5+d) _ BA(S+d) (nt+e) Al BA(S+d) (d+a)
(d-b)(6+d+r)  (d-b)(6+d+r)  (d—b)(5+d+r)  (d—b)(6+d+r) |’

BA(S+d) (d+a) (nT+e) _ mpBA(5+d) (nr+e) _
(d—b)(6+d+r) (d—b)(6+d+r)

As = <(d +m)d+a)(nt+¢) —

kB A(5+d)(d+a) _ mp,A(6+d)
(d=b)(6+d+r) (d-b)(6+d+r) |’

Oleh karena persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit,
maka untuk menentukan tanda nilai eigennya digunakan kriteria
Routh-Hurwitz, seperti sebagai berikut

1. A; >0,

2. A3>0

3. A4, — A3 >0,

Untuk perhitungan A; >0, A3 >0, dan A4, — A3 >0
ditunjukkan pada Lampiran 1. Jika R, < 1 maka kondisi (1), (2),
dan (3) terpenuhi, sehingga jelas det(M — AI) < 0.

Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks J, sebagai
berikut
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U‘*"”':”b_(fH) b—(2+8)]_[6t ?1”20

_|b—(d+r)—/1 5 o
- b—(d+8) -4~

sehingga diperoleh persamaan karakteristik berikut
2+ [(d+7r)—b+(d+38)—b]A
+[b(b—(d+8) —(d+71))+(d+7)(d+8)—dr] =0,
dan diperoleh
AM=b—ddanAl, =b—d—r—96,
Berdasarkan definisi matriks partisi (3.11), maka jelas
det(J(P%) — AI) < 0. Oleh karena det(J(P°) — AI) < 0 maka titik
kesetimbangan bebas penyakit P° stabil asimtotik.

3.4.2 Analisis Kestabilan Global
Analisis kestabilan global titik kesetimbangan ditentukan
dengan menggunakan fungsi Lyapunov.

3.4.2.1 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan bebas

penyakit

Didefinisikan fungsi lyapunov

L1 =5—8"= S0 +V —V° = VOino+ E + M, I + NyW,
dengan
50 B1S°

My = @(ﬁ - ) dan My = (—e)’
Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut merupakan
fungsi Lyapunov kuat atau lemah untuk P°, perlu diperiksa apakah
fungsi £, tersebut memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1. Jelas
bahwa £, (P%) = £,(S°, E°,1°,V°, W°) = 0 dan £L,(S,E,,V,W) >
0,V(S,E, LV, W) = (S°,E%I°VO,W?). Oleh karena itu, L,
memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1.

Selanjutnya akan diperiksa apakah £; memenuhi Definisi
2.3.2, yaitu L (S,E,I,V,W) < 0,VY(S,E,I,V,W) #
(S%,E9, 10,0 w?"). Dari fungsi Lyapunov L, diperoleh turunannya
sebagai berikut

0 0 0

L=(1-5)s+(1-D)v + B+ (B + 250 (sfs) W' (3.12)
Kemudian, substitusikan sistem persamaan (2.16) kedalam
persamaan (3.12), sehingga diperoleh
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£ =(1-2) A +bES+V)+8V = (d +7)S = BS(E + 1) = BiSW)
+(1=2) (S~ G+ V) + (BSE + 1) + B1SW — (d + m)E)

SO
+(d+a)(‘8+(nr 8))(mE—(d+a)I)
SO
(grl S((E + D = (r = W) =B +C,
dengan
0 0
B:(d—b)VO(Z————)+(b+6)V°(2—%—%)
_pwo(z3_SL_v _sv
+@d-by°(3-S-5-32) <o,
dan

C=({d+m)(Ry,—1)E.
Berdasarkan perhitungan £] yang diberikan pada Lampiran 2
diperoleh

Li=(d-b)V°(2 S5 +(b+86V0(2 SN
L s SO Syo  soy
SO v
+@d-bV(3--5- SOV) +(d +m)(Ry — 1)E.

L7 = 0 terpenuhi jika dan hanya jika § = S°, E=E° I=1° V =
Vo, W =w?° dan R, =1, sedangkan L] < 0 terpenuhi jika dan
hanya jika S # S, E # E®, I #1° V # VO, W # W°dan R, < 1.
Titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik global ketika
L7 < 0 dan bukan di titik kesetimbangan bebas penyakitnya. Jadi,
jelas bahwa £; memenuhi Definisi 2.3.2, yaitu L1 (S,E,I,V,W) < 0,
V(S,E,1LV,W) # (S°,E%I°V° W°) sesuai dengan pembuktian
pada Lampiran 2.

2.4.2.2 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik
Sebelum dilakukan analisis  kestabilan  global titik

kesetimbangan endemik, sistem persamaan (2.16) ditransformasikan
menjadi sebagai berikut
-1)-

= 5(4(5 1)+ L2 5k 1) - e (2
b -0 e ()
5 (g (S 1) 1 (25 1) (S 1),
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dl _ mE'I (EI'
w = (1)

b _ v
a TV* (S*V B 1)’ )
) 9

Didefinisikan fungsi Lyapunov
S /4 E
L, =5-§"=-S"In—-+V-V"—-V'in—+E—-E"—E"'ln—
+My (1= 1" = ') + Ny (W = W* = Win).
dengan
_ S*I*(B(E*+I")+ B, W™) _ B1S*W*
M, = ME*(E*+1*) dan N; = K(E*+I*)’
Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut merupakan
fungsi Lyapunov kuat atau lemah untuk P*, perlu diperiksa apakah
fungsi £, tersebut memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1, yaitu
L(x*)=0dan L(X) > 0,VX # x* € W.
o Pembuktian £,(P*) =0
Lo(P*) = L(SYE" T, V" W)
=S5 -5 — S*ln% + f(S)+E —E — E*ln%
S*I*(B(E*+I")+B1W") (1* e 1*1n5)
I*

ME*(E*+1%)
ﬁlS*W* #4 | a8\ =\ * W* .
e (W W* —W*in W*) - 0.

o Pembuktian £,(S,E,[,LV,W) >0
Misal f(§) = S-S5 — S*ln% dan S terdefinisi pada domain
S € R*. Turunan pertama f(S) terhadap S, yaitu
f'§) =1 —S?, dengan S € (0, ).

Titik stationer f(S) diperoleh ketika f'(S) = 0. Nilai x yang
memenuhi f'(S) = 0 adalah ketika S = S*, sehingga f'(S*) = 0.
Jika S € (0,5™) maka berlaku f'(S) < 0. Dilain pihak, jika S €
(§*,0) maka berlaku f'(S) > 0. Oleh karena itu, f(S) monoton
turun pada selang (0, S™) dan monoton naik pada selang (S*, ).

Berdasarkan uraian tersebut, jelas bahwa (S*,0) merupakan
titik minimum £(S). Oleh karena 0 merupakan nilai minimum £ (S)
maka pasti berlaku f(S) >0 untuk S # S* € W. Hal ini juga

berlaku untuk membuktikan f(E) =E —E* — E*In E*, f(v)y=v-

E
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“_yr ln—* CF() = S T (B(E*+I")+BW™) (I —I"In ) dan

ME*(E*+I*)
B1S* * w .
fw) = W EIT (W -wr - W*). Jadi  terbukti  bahwa
L,(S,E,1,V,W) > 0.
Berikutnya akan diperiksa apakah £, memenuhi Definisi
2.3.2, yaitu L5(S,E,1,V,W) < 0,V(S,E,I,V,W) #
(S*, E*, I*,V*,W™). Dari fungsi Lyapunov L,, diperoleh turunannya
sebagai berikut
I s* ! v ! E* ! I 14
f=(1-%)s t(l‘v)‘/ +(1-F)E My (1-T)1
+N, (1= )w,
5-S r ’
=(§1)(2(E+g)32/v)11( )Eﬁs w-w*
* + * + 1 1 W* ,
+ ME*(E*+1*) (T)I +k(E*+I*)( w )W
Kemudian, persamaan pada sistem (3.13) disubstitusikan ke dalam
persamaan L5, sehingga diperoleh

it [R(E ) () (1)
b (1) (- )0 (5 )
+(E — E* )[E (BE* (5-1)+pr (SS’I—EE— 1)+ 51W*(SWE - 1))]

* pk N W
e u - - 1)]

+igm W =W [ (E*(——1)+1 F-1)l
=B+ (',
dengan )

B=m+o (2-2-)+@-nv (3-2-L-5)
+((d=Db)S* +S*E* +1) + s W) (2= - 2),

dan
I potyk ST _I'E__ SIE” BiS'E'W* (ST EW*  SWE”
¢ =psl (3+ s IE* 5*1*E)+ (E*+1%) (3 )
B1S* I'wW* S* I'E w* SWE*
+ (E*+1%) (4 s IET rw S*W*E)
* Tk * * S* N

—(S' I+ ps W) (2-% - ).
Berdasarkan perhitungan £} yang diberikan pada Lampiran 3
diperoleh
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r_ * s'v sv*) B S TTW”
Ly=0+oV (2-5r— D
S* I'E w* SWE* S* I'E SIE*
(4————————) +/35*1*(3——————)
S IE* rw S*W*E S IE* S*I*E
B1S*E*W* (3 s* EW*  SWE*

+ (E*+1") _?_W_S*W*E) +(BSE" +(d — b)S7)

s* s " s* v sv*
(2-5-5)+@-bv (3-5-7-%7)

L5 = 0 terpenuhi jika dan hanya jika S =S*, E =E*, [ =1,V =
V*, dan W = W*, sedangkan £} < 0 terpenuhi jika dan hanya jika
S8, E=#E,I1+I'V+V*, dan W=+W*  Titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik global ketika £ < 0 dan
bukan di titik kesetimbangan endemiknya. Jadi, jelas bahwa L,
memenuhi Definisi 2.3.2, yaitu L5(S,E,1,V,IW) <0,
V(S,E, 1LV, W)+ (S*"E*,I",V*,W*) sesuai dengan pembuktian
pada Lampiran 3. Hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan
sistem persamaan (2.16) dirangkum pada Tabel 3.1.

Tabel 3.1 Syarat eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan
sistem (2.16)
Titik Syarat
Kesetimbangan | EKksistensi

Kestabilan Syarat Kestabilan

Stabil asimtotik
lokal
Stabil asimtotik
global
Stabil asimtotik
lokal
Stabil asimtotik
global

po Tidak ada

P* Ro>1
B'+C' <0

2.5  Simulasi Numerik

Pada subbab ini disajikan solusi numerik model transmisi
penyakit Brucellosis antar domba dengan adanya imigrasi dimana
disajikan adanya peningkatan atau penurunan jumlah individu setiap
subpopulasi persatuan waktunya. Metode Runge Kutta orde empat
digunakan untuk menyimulasikan hasil analisis.
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2.5.2 Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan bebas

penyakit

Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan bebas penyakit
menggunakan 3 nilai awal, yaitu

1. (S°E%I1°0VO w® = (550,100,15,130,350),

2. (S9,E°,I°0VOW®) = (650,150,25,400,300),

3. (8%,E% 1%V, wW®) = (750,75, 20,250,150),
serta digunakan nilai parameter-parameter yang diambil dari Gui
Quan Sun dan Zi Ke Zhang (2014), yaitu A = 150, b = 0.45, d =
0.6, r =1, B =0.0007, B; =0.00048, § =04, m=1, a =1,
k=12, n =4, T = 0.6, dan € = 6. Untuk menganalisis kestabilan
titik kesetimbangan bebas penyakit, dapat dilakukan dengan cara
mensubstitusikan nilai parameter-parameter pada persamaan (3.10)
sehingga didapatkan nilai eigen dan sifat kestabilannya, seperti yang
ditunjukkan pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2 Sifat kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit

. . . Sifat
Titik kesetimbangan Nilai Eigen kestabilan
PO = (S E%,1°0VO,W°) A, = —0.2947
_ (6+d)A A, = =2.2052 Stabil
S Md - b)(dz d+7)"" | 23=-01165| o
0, T 0) Ay I —2.2318
d—-b)((6+d+T1) As = —8.4516

Berdasarkan parameter yang digunakan diperoleh angka reproduksi
dasar untuk titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu

_ A(5+d)(d+m+a) By »
fo = (a+m)(d+a)(d—b)(6+d+7) ('[’) + (nm)) = 0.5413,

serta diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu

P% = (8% E% 1%V, W = (500,0,0,500,0).
Hasil simulasi dengan menggunakan parameter-parameter di atas
untuk masing-masing nilai awal terhadap satuan waktu dapat dilihat
pada Gambar 3.1-Gambar 3.3.
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Gambar 3.1 Grafik jumlah populasi untuk Ry <

1 dengan nilai awal (S°E% I0V0, W0 =

(550,100, 15,130, 350).
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Gambar 3.2 Grafik jumlah populasi untuk Ry, < 1
dengan  nilai  awal  (S%,E%I0VO,W0) =
(650,150, 25,400, 300).
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Gambar 3.3 Grafik jumlah populasi untuk Ry < 1
dengan  nilai  awal  (S°,E°,I0VO,WO0) =
(750,75,20,250,150).

Berdasarkan Gambar 3.1-Gambar 3.3 dapat diketahui bahwa
titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium)
bersifat stabil asimtotik untuk ketiga nilai awal yang digunakan. Oleh
karena titik kesetimbangan bebas penyakit untuk populasi exposed,
infected, dan populasi bakteri Brucella masing-masing sama dengan
nol, sehingga tidak ada satupun domba yang dapat menularkan
penyakit Brucellosis, tidak ada satupun domba yang mengalami sakit
Brucellosis, serta tidak ada satupun bakteri Brucella yang
bertransmisi ke lingkungan.
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Gambar 3.4 Grafik potret fase untuk R, < 1.
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Pada Gambar 3.4 ditunjukkan potret fase untuk R, < 1 pada
ruang SIW dan EIW dengan tiga nilai awal yang berbeda seperti
yang telah disebutkan sebelumnya. Hasil simulasi ini menunjukkan
bahwa dengan beberapa nilai awal yang diberikan, orbit-orbit pada
ruang SIW dan EIW menuju titik kesetimbangan bebas penyakit
yaitu P°. Artinya, ketika R, < 1 titik kesetimbangan P° bersifat
stabil asimtotik global. Hal ini menunjukkan bahwa hasil simulasi
numerik yang dilakukan sesuai dengan hasil analisis.

2.5.3 Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan endemik

Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan endemik
menggunakan 3 nilai awal yang sama dengan titik kesetimbangan
bebas penyakit, yaitu

1. (S%E* IV, W*) = (550,100,15,130,350),

2. (S*E* I, V*,W*) = (650,150, 25,400,300),

3. (§%E* I, V*,W*) = (750,75,20,250,150),
serta digunakan nilai parameter-parameter yang diambil dari Gui
Quan Sun dan Zi Ke Zhang (2014), yaitu A = 150, b = 0.45, d =
0.6, r = 0.5, £ = 0.0007, ; =0.00048,§ =04, m =1, a = 0.4,
k=12, n =4, T = 0.6, dan € = 6. Untuk menganalisis kestabilan
titik kesetimbangan endemik, dapat dilakukan dengan cara
mensubstitusikan nilai parameter-parameter pada persamaan (3.10)
sehingga didapatkan nilai eigen dan sifat kestabilannya, seperti yang
ditunjukkan pada Tabel 3.3.

Tabel 3.3 Sifat kestabilan titik kesetimbangan endemik

Titik kesetimbangan Nilai Eigen Sifat kestabilan
A1 =-0.0251
A, = —0.3457

P* = (S"E*I", V", W*) | A3 =—1.6716 | Stabil Asimtotik
1, = —1.8273
As = —8.3562

Berdasarkan parameter yang digunakan diperoleh angka reproduksi
dasar untuk titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu

— A(S+d)(d+m+a) B\ _
0 = @rm)(@+ta)(@-b)(6+d+r) (8+ (nm)) =1.1547,
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serta diperoleh titik kesetimbangan endemiknya, vyaitu P* =
(S*E*I",V*,W*) = (577.3195876,12.564433,12.564433,
288.6597938,35.89838003).

Hasil simulasi dengan menggunakan parameter- parameter
yang ada untuk masing-masing nilai awal dapat dilihat pada Gambar
3.5-Gambar 3.7.
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Gambar 3.5 Grafik jumlah populasi untuk Ry > 1
dengan nilai awal (S* E* I\ V" W") =
(550,100,15,130,350).

41



42

Ukuran Populasi

700
—s
: . S =C0
500 T T I ; w0 0
: : : —_V
o] (L S . - WU . S —— ) |
400 .................
300 / ................
100 150 200 250

waktu

Gambar 3.6 Grafik jumlah populasi untuk Ry > 1
dengan nilai awal (S*E* I, V" W*) =
(650,150, 25,400,300).

800
: : . o o)
oy T | . T T S WY (6 - SEAIEE ey (1)
i 5 z — i)
P« W s T T e
BDU ................ W(l)

Ukuran Populasi
oy
=)
o

o1 | ISR PR N SRS, SN DR - SO
100 \\ .......... CORRDE: SR S——; R
0 s T s T
0 50 100 150 200 250

waktu

Gambar 3.7 Grafik jumlah populasi untuk Ry > 1
dengan nilai awal (S*E*I", V", W") =
(750,75, 20,250,150).



Berdasarkan Gambar 3.5-Gambar 3.7 dapat diketahui bahwa
titik kesetimbangan endemik (endemic equilibrium) bersifat stabil
asimtotik untuk ketiga nilai awal yang digunakan.

It) 0 400 s

(b) Potret fase pada ruang SIW.

0 oo EW)

(a) Potret fase pada ruang EIW.
Gambar 3.8 Grafik potret fase untuk R, > 1.
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Pada Gambar 3.8 ditunjukkan grafik potret fase untuk R, > 1 pada
ruang SIW dan EIW dengan tiga nilai awal yang berbeda seperti
yang telah disebutkan sebelumnya. Hasil simulasi ini menunjukkan
bahwa dengan beberapa nilai awal yang diberikan, orbit-orbit pada
ruang SIW dan EIW menuju titik kesetimbangan endemik yaitu P*.
Artinya, jika Ry, > 1 maka titik kesetimbangan P* bersifat stabil
asimtotik global, sehingga dapat diartikan penyakit Brucellosis
bersifat endemik. Dalam hal ini setiap penderita dapat menularkan
penyakit kepada lebih dari satu penderita baru sehingga pada
akhirnya terjadi penyebaran penyakit yang meluas.
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BAB IV
PENUTUP
Kesimpulan
Dari hasil pembahasan skripsi ini diperoleh kesimpulan

sebagai berikut

1.

1.2

Pada model transmisi penyakit Brucellosis pada domba
dengan adanya imigrasi diperoleh dua titik kesetimbangan,
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free
equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik (endemic
equilibrium).

Analisis kestabilan lokal dari titik kesetimbangan ditentukan
berdasarkan angka reproduksi dasar (R,). Titik kesetimbangan
bebas penyakit pada model penyakit Brucellosis dengan
imigrasi adalah stabil asimtotik ketika R, < 1. Titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik ketika R, > 1.
Analisis kestabilan global ditentukan dengan menggunakan
fungsi Lyapunov dan diperoleh bahwa titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik bersifat stabil
asimtotik.

Hasil simulasi numerik mendukung hasil yang diperoleh
secara analitik.

Saran

Dalam skripsi ini hanya dibahas tentang analisis kestabilan

lokal titik kesetimbangan bebas penyakit dan analisis kestabilan
global titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik secara
analisis. Disarankan untuk penelitian selanjutnya dibahas secara
analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik dari model
transmisi penyakit Brucellosis pada domba dengan adanya imigrasi.
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