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ANALISIS DINAMIK MODEL PENYAKIT BRUCELLOSIS 

ANTAR DOMBA DENGAN IMIGRASI 

 

ABSTRAK 

 

Pada skripsi ini dibahas model transmisi penyakit 

Brucellosis pada domba dengan adanya imigrasi, kelahiran alami, 

serta menjelaskan penularan secara langsung dan tidak langsung 

dengan hewan yang terinfeksi dan bakteri dari lingkungan. Imigrasi 

domba adalah perpindahan domba yang berasal dari kelompok 

lain, sedangkan Brucellosis adalah salah satu penyakit yang 

disebabkan oleh bakteri Brucella dan menyerang hewan ternak 

diantaranya yaitu domba. Analisis kestabilan lokal dan global pada 

model ini ditentukan oleh angka reproduksi dasar yaitu 𝑅0. Jika 𝑅0 <
1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik 

global, sedangkan jika 𝑅0 > 1 maka titik keseimbangan endemik 

eksis dan bersifat stabil asimtotik global. Pada analisis kestabilan 

lokal digunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan 

kestabilannya, sedangkan untuk analisis kestabilan global digunakan 

fungsi Lyapunov. Simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan 

Matlab yang ditentukan berdasarkan 𝑅0 < 1 dan 𝑅0 > 1 untuk 

menunjukkan kestabilan titik keseimbangan bebas penyakit dan titik 

keseimbangan endemik. Hasil simulasi numerik sesuai dengan hasil 

yang diperoleh secara analitik. 

 

Kata Kunci: Brucellosis, angka reproduksi dasar, kestabilan lokal, 

kestabilan global, kriteria Routh-Hurwitz, fungsi Lyapunov. 
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DYNAMIC ANALYSIS OF THE BRUCELLOSIS MODEL IN 

SHEEP WITH IMMIGRATION 

 

ABSTRACT 

 

This final project discusses the transmission model of Brucellosis 

disease in sheep with immigration, natural birth and also explains 

direct and indirect contact transmission with infected animals and 

bacteria in the environment. Sheep immigration is the movement of 

sheep coming from another group, and Brucellosis is one of the 

diseases caused by Brucella, bacteria that attack livestock including 

the sheep itself. Local and global stability analysis of this model are 

determined by basic reproduction number, 𝑅0. If  𝑅0 < 1, then the 
disease free equilibrium point is globally asymptotically stable, 

whereas if 𝑅0 > 1, an endemic equilibrium point exists and is 

globally asymptotically stable. In the local stability analysis, Routh-

Hurwitz criterion is used to provide to determine its stability while in 

global stability analysis, it uses Lyapunov function. Numerical 

simulations are conducted using a Matlab which is analyzed based on 

𝑅0 < 1 and 𝑅0 > 1 to show the stability of the disease-free 

equilibrium point and the endemic equilibrium point. 

Keywords: Brucellosis, basic reproduction number, local stability, 

global stability, Routh-Hurwitz criterion, Lyapunov function 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Pemodelan matematika adalah  usaha menggunakan matematika 

untuk menggali dan menelaah topik-topik diluar matematika. 

Sedangkan  model matematika adalah salah satu alat yang dapat 

digunakan untuk membantu menyelesaikan suatu masalah dalam 

kehidupan nyata. Masalah-masalah tersebut dapat dibentuk kedalam 

model matematika dengan menggunakan asumsi-asumsi tertentu. 

Selanjutnya dari model yang diperoleh, dapat dicari solusinya secara 

analisis maupun secara numerik (Widowati dan Sutimin, 2007). 

Salah satu permasalahan di kehidupan nyata yang dapat 

dibentuk kedalam model matematika adalah model tentang 

penyebaran suatu penyakit. Salah satu contohnya adalah penyakit 

Brucellosis. Brucellosis adalah salah satu penyakit hewan (zoonosis), 

terutama hewan ternak, yang disebabkan oleh bakteri kelompok 

Brucella. Bakteri dari genus Brucella memiliki enam spesies: 

Brucella abortus, Brucella suis, Brucella melitensis, Brucella 

neotomae, Brucella ovis dan Brucella canis. 

Setiap spesies Brucella mempunyai hewan target sebagai 

reservoir, yaitu B. abortus pada sapi, B. melitensis pada domba dan 

kambing, B. ovis pada ruminansia kecil, B. suis pada babi dan B. 

canis pada anjing. Brucellosis disebut juga demam Undulant, demam 

Mediterania atau demam Malta yang infeksinya hampir selalu 

ditularkan melalui kontak langsung atau tidak langsung dengan 

hewan yang terinfeksi atau produk yang dihasilkan oleh hewan 

tersebut (Acha dan Boris, 2003). 

Beberapa pemodelan matematika tentang Brucellosis telah 

dikembangkan, seperti Zinsstag dkk. (2005) membahas model 

dinamik penyebaran penyakit Brucellosis antar domba betina dengan 

manusia di Mongolia. Aïnseba dkk. (2009) mengulas model dinamik 

individu rentan, terinfeksi, dan lingkungan yang terkontaminasi dari 

penyakit epidemi Brucellosis dengan penyebaran secara langsung 

dan tidak langsung. Qiang Hou dkk. (2013) mengkaji  model dinamis 

yang mencakup penyebaran penyakit Brucellosis antar  domba dan  

dari domba ke manusia di Mongolia, China. Qiang Hou dkk. (2014) 

kembali mengkaji tentang sifat global model dinamik umum untuk 
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penyakit hewan dengan studi kasus transmisi Brucellosis dan 

Tuberculosis. Ming Tao Li dkk. (2014) membahas model dinamika 

multi-group dengan infeksi gabungan dua arah antara sapi dan 

domba di peternakan umum, China. Sampai saat ini, pengembangan 

model matematika dari penyakit Brucellosis semakin banyak. 

Skripsi ini mengulas kembali model transmisi secara langsung 

dan tidak langsung dari penyakit Brucellosis antar domba dengan 

adanya imigrasi yang telah dikaji oleh Gui Quan Sun dan Zi Ke 

Zhang (2014). Pada bagian pembahasan, ditentukan titik 

kesetimbangan model dan analisis kestabilannya serta kaitannya 

dengan angka reproduksi dasar. Pada bagian akhir, dilakukan 

simulasi numerik untuk mengilustrasikan perilaku solusi sistem dari 

model yang dikaji. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok 

permasalahan yang dikaji pada skripsi ini sebagai berikut 

1. Bagaimana titik kesetimbangan model matematika untuk 

penyakit Brucellosis antar domba dengan imigrasi? 

2. Bagaimana hasil analisis lokal dan global titik kesetimbangan 

model? 

3. Bagaimana interpretasi hasil simulasi numerik model? 

 

1.3 Tujuan   

Tujuan yang ingin diperoleh pada skripsi ini adalah sebagai 

berikut 

1. Menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. 

2. Menentukan kestabilan lokal dan global titik kesetimbangan 

bebas penyakit dan endemik. 

3. Menginterpretasikan hasil simulasi numerik model. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Pada skripsi ini diberikan batasan masalah sebagai berikut 

1. Jumlah kelahiran pada kompartemen exposed  dan infected 

diabaikan. 

2. Jumlah kelahiran suatu kelompok domba per unit waktu 

adalah perkalian antara tingkat kelahiran dengan jumlahan 

individu susceptible dan vaccinated. 
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3. Domba yang sedang dalam masa inkubasi dan masa infeksi 

memiliki tingkat transmisi yang sama dan banyaknya Brucella 

yang dilepaskan ke lingkungan memiliki jumlah yang sama 

per satuan waktunya. 

4. Domba yang divaksinasi tidak dapat terinfeksi kecuali jika 

domba kehilangan kekebalan setelah vaksinasi. 
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BAB II 

DASAR TEORI 

 

2.1 Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat 

hubungan antara suatu fungsi yang tidak diketahui dengan turunan-

turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Beberapa contoh 

persamaan diferensial 

                     𝑦′ + 𝑥𝑦 − 3 = 0,                          (2.1) 

𝑦" + 5𝑦′ + 6𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0,                          (2.2) 

𝑦" − (1 + 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2)  = 0,                          (2.3) 

                  
𝜕2𝑢

𝜕2𝑡
−

𝜕2𝑢

𝜕2𝑥
= 0.     (2.4) 

(Finizio dan Ladas, 1982)    

                 

Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial 

dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan 

persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah 

suatu persamaan yang memuat satu variabel bebas sedangkan 

persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan yang memuat 

lebih dari satu variabel bebas. 

Suatu persamaan diferensial disebut memiliki tingkat atau orde 

ke-𝑛 apabila orde dari turunan tertinggi yang muncul merupakan 

turunan ke-𝑛. Persamaan (2.1) merupakan contoh persamaan 

diferensial berorde satu, sedangkan persamaan (2.2), (2.3), dan (2.4) 

merupakan contoh persamaan diferensial berorde dua. Secara umum 

dapat dituliskan sebagai berikut 

                       𝐹[𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), … , 𝑥(𝑛)(𝑡)] = 0,                 (2.5) 

dengan 𝑡 merupakan variabel bebas, 𝑥 merupakan variabel tak bebas 

dan 𝑥(𝑛) adalah turunan ke 𝑛 dari 𝑥 terhadap 𝑡. Persamaan 

diferensial biasa dibagi menjadi dua, yaitu persamaan diferensial 

biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear. Persamaan 

(2.5) merupakaan persamaan diferensial biasa linear jika 𝐹 

merupakan fungsi linear dari 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), … , 𝑥(𝑛), maka persamaan 

diferensial biasa linear secara umum dapat dituliskan sebagai berikut 

     𝑎0(𝑡)𝑥
(𝑛)(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥

(𝑛−1)(𝑡) + ⋯+ 𝑎𝑛(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡),      (2.6) 

dengan 𝑎0(𝑡) ≠ 0, untuk setiap 𝑡. Sedangkan persamaan diferensial 

biasa dikatakan nonlinear jika salah satu sifat berikut dipenuhi oleh 

𝐹, yaitu 
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1. Variabel-variabel tak bebas atau turunannya berderajat 

lebih dari satu, 

2. Mengandung bentuk perkalian antara variabel bebas 

dengan variabel tak bebas, turunan satu dengan turunan 

yang lainnya, atau variabel tak bebas dengan turunannya, 

3. Variabel tak bebasnya merupakan fungsi transenden. 

                                

Sebagai contoh 𝑦′′ + 2𝑒𝑥𝑦′ + 𝑦𝑦′ + 𝑦2 = 0 merupakan persamaan 

diferensial biasa nonlinear karena adanya suku 𝑦′′, 𝑦𝑦′, dan 𝑦2. 

Sistem persamaan diferensial biasa orde satu berdimensi 𝑛 

adalah suatu sistem yang terdiri dari 𝑛 persamaan diferensial biasa 

dengan 𝑛 fungsi yang tidak diketahui, dengan 𝑛 ≥ 2. Bentuk umum 

sistem persamaan diferensial biasa berdimensi 𝑛 yang memuat 𝑛 + 1 

variabel dapat dituliskan 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝐹1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 

 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝐹2(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡),  

 ⋮ 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝐹𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡). 

(Boyce Diprima,2012) 

 

2.2 Sistem Dinamik 

Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik) 

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui 

kondisinya pada masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi 

di masa sekarang atau masa lalu (Nagle dkk., 2012). 

Dalam penerapannya, sistem dinamik dibagi menjadi dua yaitu 

sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik 

diskrit dinyatakan sebagai persamaan beda, secara umum dapat 

dituliskan 

𝑥⃗𝑡+1 = 𝑓(𝑥⃗𝑡), 𝑡 ∈ ℤ ˅ 𝑡 ∈ ℕ dan 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛, 

Sedangkan sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan 

diferensial biasa, secara umum dapat dituliskan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ dan 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛. 

(Arrowsmith dan Place, 1990) 
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Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus) 

Sistem persamaan diferensial orde satu berdimensi 𝑛 

berbentuk 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝐹1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝐹2(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡),  

                                                  ⋮                                          (2.7) 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝐹𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 

dengan  𝐹𝑖 adalah fungsi kontinu yang tidak bergantung secara 

eksplisit terhadap variabel bebas 𝑡, untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 disebut 

sistem otonomus. Sistem otonomus dibagi menjadi dua, yaitu sistem 

otonomus linear dan sistem otonomus nonlinear. Sistem otonomus 

dikatakan linear jika 𝐹𝑖 merupakan fungsi linear untuk semua 𝑖 dan 

dikatakan nonlinear jika 𝐹𝑖 merupakan fungsi nonlinear minimal 

untuk satu buah 𝐹𝑖. 

(Boyce DiPrima, 2012) 

 

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan) 

 Pada sistem otonomus (2.7), titik (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) disebut titik 

kesetimbangan jika memenuhi 𝐹𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0, untuk setiap 

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Pada kondisi 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= ⋯ =

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 0, solusi 

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , dan 𝑥𝑛(𝑡) tidak mengalami perubahan nilai seiring 

dengan peningkatan nilai 𝑡. 

(Boyce DiPrima, 2012) 

 

2.2.1 Sistem otonomus linear 

Perhatikan sistem otonomus linear berikut 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛, 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥1 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛, 

                                                         ⋮                                   (2.8) 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛. 

Persamaan (2.8) dapat dituliskan dalam bentuk  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥⃗, dengan 
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𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
⋯

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮     ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] , 𝑥⃗ = [

𝑥1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

]. 

 

Penentuan tipe kestabilan titik kesetimbangan pada sistem 

otonomus bergantung pada nilai eigen matriks 𝐴. 

(Boyce DiPrima, 2012) 

 

2.2.2 Sistem otonomus nonlinear 

Perhatikan sistem otonomus nonlinear dengan 𝑛 persamaan 

berikut 

                           
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝐹𝑖(𝑥1, 𝑥2 … , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛.                     (2.9) 

Misalkan 𝐹𝑖 adalah fungsi nonlinear yang mempunyai turunan parsial 

yang kontinu di titik kesetimbangan 𝑥⃗∗. Deret Taylor fungsi 𝐹𝑖 di 

sekitar  𝑥⃗∗ adalah 

             𝐹𝑖(𝑥⃗) = 𝐹𝑖(𝑥⃗
∗) + ∑

𝜕𝐹𝑖(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗
∗) + 𝜔𝑖(𝑥⃗),        (2.10) 

dengan 𝜔𝑖(𝑥⃗) adalah suku sisa untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Suku sisa pada 

hampiran orde satu memenuhi sifat 

lim
𝑥→𝑥∗

𝜔𝑖(𝑥⃗)

‖𝑤⃗⃗⃗‖
= 0, 

dengan 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑥1 − 𝑥⃗1
∗, 𝑥2 − 𝑥⃗2

∗, … , 𝑥𝑛 − 𝑥⃗𝑛
∗)𝑇. 

Dengan menggunakan persamaan (2.10) dan mengingat bahwa 

 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 

𝑑(𝑥1−𝑥1
∗)

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 

𝑑(𝑥𝑛−𝑥𝑛
∗ )

𝑑𝑡
, serta 𝐹𝑖(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑛

∗) = 0 

maka sistem (2.9) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut 

𝑑

𝑑𝑡
[

(𝑥1 − 𝑥1
∗)

(𝑥2 − 𝑥2
∗)

⋮
(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗)

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝐹1(𝑥⃗

∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹2(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥2

𝜕𝐹2(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹𝑖(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥2

⋯

𝜕𝐹1(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝐹2(𝑥⃗
∗)

𝜕𝑥𝑛

⋮     ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹𝑛(𝑥⃗∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹𝑛(𝑥⃗∗)

𝜕𝑥2

⋯
𝜕𝐹𝑖(𝑥⃗

∗)

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 
 
 
 
 

[

(𝑥1 − 𝑥1
∗)

(𝑥2 − 𝑥2
∗)

⋮
(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

∗)

] 
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                                  + [

𝜔1(𝑥⃗
∗)

𝜔2(𝑥⃗
∗)

⋮
𝜔𝑛(𝑥⃗∗)

],                                                         (2.11)       

sehingga secara singkat persamaan (2.11) dapat ditulis sebagai 

berikut 

                                                  
𝑑𝑤⃗⃗⃗

𝑑𝑡
= 𝐽𝑤⃗⃗⃗ + 𝜔⃗⃗⃗,                                    (2.12) 

dengan  

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
𝜕𝐹1(𝑥∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹2(𝑥∗)

𝜕𝑥2

𝜕𝐹2(𝑥∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹𝑖(𝑥
∗)

𝜕𝑥2

⋯

𝜕𝐹1(𝑥∗)

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝐹2(𝑥∗)

𝜕𝑥𝑛

⋮     ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐹𝑛(𝑥∗)

𝜕𝑥1

𝜕𝐹𝑛(𝑥∗)

𝜕𝑥2
⋯

𝜕𝐹𝑖(𝑥
∗)

𝜕𝑥𝑛 ]
 
 
 
 
 

 merupakan matriks Jacobi. 

Jika 𝑥⃗ berada dekat dengan 𝑥⃗∗ maka 𝜔⃗⃗⃗ bernilai kecil. 

Akibatnya 𝜔⃗⃗⃗ → 0⃗⃗ dan nilai 𝜔⃗⃗⃗ dapat diabaikan, sehingga sistem 

nonlinear (2.12) dapat dihampiri oleh sistem linear berikut 

                                                      
𝑑𝑤⃗⃗⃗

𝑑𝑡
= 𝐽𝑤⃗⃗⃗,                                        (2.13) 

Jika 𝑥⃗ = 𝑥⃗∗ maka diperoleh (𝑤1
∗, 𝑤2

∗, … , 𝑤𝑛
∗) = (0,0,… ,0), 

sehingga titik kesetimbangan (2.13) adalah (𝑤1
∗, 𝑤2

∗, … , 𝑤𝑛
∗) =

(0,0,… ,0). Proses menghampiri (2.9) dengan sistem (2.13) disebut 

linearisasi. 

(Boyce DiPrima, 2012) 

 

2.3 Analisis Kestabilan  

Stabilitas dapat dikatakan sebagai perubahan kecil dalam 

syarat awal hanya menyebabkan pengaruh kecil pada penyelesaian, 

sedangkan kestabilan asimtotik berarti bahwa pengaruh dari suatu 

perubahan kecil cenderung tidak berpengaruh. Kestabilan berarti 

bahwa suatu perubahan kecil dalam syarat awal mempunyai 

pengaruh besar pada penyelesaian. Kestabilan dari sistem otonomus 

linear atau kestabilan dari sistem otonomus linearisasi dari sistem 

nonlinear adalah kestabilan asimtotik lokal. Analisis kestabilan dapat 

dilihat dari tanda nilai karakteristik (nilai eigen) matrik Jacobi.  

(Finizio & Ladas, 1982) 
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Teorema 2.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Linear) 

1. Titik kesetimbangan (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) dari sistem otonomus 

linear bersifat stabil tetapi tidak asimtotik jika dan hanya jika 

akar-akar dari persamaan karakteristik adalah real dan negatif 

atau mempunyai bagian riil tak positif. 

2. Titik kesetimbangan (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) dari sistem otonomus 

linear bersifat stabil asimtotik jika dan hanya jika akar-akar 

dari persamaan karakteristik adalah real dan negatif atau 

mempunyai bagian riil yang negatif. 

3. Titik kesetimbangan (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) dari sistem otonomus  

linear bersifat tak stabil jika paling sedikit satu akar 

mempunyai bagian real yang positif. 

 

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinear) 

1. Titik kesetimbangan (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) dari sistem otonomus  

nonlinear bersifat stabil asimtotik  jika titik kesetimbangan 

(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) adalah hasil linearisasi dari sistem yang stabil 

asimtotik pada sistem linearnya. 

2. Titik kesetimbangan (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) dari sistem otonomus 

nonlinear bersifat tak stabil jika titik kesetimbangan 

(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗) adalah hasil linearisasi dari sistem yang tak 

stabil pada sistem linearnya. 

(Finizio dan Ladas, 1982) 

 

Untuk mengetahui kestabilan global, pada skripsi ini 

digunakan fungsi Lyapunov sebagai berikut. 

 

Definisi 2.3.1 (Fungsi Lyapunov Lemah) 

Misalkan 𝑥⃗∗ adalah titik kesetimbangan persamaan diferensial 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗). Suatu fungsi ℒ: ℝ𝑛 → ℝ disebut fungsi Lyapunov lemah 

untuk 𝑥⃗∗ jika terdapat suatu persekitaran 𝒲 ⊆ ℝ𝑛 pada 𝑥⃗∗ yang 

memenuhi kondisi berikut 

1. ℒ(𝑥⃗∗) = 0 dan ℒ(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝒲. 

2. ℒ′(𝑥⃗) ≤ 0, ∀𝑥⃗ ∈ 𝒲. 

(Alligood dkk., 2000) 
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Definisi 2.3.2 (Fungsi Lyapunov Kuat) 

Fungsi ℒ disebut fungsi Lyapunov kuat untuk 𝑥⃗∗ jika terdapat 

suatu 𝑊 pada 𝑥⃗∗ yang memenuhi kondisi (1) pada Definisi 2.3.1 dan 

ℒ′(𝑥⃗) < 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ dengan 𝑥⃗ ∈ 𝒲. 

(Alligood dkk., 2000) 

 

Teorema 2.3 (Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov) 

Misalkan 𝑥⃗∗ adalah suatu titik kesetimbangan persamaan 

diferensial 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥⃗). Titik kesetimbangan 𝑥⃗∗ bersifat  

1. Stabil global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk 

𝑥⃗∗. 

2. Stabil asimtotik global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov 

kuat untuk 𝑥⃗∗. 

(Alligood dkk., 2000) 

 

2.4 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz 

Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus linear 

bergantung pada akar persamaan karakteristik atau nilai eigennya. 

Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan karakteristik 

berbentuk 

                          𝑎0𝜆
𝑛 + 𝑎1𝜆

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0,              (2.14) 

maka kestabilan titik kesetimbangan dapat ditentukan dengan 

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan tanda nilai 

eigennya tanpa harus menentukan nilai eigennya dengan 

memanfaatkan koefisien-koefisien yang ada pada persamaan (2.14). 

 

Teorema 2.4 

Akar-akar persamaan (2.14) memiliki bagian riil negatif jika dan 

hanya jika 

𝐷1 = |𝑎1| > 0, 

𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3

1 𝑎2
| > 0, 

𝐷3 = |

𝑎1

1

𝑎3

𝑎2

𝑎5

𝑎4

 0  𝑎1 𝑎3

| > 0, 

𝐷4 = |

𝑎1  𝑎3 𝑎5 𝑎7

 
1
 0
 0

  𝑎2
  𝑎1

  1

𝑎4
𝑎3

𝑎2

𝑎6
𝑎5

𝑎4

| > 0, 

                           ⋮ 
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𝐷𝑘 =
|

|

𝑎1  𝑎3 𝑎5 … 𝑎2𝑘−1

 

1
0
0
⋮
0

  

𝑎2
𝑎1

0
⋮
0

𝑎4
𝑎3

𝑎2

⋮
0

…
…
…

𝑎2𝑘−2

𝑎2𝑘−3

𝑎2𝑘−4

⋱
…

⋮
𝑎𝑘

|

|
> 0, 

dengan 𝑘 = 0,1,2,… , 𝑛. 

Misal diberikan persamaan karakteristik berderajat 5 sebagai 

berikut 

                      𝜆5 + 𝑎1𝜆
4 + 𝑎2𝜆

3 + 𝑎3𝜆
2 + 𝑎4𝜆 + 𝑎5 = 0.            (2.15) 

Titik kesetimbangan sistem yang dimiliki persamaan karakteristik 

(2.15) akan stabil jika dan hanya jika 

1. 𝐷1 = |𝑎1| = 𝑎1 > 0. 

2. 𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3

1 𝑎2
| = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0. 

3. 𝐷3 = |

𝑎1

1

𝑎3

𝑎2

𝑎5

𝑎4

 0  𝑎1 𝑎3

| = 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3
2 − 𝑎1

2𝑎4 > 0. 

 

4. 𝐷4 = |

𝑎1  𝑎3 𝑎5 𝑎7

 
1
 0
 0

  𝑎2
  𝑎1

  1

𝑎4
𝑎3

𝑎2

𝑎6
𝑎5

𝑎4

| = 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 − 𝑎1
2𝑎4

2 − 𝑎3
2𝑎4 > 0. 

 

5. 𝐷5 = |
|

𝑎1 𝑎3
𝑎5 𝑎7 𝑎9

1 𝑎2 𝑎4 𝑎6 𝑎8

0
0
0

𝑎1

1
0

𝑎3

𝑎2

𝑎1

𝑎5

𝑎4

𝑎3

𝑎7

𝑎6

𝑎5

|
| = 𝑎3𝑎4(𝑎1𝑎2 − 𝑎3) 

         −𝑎2𝑎5(𝑎1𝑎2 − 𝑎3) − (𝑎1𝑎4 − 𝑎5)
2 = 𝑎5𝐷4 > 0. 

 

 (Murray, 2002) 

 

2.5 Angka Reproduksi Dasar 

Angka reproduksi dasar dinotasikan dengan 𝑅0 merupakan 

suatu ukuran potensi penyebaran penyakit dalam suatu populasi. 

Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai nilai harapan 

banyaknya populasi rentan yang menjadi terinfeksi selama masa 

infeksi berlangsung (Driessche dan Watmough, 2001). 

Pada model epidemi penyebaran penyakit, angka reproduksi 

dasar digunakan sebagai penentu untuk mengetahui apakah dalam 
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suatu populasi terjadi suatu penyebaran penyakit atau tidak. Angka 

reproduksi dasar menyatakan rata-rata banyaknya individu yang 

terinfeksi akibat satu individu yang telah terinfeksi sebelumnya. 

Penyebaran penyakit terjadi jika 𝑅0 > 1 karena rata-rata satu 

individu terinfeksi menyebabkan lebih dari satu individu baru 

terinfeksi. Jika 𝑅0 < 1 maka penyebaran penyakit tidak terjadi 

karena rata-rata satu individu terinfeksi menyebabkan kurang dari 

satu individu baru terinfeksi, dengan kata lain individu tersebut 

belum tentu dapat menginfeksi individu lainnya (Brauer dan Van den 

Driessche, 2010). 

Kestabilan lokal dapat ditentukan berdasarkan angka 

reproduksi dasarnya seperti pada teorema berikut. 

Teorema 2.5 

1. Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium) 

bersifat stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 < 1 dan tidak stabil jika 

𝑅0 > 1. 

2. Jika 𝑅0 < 1 maka semua solusi konvergen ke titik 

kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium). 

3. Titik kesetimbangan endemik (endemic equilibrium) stabil 

asimtotik lokal jika 𝑅0 > 1. 

4. Jika 𝑅0 > 1 maka penyakit tersebut endemik. 

(Rost dan Wu, 2008) 

 

2.6 Metode Next Generation Matrix 

Metode next generation matrix adalah suatu metode yang 

digunakan untuk memperoleh nilai pendekatan dari angka reproduksi 

dasar (𝑅0) pada model kompartemen penyebaran penyakit. Pada 

metode ini, populasi model kompartemen penyebaran penyakit 

dibagi menjadi dua kelompok, yaitu kelompok kompartemen 

penyakit dan kelompok kompartemen non-penyakit. 

Suatu kompartemen disebut kompartemen penyakit jika 

terdapat individu-individu yang terinfeksi, misalkan terdapat 

1,… ,𝑚,𝑚 + 1,… , 𝑛 kompartemen dengan kompartemen pertama 

sampai kompartemen 𝑚 terdiri dari individu terinfeksi dan 

kompartemen 𝑚 + 1 sampai dengan 𝑛 terdiri dari individu tidak 

terinfeksi. Model kompartemen dapat ditulis dalam bentuk 

𝑥𝑖
′ = 𝐹𝑖 − 𝑉𝑖, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

dengan 𝑥𝑖 menyatakan jumlah individu pada setiap kompartemen 𝑖. 
Parameter 𝐹𝑖 menyatakan komponen pembentuk matriks 𝐹, dengan 
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komponen 𝐹𝑖 merupakan infeksi baru yang masuk pada 

kompartemen ke-𝑖. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari populasi 

individu rentan dan 𝐹𝑖 tidak boleh negatif. Parameter 𝑉𝑖 menyatakan 

komponen berbentuk matriks 𝑉, dengan 𝑉𝑖 merupakan tranfer keluar 

atau masuk dari kompartemen satu ke lainnya. Transfer infeksi dapat 

terjadi apabila terdapat proses penularan penyakit dari satu 

kompartemen ke lainnya. Jika 𝑉𝑖 menyatakan transfer keluar dari 

kompartemen ke-𝑖 maka 𝑉𝑖 bernilai positif, jika masuk pada satu 

kompartemen maka 𝑉𝑖 bernilai negatif. 

Didefinisikan 𝐹 dan 𝑉 adalah matriks 𝑚 × 𝑚 sebagai berikut 

𝐹 = [
𝑑𝐹𝑖(𝜀0)

𝑑𝑥𝑗
] dan 𝑉 = [

𝑑𝑉𝑖(𝜀0)

𝑑𝑥𝑗
] , 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑚 

dengan 𝜀0 merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-

free equilibrium) 𝐹 non negatif dan 𝑉 matriks non singular. Next 

generation matrix didefinisikan sebagai 

𝐾 = 𝐹𝑉−1 
dan angka reproduksi dasar yang diperoleh dari perhitungan next 

generation matrix  dapat ditulis sebagai berikut 

𝑅0 = 𝜌(𝐾), 
dengan 𝜌(𝐾) adalah spectral radius matriks 𝐾 yang merupakan 

maksimum modulus dari nilai eigen 𝐾. 

(Brauer dan Charlos., 2010) 

 

2.7 Brucellosis 

2.7.1 Definisi 

Brucellosis atau penyakit keluron menular merupakan salah 

satu penyakit hewan menular strategis karena penularannya yang 

relatif cepat antar daerah dan lintas batas serta memerlukan 

pengaturan lalu lintas ternak yang ketat (Ditjennak, 1998). Penyakit 

ini disebabkan oleh bakteri genus Brucella dan dikategorikan sebagai 

zoonosis serta diklasifikasikan sebagai mikroorganisme kelompok 

BSL III (Biosafety level 3) (OIE, 2012). 

 Brucellosis atau dalam bahasa Jawa disebut dengan keluron 

merupakan penyakit pada hewan yang disebabkan oleh bakteri 

Brucella sp. yang hidup dalam sel dan menimbulkan demam. 

Penyakit ini dapat menular dari hewan ke manusia (zoonosis) tetapi 

tidak menular dari manusia ke manusia. Brucellosis merupakan salah 

satu penyakit zoonosis yang tersebar di seluruh bagian dunia dan 

masih bersifat endemik bagi sebagian besar negara berkembang, 
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termasuk di Indonesia (Doganay & Aygen, 2003). Brucellosis 

terutama terdapat di negara-negara Mediterania di Eropa, utara dan 

timur Afrika, Timur Tengah, Asia Selatan dan Asia Tengah serta 

Amerika Tengah dan Selatan, namun sering tidak diketahui dan 

sering terjadi tanpa adanya laporan. Hanya terdapat beberapa negara 

di dunia yang secara resmi bebas dari penyakit, meskipun kasus 

masih terjadi pada orang-orang yang kembali dari negara endemik 

(WHO, 2006).  

Brucellosis mempunyai banyak istilah diantaranya keluron, 

Mediteranean fever (karena banyak ditemukan di daerah 

Mediteranian), Undulant fever (karena suhu tubuh yang naik-turun 

selama berminggu-minggu pada pasien yang tidak mendapat 

penanganan), Crimean fever (muncul pertama kali saat perang 

Crimea tahun 1805-an di Malta), Maltese fever (ditemukan sumber 

infeksinya oleh dokter berkebangsaan Malta, Temi Zammit), Bang's 

Disease (diisolasi pertama kali oleh drh. Benhard Bang), Brucellosis 

(diketahui pertama kali sebagai agen penyakit oleh Dr. David Bruce). 

 

2.7.2 Karakteristik bakteri Brucella sp  

Bakteri dari genus Brucella, berbentuk kokobasili dengan 

panjang 0,6-0.7𝜇𝑚 dan lebar 0,5-0,7 𝜇𝑚, ditemukan secara tunggal 

dan terkadang berpasangan dengan morfologi yang konstan, bersifat 

gram negatif, non-motil, tidak berkapsul, tidak membentuk spora dan 

anaerobik fakultatif. Dalam media biakan, koloni berbentuk seperti 

setetes madu bulat, halus, permukaan cembung dan licin, mengkilap 

serta tembus cahaya dengan diameter 1 –  2 𝑚𝑚 (Corbel dan Brinley, 

1982). Bentuk dari bakteri Brucella dapat dilihat pada Gambar 2.1. 

Klasifikasi Brucella sp adalah sebagai berikut. 

Kelas   : Alpha Proteobacteria  

Ordo    : Rhizobiales  

Famili  : Brucellaceae  

Genus  : Brucella 

 

 

Brucella sp terdiri atas 6 genus yaitu B.abortus, B.suis, B.canis, 

B.ovis, B.melitensis dan B. neotomae. Tidak semua genus 

menimbulkan penyakit, hanya 5 jenis dari genus ini yang potensial 

menimbulkan penyakit pada hewan dan manusia yaitu B.abortus 

pada sapi, B.suis pada babi, B.canis pada anjing, B.ovis pada domba 

Gambar 2.1 Bakteri Brucella 

sp. 
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jantan dan B melitensis pada kambing dan domba (Acha dan Boris, 

2003).  

Bakteri ini adalah parasit intraseluler atau parasit obligat 

karena berduplikasi di dalam sel dan berkemampuan untuk 

menginvasi semua jaringan hewan sehingga dapat menyebabkan 

bermacam-macam infeksi. Bakteri ini dapat bertahan hidup diluar 

tubuh induk pada berbagai kondisi lingkungan dalam jangka waktu 

tertentu. Kemampuan daya tahan hidup kuman Brucella pada tanah 

kering adalah 4 hari, tanah lembab 66 hari dan tanah becek 151-185 

hari (Crawford dkk., 1990). Pada kotoran atau limbah kandang 

bagian bawah dengan suhu yang relatif tinggi bertahan selama 2 hari, 

pada air minum ternak bertahan selama 5 – 114 hari dan pada air 

limbah selama 30 – 150 hari (Noor, 2006). Pada susu bakteri 

Brucella sp dapat bertahan selama beberapa hari di dalam susu dan 

beberapa minggu atau bulan dalam produk susu (Acha dan Boris, 

2003). 

 

2.7.3 Sumber penularan dan cara transmisi  

Pada hewan, Brucella sp. terdapat pada fetus, plasenta, dan 

lendir vagina (dapat ditemukan pada minggu ke-4 sampai minggu 

ke-6 setelah abortus), semen, urin, air liur, cairan dari rongga hidung 

dan mata, susu serta feses. Pada sapi, kambing, domba dan babi 

penularannya terjadi per oral dan melalui perkawinan. Dapat 

ditularkan melalui fetus, selaput fetal setelah aborsi dan stillbirth 

(lahir dalam keadaan mati), serta melalui veneral transmission 

(hubungan kelamin). Brucella masuk kedalam tubuh melalui mulut, 

saluran reproduksi, oronasal, mukosa konjunctiva, luka terbuka dan 

melalui transfusi darah. Hewan yang mengalami keguguran oleh 

Brucellosis mengeluarkan bakteri B. abortus dalam jumlah besar 

melalui membran fetus, cairan reproduksi, urine dan feses. Bahan-

bahan tersebut akan mencemari rumput dan air minum sehingga 

memungkinkan penularan antar hewan. 

Penularan pada domba jantan terjadi melalui veneral 

transmission pasif, yakni melalui domba betina. Ketika domba jantan 

yang tekena Brucellosis mengawini domba betina, B. ovis akan 

tertinggal dalam saluran kelamin betina, dan pada saat domba jantan 

lain mengawini domba betina ini, maka domba jantan tersebut akan 

terpapar B. ovis yang ada di dalam vagina domba betina (Acha dan 

Boris, 2003). Penularan penyakit Brucellosis secara keseluruhan 
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ditunjukkan pada Gambar 2.2 yaitu penularan Brucellosis dari hewan 

reservoir ke manusia sedangkan untuk penularan bakteri Brucella 

Melitensis antar domba dan manusia ditunjukkan pada Gambar 2.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Penularan Brucellosis pada manusia dan hewan 
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 Gambar 2.3 Penularan Brucella Melitensis pada kambing, 

domba, dan manusia 
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2.7.4 Epidemologi 

Di Indonesia, secara serologi, Brucellosis dikenal pertama kali 

pada tahun 1935, yang ditemukan pada sapi perah di Grati 

Kabupaten Pasuruan, Jawa Timur dan bakteri Brucella abortus 

berhasil diisolasi pada tahun 1938. Pada tahun 1940 Brucellosis 

dilaporkan muncul di Sumatera Utara dan Aceh, dikenal dengan 

sebutan sakit sane/radang sendi atau sakit burut/radang testis. 
Brucellosis sudah bersifat endemi di Indonesia dan kadang-

kadang muncul sebagai epidemi pada banyak peternakan sapi perah 

di Jakarta, Bandung, Jawa Tengah dan Jawa Timur. Beberapa 

wilayah seperti Bali, Pulau Lombok, Pulau Kalimantan, Sumatera 

bagian tengah (Riau, Kepulauan Riau, Jambi dan Sumatera Barat) 

telah dinyatakan bebas Brucellosis. Sedangkan bagian Sumatera 

lainnya sedang dalam persiapan menuju pembebasan Brucellosis 

(Dirkeswan, 2004). 
 
Menurut laporan BBVet Wates (2010) di pulau Jawa kasus 

Brucellosis terjadi di kabupaten Boyolali, Klaten, Magelang, 

Salatiga, Surakarta dan Semarang. Untuk Indonesia bagian timur 

kasus Brucellosis terjadi di Maluku dan Sulawesi Selatan (BBVet 

Maros 2010). Untuk Sumatera kasus Brucellosis di temukan di 

Lampung 1 kasus pada tahun 2009 dan 3 kasus di Bengkulu pada 

tahun 2010, prevalensi < 2 % (BPPV Regional 3 2010). Kasus di 

Sumatera Utara dan Aceh juga rendah dengan prevalensi < 2 % 

(BPPV Regional 1 2010) dengan diterapkannya kebijakan Test and 

Slaughter kemungkinan pulau Sumatera bebas Brucellosis dapat 

segera terwujud. Penyebaran penyakit Brucellosis di Indonesia 

ditunjukkan oleh Gambar 2.4. 
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2.8 Model Matematika 
Model matematika penyakit Brucellosis antar domba dengan 

imigrasi terdiri dari lima subpopulasi, yaitu subpopulasi susceptible 

(𝑆), exposed (𝐸), infected (𝐼), vaccinated (𝐼), dan subpopulasi 

bakteri Brucella di lingkungan (𝑊). 𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑉(𝑡), dan 

𝑊(𝑡) bernilai positif karena menyatakan kepadatan populasi pada 

waktu 𝑡. Model matematika penyakit Brucellosis antar domba 

dengan imigrasi dapat digambar dalam diagram kompartemen 

berikut. 

  

Gambar 2.4 Peta epidemiologi Brucellosis di Indonesia tahun 

2010 
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Berdasarkan Gambar 2.5 diperoleh sistem sebagai berikut 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 + 𝑏(𝑆 + 𝑉) + 𝛿𝑉 − (𝑑 + 𝑟)𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) − 𝛽1𝑆𝑊, 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=  𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) + 𝛽1𝑆𝑊 − (𝑑 + 𝑚)𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
 = 𝑚𝐸 − (𝑑 + 𝛼)𝐼, 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑟𝑆 − (𝛿 + 𝑑)𝑉, 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝑘(𝐼 + 𝐸) − (𝜂𝜏 + 𝜀)𝑊,                                                     (2.16) 

 

dengan 

      𝑆(𝑡) : Banyaknya individu susceptile pada waktu 𝑡, 

      𝐸(𝑡) : Banyaknya individu exposed pada waktu 𝑡, 

 𝐼(𝑡)  : Banyaknya individu infected pada waktu 𝑡, 

      𝑉(𝑡) : Banyaknya individu vaccinated pada waktu 𝑡, 

      𝑊(𝑡) : Banyaknya populasi bakteri Brucella di lingkungan pada        

waktu 𝑡, 

  𝐴 : Tingkat imigrasi domba, 

𝑏 : Tingkat kelahiran domba, 

S 

V W 

E I 
𝑨 

𝒃(𝑺 + 𝑽) 

𝜷𝑺(𝑬 + 𝑰) + 𝜷𝟏𝑺𝑾 

𝒓𝑺 

𝒅𝑬 𝒅𝑺 

𝜹𝑽 𝒌𝑬 𝒌𝑰 

𝒅𝑽 

𝒎𝑬 

𝒅𝑰 
𝜶𝑰 

𝜼𝝉𝑾 𝜺𝑾 

Gambar 2.5 Gambar diagram kompartemen model matematika 

penyakit Brucellosis pada domba dengan imigrasi. 
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𝑑 : Tingkat kematian alami domba, 

𝛿 : Tingkat domba kehilangan kekebalan setelah vaksinasi, 

𝑟 : Tingkat vaksinasi domba, 

𝑚 : Tingkat transmisi domba dari subpopulasi exposed ke   

infected, 

𝛼 : Tingkat kematian karena Brucellosis, 

𝑘 : Tingkat penguraian dari domba yang telah mati karena 

Brucellosis pada subpopulasi exposed  dan infected di 

lingkungan, 

𝜀 : Tingkat kematian alami bakteri Brucella  pada 

lingkungan, 

𝛽 : Tingkat transmisi domba dari subpopulasi exposed dan 

infected ke susceptible, 

𝛽1 : Tingkat transmisi dari bakteri Brucella ke subpopulasi 

susceptible, 

𝜂 : Jumlah desinfeksi, 

𝜏 : Tingkat desinfeksi yang efisien. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Titik Kesetimbangan 

Berdasarkan Definisi (2.2.3), titik kesetimbangan sistem 

persamaan (2.16) diperoleh jika 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

 𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

 𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

 𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

 𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 0, 

yaitu 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 + 𝑏(𝑆 + 𝑉) + 𝛿𝑉 − (𝑑 + 𝑟)𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) − 𝛽

1
𝑆𝑊 = 0,     (3.1a) 

                                
𝑑𝐸

𝑑𝑡
=  𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) + 𝛽

1
𝑆𝑊 − (𝑑 + 𝑚)𝐸 = 0,    (3.1b) 

                                                                 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑚𝐸 − (𝑑 + 𝛼)𝐼 = 0,    (3.1c) 

                                                           
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑟𝑆 − (𝛿 + 𝑑)𝑉 = 0,     (3.1d) 

                                                    
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝑘(𝐼 + 𝐸) − (𝜂𝜏 + 𝜀)𝑊 = 0.   (3.1e) 

Berdasarkan persamaan (3.1a) sampai (3.1e) dapat diperoleh dua 

jenis titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit 

dan titik kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas 

penyakit diperoleh jika nilai  𝐼 = 0 dan 𝐸 = 0, sedangkan untuk titik 

kesetimbangan endemik diperoleh jika 𝐼 ≠ 0 dan 𝐸 ≠ 0. 

 Pada persamaan (3.1e), jika disubtitusikan nilai 𝐼 = 0 dan 

𝐸 = 0, maka diperoleh nilai 𝑊 = 0. Kemudian, nilai 𝐼, 𝐸, dan 𝑊 

disubtitusikan ke dalam persamaan (3.1a), sehingga diperoleh 

                                  𝑉 =
(𝑑+𝑟−𝑏)𝑆−𝐴

(𝑏+𝛿)
.                                (3.2) 

Selanjutnya, persamaan (3.2) dapat disubtitusikan ke dalam 

persamaan (3.1d), maka diperoleh 

                                𝑆 =
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
.                                (3.3) 

Persamaan (3.3) dapat disubtitusikan ke dalam persamaan (3.2), 

sehingga diperoleh 

                                                𝑉 =
𝐴𝑟

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
. 
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 Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik 𝑃0 =

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0, 0,

𝐴𝑟

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0) yang 

disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena tidak ada penyakit 

pada populasi. 

 Titik kesetimbangan endemik sistem persamaan (2.16) 

diperoleh dengan menyelesaikan persamaan (3.1a) sampai (3.1e) jika 

𝐼 ≠ 0 dan 𝐸 ≠ 0. Dari persamaan (3.1c) diperoleh 

                                                     𝐼∗ =
𝑚𝐸∗

𝑑+𝛼
.                                   (3.4) 

Dari persamaan (3.1d) diperoleh  

                                                     𝑉∗ =
𝑟𝑆∗

𝛿+𝑑
.                                  (3.5) 

Kemudian, persamaan (3.4) disubtitusikan ke dalam persamaan 

(3.1e) dan diperoleh 

                                        𝑊∗ =
𝑘𝐸∗(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)
.                                 (3.6) 

Persamaan (3.4) dan (3.6) disubstitusikan ke dalam persamaan 

(3.1a), sehingga diperoleh 

                                        𝑆∗ =
(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)

(𝑑+𝑚+𝛼)
(

1

𝛽
+

𝜂𝜏+𝜀

𝛽1𝑘
).                  (3.7) 

Kemudian, titik  𝑆∗ dapat disubstitusikan ke dalam persamaan (3.6), 

sehingga diperoleh 

                                        𝑉∗ =
𝑟

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)

(𝑑+𝑚+𝛼)
(
1

𝛽
+

(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑘
)

𝛿+𝑑
.                       (3.8) 

Agar diperoleh titik 𝐸∗, persamaan (3.4), (3.6), (3.7), dan (3.8) dapat 

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.1a), sehingga diperoleh 

 𝐸∗ =
(𝑑+𝑟+𝛿)(𝑑−𝑏)(𝑑+𝛼)

(𝑑+𝛿)(𝑑+𝑚+𝛼)
(

1

𝛽
+

(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑘
) (𝐵 (

𝛽1𝑘

(𝜂𝜏+𝜀)
+ 𝛽) − 1) 

dengan 
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 𝐵 =
𝐴(𝑑+𝛿)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑−𝑏)(𝑑+𝑟+𝛿)(𝑑+𝛼)(𝑑+𝑚)
. 

 Berdasarkan uraian tersebut diperoleh titik 𝑃∗ =
(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) yang disebut titik kesetimbangan endemik. 

3.2 Angka Reproduksi Dasar 

Angka reproduksi dasar ditentukan dengan metode next 

generation matrix. Metode next generation matrix didefinisikan 

sebagai 𝐾 = 𝐹𝑉−1. Langkah awal untuk memperoleh nilai 

pendekatan angka reproduksi dasar (𝑅0), yaitu dengan membentuk 

matriks Jacobi dari 𝐹 dan 𝑉. Komponen pembentuk matriks 𝐹 dan 𝑉 

terdiri dari subpopulasi individu yang terinfeksi, yaitu subpopulasi 

individu terpapar dan subpopulasi individu terinfeksi.  

Matriks 𝐹 adalah matriks yang terbentuk dari komponen ℱ. 

Komponen ℱ dinotasikan sebagai (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3). ℱ menyatakan laju dari 

munculnya infeksi baru yang masuk pada masing-masing 

kompartemen dan bernilai positif. Matriks 𝑉 adalah matriks yang 

terbentuk dari komponen 𝒱. Komponen 𝒱 dinotasikan dengan 

(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3). 𝒱 menyatakan laju transfer masuk atau keluar dari 

kompartemen satu ke lainnya. Jika transfer masuk maka 𝒱 bernilai 

negatif, namun jika tranfer keluar maka 𝒱 bernilai positif. 

Berdasarkan komponen matriks 𝐹 dan 𝑉 dapat dibentuk 

matriks Jacobi 𝐹 dan 𝑉 dari titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑃0 =

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0, 0,

𝐴𝑟

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0). Matriks 

Jacobi 𝐹 dan 𝑉 dapat diperoleh dengan penurunan terhadap masing-

masing subpopulasi sebagai berikut 

𝐹 =

[
 
 
 
 
𝑑𝑓1

𝑑𝐸
𝑑𝑓2

𝑑𝐸

 

𝑑𝑓1

𝑑𝐼
𝑑𝑓2

𝑑𝐼

𝑑𝑓1

𝑑𝑊
𝑑𝑓2

𝑑𝑊

 
𝑑𝑓3

𝑑𝐸
 

𝑑𝑓3

𝑑𝐼

𝑑𝑓3

𝑑𝑊]
 
 
 
 

  dengan  [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

] = [
𝛽𝑆(𝐼 + 𝐸) + 𝛽1𝑆𝑊

0
0

] 

dan 
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 𝑉 =

[
 
 
 
 
𝑑𝑉1

𝑑𝐸
𝑑𝑉2

𝑑𝐸

 

𝑑𝑉1

𝑑𝐼
𝑑𝑉2

𝑑𝐼

𝑑𝑉1

𝑑𝑊
𝑑𝑉2

𝑑𝑊

 
𝑑𝑉3

𝑑𝐸
 

𝑑𝑉3

𝑑𝐼

𝑑𝑉3

𝑑𝑊]
 
 
 
 

 dengan  [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

] = [

(𝑑 + 𝑚)𝐸
−𝑚𝐸 + (𝑑 + 𝛼)𝐼

−𝑘(𝐸 + 𝐼) + (𝜂𝜏 + 𝜀)𝑊
], 

sehingga diperoleh matriks 𝐹 dan 𝑉 sebagai berikut 

𝐹 = [
𝛽𝑆0

0
 𝛽𝑆0

0
𝛽1𝑆

0

0
0      0 0

] dan 𝑉 = [
(𝑑 + 𝑚)

−𝑚
 

0
(𝑑 + 𝛼)

0
0

−𝑘           −𝑘 (𝜂𝜏 + 𝜀)

],  

dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑃0 =

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0, 0,

𝐴𝑟

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 0) maka 

diperoleh  

𝐹 = [

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0
 

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0

𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0
0                       0 0

] dan  

𝑉 = [
(𝑑 + 𝑚)

−𝑚
 

0
(𝑑 + 𝛼)

0
0

−𝑘           −𝑘 (𝜂𝜏 + 𝜀)

].                                          (3.9) 

Sebelum menentukan next generation matrix, terlebih dahulu 

ditentukan invers matriks 𝑉, yaitu 

𝑉−1 =

[
 
 
 
 

1

(𝑑+𝑚)
0 0

𝑚

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)

1

(𝑑+𝛼)
0

𝑘(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)

𝑘

(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)

1

(𝜂𝜏+𝜀)]
 
 
 
 

. 

Berdasarkan matriks 𝐹 dan 𝑉−1, kemudian dibentuk next 

generation matrix (𝐾 = 𝐹𝑉−1), yaitu 

𝐾 = [

𝛽𝑆0

(𝑑+𝑚)
+

𝑚𝛽𝑆0

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)
+

𝑘𝛽1(𝑑+𝑚+𝛼)𝑆0

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽𝑆0

(𝑑+𝛼)
+

𝑘𝛽𝑆0

(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑆0

(𝜂𝜏+𝜀)

0 0 0
0 0 0

], 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



27 

dengan  

𝑆0 =
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
. 

Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks 𝐾, yaitu 

           |𝐾 − 𝜆𝐼| = 0, 

dan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut 

((
𝛽𝑆0

(𝑑+𝑚)
+

𝑚𝛽𝑆0

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)
+

𝑘𝛽1(𝑑+𝑚+𝛼)𝑆0

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)
) − 𝜆)𝜆2 = 0, 

dengan  

𝑆0 =
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
. 

Diperoleh akar persamaan karakteristiknya yaitu 

𝜆1 =
𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
(𝛽 +

𝛽1

(𝜂𝜏+𝜀)
) dan 𝜆2,3 = 0. 

Angka reproduksi dasar 𝑅0 adalah maksimum modulus nilai 

eigen (spectral radius) dari next generation matrix 𝐾, yaitu 

             𝑅0 = 𝜌(𝐾) = max{𝜆1, 𝜆2, 𝜆3}, 

                  = max {
𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
(𝛽 +

𝛽1

(𝜂𝜏+𝜀)
) , 0,0},     

dengan demikian 𝑅0 adalah     

            𝑅0 =
𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
(𝛽 +

𝛽1

(𝜂𝜏+𝜀)
). 

3.3 Syarat Eksistensi Titik Kesetimbangan Endemik 

Titik kesetimbangan endemik pada persamaan (2.16) dapat 

dinyatakan dalam 𝑅0 sebagai berikut 

𝑆∗ =
𝐴(𝛿+𝑑)

𝑅0(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 
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𝐸∗ =
(𝑑+𝑟+𝛿)(𝑑−𝑏)(𝑑+𝛼)

(𝑑+𝛿)(𝑑+𝑚+𝛼)
(

1

𝛽
+

(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑘
) (𝑅0 − 1), 

𝐼∗ =
𝑚(𝑑+𝑟+𝛿)(𝑑−𝑏)

(𝑑+𝛿)(𝑑+𝑚+𝛼)
(

1

𝛽
+

(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑘
) (𝑅0 − 1), 

𝑉∗ =
𝐴𝑟

𝑅0(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 

𝑊∗ =
𝑘(𝑑+𝑟+𝛿)(𝑑−𝑏)

(𝑑+𝛿)(𝜂𝜏+𝜀)
(

1

𝛽
+

(𝜂𝜏+𝜀)

𝛽1𝑘
) (𝑅0 − 1). 

Oleh karena itu, eksistensi titik kesetimbangan endemik 𝑃∗ =
(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) dapat ditentukan berdasarkan 𝑅0. Jika 𝑅0 < 1, 

maka diperoleh 𝐸∗, 𝐼∗,𝑊∗ < 0, sehingga titik kesetimbangan 

endemik tidak eksis. Jika 𝑅0 = 1, maka diperoleh 𝑆∗ =
𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
, 𝑉∗ =

𝐴𝑟

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
 dan 𝐸∗ = 𝐼∗ = 𝑊∗ = 0, sehingga 

titik kesetimbangan endemik sama dengan titik kesetimbangan bebas 

penyakit. Oleh karena itu, jika 𝑅0 = 1 maka titik kesetimbangan 

endemik tidak eksis. Jika 𝑅0 > 1, maka 𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗, dan 𝑊∗ 

bernilai positif, sehingga titik kesetimbangan endemik eksis. 

Jadi, jika 𝑅0 ≤ 1 maka hanya terdapat titik kesetimbangan 

bebas penyakit, sedangkan jika 𝑅0 > 1 terdapat dua titik 

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik. 

3.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Analisis kestabilan titik kesetimbangan yang akan ditentukan 

yaitu analisis kestabilan lokal dan analisis kestabilan global dari 

masing-masing titik kesetimbangan. 

3.4.1 Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas 

penyakit 

Analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit 

diperoleh dengan melakukan linearisasi sistem persamaan (2.16). 

Berdasarkan proses linearisasi model (2.16) diperoleh matriks Jacobi 

untuk titik kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut. 
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𝐽(𝑃0) =

[
 
 
 
 
 𝛽𝑆0

𝑚
 

𝛽𝑆0   𝛽1𝑆
0

−(𝑑 + 𝛼) 0
       

0                       0
 0                       0

𝑘
−𝛽𝑆0       

𝑘    −(𝜂𝜏 + 𝜀)

−𝛽𝑆0      𝛽1𝑆
0  

0               0
𝑏 − (𝑑 + 𝑟)           𝛿

0      0                0                  𝑟          𝑏 − (𝑑 + 𝛿)]
 
 
 
 
 

.  (3.10) 

Pada analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas 

penyakit digunakan metode matriks partisi. Jadi, dari matriks Jacobi 

𝐽(𝑃0) akan dipartisi menjadi matriks 𝑀, 𝐽3, 𝐽4, dan matriks 𝑁. 

Didefinisikan sebuah matriks 𝑀 = 𝐹 − 𝑉, dengan nilai matriks  𝐹 

dan 𝑉 sesuai matriks (3.9) dan  matriks  𝐽3 = −𝐹, sehingga diperoleh 

matriks partisi dari matriks Jacobi 𝐽(𝑃0)sebagai berikut 

𝐽(𝑃0) = [
𝑀 𝑁
𝐽3 𝐽4

], 

dengan 

𝑀 = [
𝛽𝑆0 − (𝑑 + 𝑚) 𝛽𝑆0 𝛽1𝑆

0

𝑚 −(𝑑 + 𝛼) 0
𝑘 𝑘 −(𝜂𝜏 + 𝜀)

]                     

 = [

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
− (𝑑 + 𝑚)

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝑚 −(𝑑 + 𝛼) 0

𝑘 𝑘 −(𝜂𝜏 + 𝜀)

], 

𝐽3 = [

−𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0
 

−𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0

−𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

0
0                       0 0

],  

𝐽4 = [
𝑏 − (𝑑 + 𝑟) 𝛿

𝑟 𝑏 − (𝑑 + 𝛿)
], dan 𝑁 = [

0 0
0 0
0 0

]. 

Kemudian, nilai eigen dari matriks Jacobi 𝐽(𝑃0) dapat 

ditentukan dengan menggunakan matriks partisi, yaitu 

               det(𝐽(𝑃0) − 𝜆𝐼) = det(𝑀 − 𝜆𝐼) = det(𝐽4 − 𝜆𝐼),       (3.11) 

sehingga kestabilan lokal bebas penyakit dari matriks Jacobi 𝐽(𝑃0) 

dapat dilihat dengan cara menentukan tanda nilai eigen dari matriks 

𝑀 dan matriks 𝐽4, yaitu 
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|𝑀 − 𝜆𝐼| = |[

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
− (𝑑 + 𝑚)

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝑚 −(𝑑 + 𝛼) 0

𝑘 𝑘 −(𝜂𝜏 + 𝜀)

] −

                     [
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

]|   = 0  

                 = |

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
− (𝑑 + 𝑚) − 𝜆

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)

𝑚 −(𝑑 + 𝛼) − 𝜆 0
𝑘 𝑘 −(𝜂𝜏 + 𝜀) − 𝜆

| = 0, 

dan diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut 

𝜆3 + 𝐴1𝜆
2 + 𝐴2𝜆 + 𝐴3 = 0, 

dengan  

𝐴1 = ((𝑑 + 𝑚) + (𝑑 + 𝛼) + (𝜂𝜏 + 𝜀) −
𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
), 

𝐴2 = ((𝑑 + 𝛼)(𝜂𝜏 + 𝜀) + (𝑑 + 𝑚)(𝜂𝜏 + 𝜀) + (𝑑 + 𝑚)(𝑑 + 𝛼) −

            
𝑚𝛽𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

𝑘𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)(𝜂𝜏+𝜀)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

𝛽𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝛼)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
), 

𝐴3 = ((𝑑 + 𝑚)(𝑑 + 𝛼)(𝜂𝜏 + 𝜀) −
𝛽𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝛼)(𝜂𝜏+𝜀)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

𝑚𝛽𝐴(𝛿+𝑑)(𝜂𝜏+𝜀)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

            
𝑘𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝛼)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
−

𝑚𝛽1𝐴(𝛿+𝑑)

(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
). 

Oleh karena persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit, 

maka untuk menentukan tanda nilai eigennya digunakan kriteria 

Routh-Hurwitz, seperti sebagai berikut 

1. 𝐴1 > 0, 

2. 𝐴3 > 0 

3. 𝐴1𝐴2 − 𝐴3 > 0, 
Untuk perhitungan 𝐴1 > 0, 𝐴3 > 0, dan 𝐴1𝐴2 − 𝐴3 > 0  

ditunjukkan pada Lampiran 1. Jika  𝑅0 < 1 maka kondisi (1), (2), 

dan (3) terpenuhi, sehingga jelas det(𝑀 − 𝜆𝐼) < 0. 

Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks 𝐽4 sebagai 

berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



31 

|𝐽4 − 𝜆𝐼| = |[
𝑏 − (𝑑 + 𝑟) 𝛿

𝑟 𝑏 − (𝑑 + 𝛿)
] − [

𝜆 0
0 𝜆

]| = 0  

               = |
𝑏 − (𝑑 + 𝑟) − 𝜆 𝛿

𝑟 𝑏 − (𝑑 + 𝛿) − 𝜆
| = 0, 

sehingga diperoleh persamaan karakteristik berikut 

𝜆2 + [(𝑑 + 𝑟) − 𝑏 + (𝑑 + 𝛿) − 𝑏]𝜆 

+[𝑏(𝑏 − (𝑑 + 𝛿) − (𝑑 + 𝑟)) + (𝑑 + 𝑟)(𝑑 + 𝛿) − 𝛿𝑟] = 0, 

dan diperoleh 

𝜆1 = 𝑏 − 𝑑 dan 𝜆2 = 𝑏 − 𝑑 − 𝑟 − 𝛿,  

Berdasarkan definisi matriks partisi (3.11), maka jelas 

det(𝐽(𝑃0) − 𝜆𝐼) < 0. Oleh karena det(𝐽(𝑃0) − 𝜆𝐼) < 0 maka titik 

kesetimbangan bebas penyakit 𝑃0 stabil asimtotik. 

 

3.4.2 Analisis Kestabilan Global 

Analisis kestabilan global titik kesetimbangan ditentukan 

dengan menggunakan fungsi Lyapunov. 

 

3.4.2.1 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan bebas 

penyakit 

Didefinisikan fungsi lyapunov 

ℒ1 = 𝑆 − 𝑆0 − 𝑆0𝑙𝑛
𝑆

𝑆0 + 𝑉 − 𝑉0 − 𝑉0𝑙𝑛
𝑉

𝑉0 + 𝐸 + 𝑀1𝐼 + 𝑁1𝑊,  

dengan 

𝑀1 =
𝑆0

(𝑑+𝛼)
(𝛽 +

𝛽1𝑘

(𝜂𝜏−𝜀)
) dan  𝑁1 =

𝛽1𝑆0

(𝜂𝜏−𝜀)
. 

Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut merupakan 

fungsi Lyapunov  kuat atau lemah untuk 𝑃0, perlu diperiksa apakah 

fungsi ℒ1 tersebut memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1. Jelas 

bahwa ℒ1(𝑃
0) = ℒ1(𝑆

0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = 0 dan ℒ1(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉, 𝑊) >
0, ∀(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) ≠ (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0). Oleh karena itu, ℒ1 

memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1. 

Selanjutnya akan diperiksa apakah ℒ1 memenuhi Definisi 

2.3.2, yaitu ℒ1
′ (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) < 0, ∀(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) ≠

(𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0). Dari fungsi Lyapunov ℒ1, diperoleh turunannya 

sebagai berikut 

ℒ1
′ = (1 −

𝑆0

𝑆
) 𝑆′ + (1 −

𝑉0

𝑉
)𝑉′ + 𝐸′ +

𝑆0

(𝑑+𝛼)
(𝛽 +

𝛽1𝑘

(𝜂𝜏−𝜀)
) 𝐼′ 𝛽1𝑆0

(𝜂𝜏−𝜀)
𝑊′.  (3.12) 

Kemudian, substitusikan sistem persamaan (2.16) kedalam 

persamaan (3.12), sehingga diperoleh 
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ℒ1
′ = (1 −

𝑆0

𝑆
) (𝐴 + 𝑏(𝑆 + 𝑉) + 𝛿𝑉 − (𝑑 + 𝑟)𝑆 − 𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) −  𝛽1𝑆𝑊)  

         +(1 −
𝑉0

𝑉
) ((𝑟𝑆 − (𝛿 + 𝑑)𝑉) + (𝛽𝑆(𝐸 + 𝐼) + 𝛽1𝑆𝑊 − (𝑑 + 𝑚)𝐸)  

         +
𝑆0

(𝑑+𝛼)
(𝛽 +

𝛽1𝑘

(𝜂𝜏−𝜀)
) (𝑚𝐸 − (𝑑 + 𝛼)𝐼) 

         +
𝛽1𝑆

0

(𝜂𝜏−𝜀)
(𝑘(𝐸 + 𝐼) − (𝜂𝜏 − 𝜀)𝑊) = 𝐵 + 𝐶, 

dengan 

𝐵 = (𝑑 − 𝑏)𝑉0 (2 −
𝑆0

𝑆
−

𝑆

𝑆0) + (𝑏 + 𝛿)𝑉0 (2 −
𝑆0𝑉

𝑆𝑉0 −
𝑆𝑉0

𝑆0𝑉
)  

       +(𝑑 − 𝑏)𝑉0 (3 −
𝑆0

𝑆
−

𝑉

𝑉0 −
𝑆𝑉0

𝑆0𝑉
) ≤ 0. 

dan 

𝐶 = (𝑑 + 𝑚)(𝑅0 − 1)𝐸. 

Berdasarkan perhitungan  ℒ1
′  yang diberikan pada Lampiran 2 

diperoleh 

ℒ1
′ = (𝑑 − 𝑏)𝑉0 (2 −

𝑆0

𝑆
−

𝑆

𝑆0) + (𝑏 + 𝛿)𝑉0 (2 −
𝑆0𝑉

𝑆𝑉0
−

𝑆𝑉0

𝑆0𝑉
) 

              +(𝑑 − 𝑏)𝑉0 (3 −
𝑆0

𝑆
−

𝑉

𝑉0 −
𝑆𝑉0

𝑆0𝑉
) + (𝑑 + 𝑚)(𝑅0 − 1)𝐸. 

ℒ1
′ = 0 terpenuhi jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆0, 𝐸 = 𝐸0, 𝐼 = 𝐼0, 𝑉 =

𝑉0, 𝑊 = 𝑊0 dan 𝑅0 = 1, sedangkan ℒ1
′ < 0 terpenuhi jika dan 

hanya jika 𝑆 ≠ 𝑆0, 𝐸 ≠ 𝐸0, 𝐼 ≠ 𝐼0, 𝑉 ≠ 𝑉0, 𝑊 ≠ 𝑊0 dan 𝑅0 < 1. 

Titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik global ketika 

ℒ1
′ < 0 dan bukan di titik kesetimbangan bebas penyakitnya. Jadi, 

jelas bahwa ℒ1 memenuhi Definisi 2.3.2, yaitu ℒ1
′ (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) < 0, 

∀(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) ≠ (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) sesuai dengan pembuktian 

pada Lampiran 2. 

 

2.4.2.2 Analisis kestabilan global titik kesetimbangan endemik 
Sebelum dilakukan analisis kestabilan global titik 

kesetimbangan endemik, sistem persamaan (2.16) ditransformasikan 

menjadi sebagai berikut 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑆 (

𝐴

𝑆∗ (
𝑆∗

𝑆
− 1) +

(𝑏+𝛿)𝑉∗

𝑆∗ (
𝑆∗𝑉

𝑆𝑉∗ − 1) − 𝛽1𝑊
∗ (

𝑊

𝑊∗ − 1) −

         𝛽 (𝐸∗ (
𝐸

𝐸∗ − 1) + 𝐼∗ (
𝐼

𝐼∗
− 1))), 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 

𝐸𝑆∗

𝐸∗ (𝛽𝐸∗ (
𝑆

𝑆∗ − 1) + 𝛽𝐼∗ (
𝑆𝐼𝐸∗

𝑆∗𝐼∗𝐸
− 1) + 𝛽1𝑊

∗ (
𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
− 1)), 
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𝑑𝐼

𝑑𝑡
 =

𝑚𝐸∗𝐼

𝐼∗
(
𝐸𝐼∗

𝐸∗𝐼
− 1), 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
 =

𝑟𝑆∗𝑉

𝑉∗ (
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
− 1), 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=

𝑘𝑊

𝑊∗ (𝐸∗ (
𝐸𝑊∗

𝐸∗𝑊
− 1) + 𝐼∗ (

𝐼𝑊∗

𝐼∗𝑊
− 1)).                                  (3.13) 

Didefinisikan fungsi Lyapunov                                                      

ℒ2 = 𝑆 − 𝑆∗ − 𝑆∗𝑙𝑛
𝑆

𝑆∗
+ 𝑉 − 𝑉∗ − 𝑉∗𝑙𝑛

𝑉

𝑉∗
+ 𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗𝑙𝑛

𝐸

𝐸∗
 

         +𝑀2 (𝐼 − 𝐼∗ − 𝐼∗𝑙𝑛
𝐼

𝐼∗
) + 𝑁2 (𝑊 − 𝑊∗ − 𝑊∗𝑙𝑛

𝑊

𝑊∗).  

dengan 

𝑀2 =
𝑆∗𝐼∗(𝛽(𝐸∗+𝐼∗)+𝛽1𝑊∗)

𝑚𝐸∗(𝐸∗+𝐼∗)
 dan 𝑁2 =

𝛽1𝑆∗𝑊∗

𝑘(𝐸∗+𝐼∗)
. 

Selanjutnya, untuk memeriksa apakah fungsi tersebut merupakan 

fungsi Lyapunov  kuat atau lemah untuk 𝑃∗, perlu diperiksa apakah 

fungsi ℒ2 tersebut memenuhi kondisi 1 pada Definisi 2.3.1, yaitu 

ℒ(𝑥⃗∗) = 0 dan ℒ(𝑥⃗) > 0, ∀𝑥⃗ ≠ 𝑥⃗∗ ∈ 𝒲. 

 Pembuktian ℒ2(𝑃
∗) = 0 

ℒ2(𝑃
∗) = ℒ(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) 

                       = 𝑆∗ − 𝑆∗ − 𝑆∗𝑙𝑛
𝑆∗

𝑆∗ +  𝑓(𝑆) + 𝐸∗ − 𝐸∗ − 𝐸∗𝑙𝑛
𝐸∗

𝐸∗ 

                           +
𝑆∗𝐼∗(𝛽(𝐸∗+𝐼∗)+𝛽1𝑊∗)

𝑚𝐸∗(𝐸∗+𝐼∗)
(𝐼∗ − 𝐼∗ − 𝐼∗𝑙𝑛

𝐼∗

𝐼∗
) 

                           +
𝛽1𝑆∗𝑊∗

𝑘(𝐸∗+𝐼∗)
(𝑊∗ − 𝑊∗ − 𝑊∗𝑙𝑛

𝑊∗

𝑊∗) = 0. 

 Pembuktian ℒ2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) > 0 

Misal 𝑓(𝑆) =  𝑆 − 𝑆∗ − 𝑆∗𝑙𝑛
𝑆

𝑆∗ dan 𝑆 terdefinisi pada domain 

𝑆 ∈ ℝ+. Turunan pertama 𝑓(𝑆) terhadap 𝑆, yaitu 

                 𝑓′(𝑆) = 1 −
𝑆∗

𝑆
, dengan 𝑆 ∈ (0,∞). 

Titik stationer 𝑓(𝑆)  diperoleh ketika  𝑓′(𝑆) = 0. Nilai 𝑥 yang 

memenuhi 𝑓′(𝑆) = 0 adalah ketika 𝑆 = 𝑆∗, sehingga 𝑓′(𝑆∗) = 0. 

Jika 𝑆 ∈ (0, 𝑆∗) maka berlaku 𝑓′(𝑆) < 0. Dilain pihak, jika 𝑆 ∈
(𝑆∗,∞) maka berlaku 𝑓′(𝑆) > 0. Oleh karena itu, 𝑓(𝑆) monoton 

turun pada selang (0, 𝑆∗) dan monoton naik pada selang (𝑆∗, ∞). 

Berdasarkan uraian tersebut, jelas bahwa (𝑆∗, 0) merupakan 

titik minimum 𝑓(𝑆). Oleh karena 0 merupakan nilai minimum 𝑓(𝑆) 

maka pasti berlaku 𝑓(𝑆) > 0 untuk 𝑆 ≠ 𝑆∗ ∈ 𝒲. Hal ini juga 

berlaku untuk membuktikan  𝑓(𝐸) = 𝐸 − 𝐸∗ − 𝐸∗𝑙𝑛
𝐸

𝐸∗, 𝑓(𝑉) = 𝑉 −
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𝑉∗ − 𝑉∗𝑙𝑛
𝑉

𝑉∗ ,  𝑓(𝐼) =
𝑆∗𝐼∗(𝛽(𝐸∗+𝐼∗)+𝛽1𝑊∗)

𝑚𝐸∗(𝐸∗+𝐼∗)
(𝐼 − 𝐼∗ − 𝐼∗𝑙𝑛

𝐼

𝐼∗
), dan 

𝑓(𝑊) =
𝛽1𝑆∗𝑊∗

𝑘(𝐸∗+𝐼∗)
(𝑊 − 𝑊∗ − 𝑊∗𝑙𝑛

𝑊

𝑊∗). Jadi terbukti bahwa 

ℒ2(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) > 0. 

Berikutnya akan diperiksa apakah ℒ2 memenuhi Definisi 

2.3.2, yaitu ℒ2
′ (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) < 0, ∀(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) ≠

(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗). Dari fungsi Lyapunov ℒ2, diperoleh turunannya 

sebagai berikut 

ℒ2
′ = (1 −

𝑆∗

𝑆
) 𝑆′ + (1 −

𝑉∗

𝑉
)𝑉′ + (1 −

𝐸∗

𝐸
)𝐸′ + 𝑀2 (1 −

𝐼∗

𝐼
) 𝐼′  

          +𝑁2 (1 −
𝑊∗

𝑊
)𝑊′, 

     = (
𝑆−𝑆∗

𝑆
)𝑆′ + (

𝑉−𝑉∗

𝑉
)𝑉′ + (

𝐸−𝐸∗

𝐸
)𝐸′ 

          +
𝑆∗𝐼∗(𝛽(𝐸∗+𝐼∗)+𝛽1𝑊∗)

𝑚𝐸∗(𝐸∗+𝐼∗)
(
𝐼−𝐼∗

𝐼
) 𝐼′ +

𝛽1𝑆∗𝑊∗

𝑘(𝐸∗+𝐼∗)
(
𝑊−𝑊∗

𝑊
)𝑊′. 

Kemudian, persamaan pada sistem (3.13) disubstitusikan ke dalam 

persamaan ℒ2
′ , sehingga diperoleh 

ℒ2
′ = (𝑆 − 𝑆∗) [

𝐴

𝑆∗ (
𝑆∗

𝑆
− 1) +

(𝑏+𝛿)𝑉∗

𝑆∗ (
𝑆∗𝑉

𝑆𝑉∗ − 1) − 𝛽1𝑊
∗ (

𝑊

𝑊∗ − 1) −

𝛽 (𝐸∗ (
𝐸

𝐸∗ − 1) + 𝐼∗ (
𝐼

𝐼∗
− 1))] +(𝑉 − 𝑉∗) [

𝑟𝑆∗

𝑉∗ (
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
− 1)]   

    +(𝐸 − 𝐸∗) [
𝑆∗

𝐸∗ (𝛽𝐸∗ (
𝑆

𝑆∗ − 1) + 𝛽𝐼∗ (
𝑆𝐼𝐸∗

𝑆∗𝐼∗𝐸
− 1) +  𝛽1𝑊

∗ (
𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
− 1))]  

    +
𝑆∗𝐼∗(𝛽(𝐸∗+𝐼∗)+𝛽1𝑊

∗)

𝑚𝐸∗(𝐸∗+𝐼∗)
(𝐼 − 𝐼∗) [

𝑚𝐸∗

𝐼∗
(
𝐸𝐼∗

𝐸∗𝐼
− 1)] 

    +
𝛽1𝑆

∗𝑊∗

𝑘(𝐸∗+𝐼∗)
(𝑊 − 𝑊∗) [

𝑘

𝑊∗ (𝐸
∗ (

𝐸𝑊∗

𝐸∗𝑊
− 1) + 𝐼∗ (

𝐼𝑊∗

𝐼∗𝑊
− 1))]  

     = 𝐵′ + 𝐶′, 
dengan   

𝐵′ = (𝑏 + 𝛿)𝑉∗ (2 −
𝑆∗𝑉

𝑆𝑉∗ −
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
) + (𝑑 − 𝑏)𝑉∗ (3 −

𝑆∗

𝑆
−

𝑉

𝑉∗ −
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
)  

    +((𝑑 − 𝑏)𝑆∗ + 𝛽𝑆∗(𝐸∗ + 𝐼∗) + 𝛽1𝑆
∗𝑊∗) (2 −

𝑆∗

𝑆
−

𝑆

𝑆∗), 

dan 

𝐶′ = 𝛽𝑆∗𝐼∗ (3 +
𝑆∗

𝑆
−

𝐼∗𝐸

𝐼𝐸∗ −
𝑆𝐼𝐸∗

𝑆∗𝐼∗𝐸
) +

𝛽1𝑆∗𝐸∗𝑊∗

(𝐸∗+𝐼∗)
(3 −

𝑆∗

𝑆
−

𝐸𝑊∗

𝐸∗𝑊
−

𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
)  

        +
𝛽1𝑆∗𝐼∗𝑊∗

(𝐸∗+𝐼∗)
(4 +

𝑆∗

𝑆
−

𝐼∗𝐸

𝐼𝐸∗ −
𝐼𝑊∗

𝐼∗𝑊
−

𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
)  

        −(𝛽𝑆∗𝐼∗ + 𝛽1𝑆
∗𝑊∗) (2 −

𝑆∗

𝑆
−

𝑆

𝑆∗). 

Berdasarkan perhitungan ℒ2
′  yang diberikan pada Lampiran 3 

diperoleh 
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ℒ2
′ = (𝑏 + 𝛿)𝑉∗ (2 −

𝑆∗𝑉

𝑆𝑉∗ −
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
) +

𝛽1𝑆
∗𝐼∗𝑊∗

(𝐸∗+𝐼∗)
  

    (4 −
𝑆∗

𝑆
−

𝐼∗𝐸

𝐼𝐸∗ −
𝐼𝑊∗

𝐼∗𝑊
−

𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
) + 𝛽𝑆∗𝐼∗ (3 −

𝑆∗

𝑆
−

𝐼∗𝐸

𝐼𝐸∗ −
𝑆𝐼𝐸∗

𝑆∗𝐼∗𝐸
)  

         +
𝛽1𝑆∗𝐸∗𝑊∗

(𝐸∗+𝐼∗)
(3 −

𝑆∗

𝑆
−

𝐸𝑊∗

𝐸∗𝑊
−

𝑆𝑊𝐸∗

𝑆∗𝑊∗𝐸
) + (𝛽𝑆∗𝐸∗ + (𝑑 − 𝑏)𝑆∗) 

         (2 −
𝑆∗

𝑆
−

𝑆

𝑆∗) + (𝑑 − 𝑏)𝑉∗ (3 −
𝑆∗

𝑆
−

𝑉

𝑉∗ −
𝑆𝑉∗

𝑆∗𝑉
). 

ℒ2
′ = 0 terpenuhi jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆∗, 𝐸 = 𝐸∗, 𝐼 = 𝐼∗, 𝑉 =

𝑉∗, dan 𝑊 = 𝑊∗, sedangkan ℒ2
′ < 0 terpenuhi jika dan hanya jika 

𝑆 ≠ 𝑆∗, 𝐸 ≠ 𝐸∗, 𝐼 ≠ 𝐼∗, 𝑉 ≠ 𝑉∗, dan 𝑊 ≠ 𝑊∗. Titik 

kesetimbangan endemik stabil asimtotik global ketika ℒ2
′ < 0 dan 

bukan di titik kesetimbangan endemiknya. Jadi, jelas bahwa ℒ2 

memenuhi Definisi 2.3.2, yaitu ℒ2
′ (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) < 0, 

∀(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑉,𝑊) ≠ (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) sesuai dengan pembuktian 

pada Lampiran 3. Hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan 

sistem persamaan (2.16) dirangkum pada Tabel 3.1. 

 

Tabel 3.1 Syarat eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan 

sistem (2.16) 
Titik 

Kesetimbangan 

Syarat 

Eksistensi 
Kestabilan Syarat Kestabilan 

𝑃0 Tidak ada 

Stabil asimtotik 

lokal 
𝑅0 < 1 

Stabil asimtotik 

global 
𝑅0 ≤ 1 

𝑃∗ 𝑅0 > 1 

Stabil asimtotik 

lokal 
 

Stabil asimtotik 

global  
𝐵′ + 𝐶′ < 0 

 

2.5 Simulasi Numerik 

Pada subbab ini disajikan solusi numerik model transmisi 

penyakit Brucellosis antar domba dengan adanya imigrasi dimana 

disajikan adanya peningkatan atau penurunan jumlah individu setiap 

subpopulasi persatuan waktunya. Metode Runge Kutta orde empat 

digunakan untuk menyimulasikan hasil analisis. 
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2.5.2 Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan bebas 

penyakit  

Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan bebas penyakit 

menggunakan 3 nilai awal, yaitu 

1. (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (550, 100, 15, 130, 350), 

2. (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (650, 150, 25, 400, 300), 

3. (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = (750, 75, 20, 250, 150), 

serta digunakan nilai parameter-parameter yang diambil dari Gui 

Quan Sun dan Zi Ke Zhang (2014), yaitu 𝐴 = 150, 𝑏 = 0.45, 𝑑 =
0.6, 𝑟 = 1, 𝛽 = 0.0007, 𝛽1 = 0.00048, 𝛿 = 0.4, 𝑚 = 1, 𝛼 = 1, 

𝑘 = 12, 𝜂 = 4, 𝜏 = 0.6, dan 𝜀 = 6. Untuk menganalisis kestabilan 

titik kesetimbangan bebas penyakit, dapat dilakukan dengan cara 

mensubstitusikan nilai parameter-parameter pada persamaan (3.10) 

sehingga didapatkan nilai eigen dan sifat kestabilannya, seperti yang 

ditunjukkan pada Tabel 3.2. 

 

Tabel 3.2 Sifat kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit 

Titik kesetimbangan Nilai Eigen 
Sifat 

kestabilan 

𝑃0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0)             

  = (
(𝛿 + 𝑑)𝐴

(𝑑 − 𝑏)(𝛿 + 𝑑 + 𝑟)
, 0, 

            0,
𝐴𝑟

(𝑑 − 𝑏)((𝛿 + 𝑑 + 𝑟)
, 0) 

𝜆1 = −0.2947 

𝜆2 = −2.2052 
𝜆3 = −0.1165 
𝜆4 = −2.2318 
𝜆5 = −8.4516 

Stabil 

Asimtotik 

 

Berdasarkan parameter yang digunakan diperoleh angka reproduksi 

dasar untuk titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu  

𝑅0 =
𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
(𝛽 +

𝛽1

(𝜂𝜏+𝜀)
) = 0.5413, 

serta diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu 

𝑃0 = (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) = ( 500, 0, 0, 500, 0). 

Hasil simulasi dengan  menggunakan parameter-parameter di atas 

untuk masing-masing nilai awal terhadap satuan waktu dapat dilihat 

pada Gambar 3.1-Gambar 3.3.  
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Gambar 3.1 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 <
1 dengan nilai awal (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) =
(550, 100, 15, 130, 350). 

 

 

Gambar 3.2 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 < 1 

dengan nilai awal (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) =
(650, 150, 25, 400, 300). 
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Berdasarkan Gambar 3.1-Gambar 3.3 dapat diketahui bahwa 

titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free equilibrium) 

bersifat stabil asimtotik untuk ketiga nilai awal yang digunakan. Oleh 

karena titik kesetimbangan bebas penyakit untuk populasi exposed, 

infected, dan populasi bakteri Brucella masing-masing sama dengan 

nol, sehingga tidak ada satupun domba yang dapat menularkan 

penyakit Brucellosis, tidak ada satupun domba yang mengalami sakit 

Brucellosis, serta tidak ada satupun bakteri Brucella yang 

bertransmisi ke lingkungan. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.3 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 < 1 

dengan nilai awal (𝑆0, 𝐸0, 𝐼0, 𝑉0,𝑊0) =
(750, 75, 20, 250, 150). 
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Gambar 3.4 Grafik potret fase untuk 𝑅0 < 1. 

 

(b) Potret fase pada ruang SIW. 

 

 

 

0 

 

(a) Potret fase pada ruang EIW. 
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Pada Gambar 3.4 ditunjukkan potret fase untuk 𝑅0 < 1 pada 

ruang SIW dan EIW dengan tiga nilai awal yang berbeda seperti 

yang telah disebutkan sebelumnya. Hasil simulasi ini menunjukkan 

bahwa dengan beberapa nilai awal yang diberikan, orbit-orbit pada 

ruang SIW dan EIW menuju titik kesetimbangan bebas penyakit 

yaitu 𝑃0. Artinya, ketika 𝑅0 < 1 titik kesetimbangan 𝑃0 bersifat 

stabil asimtotik global. Hal ini menunjukkan bahwa hasil simulasi 

numerik yang dilakukan sesuai dengan hasil analisis. 

 

2.5.3 Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan endemik 

Simulasi numerik untuk titik kesetimbangan endemik 

menggunakan 3 nilai awal yang sama dengan titik kesetimbangan 

bebas penyakit, yaitu 

1. (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) = (550, 100, 15, 130, 350), 

2. (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) = (650, 150, 25, 400, 300), 

3. (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) = (750, 75, 20, 250, 150), 

serta digunakan nilai parameter-parameter yang diambil dari Gui 

Quan Sun dan Zi Ke Zhang (2014), yaitu 𝐴 = 150, 𝑏 = 0.45, 𝑑 =
0.6, 𝑟 = 0.5, 𝛽 = 0.0007, 𝛽1 = 0.00048, 𝛿 = 0.4, 𝑚 = 1, 𝛼 = 0.4, 

𝑘 = 12, 𝜂 = 4, 𝜏 = 0.6, dan 𝜀 = 6. Untuk menganalisis kestabilan 

titik kesetimbangan endemik, dapat dilakukan dengan cara 

mensubstitusikan nilai parameter-parameter pada persamaan (3.10) 

sehingga didapatkan nilai eigen dan sifat kestabilannya, seperti yang 

ditunjukkan pada Tabel 3.3. 

 

Tabel 3.3 Sifat kestabilan titik kesetimbangan endemik 

Titik kesetimbangan Nilai Eigen Sifat kestabilan 

𝑃∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) 

𝜆1 = −0.0251 

𝜆2 = −0.3457 
𝜆3 = −1.6716 
𝜆4 = −1.8273 
𝜆5 = −8.3562 

Stabil Asimtotik 

 

Berdasarkan parameter yang digunakan diperoleh angka reproduksi 

dasar untuk titik kesetimbangan bebas penyakit, yaitu  

𝑅0 =
𝐴(𝛿+𝑑)(𝑑+𝑚+𝛼)

(𝑑+𝑚)(𝑑+𝛼)(𝑑−𝑏)(𝛿+𝑑+𝑟)
(𝛽 +

𝛽1

(𝜂𝜏+𝜀)
) = 1.1547 , 
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serta diperoleh titik kesetimbangan endemiknya, yaitu 𝑃∗ =
(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) = (577.3195876, 12.564433, 12.564433,  
288.6597938, 35.89838003). 

Hasil simulasi dengan menggunakan parameter- parameter 

yang ada untuk masing-masing nilai awal dapat dilihat pada Gambar 

3.5-Gambar 3.7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 > 1 

dengan nilai awal (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) =
(550, 100, 15, 130, 350). 
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Gambar 3.6 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 > 1 

dengan nilai awal (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) =
(650, 150, 25, 400, 300). 

 

 

Gambar 3.7 Grafik jumlah populasi untuk 𝑅0 > 1  

dengan nilai awal (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑉∗,𝑊∗) =
(750, 75, 20, 250, 150). 
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Berdasarkan Gambar 3.5-Gambar 3.7 dapat diketahui bahwa 

titik kesetimbangan endemik (endemic equilibrium) bersifat stabil 

asimtotik untuk ketiga nilai awal yang digunakan. 

 

  

(b) Potret fase pada ruang SIW. 

 

 

 

0 

 

(a) Potret fase pada ruang EIW. 

 

 

 

0 

 

Gambar 3.8 Grafik potret fase untuk 𝑅0 > 1. 
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Pada Gambar 3.8 ditunjukkan grafik potret fase untuk 𝑅0 > 1 pada 

ruang SIW dan EIW dengan tiga nilai awal yang berbeda seperti 

yang telah disebutkan sebelumnya. Hasil simulasi ini menunjukkan 

bahwa dengan beberapa nilai awal yang diberikan, orbit-orbit pada 

ruang SIW dan EIW menuju titik kesetimbangan endemik yaitu 𝑃∗. 

Artinya, jika 𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan 𝑃∗ bersifat stabil 

asimtotik global, sehingga dapat diartikan penyakit Brucellosis 

bersifat endemik. Dalam hal ini setiap penderita dapat menularkan 

penyakit kepada lebih dari satu penderita baru sehingga pada 

akhirnya terjadi penyebaran penyakit yang meluas.  
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BAB IV 

PENUTUP 

1.1 Kesimpulan 

Dari hasil pembahasan skripsi ini diperoleh kesimpulan 

sebagai berikut 

1. Pada model transmisi penyakit Brucellosis pada domba 

dengan adanya imigrasi diperoleh dua titik kesetimbangan, 

yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit (disease-free 

equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik (endemic 

equilibrium). 

2. Analisis kestabilan lokal dari titik kesetimbangan ditentukan 

berdasarkan angka reproduksi dasar (𝑅0). Titik kesetimbangan 

bebas penyakit pada model penyakit Brucellosis dengan 

imigrasi adalah stabil asimtotik ketika 𝑅0 < 1. Titik 

kesetimbangan endemik stabil asimtotik ketika 𝑅0 > 1. 

Analisis kestabilan global ditentukan dengan menggunakan 

fungsi Lyapunov dan diperoleh bahwa titik kesetimbangan 

bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik bersifat stabil 

asimtotik. 

3. Hasil simulasi numerik mendukung hasil yang diperoleh 

secara analitik. 

 

1.2 Saran  

Dalam skripsi ini hanya dibahas tentang analisis kestabilan 

lokal titik kesetimbangan bebas penyakit dan analisis kestabilan 

global titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik secara 

analisis. Disarankan untuk penelitian selanjutnya dibahas secara 

analisis kestabilan lokal titik kesetimbangan endemik dari model 

transmisi penyakit Brucellosis pada domba dengan adanya imigrasi. 
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