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IDEAL I- PRIMA

ABSTRAK

Pada skripsi ini, diperkenalkan perluasan baru dari ideal prima
lemah yang disebut ideal /- prima. Misalkan R adalah ring komutatif
dengan elemen satuan dan I adalah ideal dari R. ldeal sejati P dari R
disebut ideal I- prima jika untuk setiap a, b € R denganab € P — IP,
maka berlaku a € P atau b € P. Akan disajikan beberapa sifat dari
ideal I- prima dan mempelajari bentuknya. Selain itu, akan disajikan
kondisi di mana ideal /- prima menjadi ideal prima atau ideal prima
lemah dan mengkontruksikan ideal I- prima dalam ring yang
terdekomposisi.

Kata kunci: ideal prima, ideal prima lemah, almost prime ideal,
radikal dari ideal, ideal I-prima.
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I-PRIME IDEALS
ABSTRACT

In this essay, we introduce a new generalization of weakly
prime ideals called I-prime ideal. Suppose R is a commutative ring
with identity and I a fixed ideal of R. A proper ideal P of R is I-prime
ideal if forall a,b € R withab € P — IP impliesa € P or b € P. We
give some characterizations of I-prime ideal and study some of its
properties. Moreover, we give conditions under which I-prime ideal
becomes prime ideal or weakly prime ideal and we construct the view
of I-prime ideal in decomposite rings.

Keywords: prime ideal, weakly prime ideal, almost prime ideal,
radical of the ideal, I- prime ideal.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

liImu aljabar merupakan salah satu bidang ilmu matematika
yang telah berkembang sampai saat ini, karena banyak ilmuwan yang
masih mengembangkan ilmu aljabar yang telah ada sebelumnya. Salah
satu ilmu yang dipelajari dalam aljabar adalah struktur aljabar.

Struktur aljabar adalah suatu himpunan tidak kosong yang
disertai dengan satu atau lebih operasi biner pada himpunannya. Ada
beberapa macam struktur aljabar yang telah dipelajari misalkan grup,
ring dan ideal, modul serta lain sebagainya. Dalam skripsi ini dibahas
hal yang berkaitan dengan ring dan ideal. Ring merupakan suatu
struktur aljabar dengan disertai dua operasi biner, misalkan operasi
penjumlahan dan pergandaan yang memenuhi beberapa aksioma.

Di dalam ring terdapat suatu konsep atau teori yaitu ideal. Ideal
merupakan suatu himpunan bagian dari ring yang merupakan subring
terhadap operasi biner yang sama dengan ring dan pergandaan antara
elemen di ring dan elemen di ideal. Ideal dalam ring memiliki beragam
jenis di antaranya adalah ideal pokok, ideal prima serta lain
sebagainya. Bahkan, terdapat perluasan baru dari ideal prima lemah
yaitu ideal I- prima.

Pada tahun 2003, Anderson dan Smith telah membahas dan
mempelajari tentang ideal prima lemah dan keterkaitan ideal prima
lemah dengan ideal prima. Dan juga Anderson dan Smith
menambahkan bahwa untuk setiap ideal prima adalah ideal prima
lemah. Pada tahun 2005, Bhatwadekar dan Sharma membahas almost
prime ideal pada daerah integral dan menambahkan bahwa ideal prima
lemah adalah almost prime ideal serta ideal idempoten adalah almost
prime ideal.

Berdasarkan artikel yang berhubungan tersebut, dalam skripsi
ini dibahas sifat-sifat yang berkaitan dengan ideal I- prima yang
merupakan kaji ulang dari artikel yang ditulis oleh Akray (2016).



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya,
rumusan masalah yang dibahas pada makalah ini adalah bagaimana
sifat-sifat yang berkaitan dengan ideal I- prima.

1.3  Tujuan Masalah

Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan
sebelumnya pada makalah ini, maka tujuan yang dibahas pada
makalah ini adalah membahas sifat-sifat yang berkaitan dengan ideal
I- prima.



BAB Il
DASAR TEORI

Pada bab ini diberikan beberapa subbab yang menjelaskan
definisi beserta contoh mengenai teori-teori yang digunakan pada
pembahasan skripsi ini. Teori-teori tersebut meliputi himpunan,
pemetaan dan operasi biner, grup, ring, serta ideal.

2.1 Himpunan

Berikut diberikan definisi himpunan bagian yang dikutip dari
Khoirunnisa (2014), serta operasi pada himpunan menurut Arifin
(2000).

Definisi 2.1.1 (Himpunan Bagian)

Misalkan A dan B adalah himpunan-himpunan yang tidak kosong.
Dikatakan A himpunan bagian dari B, dinotasikan A € B, jika setiap
anggota di A juga merupakan anggota di B.

Contoh 2.1.2

Diberikan himpunan bilangan bulat Z dan himpunan bilangan real R.
Karena untuk setiap anggota di dalam Z juga merupakan anggota di
dalam R, maka Z merupakan himpunan bagian dari R.

Definisi 2.1.3 (Operasi pada Himpunan)
Misalkan X adalah suatu himpunan dan diberikan himpunan A dan B,
yaitu himpunan bagian dari X. Dapat dibentuk suatu himpunan baru
sebagai berikut:
i) Irisan himpunan A dan B :

ANnB ={x|x € Adanx € B}.
i) Gabungan himpunan A dan B :

AUB = {x|x € Aatau x € B}.
iii) Selisih himpunan A dan B :

A—B = {x|x € Adan x ¢ B}.
iv) Hasil kali kartesian himpunan A dan B :

AXB={(x,y)|]x € Adany € B}.
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Contoh 2.1.4

Diberikan himpunan-himpunan berikut:

A ={a,b,c,d}dan B = {x,y,d},

dengan himpunan semesta S = {a, b, c,d, x, y}.

Tentukan irisan dari Adan B, gabungan dari A dan B, selisih
himpunan A dan B, dan hasil kartesian dari kedua himpunan A dan B.
Bukti.

Dengan diketahui himpunan masing-masing, maka dapat diperoleh
bahwa :

Irisan AN B = {d},

Gabungan AU B = {a, b, c,d, x,y},

SelisihA — B ={a, b, ¢},

Selisih B — A = {x,y},

Hasil kali kartesian A X B ={(a,x),(a,y),(ad),
(b, X), (b, J/); (b, d)! (C' X), (Cr y)' (C, d)r (d, X), (d, }’)' (d' d)}

2.2 Pemetaan dan Operasi Biner

Berikut penjelasan mengenai pemetaan dan struktur aljabar
beserta contohnya menurut Mas’oed (2013), serta operasi biner
beserta contohnya menurut Setiawan (2014).

Definisi 2.2.1 (Relasi)
Misalkan A dan B himpunan tak kosong. Jika R adalah himpunan
bagian dari A x B, maka R disebut relasi dari A ke B.

Definisi 2.2.2 (Pemetaan)
Misalkan A dan B himpunan tak kosong. Relasi f dari A ke B disebut
pemetaan dari A ke B jika setiap a € A terdapat tepat tunggal b € B,
sedemikian sehingga (a, b) € f.
Pemetaan f dari A ke B ditulis secara matematis sebagai berikut.

f+ A—B

a — f(a) =b.

Dengan kata lain, jika a; = a, maka f(a,) = f(a,) untuk setiap
a;,a, € A.



Definisi 2.2.3 (Operasi Biner)
Misalkan A adalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner ()
pada A adalah pemetaan dari A X A ke A.
Secara matematis dapat dituliskan sebagai berikut:
*x 1 AXA — A
(,y) —=*(xy)=xx*y.

Contoh 2.2.4

Diberikan operasi # dengan didefinisikan x#y = x + 2y dan
x,y € N. Akan ditunjukkan bahwa operasi # pada N merupakan
operasi biner.

Bukti.

Didefinisikan x#y = x + 2y. Jika ambil sembarang x,y € N, maka
jelas bahwa x + 2y masih merupakan bilangan bulat positif. Jika
x>0 dan y > 0, maka x + 2y > 0. Diperoleh hasil dari x + 2y
merupakan bilangan positif. Sehingga operasi # pada N merupakan
operasi biner.

Contoh 2.2.5

Diberikan suatu himpunan yang tak kosong S ={a,b,c}.
Didefinisikan operasi * di mana x * y = x untuk setiap x, y € S. Akan
ditunjukkan operasi * pada himpunan S merupakan operasi biner.
Bukti.

Tabel 2.1 Operasi Biner (x) dengan x * y = x

£

=
a | |Q ]
a T |Q IS
a || |

C

Berdasarkan Tabel 2.1 dapat dilihat bahwa operasi * pada S
merupakan operasi biner karena hasil dari operasi * berada dalam
himpunan S.



Definisi 2.2.6 (Struktur Aljabar)

Struktur aljabar adalah ilmu yang mempelajari suatu himpunan tak
kosong dengan satu atau lebih operasi biner yang diberlakukan pada
sistem aljabar tersebut.

Contoh 2.2.7

Diberikan himpunan bilangan bulat Z yang disertai dengan operasi
penjumlahan (+). Jelas Z memenuhi sifat tertutup terhadap operasi
penjumlahan, di mana untuk setiap a, b € Z berlaku a + b € Z. Jadi Z
merupakan struktur aljabar.

2.3 Grup

Berikut diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan
grup sebagai pengantar pada dasar teori selanjutnya yang dikutip dari
Andari (2015) dan Jacobson (1951).

Definisi 2.3.1 (Semigrup)

Misalkan S adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi satu

operasi biner (). (S,*) disebut semigrup jika memenuhi aksioma:

i) Tertutup, yaitu untuk setiap a, b € S, berlaku a * b € S,

ii) Assosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € S, berlaku
ax(bxc)=(axb)=c.

Contoh 2.3.2

Diberikan N himpunan bilangan asli yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan. Akan ditunjukkan bahwa (N, +) merupakan semigrup.
Bukti.

1. Tertutup
Ambil sembarang a, b € N, berlaku a + b € N.
2. Assosiatif

Ambil sembarang a, b, c € N, berlaku
a+(b+c)=a+b+c
=(a+b)+c
Jadi (N, +) adalah semigrup.



Contoh 2.3.3
Diberikan ~ himpunan M(N) = {[Z Z] |a, b,c,d € N} yang

dilengkapi dengan operasi penjumlahan. Akan ditunjukkan bahwa
(M(N), +) merupakan semigrup.
Bukti.
Akan ditunjukkan bahwa (M (N), +) memenuhi aksioma berikut:
1. Tertutup
m n

. w X .
Ambil A= [0 p| B = [y Z] € M(N) di mana
m,n,o,p,w,x,y,z €N, berlaku

m n w X
A+B =], p+[y o
_m+w n+x
_[o+y p+Z]'

Karenam+w,n+x,0+y,p+2z€ N, makaA + B € M(N).
2. Assosiatif

ambil 4= [ LB =]y S|.c=[; 5]emm) di mana
m,n,0,p,w,x,y,z7,s,t,u €N, berlaku

ar@ro=[y S+ A+ )
='m n] w+r x+s

Lo D y+t z+u
m+w+r n+x+s

Llo+y+t pt+z+u
_'m+w n+x] [r s]

L (;ﬂ+ yn p -‘};Vz N t u
(Lo o+ 2D+l o
=(A+B)+C.

Jadi (M(N), +) adalah semigrup.

Contoh 2.3.4
Diberikan himpunan Z¢ yang dilengkapi dengan operasi pergandaan.
Akan ditunjukkan bahwa (Ze,") merupakan semigrup.



Bukti.
Tabel 2.2 Operasi Pergandaan pada Z¢

Ql|ol|ol|al|ol ol ol
NI O WO
=N WL ol ol vl

U [ BN =] O =
BN O TNl N
WOl WI |l | Wl [l W

gl ljwiNI =i ol -

Berdasarkan Tabel 2.2 dapat diperoleh bahwa (Zg,) memenuhi sifat:
a. Tertutup
Ambil @ = a + 6k;,b = b + 6k, € Zj, berlaku
a-b =(a+ 6ky) (b+6k,)
=(a-b)+ 6(ky-k3)
=c+ 6k €Zgskarenac=a-bdank =k, - k,.
b. Assosiatif
Ambil @ = a + 6ky,b = b + 6k,,¢ = ¢ + 6k5 € Z, berlaku
a-(b-¢)=(a+6ky)-[(b+6ky)-(c+ 6k3)]
=(a+6k) - ((b-c)+6(k;k3))
=(@a-b-c)+6(ky ky-ks)
= ((a-b) + 6(ky " k3)) - (c + 6ks)
= [(a + 6k,) - (b + 6k,)] - (c + 6k3)
=(a-b)-c.
Jadi (Z¢,") adalah semigrup.

Definisi 2.3.5 (Grup)
Misalkan G adalah suatu himpunan yang tak kosong yang dilengkapi
operasi biner (). (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma:
i) Tertutup
untuk setiap a, b € G, berlakua * b € G,
i) Assosiatif
untuk setiap a, b, ¢ € G, berlaku (a * b) * ¢ = a * (b * ¢),
iii) Mempunyai elemen satuan
terdapat e € G, untuk setiap a € G sehinggae xra =a*e = a,
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iv) Setiap elemen mempunyai invers
untuk setiap a € G, terdapat a=! € G sedemikian sehingga
axal=alxa=e.

Contoh 2.3.6

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan.
Akan ditunjukkan bahwa (Zg, +) merupakan grup.

Bukti.

Tabel 2.3 Operasi Penjumlahan pada Z¢

[SSTRENSTRRC R Ken N SR TR ] B5 N
B WIH NI = ol ulfutl

[$:11 BN koS ST Y E=]1
Uil Wl NI R oo
(=TI TI I SREISTRR TR =] P
e E=11ES2 1R I NERISTRE 11 T )
NI ROl Uil | ] wl]w

Berdasarkan Tabel 2.3 dapat diperoleh bahwa (Zg, +) memenuhi sifat:
a. Tertutup
Ambil @ = a + 6k,,b = b + 6k, € Z, berlaku
a+b = (a+6ky)+ (b +6ky)
=(a+b)+6(k; +ky)
=c+6k€EeZsdenganc =a+bdank = ky + k.
b. Assosiatif
Ambil @ = a + 6k,,b = b + 6k,,¢ = c + 6k3 € Zg, berlaku
a+ (b+¢c)=(a+6ky)+[(b+6ky)+ (c+ 6k3)]
= (a+6ky) + ((b+c)+ 6k, +k3))
=(a+b+c)+6(k+ky+ks)
= ((a+b) + 6(ky + ky)) + (¢ + 6k3)
= [(a + 6ky) + (b + 6k,)] + (c + 6k3)
=(@a+b)+c
c. Mempunyai elemen satuan
terdapat e = 0 € Zg, untuk setiap a € Zg, berlaku
a+0=0+a=a.
d. Setiap elemen mempunyai invers sebagai berikut :
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invers dari 0 adalah 0 € Z, karena 0 +

invers dari 1 adalah 5 € Z, karena 1 +

invers dari 2 adalah 4 € Z, karena 2 +

invers dari 3 adalah 3 € Z, karena 3 +

invers dari 4 adalah 2 € Z, karena 4 +

invers dari 5 adalah 1 € Z, karena 5 +
Jadi (Z¢, +) adalah grup.

RN WIS Ul Ol
Il
ol ol ol ol ol oI

Definisi 2.3.7 (Grup Komutatif)

Misalkan (G,*) adalah grup. (G,x) disebut grup komutatif jika
memenuhi hukum komutatif, yaitu untuk setiap a,b € G berlaku
axb=>bx*a.

Contoh 2.3.8
Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan.
Berdasarkan Contoh 2.3.6, (Z¢, +) adalah grup. Akan ditunjukkan
bahwa (Ze, +) adalah grup komutatif.
Bukti.
Ambil @ = a + 6k, dan b = b + 6k,. Sehingga
a+b=(a+6ky) + (b+6k,)

=(a+b)+6(k+ky)

=(b+a)+6(k, +ky)

= (b + 6k,) + (a + 6kq)

=b+a.
Jadi (Zg, +) adalah grup komutatif.

Definisi 2.3.9 (Subgrup)

Misalkan G dengan operasi (*) merupakan grup. H adalah himpunan
bagian dalam G. Jika H dengan operasi (*) merupakan grup, maka H
merupakan subgrup dari grup G.

Contoh 2.3.10
Berdasarkan Contoh 2.3.6, (Ze, +) adalah grup. Subgrup-subgrup dari
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Definisi 2.3.11 (Koset)
Misalkan G adalah grup, a € G, dan H = {hy, hy, h3, hy,..}
merupakan subgrup.
Maka terhadap operasi pergandaan
aH = {ah4, ah,,ah;,ah,, ...} disebut koset kiri relatif terhadap
subgrup H.
Ha = {hya, h,a, hza, hya, ...} disebut koset kanan relatif terhadap
subgrup H.
Sedangkan terhadap operasi penjumlahan
a+H={a+h,a+hy,a+hs,a+hy,,..} disebut koset Kiri
relatif terhadap subgrup H.
H+a={hy+ah, +ah;+ah,+a,..} disebut koset kanan
relatif terhadap subgrup H.

Contoh 2.3.12

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan.
Berdasarkan Contoh 2.3.6, (Z +) adalah grup. K ={0,2,4}
merupakan subgrup dari Z. Akan ditentukan banyaknya koset di Zg
relatif terhadap K.

Bukti.

0+K=1{0,24}=K
1+K={1+0,1+21+4}={13,5}
24+K={2+0,2+2,2+4}={2,40}=K
3+K={3+0,3+23+4}={3,51}=1+K
4+K={44+0,4+2,4+4}=1{4,0,2} =K

Il

—_
+
=

5+k={5+0,5+2,5+4}={51,3}
Sehingga banyaknya koset ada 2, yaitu K dan 1 + K.

2.4 Ringdan ldeal

Berikut ditunjukkan definisi dan contoh yang berkaitan dengan
ring sebagai pengantar pada dasar teori selanjutnya yang dikutip
dalam Andari (2014), Anderson (2003), Cremona (2012), Jabbar
(2011), Kaplansky (1974), Mas’oed (2013) dan Pal (2017).
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Definisi 2.4.1 (Ring)
Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua
operasi biner misalkan terhadap penjumlahan (+) dan pergandaan (-).
(R, +,") disebut ring jika memenuhi:
a) (R, +) adalah grup komutatif,
b) (R,") adalah semigrup,
C) Berlaku hukum distributif, yaitu untuk setiap a,b,c € R
berlaku
i) a(b+c)=ab+ac,
ii) (a+b)c=ac+ bc.

Contoh 2.4.2

Diberikan himpunan Z- yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Akan ditunjukkan bahwa (Z-, +,-) merupakan ring.
Bukti.

Tabel 2.4 Operasi Penjumlahan pada Z-,

aNjuilljwiNl =i olf +
QM| U [N = | O

O OM[UTH W] DN =1 =1
OO | U ] NI N
NI | O OM | Ul | ]| LI U
QI NI | = O ON U I
B WIH NI = Ol oot
Ul | B W DNI | = OISV

1. Berdasarkan Tabel 2.4 dapat dilihat bahwa (Z,, +) memenuhi
sifat:
a. Tertutup
Ambil @ = a + 7ky,b = b + 7k, € Z,, berlaku
a+b =(a+7k)+ b+ 7k,)
=(a+b)+7(ky + k3)
=c+7k€Z,denganc =a+bdank =k, + k,.
b. Assosiatif
Ambil @ = a + 7ky,b = b + 7ky, ¢ = ¢ + 7k3 € Z,
berlaku

12



a+(b+¢)=(a+7ky)+[(b+7ky)+ (c+ 7k3)]
= (a+7ky) + ((b+c)+ 7(ky + k3))
=(@a+b+c)+7ky+ky, +k3)
= ((a+b)+ 7(ky + k) + (¢ + 7k3)
=[(a+ 7ky) + (b + 7ky)] + (c + 7k3)
=(a@a+b)+c.
¢. Mempunyai elemen satuan
Terdapat e = 0 € Z,, untuk setiap a € Z,, berlaku
a+0=0+a=a.
d. Setiap elemen mempunyai invers sebagai berikut :
invers dari 0 adalah 0 € Z,, karena0 +0 =0
invers dari 1 adalah 6 € Z, karena1l +6 =0
invers dari 2 adalah 5 € Z,, karena2 + 5
invers dari 3 adalah 4 € Z-, karena 3 +
invers dari 4 adalah 3 € Z,, karena 4 +
invers dari 5 adalah 2 € Z,, karena 5 +
invers dari 6 adalah 1 € Z, karena 6 +
e. Komutatif
Ambil @ = a + 7k, dan b = b + 7k,. Sehingga
a+b=(a+7ky)+ (b+7ky)
= (a+b) + 7(ky + k)
=(b+a)+ 7k, + k)
= (b + 7k,) + (a + 7k,)
=b+a.
Sehingga (Z,, +) merupakan grup komutatif.

RN WIS
I
ol ol ol ol ol

Tabel 2.5 Operasi Pergandaan pada Z-,

=N WL U1l o Ol O

N O | =Wl U1l Ol vl

MUl IWwIINI =IOl -
Ql|ol|ol|ol ol | ol | ol

ONM | U [T N =] [ Ol =
U1 WL [ ON | N O N
B =GN OV WOl w
WO N UL =] | o] O

13



2. Berdasarkan Tabel 2.5 dapat dilihat bahwa (Z-,-) memenubhi sifat:
a. Tertutup
Ambila@a = a +ky,b = b + k, € Z,, berlaku
a-b=(a+ky) (b+ky)
=(a-b) +7(ky k)
=c+7k €Z,karenac=a-bdank = ky - k,.
b. Assosiatif
Ambil @ = a + 7ky,b = b + 7k, ¢ = ¢ + Tk; € Z,
berlaku
a-(b-¢)=(a+7ky) [(b+7ky) (c+ 7ks)]
=(a+7ky) ((b-c)+ 7y k3))
=(@a-b-c)+7(ky ky-ks)
=((a-b) + 7k " ky)) - (c + 7ks)
=[(a+7ky) (b+7ky)] - (c+7ks)
=(a-b)-c
Sehingga (Z-,) merupakan semigrup.
3. Berlaku sifat distributif
Ambil @ = a + 7ky,b = b + Tk,,& = ¢ + 7k3 € Z,, berlaku
a-(b+¢)=(a+7k) [(b+7ky) + (c+ 7ks)]
=(a+7ky) ((b+6)+ 7k, +ks3))
= ((a “b) + 7(ky - kz)) + ((a )+ 7(kq - k3))
=(@a+7ky) (b+7ky)+ (a+ 7ky) - (c+ 7ks)
=(a-b)+(@-o.
(@+b)-c=1[(a+7ky)+ (b+7ky)]- (c+ 7ks)
=((a+b) + 7(ky + k) (c + 7ks) -
= ((a c)+ 7(ky - k3)) + ((b “c)+ 7(ky - k3))
=(a+7ky) (c+7k3)+ b+ 7ky) (c+ 7ks)
=@ o+ (b-o).
Jadi (Z, +,") adalah ring.

Contoh 2.4.3

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Akan ditunjukkan bahwa (Z¢, +,) adalah ring.

Bukti.

1. Berdasarkan Contoh 2.3.8, (Z¢, +) merupakan grup komutatif.
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Berdasarkan Contoh 2.3.4, (Z4,”) merupakan semigrup.
3. Berlaku sifat distributif
Ambil @ = a + 6k,,b = b + 6k,,¢ = ¢ + 6k € Z,, berlaku
a-(b+¢)=(a+6k) [(b+6ky)+ (c+6ks)]
=(a+6ky) - ((b+c)+6(k;+ks3))
= ((a-b) +6(ky k) + ((a- ) + 6(ky " k3))
= (a+6ky) (b + 6ky)+ (a+ 6ky)-(c+ 6ks)
=(a-b)+@-o.
(@+b)-c=[(a+6k)+ (b+6ky)]- (c+ 6ks)
= ((a+b) + 6(ky + k3)) - (c + 6k3)
=((a-c)+6(ky-k3))+ ((b-c)+6(k,-k3))
= (a + 6k,) - (c + 6k3) + (b + 6k,) - (c + 6k3)
=@ o)+ (b-o).
Jadi (Zg, +,") merupakan ring.

Contoh 2.4.4
A . . _(fa b
Diberikan himpunan matriks M(Z),x» = {[C ]|a b,c,d € Z}

yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan pergandaan Akan
ditunjukkan bahwa (M (Z),,, +,-) merupakan ring.

Bukti.
1. (M (Z)5x,, +) memenuhi sifat:
a. Tertutup
Ambil 4 = [¢ Z],B - [V; | € M(Z)s, berlaku
a+B=[¢ g+ ]
[ S e M@
b. Assosiatif
A A R LA e
berlaku
arero=[2 g+ (5 2+ )

QO

=[¢

h{w+k x+q
d y+m z+n
15



_[a+w+k b+x+l]
T le+y+m d+z+n

=[ii¥ a2t )
=([ a+l D+l »
= (A+B)+C.

c. Mempunyai elemen satuan
0 0 - _[a b
Terdapat [0 O] € M(Z),y,, untuk setiap A = [C d
sedemikian sehingga
0 0 a bl_Ja b 0 O]_fJa b
[0_ ol 15 al= 18 _d_]+[0 ol =ls ol
d. Setiap elemen mempunyai invers

a b

untuk setiap A —[ ] terdapat invers dari A yaitu

c ar
a b
—A= [ V —d] sedemikian sehingga

o a+Ce 2= L
7
Sehingga (M(Z) 52, +) merup_ackan_ggup.

2. (M (Z)5x5,") memenuhi sifat:
a. Tertutup

Ambil 4 = [¢ Z],B ul [Vy" JZC] € M(Z),y,, berlaku

a8 =12 lly -l
=[aw+by ax + bz
cw+dy cx+dz

b. Assosiatif
a=[* Ole=[y Jc=]" Lemm@o,
berlaku_ L ow ik
A(BC)_[C d](y Z] m n)
_ [a Z] wk+xm wl+ xn]

vk+zm yl+zn
[awk + axm + byk + bzm awl + axn + byl + bzn]

= lewk + cxm + dyk +dzm cwl+cxn+dyl +dzn
16
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[aw+by ax+bz“k l]
cw+dy cx+dzflm n

(5 Il =Dl )
(AB)C.

Sehingga (M (Z),»,”) merupakan semigrup.

Ambil A
berlaku
A-(B+0)

(A+B)-C

Berlaku hukum distributif.

I ] M e W O

# (I R )
b”w+k x+1

lc dily+m z+n
[aw + ak + by + bm ax+al+bz+bn]

lcw+ck +dy+dm cx+cl+dz+dn
[aw + by ax+bz] [ak+bm al+bn]
lcw+dy cx+dz ck+dm cl+dn
a bW X a blrk 1

| A P A

AB + AC.

Q4 o

a b woXN\NT1k I
& ad+l 2Dl »
a+w b+xrk 1
ct+y d+Z][m n]
[ak + wk + bm+xm al +wl+ bn+ xn
| ck + yk +dm + zm cl+yl+dn+zn]
rak + bm  al + bn][wk+xm wl+ xn
»ck-ll-)drrllc cll+dr‘}V] [);Ck+kzml yl+zn]
a
¢ d][m n]+[y Z][m n]

= AC + BC.

Jadi (M(Z),y»,+,") adalah ring.

Definisi 2.4.5 (Ring Komutatif)

Misalkan (R, +,") adalah sebuah ring. (R, +,) disebut ring komutatif
jika R memenuhi hukum komutatif terhadap operasi pergandaan, yaitu
untuk setiap a,b € R berlakua-b =b-a.
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Definisi 2.4.6 (Ring dengan Elemen Satuan)

Misalkan (R, +,) adalah sebuah ring. (R, +,") disebut ring dengan
elemen satuan jika terhadap operasi pergandaan, terdapat e € R untuk
setiapa € R berlakua-e =e-a = a.

Contoh 2.4.7

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan

pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.3, (Zg, +,7) adalah ring. Akan

ditunjukkan Z adalah ring komutatif dengan elemen satuan.

Bukti.

Akan ditunjukkan Zg memenuhi hukum komutatif terhadap

pergandaan dan mempunyai elemen satuan terhadap pergandaan.

1. Komutatif terhadap operasi pergandaan
Ambil @ = a + 6k,, b = b + 6k, € Z, berlaku

a-b=(a+6ky) - (b+6k,)
=(a*b)+6(kyky)
=(b-a)+6(k, kq)
= (b + 6k;) - (a + 6k;)
=b-a.

2. Mempunyai elemen satuan terhadap operasi pergandaan
Terdapat e=1€7Z, untuk setiap a € Zg,, sehingga
berlakua-1=1-a = a.

Jadi Z adalah ring komutatif dengan elemen satuan.

Contoh 2.4.8
Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.2, (Z,, +,") adalah ring. Akan
ditunjukkan bahwa Z-, merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan.
Bukti.
Akan ditunjukkan Z, memenuhi hukum komutatif terhadap
pergandaan dan mempunyai elemen satuan terhadap pergandaan.
1. Komutatif terhadap operasi pergandaan
Ambila = a + 7k,, b = b + 7k, € Z,, berlaku
a-b=(a+7k)(b+7ky)
=(a"b)+ 7k, ky)
=(b-a)+ 7k, kq)
18



=(b+7ky) (a+7ky)
=b-a
2. Mempunyai elemen satuan terhadap operasi pergandaan
Terdapat e=1€7Z, untuk setiap a€Z,, sehingga
berlakua-1=1-a=a.
Jadi Z- adalah ring komutatif dengan elemen satuan.

Definisi 2.4.9 (Pembagi Nol)
Jika (R, +,") adalah ring, suatu unsur 0 # a € R disebut pembagi nol
bila ada unsur yang 0 # b € R sedemikian sehingga ab = 0.

Contoh 2.4.10

Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.3, (Zg, +,") adalah ring. Akan
ditunjukkan elemen-elemen pembagi nol di Zg.

Bukti.

Berdasarkan Tabel 2.2, dapat dilihat bahwa terdapat elemen selain nol
yang merupakan pembagi nol, yaitu 2, 3, dan 4. Dikarenakan,

2 € 7Zg terdapat 3 € Zg, sedemikian sehingga 2+ 3 = 0.

3 € Zg terdapat 2 € Zg, sedemikian sehingga 3 2=0.
4 € 7 terdapat 3 € Zg, sedemikian sehingga 4 - 3 = 0.

Definisi 2.4.11 (Daerah Integral)

Suatu daerah integritas/ daerah integral (D, +,") adalah suatu sistem

yang memenuhi :

i) (D, +) merupakan grup komutatif.

i)  (D,)) memenuhi semigrup komutatif dengan elemen satuan
yang tidak memuat pembagi nol.

iii)  Berlaku hukum distributif.

Jadi (D, +,-) disebut daerah integral jika (D, +,-) adalah ring komutatif
dengan elemen satuan dan tidak memuat pembagi nol.
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Contoh 2.4.12

Diberikan himpunan bilangan bulat Z yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan pergandaan. Akan ditunjukkan bahwa (Z,+ -)
adalah daerah integral.

Bukti.
1. Pada (Z, +) memenubhi sifat :
a. Tertutup
Ambil a,b € Z, berlakua + b =c € Z.
b. Assosiatif

Ambil a, b, ¢ € Z, berlaku
a+b+c)=a+b+c
=(a+b)+c.
c. Mempunyai elemen satuan
Terdapat e = 0 € Z, untuk setiap a € Z, berlaku
a+0=0+a=a.
d. Setiap elemen mempunyai invers
Setiap a € Z, terdapat —a € Z sedemikian sehingga
a+(—a)=(—-a)+a=0.
e. Komutatif
Ambil a, b € Z, sehingga berlakua + b =b + a.
Sehingga (Z, +) merupakan grup komutatif.
2. Pada (Z,-) memenuhi sifat :

a. Tertutup
Ambil a,b € Z, berlakua-b = c € Z.
b. Assosiatif

Ambil a, b, ¢ € Z, berlaku
a-(b-c)=a-b-c
=(a-b) c.
c. Komutatif
Ambil a, b € Z, sehingga berlakua-b =b-a.
d. Mempunyai elemen satuan
Terdapat e = 1 € Z, untuk setiap a € Z, berlaku
a-l=1-a=a.
e. Tidak memuat pembagi nol
Elemen pada himpunan bilangan bulat tidak memuat
pembagi nol, dikarenakan jika ambil sembarang a # 0,
a € Z dan terdapat b € Z dengan b = 0, maka ab # 0.
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3. Berlaku sifat distributif
Ambil a, b, ¢ € Z, berlaku
a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
(a+b)-c=(a-c)+(b-0).
Jadi (Z, +,-) adalah daerah integral.

Definisi 2.4.13 (Multiplicative subset)

Misalkan S adalah himpunan bagian dari ring R. S disebut
multiplicative subset (atau himpunan bagian tertutup terhadap
pergandaan) jika elemen satuan terhadap pergandaan anggota dari S,
elemen satuan terhadap penjumlahan bukan anggota dari S, dan untuk
suatu a, b € S berlaku ab € S.

Contoh 2.4.14

Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z, +,) adalah ring. Akan
ditunjukkan bahwa N adalah multiplicative subset Z.

Bukti.

1eN,0¢N.

Ambil 1 € Ndan 2 € N, sehinggal-2 =2 € N.

Ambil 1 € Ndan 3 € N, sehingga1:3 =3 € N.

Dengan cara yang sama berlaku untuk suatu a,b € S. Sehingga
N = {1,2,3,4, ... } merupakan multiplicative subset Z.

Definisi 2.4.15 (ldeal)

Misalkan R merupakan ring, I adalah himpunan bagian tak kosong
dari R.

I disebut ideal kiri jika dan hanya jika dipenuhi:

i) Untuk setiapa,b € I,a— b € 1,

i) Untuksetiapa €1, r €R, ra€el.

I disebut ideal kanan jika dan hanya jika dipenuhi:

i) Untuk setiapa,b € I,a— b € 1,

i) Untuksetiapa €1, r €R, ar €.

Jika untuk setiap a € I, r € R berlaku ar € I dan ra € I maka I
disebut ideal dua sisi.
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Contoh 2.4.16
Diberikan himpunan matriks M(Z),x, = {[‘Cl b] |a,b,c,de Z}

yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan pergandaan.
Berdasarkan Contoh 2.4.4, (M(Z)x2,+,") merupakan ring.

p:[g g] merupakan himpunan bagian dari M(Z),x,. Akan

ditunjukkan P adalah ideal dari M (Z),x.
Bukti.
Akan ditunjukkan bahwa P ideal dari M(Z),x.

1. AmbnA:[’g ]B [ l]ep berlaku

A‘BZ[TQ [0 0] [m_n ‘S l]EP

2. Ambil4 =" ’S]ep,xz[‘; Z]EM(Z)ZXZ,berIaku
AX=[Tg I(c)”a Z]:[ma(—;ck mbgkd]ep_
O |

AX € P, tetapi XA ¢ P. Sehingga P bukan merupakan ideal dua sisi,
tetapi P merupakan ideal kanan dari M (Z), .

Contoh 2.4.17

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan

pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z¢, +,) adalah ring

komutatif dengan elemen satuan. K = {0, 2, 4} merupakan himpunan

bagian dari Z¢. Akan ditunjukkan K adalah ideal dari Zg.

Bukti.

Akan ditunjukkan bahwa K ideal dari Zg.

1. Untuk setiap a, b € K berlaku a — b € K. Hal ini dapat dilihat
pada Tabel 2.6 berikut:

Tabel 2.6 Operasi Pengurangan pada K

— 0 2 4
0 0 4 2
2 2 0 4
4 4 2 0
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2. Untuk setiap a € K, r € Zg berlaku ar € K dan ra € K. Hal
ini dapat dilihat pada Tabel 2.7 berikut:

Tabel 2.7 Hasil dari ar dan ra dengan a € K, r € Zg

a r ar ra
0 ] 0] 0] O
1 1010
2 1 0] 0
31010
4 1 0] 0
5 100
2 1 0] 0] 0
1] 2| 2
2 | 4| 4
3 /10,0
4 | 2 |2
51 4 | 4
410 0] 0
1|4 | 4
&N/ 2] | 2
300
4 | 4| 4
5 ]2 | 2

Jadi, terbukti bahwa K adalah ideal di Zg.

Definisi 2.4.18 (ldeal Sejati)
Ideal sejati dari ring R adalah ideal selain {0} dan R itu sendiri.

Contoh 2.4.19

Diberikan ring (Z, + -). Akan ditentukan ideal sejati dan ideal tak
sejati.

Bukti.

Ideal-ideal sejati di ring Z adalah nZ, dengan n = 2,3,4,...,m.
Sedangkan nZ dengan n = 0,1 merupakan ideal tak sejati.
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Definisi 2.4.20 (Ideal Pokok)

Diketahui R ring komutatif dengan elemen satuan dan x € R. Jika
didefinisikan (x) = {rx|r € R}, maka (x) disebut ideal dalam R
dan dinamakan ideal pokok (principal ideal) yang dibangun oleh x.

Contoh 2.4.21

Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. Akan ditunjukkan 2Z merupakan
ideal pokok di Z.

Bukti.

Himpunan 2Z ={0,%+2,+4,16,..} ={a.2|a € Z} = (2) vyaitu
himpunan bilangan genap merupakan ideal dalam Z yang dibangun
oleh 2. Sehingga 2Z merupakan ideal pokok di Z. Secara umum untuk
b € Z maka (b) = {ab| a € Z} = bZ adalah ideal yang dibangun
oleh elemen b.

Definisi 2.4.22 (Ring Faktor)
Misalkan R adalah ring, I adalah ideal di R. R/I adalah himpunan
semua koset-koset dari I di R. Didefinisikan :

(a+D+b+1)=(a+b)+1

(a+DMB+1)=(ab)+1
—(a+1)=—a+1,dengana,b € R.

Dengan operasi seperti diatas maka (R/I,+,") merupakan ring yang
disebut ring faktor atau quotient ring.

Contoh 2.4.23

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.3, (Zg, +,7) adalah ring.
Diberikan K = {0, 2, 4} adalah ideal pada Z4. Akan dtunjukkan Z¢ /K
merupakan ring faktor.

Bukti.

Berdasarkan Contoh 2.3.10, semua koset dari K pada Z4 adalah K dan
1+ K.

Selanjutnya akan ditunjukkan (Z¢/K, +,") merupakan ring faktor.

24



Tabel 2.8 Operasi Penjumlahan dan Pergandaan pada Z¢ /K

+ K 1+K K 1+K
K K 1+K K K K
1+K | 1+K K 1+K K 1+K
1. Berdasarkan Tabel 2.8 dapat dilihat bahwa (Z/K, +) memenuhi
sifat :
a. Tertutup

Ambilx =a+ K,y =b + K € Z¢/K, berlaku
x+y=(@+K)+(b+K)
=(@+b)+K
=d+K€TZg/K,dengana + b = d € Zs,.

Assosiatif
Ambilx=a+K,y=b+K,z=¢c+K € Zg/K, berlaku
x+(+z)=@+K)+[(b+K)+(€+K)

. (a+K)+((E+E)+K)

=(@+b+c)+K

= ((d+5)+K)+(E+K)

=[@+K)+ (b+K)|+ (c+K)

=x+y)+z
Mempunyai elemen satuan
Terdapat e =K € Zg/K, untuk setiap a+ K € Zg/K,
@+K)+K=K+(@+K)=a+Kk.
Setiap elemen mempunyai invers sebagai berikut
invers dari K adalah K € Zy/K , karenaK + K = K,
invers dari 1+ K adalah 1+ K €Z¢/K, Kkarena
A+K)+(A+K)=(1+1)+K =K.
Komutatif terhadap operasi penjumlahan pada Z¢ /K.
untuk setiap @ + K, b + K € Z¢ /K , berlaku
@+K)+(b+K)=(@+b)+kK

=(b+a)+K
=(b+K)+(@+K).

Sehingga (Ze/K, +) merupakan grup komutatif.

Berdasarkan Tabel 2.8 dapat dilihat bahwa (Z¢/K,") memenuhi

sifat :
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a. Tertutup
Ambilx =a+ K,y =b + K € Z¢/K, berlaku
xy=@+K)-(b+K)
=(a-b)+K
=d+K€Zg/K,dengana - b = d € Zs.
b. Assosiatif
Ambilx =a+K,y=hb+K,z=¢+K € Zg/K, berlaku
x-(y-z)= (d+K)-[(E+K)-(c_+K)]
=(a+K)-((E-c‘)+K)
=(a-b-c)+K
(@ b)+k)-@+K)
=[@+K) - (b+K)]-(c+K)
=(x-y)z
Sehingga (Zg/K,") merupakan semigrup.
3. Berlaku sifat distributif pergandaan terhadap penjumlahan pada
Zs/K.
Ambilx=a+K,y=b+K,z=cC+K € Z¢/K, berlaku
x(y+z)=@+K[(b+K)+(€+K)]
= (a+K)((B+c')+K)

:((a-E)+K)+((a-c‘)+K)

=@+K)(b+K)+@+K)(C+K)

= xy + xz, dan
x+y)z=[@+K)+((b+K)|Cc+K)

=(@+b)+K)c+K)

=(@ 0+K)+((6-0) +K)

=@+K)(C+K)+(b+K)(c+K)

=xz+yz.
Jadi (Zg /K, +,") merupakan ring faktor.
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Definisi 2.4.24 (ldeal Prima)

Misalkan R adalah ring komutatif dan P adalah ideal sejati dari R. P
disebut ideal prima dari R jika untuk setiap a,b € R dengan ab € P,
maka a € P atau b € P.

Kontraposisi dari Definisi 2.4.22 diperoleh jika untuk suatu a,b € R
dengana ¢ P dan b ¢ P, maka ab ¢ P.

Contoh 2.4.25

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z¢ +,7) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. K = {0, 2, 4} adalah ideal sejati dari
Z¢. Akan ditunjukkan bahwa K adalah ideal prima.

Bukti.

Akan ditunjukkan menggunakan kontraposisi melalui Tabel 2.9.

Tabel 2.9 Operasi Pergandaan pada Zg — K

=lwl|oijo

G| I =1
U1l {1 | =] =2
Wl Wl WIfw

Berdasarkan Tabel 2.9, secara kontraposisi berlaku bahwa untuk suatu
a,b € Zsdengana ¢ K dan b & K, maka ab ¢ K. Jadi K adalah ideal
prima dari Zg.

Contoh 2.4.26

Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,") merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan. Diberikan ideal K = 2Z. Akan
ditunjukkan bahwa K adalah ideal prima.

Bukti.

Diketahui ideal K = {0, +2,+4, +6, ...},

Ambil 0,2 € Zdengan 0-2 = 0 € K maka 0 € Katau 2 € K.

Ambil 1,2 e Zdengan 1-2=2€ Kmaka1l ¢ K atau 2 € K.

Ambil 2,2 e Zdengan2-2 =4 € K maka 2 € K atau 2 € K.
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Ambil —1,2€ Z dengan (—-1)-2=—-2€ K maka —1 ¢ K atau
2€EK.

Ambil —2,2€ Z dengan (—2)-2=—-4€ K maka —2 € K atau
2 €EK.

Karena berlaku untuk setiap a, b € Z dengan ab € K, maka a € K
atau b € K. Jadi K adalah ideal prima.

Definisi 2.4.27 (ldeal Prima Lemah)

Misalkan R adalah ring komutatif dan P adalah ideal sejati dari R. P
disebut ideal prima lemah dari R jika untuk setiap a,b € R dengan
0+#abeP,makaa € Pataub € P.

Kontraposisi dari Definisi 2.4.25 diperoleh jika untuk suatu a,b € R
dengana ¢ P dan b ¢ P, maka ab ¢ P atau ab = 0.

Contoh 2.4.28

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Ze,+,-) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. K = {0, 2, 4} adalah ideal sejati dari
Z¢. Akan ditunjukkan bahwa K adalah ideal prima lemah.

Bukti.

Akan ditunjukkan menggunakan pada Tabel 2.9. Berdasarkan Tabel
2.9, secara kontraposisi berlaku bahwa untuk suatu a, b € Z dengan
a €K dan b ¢ K, maka ab € K atau ab = 0. Jadi K adalah ideal
prima lemah dari Zg.

Contoh 2.4.29

Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,") merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan. Diberikan ideal K = 2Z. Akan
ditunjukkan bahwa K adalah ideal prima lemah.

Bukti.

Diketahui ideal K = {0, +2,+4, +6, ...},

Ambil 1,3 € Z dengan 1 ¢ K dan 3¢ K, maka 1-3 =3 ¢ K atau
3#0.

28



Ambil 3,5 € Z dengan 3 ¢ K dan 5 ¢ K, maka 3:5 =15 ¢ K atau
15+ 0.

Ambil 79 € Z dengan 7 € K dan 9 € K, maka 7-9 = 63 ¢ K atau
63 + 0.

Ambil (—1),3€Z dengan (—1)¢&K dan 3 &K, maka
(-1)-3=-3¢Katau—3 # 0.

Karena berlaku untuk suatu a, b € Z dengan a ¢ K dan b € K, maka
ab ¢ K atau ab = 0. Jadi K adalah ideal prima lemah.

Definisi 2.4.30 (Ideal 0- Prima)

Misalkan R adalah ring komutatif dan P adalah ideal sejati dari R. P
disebut ideal 0- prima dari R jika untuk setiap a,b € R dengan
abeP—-—0-P=P—0,makaa € P atau b € P.

Lemma 2.4.31

Setiap ideal prima merupakan ideal prima lemah.

Bukti.

Berdasarkan Definisi 2.4.24 dan Definisi 2.4.27, berlaku setiap ideal
prima merupakan ideal prima lemah. Hal ini dikarenakan, dengan
menggunakan kontraposisi dari ideal prima diperoleh satu
kemungkinan vyaitu ab ¢ P, sedangkan pada ideal prima lemah
diperoleh dua kemungkinan yaitu ab & P atau ab = {0}.

Oleh karena itu, jelas bahwa setiap ideal prima merupakan ideal prima
lemah tetapi ideal prima lemah belum tentu merupakan suatu ideal
prima. Jadi terbukti bahwa setiap ideal prima merupakan ideal prima
lemah.

Definisi 2.4.32 (ldeal ldempoten)
Misalkan R adalah ring komutatif dan I adalah ideal dari R. I disebut
ideal idempoten jika I? = I.

Contoh 2.4.33

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z¢, +,") adalah ring
komutatif. K = {0, 2, 4} adalah ideal dari Z. Akan ditunjukkan bahwa
K adalah ideal idempoten.
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Bukti.
K? =K K =1{0,2,4}-{0,2,4} = {0,2,4}.
Sehingga K? = K. Jadi K adalah ideal idempoten.

Definisi 2.4.34 (Kondisi Rantai Naik)
Misalkan (R, +,-) adalah ring komutatif dan ideal pada R berhingga n.
Ideal pada R memenuhi kondisi rantai naik jika

LELCRE S hh=Ih =y ="=Ipm=R,
dengan terdapat m € N.

Definisi 2.4.35 (Ring Noetherian)
Misalkan (R, +,") adalah ring komutatif. R disebut ring Noetherian
jika setiap ideal pada R memenuhi kondisi rantai naik.

Contoh 2.4.36
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,) adalah ring
komutatif. Akan ditunjukkan bahwa (Z, +,-) adalah ring Noetherian.
Bukti.
Ambil ideal dari Z sebagai berikut:
I, = 16Z I, =8Z I; = 47
I, = 27Z Is=17Z
Akan ditunjukkan bahwa (Z, +,-) adalah ring Noetherian, maka perlu
dibuktikan bahwa ideal di Z memenuhi kondisi rantai naik.
Himpunan 1,15, 15,14, dan I adalah ideal dari Z yang membentuk
rantai naik

LSS, Cls,
dan Is = Ig = -+ = I5 4. Jadi (Z, +,-) adalah ring Noetherian.

Contoh 2.4.37
Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z¢, +,) adalah ring
komutatif. Akan ditunjukkan bahwa (Ze, +,") adalah ring Noetherian.
Bukti.
Ideal-ideal dari ring Z sebagai berikut:
Iy = {0}
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I, ={0,3}
I, ={0,2,4}
Akan ditunjukkan bahwa (Zg, +,-) adalah ring Noetherian, maka perlu
dibuktikan bahwa ideal dari Z, memenuhi kondisi rantai naik.
Himpunan I, I;, dan I; adalah ideal dari Z, yang membentuk rantai
naik

IbS 1, S5,
dan himpunan I, I,,dan I; adalah ideal dari Z, yang membentuk rantai
naik

IS 1, CIs,
dan I, =141 = =L, Jadi (Zg, +,)) adalah ring
Noetherian.
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini, diberikan beberapa definisi, lemma dan teorema
yang menjelaskan hubungan atau sifat dari ideal I- prima dengan
menggunakan beberapa artikel yang ditulis oleh Akray (2016),
Bhatwadekar (2005), Jabbar (2011) dan Verschelde (2014).

3.1 Ideal I- prima

Definisi 3.1.1 (Almost Prime Ideal)

Misalkan (R, +,-) adalah daerah integral dan I ideal sejati dari R. I
disebut almost prime ideal jika untuk setiap a,b € R dengan
ab € I —I?, makaberlaku a € T atau b € I.

Contoh 3.1.2
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,") adalah daerah
integral. I ={0,+2,+4,+6,...} adalah ideal sejati dari Z. Akan
ditunjukkan bahwa I adalah almost prime ideal.
Bukti.
Diketahui I = {0, +2,+4, +6, ... }, maka
12=1-1={0,42,+4,46,..}:{0,42,+4,46, ...}

= {0,+4,+8,+12,+16,...}.

Sehingga, I — I? = {0,42,4+4,+6,..} — {0, +4,48,+12,+16, ...}
={+2,46,+10,+14,..}.

Ambil 1,2 € Zdengan2 =1-2€1—1* makal ¢l atau2 € I.
Ambil (—=1),2 €€ Z dengan —2 =(—1)-2€1—1% maka —1 ¢ I
atau 2 € 1.
Ambil 23 € Zdengan6 =2-3 €1 —1? maka2 € ] atau 3 & I.
Ambil (—1),6 € Z dengan —6 = (—1)-6 €1 —1% maka —1 & I
atau 6 € 1.
Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap a,b € Z dengan
ab € I —1?, maka a € I atau b € 1. Jadi I adalah almost prime ideal.
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Definisi 3.1.3 (n-Almost Prime Ideal)

Misalkan (R, +,") adalah daerah integral dan I ideal sejati dari R. I
disebut n-almost prime ideal jika untuk setiap a,b € R dengan
ab € I —I™, maka berlaku a € I atau b € I dengann > 2.

Contoh 3.1.4
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,) adalah daerah
integral. I ={0,4+2,+4,+6,...} adalah ideal sejati dari Z. Akan
ditunjukkan bahwa I adalah 3-almost prime ideal.
Bukti.
Diketahui I = {0,+2,+4, 16, ...}, maka
IB=12-1={0,+4,48,412,416,..} - {0,4+2,4+4,46, ..}
={0,1+8,+16,%+32,...}.
Sehingga, I — I3 = {0,42,+4,%6,...} — {0,48,4+16,+32,...}
={+2,+4,46,+10,+12,+14,...}
Ambil 1,2 € Zdengan 2 =1-2€—I3 maka2 €] atau 1 & I.
Ambil (—1),2 € Z dengan —2=(—1):2€1—13 maka —1 ¢ I
atau 2 € 1.
Ambil 2,2 € Zdengan 4 =2-2€1—13 maka2 € ] atau2 € I.
Ambil (—4),6 € Z dengan —4 = —4-1 € [ — I3, maka —4 € I atau
1¢1.
Ambil 23 € Zdengan6 =2-3 €l — 3, maka2 € ] atau3 ¢ I.
Ambil (—1),6 € Z dengan —6 = (=1)-6€1—13 maka —1 ¢
atau 6 € I.
Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap a,b € Z dengan
ab €1 —13 maka a € I atau b € I. Jadi I adalah 3-almost prime
ideal.

Definisi 3.1.5 (Radikal dari Ideal)
Misalkan R adalah ring dan X adalah ideal dari R. Radikal dari ideal
X yang dinotasikan VX adalah

{p € R|p* € X, untuk suatu k € N}.

Jika X = VX, maka ideal X dikatakan radikal.
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Contoh 3.1.6

Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.3, (Ze, +,7) adalah ring.
X = {0, 2,4} adalah ideal sejati dari Z4. Akan ditunjukkan radikal dari
suatu ideal X.

Bukti.

Ambil 0 € Zg, maka 0! € X.

Ambil T € Z,, maka 1% ¢ X untuk setiap k € N.

Ambil 2 € Zg, maka 23 € X.

Ambil 3 € Z,, maka 3 & X untuk setiap k € N,

Ambil 4 € Z,, maka 42 € X.

Ambil 5 € Z¢, maka 5% ¢ X untuk setiap k € N.

Sehingga diperoleh VX = {0,2,4}. Karena VX = X, maka ideal X
disebut radikal.

Definisi 3.1.7 (ldeal I- prima)

Misalkan (R, +,-) adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan I
adalah ideal dari R. Didefinisikan P ideal sejati dari R. P merupakan
ideal I- prima jika untuk setiap a, b € R dengan ab € P — IP maka
berlaku a € P atau b € P.

Kontraposisi dari Definisi 3.1.7 diperoleh jika untuk suatu a,b € R
dengana ¢ Pdanb ¢ P, makaab ¢ P — IP.

Contoh 3.1.8

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z¢, +,) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. I = {0,3} adalah ideal dari Z¢ dan
P = {0, 2,4}. Akan ditunjukkan bahwa P adalah ideal I- prima.
Bukti.

Diketahui I = {0,3} = (3) dan P = {0, 2,4},
maka P — IP = {0, 2,4} — (3){0, 2, 4}
={0,2,4} — {0}
={2,4}.
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Berdasarkan Tabel 2.9, berlaku bahwa untuk suatu a, b € Z¢ dengan
a ¢ Pdanb ¢ P,makaab ¢ P — IP. Jadi P adalah ideal I- prima dari
Ze.

Contoh 3.1.9
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,") merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan. I = {0, +3, £6, 19, ... } adalah ideal
dari Z dan K = 2Z. Akan ditunjukkan bahwa K adalah ideal I- prima.
Bukti.
Diketahui I = {0,+3,46,+9, ...} = (3)danK = {0, +2, +4, +6, ...},
maka K — IK = {0, 12, +4,+6, ...} — (30, +2, +4, +6, ...}
={0,+2,+4,46,..} — {0,+6,+12,+18, ...}
= {+2,+4,48,+10,...}.
Ambil 1,2 € Zdengan1-2=2€ K —IKmakal ¢ K atau 2 € K.
Ambil 2,2 € Zdengan2-2 =4 € K —IKmaka2 € K atau 2 € K.
Ambil —1,2 € Zdengan (—1)-2 = —2 € K — IK maka —1 ¢ K atau
2 €EK.
Ambil —2,2 € Z.dengan (—2) -2 = —4 € K — IK maka —2 € K atau
2 €EK.
Jadi K adalah ideal I- prima.

Contoh 3.1.10

Diberikan himpunan Z,, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. (Z,,, +,7) adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
I =K =(4) ={0,4,8} adalah ideal dari Z,,. Akan ditunjukkan
bahwa P adalah ideal I- prima.

Bukti.
Diketahui I = (4) = {0, 4,8} dan K = {0, 4, 8},
maka K — IK = {0, 4,8} — (4){0, 4, 8}
={0,4,8}—{0,4,8}
= 0.
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Tabel 3.1 Operasi Pergandaan pada Z;, — K

112]13]5]6]7]9]10]11
1]1]2|3|5|6|7|9]|10|11
2124|610/ 0|2 |6]|8]10
3136191369369
55|10 3|16 |11]|9 |2 |7
6|6 0| 6|6|0|6|6|0]|6
71729 |11|6|1]|3]|10|5
919|639 6]3|9]6]3
10)10| 8 | 6 | 2 | 0 |10 | 6 | 4 | 2
11)11]|10| 9 |7 |6 |53 |2]|1

Berdasarkan Tabel 3.1, secara kontraposisi berlaku bahwa untuk suatu
a,b €Z,, dengan a ¢ K dan b & K, maka ab ¢ K — IK. Jadi K
adalah ideal I- prima dari Z,,.

Akan tetapi, ideal K bukan merupakan ideal prima maupun ideal
prima lemah. Hal ini dikarenakan terdapat 2 & K dan 2 ¢ K, sehingga
22 =4 € K ataupun juga 4 # 0.

3.2 Sifat-Sifat yang Berkaitan dengan Ideal I- prima

Lemma 3.2.1

Misalkan (R, +,) adalah ring komutatif dengan elemen satuan. I ideal

dari R dan P ideal sejati dari R. P adalah ideal /- prima jika dan hanya

jika P/IP adalah ideal prima lemah pada R/IP.

Bukti.

(=) Diketahui P adalah ideal I- prima pada R.
Akan ditunjukkan bahwa P/IP adalah ideal prima lemah pada
R/IP.
Ambil a, b € R dengan
0#ab+1IP=(a+1IP)(b+1P)€P/IP. R/IP merupakan
ring faktor dengan R adalah ring dan /P adalah ideal dari R. Jika
diketahui ab € P — IP, maka a € P atau b € P. Karena a € P,
maka berlaku juga a + IP € P/IP dan juga karena b € P, maka
berlaku juga b + IP € P/IP.
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Karena O0=#ab+1IP = (a+IP)(b+1IP)€P/IP, maka
berlaku a + IP € P/IP atau b + IP € P/IP. Jadi, P/IP adalah
ideal prima lemah pada R/IP.

(<) Diketahui bahwa P /IP adalah ideal prima lemah pada R/IP.
Akan ditunjukkan bahwa P adalah ideal I- prima.
Ambil r,s € R dengan rs € P —IP. P/IP merupakan ideal
prima lemah dari R/IP sehingga
0#rs+IP=(r+IP)(s+IP)€ P/IP, maka r + IP € P/IP
atau s + IP € P/IP. Karena P/IP merupakan ideal dari R/IP,
sehingga IP < P, maka [P S R. Jika r+IP € P/IP, maka
r € P danjikas + IP € P/IP, maka s € P.
Sehingga rs € P — IP, berlaku r € P atau s € P. Jadi, P adalah
ideal I- prima pada R.

Contoh 3.2.2

Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Zg,+,-) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. I = {0, 2,4} adalah ideal dari Z,
dan P = {0, 3}.

Bukti.

Berdasarkan Contoh 3.1.8, P adalah ideal /- prima.

Akan ditunjukkan P /IP adalah ideal prima lemah pada Z /IP.

Z¢ = {0,1,2,3,4,5}, P =1{0,3} dan IP=(3){0,2,4}= {0}
Sehingga koset-koset dari P relatif [P adalah IP dan 3 + IP.
Sedangkan  Kkoset-koset  dari  Zg relatif [P adalah
IP,1+1P,2+1P,3+1P,4+IP,dan5 + IP.

Ambil 1+IP,4+IP €Z/IP  jika 1+IP¢P/IP dan
4+ P ¢P/IP, maka (1+1IP)(4+IP)=4+1IP ¢ P/IP atau
4+ ]P +IP.

Ambil  2+IP,5+IP€Zy/IP jika 2+IP ¢&P/IP dan
5+1P¢P/IP, maka (2+IP)(5+IP)=4+IP¢P/IP atau
4+ ]P +IP.

Ambil 5+ 1P € Zg/IP jika 5+ 1P ¢ P/IP, maka
(5+1P)(5+1P)=1+1P ¢ P/IPataul +IP # IP.

Sehingga P/IP adalah ideal prima lemah pada Zg/IP.
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Jadi, jika P adalah ideal I- prima, maka P /IP adalah ideal prima lemah
pada Z¢/IP.

Teorema 3.2.3

1.

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. I dan
J adalah ideal dari R dengan I < J. Jika P adalah ideal I- prima
dari R, maka P adalah ideal /- prima.

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. Jika
P adalah ideal I- prima yang bukan ideal prima, maka P? < IP.
Secara kontraposisi jika P? & IP, maka P merupakan ideal
prima.

Bukti.

1.

Diketahui I < J dan P adalah ideal I- prima dari R.

Akan ditunjukkan P adalah ideal /- prima dari R.

Misalkan x € IP dengan x = ab, a € I dan b € P. Karena
I € ], berarti a € J. Sehingga x = ab dengana € J dan b € P,
berlaku x € JP.

P ideal I- prima, maka ab € P — IP berlaku a € P atau b € P.
ab € P—JP, dikarenakan ab € P —IP maka a € P atau
b eP.

Sehingga ab € P — JP, dikarenakan ab € P — IP maka a € P
atau b € P.Jadi P adalah ideal J- prima dari R.

Andaikan bahwa P? & [P, akan ditunjukkan bahwa P adalah
ideal prima. Misalkan ab € P untuk a,b € R.

Jika ab ¢ IP, maka P adalah ideal I- prima sehingga
ab € P—1IP berlaku a € P atau b € P. Jadi, diasumsikan
bahwa ab € IP.

Andaikan bahwa aP & IP, sedemikian sehingga ax & IP untuk
suatu x € P. Sehingga a(x + b) € P — IP, makaberlaku a € P
atau x + b € P mengakibatkan a € P atau b € P. Jadi, dapat
diasumsikan bahwa aP < IP sehingga sama untuk asumsi
bP C IP.

Karena P2 ¢ IP, terdapat y,z € P dengan yz & IP. Maka
(a+y)(b+z)eP—1IP. Jadi P ideal I- prima dengan
mengakibatkan a+y €P atau b+z € P, sedemikian
sehingga a € P atau b € P. Jadi, P adalah ideal prima.
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Contoh 3.24

Diberikan himpunan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Zs,+,7) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. Diberikan ideal [ <] dan
P ={0,2,4}.

Bukti.

Karena I €/, maka ambil sembarang ideal I = (3) = {0,3} dan
Berdasarkan Contoh 3.1.8, P adalah ideal I- prima.

Akan ditunjukkan bahwa P adalah ideal /- prima.

=1{0,2,4} - {0,2,4}

= Q.
Karena diperoleh bahwa P — JP = @ < P — IP, maka P adalah ideal
J- prima.

Contoh 3.2.5

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Ze,+,-) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. Diberikan ideal I = (3) dan
P = {0,2,4}. Akan ditunjukkan jika P? & IP, maka P adalah ideal
prima.

Bukti.

Berdasarkan Contoh 3.1.8, P merupakan ideal I- prima.

Berdasarkan Teorema 3.2.3 (2) secara kontraposisi jika P? & IP,
maka P adalah ideal prima.

P? = PP ={0,2,4}{0,2,4} = {0, 2,4}

IP = {0,3}{0,2,4} = {0}.

Sehingga P? = {0,2,4} 2 IP, maka P% ¢ IP.

Akan ditunjukkan bahwa P merupakan ideal prima. Berdasarkan
Contoh 2.4.23 P merupakan ideal prima.

Jadi terbukti jika P2 & IP, maka P merupakan ideal prima.

Contoh 3.2.6
Diberikan himpunan Z,, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. (Z,,,+,”) adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
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I =K =(4)=1{0,4,8} adalah ideal dari Z;,. Akan ditunjukkan
bahwa K? € IK.

Bukti.

Berdasarkan Contoh 3.1.10, K merupakan ideal I- prima yang bukan
ideal prima. Akan ditunjukkan K2 < IK.

K? = KK ={0,4,8}{0,4,8} = {0,4,8}

IK = {0,4,8}{0,4,8} = {0,4, 8}.

Karena K? = {0,2,4} 2 IK, maka K? ¢ IK.

Teorema 3.2.7
Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. Jika P adalah
ideal dari R, maka P2, P3, ..., P"™ merupakan ideal.
Bukti.
Diketahui P merupakan ideal, maka untuk setiap k,! € P berlaku
k — 1 € P dan untuk setiap k € P, r € R berlaku kr € P.
Akan ditunjukkan bahwa P2, P2 ..., P™ merupakan ideal.
Misalkan P? = P-P = {aala € P}. Ambil x,y € P? di mana
x =aadany = aadengana € P.
P? merupakan ideal jika memenuhi :
i) Untuk setiap x,y € P2, berlaku x — y € P2

x —y = (aa) — (aa)

=a(a—a)

a € P dan karena P merupakan ideal, berlaku a — a € P.

Sehinggax —y € P- P = P2,
ii)  Untuk setiap x € P? danr € R, berlaku rx, xr € P2.

rx = r(aa)

= (ra)adimanara € Pdana € P

rx € P- P = P?. Begitu juga dengan xr € P2.

Sehingga P? merupakan ideal dan berlaku juga hingga P™.

Teorema 3.2.8

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. Jika P adalah
ideal dari R, maka N]-; P' = P n P2 N ...Nn P™ merupakan ideal dari
R.
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Bukti.

Diketahui P merupakan ideal, maka untuk setiap k,l € P berlaku
k — 1 € P dan untuk setiap k € P, r € R berlaku kr € P. Berdasarkan
Teorema 3.2.7 jika P adalah ideal dari R, maka P2 P3,..,P"
merupakan ideal.

Akan ditunjukkan N, P* merupakan ideal.

i) Ambil sembarang a,b €N, P = PN P?n..N P", berarti

a,b€P A abeP?A /\abeP”
Karena P,P?, ..., P” merupakan ideal, maka
a—-beEPANa—b€EP?>A..Na—beP" Sehingga

a—beEPNPIN. nP”:nanl
i)  Ambil r€R dan aenan‘— PNP%n..nP" berarti

Aa€EP Aa€EP? A ..Aa€Pm
Karena P,P? .., P” merupakan ideal, maka
ra€P Ara€P? A ... A ra€ P Sehingga

ra€PNPin..nP*=nl, P.
Berlaku juga untuk ar enl-, P".
Jadi N, P* merupakan ideal.

Definisi 3.2.9

Misalkan (R,+,”) adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
Didefinisikan P ideal sejati dari R. P merupakan ideal N2, P*- prima
jika untuk setiap a, b € R dengan ab € P — (n{2, P')P maka berlaku
a € Pataub € P.

Contoh 3.2.10
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12, (Z,+,") merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan. P = 27 adalah ideal dari Z. Akan
ditunjukkan bahwa P adalah ideal N3_, P- prima.
Bukti.
Diketahui P ={0,+2,44,+6,...} dan
N3, Pl ={0,+8,+16,424,..} = (8).
makaP —n3, PP ={0,42,+4,46,..} — (8){0,42,+4,+6, ...}
= (0,42, 44, 46,..} — (0, +16,432, %48, ..}
= {12, 4, i6,i8, +10,+12,+14,+18,...}.
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Ambil 1,2 € Zdengan1-2=2€ K —-IKmakal ¢ K atau 2 € K.
Ambil 2,2 € Zdengan2-2=4€ K —-IKmaka2 € K atau2 € K.
Ambil —1,2 € Zdengan (—1)-2 = -2 € K —IK maka—1 ¢ K atau
2 €K.

Ambil —2,2 € Z dengan (—2)-2 =—-4 € K —IK maka —2 € K atau
2€K.

Jadi K adalah ideal n3_, P- prima.

Akibat 3.2.11

Jika P adalah ideal I- prima dari R dengan IP € P3, maka P adalah
ideal N{2, P'- prima.

Bukti.

Jika P adalah ideal prima, maka P adalah ideal N{2, P- prima.
Diasumsikan bahwa P bukan ideal prima dan dari Teorema 3.2.3
diketahui bahwa P? < IP dan yang diketahui IP € P3, sedemikian
sehingga P2 € IP < P3. Sehingga berlaku /P = P™ untuk setiap
n=2.

Misalkan i = 1 dan 2, menurut Teorema 3.2.8 N%, P =P n P?
merupakan ideal dan (N7, P')P = P?P = P3 = [P. Karena P adalah
ideal I- prima, maka P adalah ideal N2, P*- prima.

Contoh 3.2.12

Diberikan himpunan Zg yang dilengkapi operasi penjumlahan dan

pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.7, (Z,+,7) adalah ring

komutatif dengan elemen satuan. Akan ditunjukkan bahwa IP € P3

dengan ideal I =¢(3) dan ideal P =1{0,2,4} adalah ideal

N, Pt-prima.

Bukti.

P? =P2p ={0,2,4}{0,2,4} = {0,2,4}

IP = {0,3}{0,2,4} = {0}

Karena IP = {0,
N, Pt-prima.

}0,2,4} = {0} < P3, maka P adalah ideal

43



Teorema 3.2.13

1.

Jika R dan S adalah ring komutatif dan P adalah ideal 0- prima
dari R, maka P x S adalah ideal /- prima dari R X S untuk setiap
ideal I dari R x S dengan N2,(P X S)! S I(P XS) S P X S.

Misalkan P adalah ideal sejati yang dibangun berhingga dari
ring komutatif R. Diasumsikan P adalah ideal I- prima dengan
IP € P3, maka berlaku P adalah ideal 0- prima atau P? # 0
adalah ideal idempoten dan R terdekomposisi sebagai T X S
dengan S = P? dan P =] x S dengan J adalah ideal 0- prima.
Selanjutnya P adalah ideal I- prima untuk N{2, Pt € IP € P.

Bukti.

Diketahui R dan S adalah ring komutatif. P adalah ideal
0- prima (ideal prima lemah) dari R. Berdasarkan Lemma
2.4.29 dapat diasumsikan bahwa P xS merupakan ideal
0- prima jika dan hanya jika P x S adalah ideal prima. Akan
tetapi, P x S adalah ideal /- prima untuk setiap ideal I dengan
N2,(P xS S I(PxS). Jika P adalah ideal prima, maka
P x S adalah ideal prima dan juga merupakan ideal - prima
untuk setiap ideal I. Diasumsikan bahwa P adalah bukan ideal
prima dan juga P2=P, maka P =0=P? dan
(PxS)?=0xS. Hal ini dikarenakan,
N2 (PXS)=NZ,PixS=0xS. Sehingga diperoleh
PXS—N2;(PxS)}=PxS—0xS=(P—-0)xS.
Karena P adalah ideal prima lemah, maka P x S adalah ideal
N2, (P X S)i- prima dan juga karena
N2,(P xS S I(P x S), maka P x S adalah ideal I- prima.
Jika P adalah ideal prima, maka P adalah ideal 0- prima. Jadi
dapat diasumsikan menurut Teorema 3.2.3 bahwa P adalah
bukan ideal prima maka P? < IP dan juga pada asumsi bahwa
P adalah ideal I- prima dengan IP < P3, sedemikian sehingga
P? c IP c P3. Jadi P? = P3. Oleh karena itu P? adalah ideal
idempotent karena jika P? dibangun berhingga, maka P? = (e)
untuk suatu e € R.

Misalkan P? = 0, maka IP € P2 = 0. Jadi IP = 0 dan oleh
karena itu P adalah ideal 0- prima. Jadi diasumsikan P? # 0.
Ambil sembarang S = P2 = Re dan T = R(1 —e), jadi R
terdekomposisi sebagai T x S di mana S = P2,
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Misalkan J=P(1—e), maka P =]xS dengan
J2=(P(1—e)* =P?(1—e)?=(e)(1—e)=0. Akan
ditunjukkan bahwa ] adalah ideal 0- prima. Misalkan
ab € J?> — 0, maka (a,1)(b,1) = (ab,1) € ] X S — (J X 5)?
=JXS—0xScP—IP dan karena IP c P3, sehingga
diperolen IP S P3=( xS)3=0xS. Oleh karena itu
diperoleh (a,1) € P atau (b,1) € P, maka a € ] atau b € ].
Jadi J adalah ideal 0- prima (ideal prima lemabh).

Contoh 3.2.14
Diberikan (Z3, +,") dan (Z¢, +,-) merupakan ring komutatif.
Didefinisikan :
Ze % I3 ={(a,b)|a € Zs,b € Zs}.
1 =1{(0,0),(2,0),(4,0)} adalah ideal dari Z¢ x Z5 dan K = {0, 2, 4}
adalah ideal sejati dari Zg.
Dengan didefinisikan :
(@b)+(cd)=(a+¢cb+d)dan
(a,b)(¢,d) = (ac,bd) dengan a, ¢ € Z¢ dan b, d € Z;.

Bukti.
Berdasarkan Contoh 2.4.28, K adalah ideal prima lemah dari Z.
Diketahui K = {0,2,4}, maka elemen-elemen dari himpunan
K xZ3 = {(0,0),(2,0),(4,0),(0,1),(2,1),(4,1),(0,2),(2,2),
(4,2)}. Akan ditunjukkan K X Z ideal dari Zg X Zs.
1. Untuk setiap (@ b),(c,d) €K %L berlaku

(@a—c,b—d)eKxZzdengana —c € K danb —d € Z;.
2. Untuk setiap (@,b) € K X Zs dan (%,7) € Zg X Z3 berlaku

(@ b)(x,y) = (ax,by) € K x Z3 dan

(x,¥)(ab) = (xa,yb) € K X Z3.
Jadi, K X Z5 adalah ideal dari Z¢ X Z5.
Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa K X Z; merupakan ideal
I- prima.

K x 75 — I(K X Z3) = {(0,0), (2,0), (4,0),(0,1),(2,1), (4,1),
(0.2),2,2), (4,2} - {(0,0),(2,0), (3. 0)}(0,0),
(2,0),(4,0),(0,1),(2,1),(4,1),(0,2),(2,2),(4,2)}



. ={0,0),20),@E0,0,D,20DGD,
0,2),(2,2),32)} - {(0,0),2,0),#0)}
K XZ;—1(K xXZ3) ={(0,1),(2,1),(4,1),(0,2),(2,2), (4,2)}.

Tabel 3.2 Operasi Pergandaan pada (Z¢ X Z3) — (K X Z3)

(1,0)](3,0)|(5,0)|(1, D|B, D|(5,1)|(1,2)|(3,2)|(5, 2)
(1,0)|(1,0)((3,0)|(5,0)[(1,0)|(3,0)|(5,0)|(1,0)|(3,0)|(5,0)
(3,0)|(3,0)((3,0)(3,0)[(3,0)((3,0)((3,0)((3,0)|(3,0)|(3,0)
(5,0)|(5,0)|(3,0)((1,0)((5,0)((3,0)|(1,0)|(5,0)|(3,0)((1,0)
(1, D[, 0)|(3,0)/(50)|(1, DB, D|(51)[(1,2)|3,2)|(5,2)
G D|GB,0)|B,0)|B,0|B,D|G D|B,1|GB,2)|3,2)5,2)
(5,1)|(5,0)|(3,0|(1,0)((5,1)|3, |1, D|(5,2)|(3,2)|(1,2)
(1,2)[(1,0)((3,0)/(5,0)(1,2)|(3,2)|(5,2)|(1, D|BB, D|(5,1)
(3,2)|(3,0)((3,0)((3,0)((3,2)|(3,2)|(3,2)|(3,D|(3, D|(3, 1)
(5,2)((5,0)|(3,0|(1,0)|(5,2)((3,2)|(1,2)|(5,1)|(3, D|(1,1)
Berdasarkan Tabel 3.2, secara kontraposisi berlaku bahwa untuk suatu
(@, b),(¢,d) € Zg x Zs dengan (@ b) & K xZs dan

(c,d) ¢ K xZ3, maka (ab),(c,d) &K xZs —I(K X Z3). Jadi
K X 7 adalah ideal I- prima dari Zg X Z5.

Akibat 3.2.15
Misalkan R adalah daerah integral Noetherian. ldeal sejati P dari R
adalah ideal prima jika dan hanya jika P adalah ideal P2- prima.
Bukti.
(=) Diketahui P adalah ideal prima dari R.
Akan ditunjukkan P adalah ideal P?- prima.
Ambil a,b € R dengan ab € P — P2P. Diketahui bahwa P
ideal prima, maka ab € P berlaku a € P atau b € P. Karena R
adalah daerah integral Noetherian, maka ideal pada R berhingga
banyak. Karena ab € P — P2P, maka ab & P?P tetapi ab € P.
Karena P adalah ideal prima dan ab € P, maka berlaku a € P
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atau b € P. Sehingga ab € P — P?P berlaku a € P atau b € P.
Jadi P merupakan ideal P2- prima.

(&) Diketahui P adalah ideal P2- prima.
Akan ditunjukkan P adalah ideal prima dari R.
Ambil a,b € R dengan ab € P. Diketahui P ideal P2- prima,
maka ab € P — P?P berlaku a € P atau b € P. Karena
ab € P — P?P, maka ab € P dan ab & P?P.
Karena ab € P dengan berlaku a € P atau b € P. Jadi P adalah
ideal prima dari R.

Contoh 3.2.16
Diberikan himpunan Z yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.12 dan Contoh 2.4.36, (Z, +,")
merupakan daerah integral Noetherian. Akan ditunjukkan bahwa
K = 27 merupakan ideal K- prima.
Bukti.
Berdasarkan Contoh 2.4.24, K merupakan ideal prima.
Akan ditunjukkan bahwa K merupakan ideal K2- prima.
Diketahui K = 2Z = {0, 2, +4, 16, ... }, maka
K2 ={0,+2,+4,+6,..3}{0,+2,44,46,...}
= {0, +4,+8,+12,+16, ...}, sedemikian sehingga
K—K?K ={0,+2,44,46,...}

—{0,+4,48,+12,+16,..}{0, £2,+4, 16, ...}
={0,+2,+4,+6,..} — {0,+8,+16,+32, ...}
={+2,+4,1+6,1+10,+12,+14, ... }.

Ambil 0,1 € Zdengan0-1=0€ K —K?Kmaka0 € K atau 1 ¢ K.
Ambil 1,2 € Zdengan1-2 =2 € K —K?Kmaka1l ¢ K atau 2 € K.
Ambil 2,2 € Zdengan2-2 =4 € K —K?Kmaka 2 € K atau 2 € K.
Ambil —1,2 € Z dengan (—1):2=-2€ K — K?K maka —1 ¢ K
atau 2 € K.

Jadi K juga merupakan ideal K ?- prima.

Definisi 3.2.17
Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. P adalah
ideal sejati dari R dan x € R, maka didefinisikan

(P:x) ={y € R|xy € P}.
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Teorema 3.2.18

Misalkan I adalah ideal dari R dan P adalah ideal sejati dari R. Maka

pernyataan berikut ekuivalen:

(1) P adalah ideal I- prima.

(2) Untukx€e€R—-P, (P:x)=PU(P:x).

(3) Untukx€eR-—-P, (P:x)=Patau(P:x)=(IP: x).

(4) Untuk ideal J dan K dari R, JK € P dan JK & IP akibatnya
JS Patauk C P.

Bukti.

1=

Diketahui P adalah ideal I- prima.

Akan ditunjukkan untuk x e R — P, (P :x) = P U (IP : x).
Ambilr € R—Pdans € (P : r),sehinggars € P.Jikars € P —IP,
maka s € P atau r € P. Jika rs € IP, maka s € (IP : r). Sehingga
diperolehs € (P:r) S P U (IP : 7).

Ambilr € R—P,dans € PU (IP : r), sehinggas € P ataurs € IP.
Jika rs€ P —IP, maka s€ P atau r € P. Jika rs € P, maka
s € (P : r). Sehingga diperolehs € PU (IP : ) S (P : 1).

(2)= Q)
Jika suatu ideal adalah gabungan dari dua ideal, maka ideal itu sama
dengan salah satunya.

(3) = (4)

Diketahuix e R— P, (P :x) =Patau (P : x) = (IP : x).

Akan ditunjukkan J dan K adalah ideal dari R, JK € P dan JK & IP
akibatnyaJ € P atau K € P.

Misalkan J dan K ideal dari R dengan JK < P. Diasumsikan bahwa
J<E Pdan] & P, maka /K < IP. Andaikan r € J. Pertama, misalkan
r € P maka rK € IP menunjukkan K € (P : r). Sekarang K & P,
jadi (P :7r) = (IP :r). Selanjutnya, misalkan r € JnP. Ambil
s €] — P, maka r +s € J — P. Jadi dengan kasus pertama sK < IP
dan jadi (r+s)KclIP. Misalkan tEeK, maka
rt = (r+s)t—st € IP. Jadi rK C IP, karena JK < IP.

(4)=(@1)

Misalkan rs € P —IP, maka (r)(s) S P tetapi (r)(s) € IP. Jadi
(r) € P atau (s) € P, yang artinya r € P atau s € P. Sehingga jika
rs € P — I[P berlakur € P atau s € P, maka P adalah ideal I- prima.
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Contoh 3.2.19

Diberikan himpunan Z,, yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. (Z,,, +,”) adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
Diberikan ideal-ideal dari Z;, vyaitu P ={0,2,4,6,8,610},
1=1{0,4,8},] ={0,3,6,9}, dan K = {0, 6}.

Bukti.

Berdasarkan yang diketahui, dapat ditentukan bahwa

JK ={0,3,6,9}{0,6} = {0,6} € P, sedangkan

Karena JK € P dan JK € IP dengan mengakibatkan J & P atau
K € P, maka P adalah ideal I- prima.

Selanjutnya, akan ditunjukkan P adalah ideal I- prima.

= {2,6,10}.
Tabel 3.3 Operasi Pergandaan pada Z,, — P

| K= BST] K5, 3] PR 8
2| [or| Nt | vt | =

ol | wir| ot fwi| ol wilw
~ui|on 2| ~ijwi oo
SUBHIENas| NIENT BN
wi| 01| wi|ol|wi|wllo
eI OIS ENT N an] forf

Berdasarkan Tabel 3.3, secara kontraposisi berlaku bahwa untuk suatu
a,b € Z,,dengana ¢ Pdanb ¢ P, makaab &€ P — IP. Jadi P adalah
ideal I- prima dari Z,.

Akibat 3.2.20

Misalkan P adalah ideal I- prima dari R. Jika P bukan ideal prima dari

R, maka P\IP c IP.

Bukti.

Ambil r € VIP = {a € R|a¥ € IP untuk suatu k € N}. Diketahui P

adalah ideal I- prima. Jika r € P, maka rP € P? C IP seperti pada

Teorema 3.2.3. Sehingga diasumsikan bahwa r ¢ P. Menurut

Teorema 3.2.18, berlaku (P : r) = P atau (P:r) = (IP : r). Karena
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(P:r)=P,maka P < (P : r), dengan diberikan rP < IP. Sehingga
asumsikan bahwa (P :r) = (IP :r). Misalkan r™ € IP, tetapi
r*~1 ¢ [P, Karena (P:7r)=(IP:r), maka r™ € P sedemikian
sehingga r™*~1 € (P : r) = P. Dengan demikian r"~1 € P — [P, jadi
r € P adalah kontradiksi. Karena pernyataan salah, sehingga terbukti
jika P bukan ideal prima dari R, maka P+/IP < IP.

Definisi 3.2.21

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. Jika S adalah

multiplicative closed subset dari R dan x € R, maka didefinisikan
Sl ={x € R|x - u = e, untuk suatu u € S}.

Contoh 3.2.22

Diberikan himpunan Z- yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
pergandaan. Berdasarkan Contoh 2.4.8, (Z,,+,) adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. Diberikan S himpunan bagian dari
7, dengan S = {1, 2, 5}. Akan ditunjukkan anggota dari S .

Bukti.

STl ={x €eR|x u=e, untuk suatu u € S}. Sehingga diperoleh
anggota-anggota dari himpunan St = {1, 4, 5}.

Jika S adalah multiplicative closed subset dari ring
komutatif dengan elemen satuan R dan P adalah ideal prima dari R
dengan P NS = @, maka S™1P adalah ideal prima dari S™!'R dan
S7IPnR =P.

Perhatikan bahwa untuk ideal j dari R dengan J € P,
I(P/]) = (P +])/]. Jika P adalah ideal prima, maka begitu juga
dengan P/J. Akan diperluas hasil ini menjadi ideal /- prima dalam
Proposisi 3.2.23.

Proposisi 3.2.23

Misalkan R adalah ring dan I ideal dari R. Misalkan P adalah ideal

I- prima dari R. Maka pernyataan berikut berlaku:

1. Jika J adalah ideal dari R dengan /] < P, maka P /] adalah ideal
I- prima dari R/].
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2.

Diasumsikan S adalah multiplicative closed subset dari R
dengan P NS = @. Sehingga S~1P adalah ideal S™1I- prima
dari S™1R. Dan jika S71P # S71(IP), maka S"1P N R = P.

Bukti.

1.

Ambil sembarang x, y € R dengan

Xy € P/]—1(P/]) =P/] —1IP/] = P[] — (IP +])/],
sehingga xy € P — (IP +]) = P —IP —]. Dengan diketahui
bahwaxy e P—IP—], maka xye€e P —IP dan xy¢&].
Karena xy € P — IP dan P adalah ideal I- prima, maka berlaku
X EPatauy € P.

Karena x € P, maka ¥ € P/J dengan X = x + ] atau y € P,
makay € P/J dengany = y + J. Jadi P /] adalah ideal I- prima
dariR/].

Ambil 22es571p -5 -STP S STIP—STI(IP) =
S™I(P —IP). Jadi %% € S~ dan abk € P — IP untuk suatu
k € S. Karena P adalah ideal /- prima, sehingga berlaku a € P

atau bk € P. Jadi = € S~1P atau % € S~1P. Sehingga S™P

S
adalah ideal S~1/- prima dari S~1R.
Ambil sembarang a € ST*P N R, sehingga terdapat u € S
dengan au € P. Jika au € IP, maka au € P — IP sehingga
a € P. Jika au € IP, maka a € S~1(IP) n R. Sedemikian
sehingga S"*PNR S PU(STY(IP)NR). Oleh karena itu
STIPNR=PatauS~'PNR =S"1(IP)nR.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dipaparkan,

dapat disimpulkan bahwa :

1. Misalkan (R, +,-) ring komutatif dengan elemen satuan. I ideal
dari R dan P ideal sejati dari R. P adalah ideal I- prima jika dan
hanya jika P /IP adalah ideal prima lemah pada R/IP.

2. Misalkan R adalah ring dan [ ideal dari R. Misalkan P adalah
ideal I- prima dari R. Maka pernyataan berikut berlaku:

i Jika J adalah ideal dari R denganJ € P, maka P /] adalah
ideal I- prima dari R/].

ii. Diasumsikan S adalah multiplicative closed subset dari R
dengan P NS =@. Sehingga S~'P adalah ideal
S71I-primadari ST'R. Dan jika S™'P # S~1(IP), maka
STIPAR=P.

4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas sifat yang berkaitan dengan ideal
[- prima, tetapi penulis tidak membahas hubungan antara ideal
I- prima dengan ideal-ideal yang lain. Untuk penelitian selanjutnya,
penulis menyarankan untuk mengkaji hubungan antara ideal I- prima
dengan ideal-ideal yang lain.
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