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MODEL PENYEBARAN VIRUS PADA TANAMAN DENGAN
WAKTU TUNDA

ABSTRAK

Pada skripsi ini, dibahas model penyebaran virus pada tanaman
dengan waktu tunda. Pada model diasumsikan bahwa populasi
tanaman dibagi menjadi tiga subpopulasi yaitu tanaman Susceptible,
Infected dan Recovered, sedangkan untuk populasi serangga dibagi
menjadi dua yaitu Suspectible dan Infected. Analisis dinamik yang
dilakukan pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan dan
syarat eksistensinya, penetuan angka reproduksi dasar R0 dengan
menggunakan matriks generasi selanjutnya serta analisis kestabilan
lokal. Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik kesetimbangan
model, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemi. Titik kesetimbangan bebas penyakit selalu
eksis, sedangkan titik kesetimbangan endemi eksis dengan syarat
tertentu. Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit bergantung
pada angka reproduksi dasar, sedangkan kestabilan titik
kesetimbangan endemi bergantung pada syarat tertentu. Selanjutnya,
diberikan waktu tunda dalam model, dimana waktu tunda
menunjukkan lamanya periode suatu tanaman menjadi subpopulasi
infectious setelah terinfeksi oleh serangga. Pada model dengan waktu
tunda, ketika R0 > 1, titik kesetimbangan endemi bersifat stabil
asimtotik. Hasil analisis dan simulasi numerik menunjukkan bahwa
waktu tunda tidak berpengaruh pada kestabilan titik kesetimbangan
endemi.

Kata kunci: penyebaran virus, angka reproduksi, matriks generasi
selanjutnya, waktu tunda.
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MODELING PLANT VIRUS PROPAGATIONS WITH DELAY

ABSTRACT

This final project discussed dynamical system modeling plant virus
propagation with delay. In the model it is assumed that the population
of the plant is divided into three plant subpopulations, namely
Susceptible, Infected and Recovered, while for the insect
subpopulation is divided into two, namely Suspectible and Infected.
Dynamical analysis is performed by finding the equilibria point and
the terms of existence, determining the basic reproduction number R0

using the next generation matrix, and analizing the stability of
equilibria. Dynamical analysis shows that there are two equilibrium,
namely the disease free equilibrium and the endemic equilibrium
point. The disease free equilibrium always exist, but the endemic
equilibrium point exist under certain conditions. The stability of the
disease free equilibria depend on the basic reproduction number,
meanwhile the endemic equilibria point depend on under certain
conditions. Furthermore, given the delay time in the model, the delay
time indicates the length of the period of a plant becoming infectious
subpopulation after infection by insects. On models with time delay
when the basic reproduction number R0 > 1, endemic equilibrium
will be asymptotically stable. The results of numerical analysis and
simulation show that the delay time has no effect on the endemic
equilibrium point.

Kata kunci: virus propagation, basic reproduction number, next
generation matrix, delay.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan sehari-hari, keberadaan tanaman sebagai
produsen sangat penting untuk manusia dan makhluk hidup lainnya.
Tanaman dapat terinfeksi oleh virus atau penyakit. Penyebaran virus
pada tanaman dapat disebabkan oleh angin, air maupun serangga.
Virus, bakteri dan jamur dapat ditularkan serangga dari satu tanaman
ke tanaman lainnya. Salah satu contohnya adalah bakteri Magna
porthae yang menyebabkan rusaknya beras sehingga produksi beras
menurun hingga 90 % (Ellur, dkk., 2015). Penyebab lainnya yaitu
jamur Bothrytis cinerea yang dapat merusak buah dan produksi
tanaman (Leontopoulosa, dkk., 2015). Menurut Fereres (2015) lebih
dari 70% virus pada tanaman disebabkan oleh serangga.

Model penyebaran virus pada tanaman dengan perantara
serangga merupakan salah satu kajian dalam bidang
eko-epidemiologi. Hubungan timbal balik antar makhluk hidup dalam
suatu populasi dikaji dalam bidang ekologi, sedangkan dinamika
penyebaran penyakit pada suatu populasi dikaji dalam bidang
epidemiologi. Kajian tentang ekologi dengan adanya penyebaran
penyakit dalam populasi dikenal sebagai eko-epidemiologi (Xiao dan
Chen, 2001). Salah satu contohnya adalah penyebaran virus pada
tanaman. Virus dapat memperbanyak diri dengan menyerang sel yang
sehat, kemudian DNA atau RNA sel sehat digunakan untuk
bereproduksi. Sel yang terinfeksi tersebut pecah dan beberapa replika
virus keluar. Selanjutnya, partikel virus yang baru menginfeksi sel
lainnya. Virus melanjutkan proses tersebut hingga tidak ada lagi sel
sehat yang dapat diserang. Dalam menginfeksi tanaman lainnya, virus
pada tanaman harus menginfeksi tanaman yang masih sehat. Terdapat
beberapa cara penyebaran infeksi virus, yaitu kontak antara pekerja
ladang dengan tanaman yang terinfeksi atau interaksi yang lebih
organik yaitu penularan virus melalui serangga (Wodarz, 2007).

Penyebaran virus dengan perantara serangga dapat dilakukan
dengan cara serangga mengkonsumsi sari dari suatu tanaman yang
terinfeksi, lalu virus dalam sari tersebut memasuki kelenjar ludah
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serangga dan menyebar. Kemudian serangga menginfeksi tanaman
yang sehat, selanjutnya beberapa partikel virus keluar dan menyerang
tanaman. Proses ini berlangsung beberapa jam bahkan hari tergantung
interaksi serangga. Virus disimpan oleh serangga selama masa
hidupnya. Dalam kasus penyebaran virus, virus membutuhkan
beberapa waktu untuk menyerang sel sehat, bereproduksi, dan
menyebar dalam sel. Proses waktu tersebut dinamakan waktu tunda.
Proses dengan waktu tunda dapat dimodelkan dengan menggunakan
persamaan diferensial tundaan. Pemberian waktu tunda dapat
menyebabkan osilasi pada solusi, sehingga solusi dapat mengalami
perubahan termasuk kestabilan (Culshaw dan Ruan, 2000).

Model penyebaran virus tanaman dengan perantara serangga
dibahas oleh Shi, dkk. (2014). Namun dalam penelitian tersebut,
tanaman Susceptible langsung menjadi tanaman Infected setelah
terinfeksi. Padahal dalam kenyataannya, ketika tanaman Susceptible
terinfeksi, terdapat waktu sebelum akhinya menjadi tanaman Infected.
Model dengan waktu tunda biasanya lebih realistis, karena pada
kenyataannya waktu tunda terjadi hampir di setiap situasi biologi
(MacDonald, 1989). Sama halnya pada penelitian predator-prey,
tanaman berperan sebagai prey sedangkan serangga berperan sebagai
predator. Pada penelitian Xiao dan Chen (2001) dibahas tentang
sistem eko-epidemiologi tiga spesies, dan diasumsikan prey yang
terinfeksi tidak dapat sembuh dan predasi menggunakan fungsi respon
Holling tipe II. Bairagi, dkk. (2008) membahas tentang dampak
waktu tunda pada sistem dinamik eko-epidemiologi dengan
menggunakan fungsi respon Holling tipe II dengan populasi
suspectible(S), infected(I) dan Predator(P).

Pada skripsi ini dibahas tentang model penyebaran virus
tanaman dengan waktu tunda yang mengkaji kembali pada artikel
Jackson dan Chen-Charpentier (2017). Interaksi antara serangga dan
tanaman menggunakan fungsi respon Holling tipe II, karena serangga
hanya dapat menularkan virus pada tanaman dengan jumlah yang
terbatas. Analisis dinamik yang dilakukan pada model meliputi
penentuan titik kesetimbangan dan syarat eksistensi, penentuan angka
reproduksi dasar menggunakan matriks generasi selanjutnya, serta
analisis kestabilan lokal tanpa atau dengan adanya waktu tunda.
Simulasi numerik dilakukan mendukung hasil analisis yang diperoleh.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok
permasalahan yang dikaji dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana titik kesetimbangan pada model penyebaran virus
tanaman tanpa atau dengan adanya waktu tunda?

2. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model ?
3. Bagaimana simulasi numerik dan interpretasi model penyebaran

virus pada tanaman tanpa atau dengan adanya waktu tunda?

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah pada skripsi ini adalah.
1. Laju kelahiran dan perpindahan konstan.
2. Tidak ada penularan secara vertikal oleh virus.
3. Serangga tidak mati oleh virus melainkan karena kematian

alami.
4. Serangga yang terinfeksi hanya dapat menularkan ke tanaman

bukan ke serangga lain.
5. Tanaman terinfeksi yang memiliki imunitas akan menjadi

sembuh, sedangkan yang tidak memiliki imunitas akan kembali
menjadi tanaman rentan.

1.4 Tujuan

Tujuan dari skripsi ini adalah.
1. Menentukan titik kesetimbangan pada model penyebaran virus

pada tanaman tanpa atau dengan adanya waktu tunda.
2. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model.
3. Mensimulasikan dan menginterpretasikan model penyebaran

virus pada tanaman tanpa atau dengan adanya waktu tunda
secara numerik.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

2.1.1 Persamaan Diferensial

Persamaan yang memuat turunan suatu fungsi yang tak
diketahui disebut persamaan diferensial. Pada persamaan diferensial,
orde adalah tingkat tertinggi dari turunan yang terdapat pada
persamaan. Secara umum, persamaan diferensial orde n memiliki
bentuk:

F [t, x(t), x′(t), · · · , x(n)(t)] = 0, (2.1)

dengan F adalah fungsi yang terdiri dari (n+ 2) variabel dan turunan
ke-n adalah turunan tertinggi pada persamaan.

(Edwards dan Penney, 2001)

2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial
dengan variabel tak bebas yang hanya bergantung pada satu variabel
bebas. Persamaan (2.1) adalah persamaan diferensial biasa jika t ∈ R.
Persamaan diferensial biasa disebut juga linear jika F pada persamaan
tersebut adalah fungsi linear dari x, x′, ..., x(n). Bentuk umum
persamaan diferensial biasa linear orde k adalah :

a0(t)
dkx

dtk
+ a1(t)

dk−1x

dtk−1
+ · · ·+ ak(t)x = g(t).

Apabila suatu persamaan diferensial biasa tidak memenuhi bentuk
umum persamaan diferensial biasa linear maka persamaan tersebut
disebut nonlinear.

(Boyce dan DiPrima, 2012).
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2.2 Sistem Dinamik

2.2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu sistem yang selalu berubah
dan dapat diketahui kondisinya di masa yang akan datang, jika
diketahui kondisinya saat ini atau di masa lalu. Sistem dinamik
dibedakan menjadi dua, yaitu sistem dinamik diskret dengan bentuk
umum

~xt+1 = f(~xt), t ∈ Z, t ∈ N, ~x ∈ Rn,
dan sistem dinamik kontinu dengan bentuk umum

d~x

dt
= f(~x, t), t ∈ R, ~x ∈ Rn.

(Alligood, dkk., 2000)

2.2.2 Sistem Autonomous

Sistem Autonomous merupakan sistem dinamik yang secara
eksplisit tidak bergantung pada waktu. Sistem autonomous
berdimensi n mempunyai bentuk umum

dx1

dt
= F1(x1, x2, · · · , xn),

...
dxn
dt

= Fn(x1, x2, · · · , xn),

(2.2)

Titik ~x∗ = (x∗1, x
∗
2, · · · , x∗n) merupakan titik kesetimbangan sistem

(2.2) jika
Fi(x

∗
1, x
∗
2, · · · , x∗n) = 0, i = 1, 2, · · · , n

(Finizio dan Ladas, 1982)

2.2.3 Titik Kesetimbangan

Titik (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) adalah titik kristis sistem autonomous

(2.2), jika Fi(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) = 0 untuk i = 1, 2, ..., n. Pada kondisi

dx1
dt = dx2

dt = ... = dxn
dt = 0 solusi x1(t), x2(t), ..., xn(t) tidak

mengalami perubahan nilai seiring dengan peningkatan nilai t,
sehingga titik kritis (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) juga disebut titik kesetimbangan

sistem.

(Boyce dan Diprima, 2012)
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2.2.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan (x∗, y∗, z∗) dikatakan

1. Stabil, jika ∀ε > 0,∃δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi ~x = ~x(t) yang memenuhi

‖~x(0)− ~x∗‖ < δ

maka berlaku
‖~x(t)− ~x∗‖ < ε,∀t > 0,

2. Stabil asimtotik, jika stabil dan ∃δ0, 0 < δ0 < δ sedemikian
sehingga sebuah solusi ~x = ~x(t) yang memenuhi

‖~x(t)− ~x∗‖ < δ0

maka
lim
t→∞

~x(t) = ~x∗

3. Tak stabil, apabila titik tersebut tidak memenuhi kriteria stabil.

Titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik berarti bahwa titik
kesetimbangan stabil dan trayektori solusi-solusi lain di sekitarnya
akan konvergen menuju titik kesetimbangan untuk t→∞.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.2.5 Sistem Autonomous Linear

Sistem autonomous linear dengan n persamaan

dx1

dt
= a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,

dx2

dt
= a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,

...
dxn
dt

= an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn.

(2.3)

Sistem persamaan (2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk,

d~x

dt
= A~x,
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dengan

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 , aij ∈ R dan ~x =


x1

x2
...
xn


Jika det(A) 6= 0, maka titik ~x∗ = ~0 adalah satu satunya titik
kesetimbangan sistem (2.3). Kestabilan titik kesetimbangan sistem
(2.3) dapat ditentukan melalui nilai eigen matriks A

Teorema 2.2.1 Titik kesetimbangan ~x∗ = ~0 sistem (2.3) bersifat :

1. Stabil, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen matriks A
mempunyai bagian riil tak positif,

2. Stabil asimtotik, jika dan hanya jika seluruh nilai eigen matriks
A mempunyai bagian riil negatif,

3. Tak stabil, jika terdapat nilai eigen matriks A yang mempunyai
bagian riil positif,

(Finizio dan Ladas, 1982)

2.2.6 Sistem Autonomous Nonlinear

Perhatikan sistem autonomous nonlinear dengan n persamaan
berikut,

dxi
dt

= Fi(x1, x2, · · · , xn), i = 1, 2, · · · , n. (2.4)

Misalkan ~x∗ adalah titik kesetimbangan sistem (2.4) dan Fi
mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik kesetimbangan ~x.
Deret Taylor fungsi Fi di sekitar ~x∗ adalah

Fi(~x
∗) = Fi(~x

∗) +

n∑
j=1

∂Fi(~x
∗)

∂xj
(xj − x∗j ) + ηi(~x). (2.5)

Dengan ηi(~x) adalah suku sisa, untuk i = 1, 2, · · · , n.. Suku sisa
pada hampiran orde satu memenuhi sifat

lim
~x→~x∗

ηi(~x)

‖~w‖
= 0,
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dengan ‖~w‖ =
√

(x1 − x∗1)2 + (x2 − x∗2)2 + · · ·+ (xn − x∗n)2 dan
i = 1, 2, ..., n
Berdasarkan persamaan (2.5) dan mengingat bahwaFi = 0 serta dxi

dt =
d(xi−x∗i )

dt , maka sistem (2.4) dapat ditulis sebagai

d

dt


x1 − x∗1
x2 − x∗2

...
xn − x∗n

 =


∂F1(~x∗)
∂x1

∂F1(~x∗)
∂x2

· · · ∂F1(~x∗)
∂xn

∂F2(~x∗)
∂x1

∂F2(~x∗)
∂x2

· · · ∂F2(~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂Fn(~x∗)
∂x1

∂Fn(~x∗)
∂x2

· · · ∂Fn(~x∗)
∂xn



x1 − x∗1
x2 − x∗2

...
xn − x∗n



+


ηi(~x

∗)
ηi(~x

∗)
...

ηi(~x
∗)


atau

d~w

dt
= J ~w + ~η, (2.6)

dengan

J =


∂F1(~x∗)
∂x1

∂F1(~x∗)
∂x2

· · · ∂F1(~x∗)
∂xn

∂F2(~x∗)
∂x1

∂F2(~x∗)
∂x2

· · · ∂F2(~x∗)
∂xn

...
...

. . .
...

∂Fn(~x∗)
∂x1

∂Fn(~x∗)
∂x2

· · · ∂Fn(~x∗)
∂xn


disebut matriks Jacobi.

Jika ~x berada dekat dengan ~x∗ maka ~η bernilai kecil, sehingga
~η → 0. Oleh karena itu, ~η dapat diabaikan dan sistem nonlinear (2.4)
dapat dihampiri oleh sistem linear berikut,

d~w

dt
= J ~w, (2.7)

Jika ~x = ~x∗, maka diperoleh (w∗1, w
∗
2, · · · , w∗n) = (0, 0, · · · , 0)

sehingga titik kesetimbangan (2.7) adalah
(w∗1, w

∗
2, · · · , w∗n) = (0, 0, · · · , 0). Proses menghampiri persamaan

(2.4) dengan sistem persamaan (2.7) disebut linearisasi.
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Teorema 2.2.2 Kestabilan sistem Autonomous Nonlinear
titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear bersifat,

1. Stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat stabil asimtotik.

2. Tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi
bersifat tidak stabil.

(Boyce dan DiPrima, 2012)

2.3 Kriteria Routh Hurwitz

Sistem linear berdimensi n memiliki persamaan karakteristik
yang secara umum dapat ditulis dalam bentuk

P (r) = rn +A1r
n−1 + · · ·+An = 0, (2.8)

dengan koefisien Ai, i = 0, 1, 2, ..., n adalah bilangan real. Kestabilan
titik kesetimbangan sistem autonomous linear dapat ditentukan
dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa menentukan nilai
eigen matriks koefisien, seperti yang dinyatakan dalam

Teorema 2.3.1 Kriteria Routh Hurwitz
Perhatikan polinom pada persamaan karakteristik sistem linear

(2.8). Semua nilai eigen matriks koefisien sistem linear (2.3) memiliki
bagian real negatif jika dan hanya jika
D1 = A1 > 0,

D2 =

∣∣∣∣A1 A3

1 A2

∣∣∣∣ > 0, D3 =

∣∣∣∣∣∣
A1 A3 A5

1 A2 A4

0 A1 A3

∣∣∣∣∣∣ > 0,

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 A3 · · · ·
1 A2 A4 · · ·
0 A1 A3 · · ·
0 1 A2 · · ·
· · · · · ·
0 0 · · · Ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 1, ..., n, aj = 0, j > n.

sebagai contoh persamaan karakteristik dengan n = 3 yaitu
r3 + A1r

2 + A2r + A3 = 0, memiliki nilai eigen yang semuanya
memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika
A1 > 0, A3 > 0 dan A1A2 > A3.

(Murray, 2002)
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2.4 Angka Reproduksi Dasar

Pada model endemi, angka reproduksi dasar dapat menyatakan
banyaknya individu baru yang terinfeksi oleh satu individu yang
terinfeksi sebelumnya dalam proses penularan penyakit pada suatu
populasi rentan. Dalam hal ini angka reproduksi dasar (R0)
digunakan untuk menentukan terjadi atau tidaknya wabah penyakit
dalam suatu populasi. Jika R0 < 1 maka setiap individu terinfeksi
menghasilkan rata-rata kurang dari satu individu terinfeksi baru.
Dengan kata lain, infeksi akan bersih dari populasi atau sering disebut
dengan bebas penyakit. Jika R0 > 1 maka individu terinfeksi akan
meluas dan menjadi wabah dalam suatu populasi. Oleh karena itu,
kestabilan titik kesetimbangan dapat diselidiki dengan menggunakan
angka reproduksi dasar.

(Heffernan, dkk., 2005)

2.5 Matriks Generasi Selanjutnya

Metode matriks generasi selanjutnya adalah suatu metode yang
digunakan untuk memperoleh nilai pendekatan dari angka reproduksi
dasar (R0) pada model kompartemen penyebaran penyakit. Pada
metode ini populasi model kompartemen penyebaran penyakit dibagi
menjadi dua kelompok, yaitu kelompok kompartemen penyakit dan
kelompok kompartemen non penyakit.

Suatu kompartemen disebut kompartemen penyakit jika
terdapat individu-individu yang terinfeksi, misalkan terdapat
1, ...,m,m + 1, ..., n kompartemen dengan kompartemen pertama
sampai dengan m terdiri dari individu terinfeksi dan kompartemen
m + 1 sampai dengan n terdiri dari individu tidak terinfeksi. Model
kompartemen dapat ditulis dalam bentuk

x′i = Fi − Vi, i = 1, 2, ...,m

dengan xi menyatakan jumlah individu pada setiap kompartemen i.
Parameter Fi menyatakan komponen pembentuk matriks F , dengan
komponen Fi merupakan infeksi baru yang masuk pada kompartemen
ke-i. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari populasi individu rentan
dan Fi tidak boleh negatif. Parameter Vi menyatakan komponen
berbentuk matriks V , dengan Vi merupakan transfer keluar atau
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masuk dari kompartemen satu ke lainnya. Transfer infeksi dapat
terjadi apabila terdapat proses penularan penyakit dari satu
kompartemen ke lainnya. Jika Vi menyatakan transfer keluar dari
kompartemen ke i maka Vi bernilai positif, jika masuk pada satu
kompartemen maka Vi bernilai negatif.

Didefinisikan F dan V adalah matriks mxm sebagai berikut

F =

[
dFi(E0)

dxj

]
,

V =

[
dVi(E0)

dxj

]
,

dengan i, j = 1, ...m dan E0 adalah titik kesetimbangan bebas
penyakit, F non negatif dan V matriks non singular. Matriks generasi
selanjutnya didefinisian

K = FV −1

dan angka reproduksi dasar yang diperoleh dari perhitungan matriks
generasi selanjutnya dapat ditulis sebagai berikut

R0 = ρ(R)

dengan ρ(R) adalah spectral radius matriks K yaitu nilai terbesar dari
modulus nilai eigen matriks K.

(Brauer dkk., 2010)

2.6 Persamaan Diferensial Waktu Tunda

Persamaan diferensial dengan turunan fungsi yang tak
diketahui yang bergantung pada nilai fungsi di periode waktu
sebelumnya disebut persamaan diferensial waktu tunda. Persamaan
diferensial dengan waktu tunda dinyatakan dalam bentuk

n∑
k=0

ak
dk

dtk
x(t) +

m∑
k=0

bk
dk

dtk
x(t− τ) = 0,m ≤ n (2.9)

dengan τ adalah waktu tunda, m ≤ n, dan

d0

dt0
x(t) = x(t).
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Misalkan x(t) = eλt, maka

n∑
k=0

akλ
keλt +

m∑
k=0

bkλ
keλ(t−τ) = 0,

eλt

(
n∑
k=0

akλ
k +

m∑
k=0

bkλ
ke−λτ

)
= 0.

Oleh karena eλt 6= 0,

n∑
k=0

akλ
k +

m∑
k=0

bkλ
ke−λτ = 0. (2.10)

Persamaan (2.10) disebut persamaan karakteristik persamaan (2.9).
Misalkan

P1(λ) =
n∑
k=0

akλ
k dan P2(λ) =

m∑
k=0

bkλ
k,

maka persamaan (2.10) dapat ditulis kembali sebagai

P1(λ) + P2(λ)e−λτ = 0. (2.11)

Sistem persamaan diferensial dengan waktu tunda dinyatakan sebagai

dx1

dt
= f1(xt, xt−τ ),

dx2

dt
= f2(xt, xt−τ ),

...
dxn
dt

= fn(xt, xt−τ ).

(2.12)

(Kuang, 1993)
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2.7 Nilai Kritis Waktu Tunda

Misalkan terdapat sistem persamaan diferensial tundaan linear
yang memiliki persamaan karakteristik

P (λ) +Q(λ)e−λτ = 0 (2.13)

dengan

P (λ) =

n∑
j=0

ajλ
j ,

Q(λ) =
m∑
j=0

bjλ
j .

Nilai kritis tundaan (τ0) pada sistem adalah suatu nilai yang menandai
perubahan kestabilan solusi saat nilai τ melampaui τ0.

Apabila sistem memiliki nilai eigen λ = α ± iω, akan terjadi
perubahan kestabilan akibat perubahan nilai α < 0 menuju α > 0
atau sebaliknya. Perubahan tersebut menunjukan adanya nilai kritis
tundaan. Untuk mengamati eksistensi nilai kritis tundaan, terlebih
dahulu ditentukan akar persamaan karakteristik yang bernilai imajiner
murni(λ = ±iω). Oleh karena itu, penentuan nilai kritis tundaan
dilakukan dengan mensubstitusikan λ = iω pada persamaan (2.13),
sehingga diperoleh

P (iω) +Q(iω)e−iωτ = 0. (2.14)

Jika bagian real dan imajiner pada persamaan (2.14) dipisahkan
yaitu P (iω) = R1(ω) + iQ1(ω) dan Q(iω) = R2(ω) + iQ2(ω)
dengan suku eksponen yang dinyatakan sebagai fungsi trigonometri,
maka diperoleh

R1(ω)+iQ1(ω)+(R2(ω)+iQ2(ω))(cos ωt−i sin ωt) = 0, (2.15)
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dengan

R1(ω) =
∑
j

(−1)j+1ajω
2j ,

Q1(ω) =
∑
j

(−1)jaj+1ω
2j+1,

R2(ω) =
∑
j

(−1)j+1bjω
2j ,

Q2(ω) =
∑
j

(−1)jbj+1ω
2j+1,

Persamaan (2.15) harus memenuhi persamaan (2.14), sehingga bagian
real maupun bagian imajiner harus bernilai nol, yaitu

R1(ω) +R2(ω)cos ωτ +Q2(ω)sin ωτ = 0,

Q1(ω)−R2(ω)sin ωτ +Q2(ω)cos ωτ = 0,

atau

−R1(ω) = R2(ω)cos ωτ +Q2(ω)sin ωτ.

Q1(ω) = R2(ω)sin ωτ −Q2(ω)cos ωτ.
(2.16)

Jika persamaan (2.16) dikuadratkan diperoleh

(R1(ω))2 = (R2(ω))2cos2ωτ + (Q2(ω))2sin2ωτ

+ 2R2(ω)Q2(ω)sin ωτ cos ωτ.
(2.17)

(Q1(ω))2 = (R2(ω))2sin2ωτ + (Q2(ω))2cos2ωτ

+ 2R2(ω)Q2(ω)sin ωτ cos ωτ.
(2.18)

Hasil penjumlahan dari (2.17) dan (2.18) adalah

(R1(ω))2 + (Q1(ω))2 = (R2(ω))2 + (Q2(ω))2. (2.19)

Misalkan ξ =
√

(R2(ω0))2 +Q2(ω0))2 dengan ω0 memenuhi
persamaan (2.19) maka persamaan (2.16) dapat ditulis kembali
sebagai

−R1(ω0) = ξ(
R2(ω0)

ξ
cos ω0τ +

Q2(ω0)

ξ
sin ω0τ),
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Q1(ω0) = ξ(
R2(ω0)

ξ
sinω0τ −

Q2(ω0)

ξ
cos ω0τ).

Misalkan R2(ω0)
ξ = cosβ dan Q2(ω0)

ξ = sinβ, diperoleh

−R1(ω0) = ξ(cosβ cosω0τ + sinβ sinω0τ), (2.20)

Q1(ω0) = ξ(cosβ sinω0τ − sinβ cosω0τ). (2.21)

Kemudian dengan mengalikan persamaan (2.20) dengan cosβ dan
persamaan (2.21) dengan sinβ serta mengurangkan persamaan (2.20)
dengan persamaan (2.21) diperoleh

−R1(ω0)cosβ −Q1(ω0)sinβ = ξ cos ω0τ.

dan nilai kritis tundaan yaitu,

τ0 =
1

ω0
arc cos(

−R1(ω0)cosβ −Q1(ω0)sinβ

ξ
)

+
2nπ

ω0
, n = 0, 1, ...

(2.22)

Persamaan (2.22) menunjukkan terdapat tak berhingga nilai τ0

sehingga dipilih nilai τ0 yang paling minimum.

(Forde, 2005)

2.8 Model Penyebaran Virus Tanaman

Berikut model penyebaran virus pada tanaman dengan waktu
tunda merujuk pada artikel Jackson dan Chen-Charpentier (2017)
menggunakan beberapa asumsi yaitu populasi tanaman dibagi
menjadi tiga subpopulasi yaitu tanaman Suspectible S(t), Infected I(t)
dan Recovered R(t). Total jumlah tanaman dalam suatu populasi
merupakan konstanta positif K, K = S + I + R. Sedangkan untuk
populasi serangga dibagi menjadi dua subpopulasi yaitu serangga
Suspectible X(t) dan Infected Y(t). Total jumlah serangga dalam suatu
populasi yaitu N = X + Y .
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Gambar 2.1: Gambar Kompartemen Penyebaran Virus

dS

dt
= µ(K − S)− βY S

1 + αY
+ pI

dI

dt
=

βY S

1 + αY
− (p+ µ+ γ)I

dR

dt
= γI − µR

dX

dt
= Λ− β1IX

1 + α1I
−mX

dY

dt
=

β1IX

1 + α1I
−mY

(2.23)

dengan

K = Total jumlah populasi tanaman
N = Total jumlah populasi serangga
β = Laju infeksi tanaman akibat serangga
β1 = Laju infeksi serangga akibat tanaman
α = Konstanta saturasi tanaman akibat serangga
α1 = Konstanta saturasi serangga akibat tanaman
µ = Laju kematian alami tanaman
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m = Laju kematian alami serangga
γ = Laju penyembuhan tanaman
Λ = Laju rekruitmen serangga (kelahiran dan atau imigrasi)
p = Laju tanaman terinfeksi sembuh(tidak ada imunitas)
µK = Laju kelahiran populasi tanaman.
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BAB III
PEMBAHASAN

3.1 Titik Kesetimbangan dan Angka Reproduksi Dasar

Pada bab ini, dibahas analisis dinamik model penyebaran virus
pada tanaman tanpa waktu tunda yang ditunjukan oleh sistem (2.23).
Oleh karena pada dS

dt ,
dI
dt dan dY

dt tidak memuat variabel R dan nilai
dR
dt ,

dX
dt dapat diketahui apabila nilai subpopulasi I diketahui, nilai

dR
dt ,

dX
dt dapat diabaikan. Diketahui bahwa N = X + Y , apabila

dijumlahkan nilai dXdt dan dY
dt diperoleh dN

dt = Λ −mN . Jika nilai t
menuju tak hingga, maka N mendekati Λ

m , sehingga N dapat diganti
Λ
m . Adapun sistem (2.23) dengan mempertimbangkan adanya waktu
tunda dapat direduksi menjadi:

dS

dt
=µ(K − S)− βY (t− τ)S(t− τ)

1 + αY (t− τ)
+ pI,

dI

dt
=
βY (t− τ)S(t− τ)

1 + αY (t− τ)
− (p+ µ+ γ)I,

dY

dt
=

β1I

1 + α1I

(
Λ

m
− Y

)
−mY,

(3.1)

dengan q = p+ µ+ γ.

Berdasarkan definisi, untuk nilai τ = 0 titik kesetimbangan
sistem persamaan (3.1) diperoleh apabila memenuhi
dS
dt = dI

dt = dY
dt = 0, yaitu

µ(K − S)− βY S

1 + αY
+ pI = 0, (3.2)

βY S

1 + αY
− qI = 0, (3.3)

β1I

1 + α1I

(
Λ

m
− Y

)
−mY = 0, (3.4)
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Untuk I = 0 pada persamaan (3.3) diperoleh

βY S

1 + αY
− qI = 0,

βY S

1 + αY
= qI,

βY S

1 + αY
= 0.

Oleh karena I∗ = 0 maka diperoleh Y ∗ = 0. Dengan mensubstitusi
nilai I∗ = Y ∗ = 0 pada persamaan (3.2) diperoleh

µ(K − S)− βY S

1 + αY
+ pI = 0,

µK + pI − S
(
µ+

βY

1 + αY

)
= 0,

µK + pI

µ+ βY
1+αY

= S,

µK

µ
= S,

dan diperoleh nilai S∗ = K. Dengan demikian diperoleh titik
kesetimbangan bebas penyakit E0(S, I, Y ) = E0(K, 0, 0). Titik
kesetimbangan bebas penyakit E0(K, 0, 0) menyatakan bahwa dalam
keadaan ini jumlah populasi tanaman terinfeksi dan serangga
terinfeksi bernilai nol. Hal ini menunjukkan keadaan tidak adanya
penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Titik kesetimbangan ini
selalu eksis karena nilai dari masing-masing elemennya bernilai
positif. Apabila nilai I 6= 0, diperoleh titik kesetimbangan endemi
E∗ = (S∗, I∗, Y ∗) dimana

S∗ =
q(αβ1KΛµ+m(mq +Kµ(β1 + α1m)− pm))

ββ1Λ(µ+ γ) + αβ1Λµq + β1mµq + α1m2µq
,

I∗ =
ββ1ΛµK − qµm2

ββ1Λµ+ ββ1Λγ + qµm2α1 + qµαβ1Λ + qµmβ1
,

Y ∗ =
µ(ββ1KΛ− qm2)

m(αmµq + β(mq +Kµ(β1 + α1m)− pm))
,

perhitungan selengkapnya diberikan pada Lampiran 1.
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Angka reproduksi dasar dapat ditentukan dengan menggunakan
matriks generasi selanjutnya. Matriks generasi selanjutnya
didefinisikan sebagai K = FV −1. Langkah awal untuk memperoleh
nilai pendekatan angka reproduksi dasar R0 yaitu dengan membentuk
matriks Jacobi dari F dan V . Komponen pembentuk matriks F dan V
terdiri dari subpopulasi individu yang terinfeksi, yaitu subpopulasi
individu terpapar dan subpopulasi individu terinfeksi.

Berdasarkan komponen matriks F dan V dapat dibentuk
matriks Jacobi F dan V dari titik kesetimbangan bebas penyakit
E0 = (K, 0, 0). Matriks Jacobi dapat diperoleh F dan V dapat
diperoleh dengan penurunan terhadap masing masing subpopulasi
sebagai berikut

F =

[df1
dI

df1
dY

df2
dI

df2
dY

]
,

dengan [
f1

f2

]
=

[
βY S

1+αY
β1IΛ

m(1+α1I)
− β1IY

1+α1I

]
,

dan

V =

[
dv1
dI

dv1
dY

dv2
dI

dv2
dY

]
,

dengan [
v1

v2

]
=

[
qI
mY

]
,

sehingga diperoleh matriks F dan V sebagai berikut

F =

[
0 βS(1+αY )−αβY S

(1+αY )2

β1Λ(m+mα1I)−mα1β1IΛ
(m+mα1I)2

− β1Y (1+α1I)−α1β1IY
(1+α1I)2

−β1I
1+α1I

]
,

dan

V =

[
q 0
0 m

]
.

Dengan mensubtitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit
E0 = (K, 0, 0) diperoleh

F =

[
0 βK
β1Λ
m 0

]
dan V =

[
q 0
0 m

]
.

21

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Sebelum menentukan matriks generasi selanjutnya, terlebih dahulu
ditentukan invers dari matriks V sebagai berikut

V −1 =

[1
q 0

0 1
m

]
.

Berdasarkan matriks F dan V −1,dapat dibentuk matriks generasi
selanjutnya (K = FV −1), yaitu

K =

[
0 βK

m
β1Λ
mq 0

]
,

kemudian ditentukan nilai eigen matriks K, sebagai berikut

|K − λI| = 0,∣∣∣∣∣
[

0 βK
m

β1Λ
mq 0

]
−
[
λ 0
0 λ

] ∣∣∣∣∣ = 0,∣∣∣∣∣−λ βK
m

β1Λ
mq −λ

∣∣∣∣∣ = 0,

λ1,2 = ±

√
ββ1ΛK

m2q
.

Angka reproduksi dasarR0 adalah maksimum modulus nilai eigen dari
matriks generasi selanjutnya, yaitu

R0 = ρ(K),

= max(λ1, λ2),

= max

(
−

√
ββ1ΛK

m2q
,

√
ββ1ΛK

m2q

)
,

R0 =

√
ββ1ΛK

m2q
.

Titik kesetimbangan E∗ disebut titik kesetimbangan endemi
karena pada titik tersebut menunjukkan bahwa populasi tanaman
rentan, tanaman terinfeksi dan serangga terinfeksi akan selalu ada
pada kondisi setimbang.
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Titik kesetimbangan E∗ akan dipenuhi jika masing-masing nilai
elemennya bernilai positif. Titik kesetimbangan endemi akan eksis jika
memenuhi

I∗ =
ββ1ΛµK − qµm2

z1

=
qµm2

z1

[
ββ1ΛµK

m2µq
− 1

]
> 0

=
qµm2

z1
(R2

0 − 1) > 0

(3.5)

Sedangkan untuk titik kesetimbangan Y ∗ eksis apabila

Y ∗ =
µ(ββ1KΛ− qm2)

z2

=
µqm2

z2

[
µββ1KΛ

µqm2
− 1

]
> 0

=
µqm2

z2
(R2

0 − 1) > 0

(3.6)

dimana

z1 = ββ1Λ(µ+ γ) + αβ1Λµq + β1mµq + α1m
2µq

z2 = m(αmµq + β(mq +Kµ(β1 + α1m)− pm))

Berdasarkan perhitungan mengenai angka reproduksi dasar R0, titik
kesetimbangan endemi akan eksis jika dan hanya jika memenuhi

1. mq +Kµ(β1 + α1m) > pm

2. R0 > 1

3.2 Analisis Kestabilan Lokal tanpa Waktu Tunda

Pada bagian ini, dibahas analisis kestabilan titik kesetimbangan
tanpa waktu tunda yaitu ketika τ = 0. Model (3.1) merupakan sistem
dinamik autonomous nonlinear, sehingga untuk mengetahui sifat
kestabilan lokal titik kesetimbangan model, dilakukan proses
linearisasi di sekitar titik kesetimbangan (S∗, I∗, Y ∗) sehingga
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diperoleh matriks Jacobi sebagai berikut:

J =

−µ−
βY ∗

1+αY ∗ p −βS∗

(1+αY ∗)2
βY ∗

1+αY ∗ −q βS∗

(1+αY ∗)2

0 β1
(1+αI∗)2

(
Λ
m − Y

∗) −β1I
1+αI∗ −m


3.2.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan E0 = (K, 0, 0)

Matriks Jacobi di titik E0(S, I, Y ) = (K, 0, 0) adalah

J(E0) =

−µ− λ p −βK
0 −q − λ βK

0 β1Λ
m −m− λ


Persamaan karakteristik matriks Jacobi J(E0) adalah

(−µ− λ)(qm+ qλ+ λm+ λ2 − βKβ1
Λ

m
) = 0

λ1 = −µ, λ2 =
−m2 −mq +

√
4mβ1βKΛ +m4 − 2m3q +m2q2

2m
,

λ3 =
−m2 −mq −

√
4mβ1βKΛ +m4 − 2m3q +m2q2

2m

Titik kesetimbangan E0 dikatakan stabil apabila λi < 0 untuk i =
1, 2, 3. Nilai eigen λ1 = −µ < 0 dan λ3 bernilai negatif untuk setiap
parameter yang positif, sementara nilai pada λ2 dapat bernilai negatif,
positif atau nol. Oleh karena itu nilai λ2 akan bernilai negatif ketika√

4mβ1βKΛ +m4 − 2m3q +m2q2 < m2 +mq,

yaitu apabila√
4mβ1βKΛ +m4 − 2m3q +m2q2 < m2 +mq,

4mβ1βKΛ +m4 − 2m3q +m2q2 < (m2 +mq)2,

4mββ1KΛ < 4m3q,

ββ1KΛ

m2q
< 1.

Dengan demikian λ2 dapat bernilai negatif jika memenuhi R0 < 1.
Berdasarkan uraian tersebut, dapat disimpulkan bahwa titik
kesetimbangan E0 bersifat stabil asimtotik lokal jika R0 < 1.
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3.2.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan E∗ = (S∗, I∗, Y ∗)

Matriks Jacobi di titik E∗(S, I, Y ) = (S∗, I∗, Y ∗) adalah

J(E∗) =


−µ− βY ∗

1+αY ∗ p −βS∗

(1+αY ∗)2
βY ∗

1+αY ∗ −q βS∗

(1+αY ∗)2

0 β1
(1+α1I∗)2

(
Λ
m − Y

∗
)

−β1I∗
1+α1I∗

−m


Berdasarkan perhitungan pada Lampiran 2, persamaan karakteristik
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

|J(E∗)− λI| = 0

sehingga dapat ditulis kembali sebagai berikut:

λ3 +A1λ
2 +A2λ+A3 = 0 (3.7)

dengan

A1 = µ+
βY ∗

1 + αY ∗ + q +
β1I

∗

1 + α1I∗
+m

A2 = µq + µm+
µβ1I

∗

1 + α1I∗
+

βY ∗q

1 + αY ∗ +
ββ1Y

∗I∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)

+
βY ∗m

1 + αY ∗ +
qβ1I

∗

1 + α1I∗
+mq − pβY ∗

1 + αY ∗ −
ββ1S

∗Λ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m

+
ββ1S

∗Y ∗

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2

A3 =
µqβ1I

∗

1 + α1I∗
+ µqm+

ββ1Y
∗qI∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

βY qm

1 + αY ∗

+
pββ1Y

∗I∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

pβY ∗m

1 + αY ∗ −
ββ1S

∗µΛ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m

− ββ1µS
∗Y ∗

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2

Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz, titik kesetimbangan sistem
stabil jika dan hanya jika

1. A1 > 0,
2. A3 > 0,
3. ∆ = A1A2 −A3 > 0.
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1. A1 = µ+ a2 + q + a1 +m > 0

2. A3 = qm+ a3q + a2qm+ a3p+ pma2 − a4µ− a5µ > 0

A3 > 0 jika qm+ a3q + a2qm+ a3p+ pma2 > a4µ+ a5µ

3. ∆ = A1A2 −A3 = ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5

∆ > 0 jika ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 > ∆5

dengan

∆1 =a1(a4µ+ a5 + µ2 + q2µ+ µa1 + a3 + qµ2a1 + 2µm+ 2µq + a2q

+ 2qm+ 2a2q + a2qm)

∆2 =µm2 + qm2 + 2µ2q + µ2m+ q2 + q2m+ 2µqm

∆3 =a3(m+ µ+ a2q + p) + a4µm+ a5 + a5q

∆4 =a2(m2 + qa2 + 2q + 2µm+ 2qm+ 2µq + 2mp)

∆5 =− a1a2qp− a2µp− a2qp− a4q

a1 =
β1I

1 + α1I
, a2 =

βY

1 + αY
, a3 =

ββ1Y I

(1 + αY )(1 + α1I)

a4 =
ββ1SΛ

m(1 + αY )2(1 + α1I)2
, a5 =

ββ1SY

(1 + αY )2(1 + α1I)2

Nilai A1 > 0 dikarenakan semua nilai parameternya positif,
sedangkan untuk nilai A3 > 0 dan A1A2 − A3 > 0 dengan syarat
tertentu. Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan (3.7)
mempunyai nilai eigen negatif r1, r2, r3 < 0 jika dan hanya jika
A1 > 0, A3 > 0 dan A1A2 −A3 > 0.

3.3 Analisis Kestabilan Lokal dengan Waktu Tunda

Pada bagian ini akan dibahas analisis kestabilan dengan waktu
tunda dari sistem (3.1) yaitu ketika τ > 0. Dalam kajian biologi, waktu
tunda merupakan salah satu faktor penting dalam analisis model. Virus
membutuhkan beberapa waktu untuk masuk dan menyebar dalam sel
tanaman, waktu tersebut yang dinamakan waktu tunda.

Sistem (3.1) juga mempunyai titik kesetimbangan yang sama
pada sistem tanpa waktu tunda yaitu E0 = (K, 0, 0) dan
E∗(S∗, I∗, Y ∗). Tujuan utama pembahasan model dengan waktu
tunda ini adalah untuk mempelajari perilaku kestabilan
E∗(S∗, I∗, Y ∗) dengan memperhitungkan adanya waktu tunda
(τ > 0).
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Sistem (3.1) dilinearisasi dengan memisalkan

S(t) =S∗ + εS̄

I(t) =I∗ + εĪ

Y (t) =Y ∗ + εȲ

dengan ε � 0. Setelah dilakukan linearisasi pada Lampiran 3,
diperoleh hasil linearisasi

U ′(t) = AU(t) +BU(t− τ), (3.8)

dimana S′I ′
Y ′

 = A

SI
Y

+B

SτIτ
Yτ

 ,
dengan

U =

SI
Y

 , A =


−µ p 0
0 −q 0

0 β1
(1+α1I)2

(
Λ
m − Y

)
−β1I

1+α1I
−m

 ,
dan

B =


−βY
1+αY 0 −βS

(1+αY )2
βY

1+αY 0 βS
(1+αY )2

0 0 0

 .
dengan memisalkan U(t) = Ceλt, persamaan (3.8) dapat ditulis
sebagai:

λCeλt = ACeλt +BCeλ(t−τ),

λCeλt = ACeλt +BCeλte−λτ ,

λCeλt = eλt(AC +BCe−λτ ),

λC = (AC +BCe−λτ ),

0 = (A+Be−λτ − λI)C.

Oleh karena nilai C 6= 0 maka diperoleh

A+Be−λτ − λI = 0.
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Kemudian seperti diuraikan pada Lampiran 4, diperoleh persamaan
karakteristik sistem (3.1) sebagai berikut

P (λ) +Q(λ)e−λτ = 0 (3.9)

dimana

P1(λ, τ) = λ3 + λ2D1 + λD2 +D3,

P2(λ, τ) = λ2D4 + λD5 +D6,

dan

D1 =

[
β1I

∗

1 + α1I∗
+m+ µ+ q

]
,

D2 = [
µβ1I

∗

1 + α1I∗
+

qβ1I
∗

1 + α1I∗
+ µm+ qm+ µq

]
,

D3 =
µqβ1I

∗

1 + α1I∗
+ µqm,

D4 =

(
− βY ∗

1 + αY ∗

)
,

D5 =

[
βY ∗β1I

∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

βY ∗m

1 + αY ∗ +
βY ∗q

1 + αY ∗ −
pβY ∗

1 + αY ∗

− ββ1S
∗Λ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m
+

ββ1S
∗Y ∗

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2

]
,

D6 =
βY ∗qβ1I

∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

βY ∗qm

1 + αY ∗ −
pβY ∗m

1 + αY ∗ −
pββ1Y

∗I∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)

− µββ1S
∗I∗Λ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m
+

µββ1S
∗Y ∗I∗

(1 + αY ∗2)(1 + α1I∗)2
.

3.3.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan E0 = (K, 0, 0)

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan E0 = (K, 0, 0) ke
dalam persamaan (3.9) diperoleh persamaan karakteristik berikut:

(−µ− λ)(−q − λ)(−m− λ) = 0.

Dapat dilihat bahwa akar karakteristik pada titik kesetimbangan
E0 = (K, 0, 0) adalah λ1 = −µ, λ2 = −q sedangkan λ3 = −m. Dengan
demikian semua nilai akar karakteristik λ1, λ2, λ3 bernilai negatif. Oleh
karena itu, titik kesetimbangan (K, 0, 0) bersifat stabil asimtotik.
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3.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan E∗ = (S∗, I∗, Y ∗)

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan E∗ = (S∗, I∗, Y ∗) ke
dalam persamaan (3.9) diperoleh persamaan karakteristik berikut

∆(λ, τ) = λ3 + λ2

[
β1I

∗

1 + α1I∗
+m+ µ+

βY ∗

1 + αY ∗ e
−λτ + q

]
+ λ

[
µβ1I

∗

1 + α1I∗
+

ββ1Y
∗I∗e−λτ

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

qβ1I
∗

1 + α1I∗
+ µm

+
βY ∗me−λτ

1 + αY ∗ + qm+ µq +
βY ∗qe−λτ

1 + αY ∗ −
pβY ∗e−λτ

1 + αY ∗

− ββ1S
∗Λe−λτ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m
+

ββ1S
∗Y ∗e−λτ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2

]
+

µqβ1I
∗

1 + α1I∗
+ µqm+

ββ1Y
∗qI∗e−λτ

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)

+
βY ∗qme−λτ

1 + αY ∗ +
pββ1Y

∗I∗e−λτ

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+
pβY ∗me−λτ

1 + αY ∗

− ββ1S
∗µΛe−λτ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m
+

ββ1S
∗µY ∗e−λτ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2
.

dengan

S∗ =
q(αβ1KΛµ+m(mq +Kµ(β1 + α1m)− pm))

ββ1Λ(µ+ γ) + αβ1Λµq + β1mµq + α1m2µq
,

I∗ =
ββ1ΛµK − qµm2

ββ1Λµ+ ββ1Λγ + qµm2α1 + qµαβ1Λ + qµmβ1
,

Y ∗ =
µ(ββ1KΛ− qm2)

m(αmµq + β(mq +Kµ(β1 + α1m)− pm))
,

a1 =
β1I

1 + α1I
, a2 =

βY

1 + αY
, a3 =

ββ1Y I

(1 + αY )(1 + α1I)

a4 =
ββ1SΛ

m(1 + αY )2(1 + α1I)2
, a5 =

ββ1SY

(1 + αY )2(1 + α1I)2

Persamaan karakteristik dalam polinomial λ dan τ adalah

P (λ) +Q(λ)e−λτ = 0, (3.10)
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dimana

P (λ, τ) =λ3 + λ2

[
β1I

∗

1 + α1I∗
+m+ µ+ q

]
− λ
[
µβ1I

∗

1 + α1I∗
+

qβ1I
∗

1 + α1I∗

+ µm+ qm+ µq

]
+

µqβ1I
∗

1 + α1I∗
+ µqm,

Q(λ, τ) =λ2

(
βY ∗

1 + αY ∗

)
+ λ

[
βY ∗β1I

∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

βY ∗m

1 + αY ∗

+
βY ∗q

1 + αY ∗ −
pβY ∗

1 + αY ∗ −
ββ1S

∗Λ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m

+
ββ1S

∗Y ∗

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2

]
+

βY ∗qβ1I
∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
+

βY ∗qm

1 + αY ∗

+
pβY ∗m

1 + αY ∗ +
pββ1Y

∗I∗

(1 + αY ∗)(1 + α1I∗)
− µββ1S

∗I∗Λ

(1 + αY ∗)2(1 + α1I∗)2m

+
µββ1S

∗Y ∗I∗

(1 + αY ∗2)(1 + α1I∗)2
,

atau dapat ditulis kembali sebagai berikut

∆(λ, τ) =− λ3 − λ2

[
a1 +m+ µ+ a2e

−λτ + q

]
− λ
[
µa1 + a3e

−λτ

+ qa1 + µm+ a2me
−λτ + qm+ µq + a2qe

−λτ − a2pe
−λτ

− a4e
−λτ + a5e

−λτ
]
− qµa1 − µqm− a3qe

−λτ − a2qme
−λτ

+ a3pe
−λτ + pma2e

−λτ + a4µe
−λτ − a5µe

−λτ

(3.11)

Persamaan karakteristik untuk titik (S∗, I∗, Y ∗) memuat waktu tunda,
sehingga adanya waktu tunda memungkinkan terjadinya perubahan
kestabilan. Dengan demikian perlu ditunjukkan adanya titik kritis tundaan.
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3.3.3 Penentuan Waktu Tunda Kritis
Misal λ = iω dengan ω > 0 dan λ memenuhi persamaan (3.10), dan

nilai λ disubtitusikan ke persamaan (3.11) diperoleh

∆(λ, τ) =iω3 + ω2

[
a1 +m+ µ+ a2(cos(ωτ)− i sin(ωτ)) + q

]
− iω

[
µa1 + a3(cos(ωτ)− i (sin(ωτ)) + qa1 + µm

+ a2m(cos(ωτ)− i (sin(ωτ)) + qm+ µq + a2q(cos(ωτ)

− i (sin(ωτ))− pa2(cos(ωτ)− i(sin(ωτ))− a4(cos(ωτ)

− i (sin(ωτ)) + a5(cos(ωτ)− i (sin(ωτ))

]
− a1µq − µqm− a3q(cos(ωτ)− i (sin(ωτ))− a2qm(cos(ωτ)

− i (sin(ωτ)) + pa3(cos(ωτ)− i (sin(ωτ)) + pma2(cos(ωτ)

− i (sin(ωτ)) + a4µ(cos(ωτ)− i (sin(ωτ))− a5µ(cos(ωτ)

− i (sin(ωτ)).

Dari persamaan di atas, dapat diperoleh bagian riil dan imajinernya sebagai
berikut

R(ω) =ω2(a1 +m+ µ+ q)− qµa1 − µqm− cos(ωτ)(−a3q + a2qm

− a3p− a2pm− ω2a2 − a4µ+ a5µ)− sin(ωτ)(ωa3 + ωa2m

+ ωa2q − ωa2p− ωa4 + ωa5),

Q(ω) =ω3 − ωµa1 − ωqa1 − ωµm− ωqm− ωµq − cos(ωτ)(ωa3

+ ωa2m+ ωa2q − ωa2p− ωa4 + ωa5)− sin(ωτ)(ω2a2 + a3p

+ a2pm+ a4µ− a5µ− a3q − a2qm).

Agar persamaan (3.10) terpenuhi, maka bagian riil dan imajinernya harus
sama dengan nol

ω2(a1 +m+ µ+ q)− qµa1 − µqm = cos(ωτ)(−a3q + a2qm− a3p− a2pm

− ω2a2 − a4µ+ a5µ) + sin(ωτ)(ωa3 + ωa2m+ ωa2q − ωa2p

− ωa4 + ωa5),

ω3 − ωµa1 − ωqa1 − ωµm− ωqm− ωµq = cos(ωτ)(ωa3

+ ωa2m+ ωa2q − ωa2p− ωa4 + ωa5) + sin(ωτ)(ω2a2 + a3p

+ a2pm+ a4µ− a5µ− a3q − a2qm)

(3.12)
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Selanjutnya seperti pada Lampiran 5, untuk mengeliminasi τ , persamaan
(3.12) dikuadratkan, kemudian hasilnya dijumlahkan sehingga diperoleh

ω6 + ω4B1 + ω2B2 +B3 = 0, (3.13)

dengan nilai B1, B2, B3 terlampir pada Lampiran 4. Misalkan z = ω2,
persamaan (3.13) menjadi

z3 +B1z
2 +B2z +B3 = 0, (3.14)

Oleh karena semua nilai B1, B2, B3 bernilai positif untuk semua nilai
parameter yang positif, maka titik kesetimbangan dari model tundaan (3.14)
adalah stabil asimtotik untuk semua nilai tundaan dan tidak bergantung pada
nilai tundaan.
Dengan memisalkan

R1(ω) = ω2(a1 +m+ µ+ q)− qµa1 − µqm
Q1(ω) = ω3 − ωµa1 − ωqa1 − ωµm− ωqm− ωµq
R2(ω) = −a3q − a2qm+ ω2a2 + a4µ− a5µ+ a3q + a2qms

+ a3p+ pma2

Q2(ω) = ωa3 + ωa2m+ ωa2q − ωa2p− ωa4 + ωa5

pada persamaan (3.12), maka kedua persamaan tersebut dapat ditulis kembali
sebagai berikut

−R1(ω) = R2(ω)cosωτ +Q2(ω)sinωτ.

Q1(ω) = R2(ω)sinωτ −Q2(ω)cosωτ.
(3.15)

Misal ω0 memenuhi persamaan (3.12) dengan memisalkan
ξ =

√
(R2(ω))2 + (Q2(ω))2 maka persamaan (3.15) dapat ditulis kembali

sebagai berikut

−R1(ω0) = ξ(
R2(ω0)

ξ
cosω0τ +

Q2(ω0)

ξ
sinω0τ),

Q1(ω0) = ξ(
R2(ω0)

ξ
sinω0τ −

Q2(ω0)

ξ
cosω0τ).

Misalkan R2(ω0)
ξ = cosβ dan Q2(ω0)

ξ = sinβ, diperoleh

−R1(ω0) = ξ(cosβcosω0τ + sinβsinω0τ), (3.16)

Q1(ω0) = ξ(cosβsinω0τ − sinβcosω0τ). (3.17)
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Kemudian dengan mengalikan persamaan (3.16) dengan cosβ dan persamaan
(3.17) dengan sinβ serta mengurangkan persamaan (3.16) dengan persamaan
(3.17) diperoleh

−R1(ω0)cosβ −Q1(ω0)sinβ = ξcosω0τ.

dan nilai kritis tundaan yaitu,

τ0 =
1

ω0
arc cos(

−R1(ω0)cosβ −Q1(ω0)sinβ

ξ
)

+
2nπ

ω0
, n = 0, 1, ...

(3.18)

dengan n = 0, 1, 2, ...
Persamaan (3.18) menunjukkan terdapat tak berhingga nilai kritis tundaan
yang diperoleh, sehingga dipilih nilai kritis tundaan yang paling minimum.

3.4 Simulasi Numerik

Pada subbab ini dibahas simulasi numerik untuk analisis sistem
dinamik pada persamaan (3.1) tanpa dan dengan adanya waktu tunda. Untuk
mensimulasikan hasil analisis model tanpa waktu tunda secara numerik
digunakan metode Runge Kutta orde 4 pada software MATLAB R2010a.
Sedangkan untuk model dengan adanya waktu tunda digunakan package dde
pada software MATLAB R2010a

3.4.1 Simulasi untuk R0 < 1 model dengan τ = 0

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
K = 63, α = 0.2, α1 = 0.1, β = 0.01, β1 = 0.01, µ = 0.01,Λ = 5, p =
0.2, γ = 0.01, q = 0.22,m = 0.5. Dengan menggunakan parameter tersebut
diperoleh R0 = 0.7567 < 1 sehingga berdasarkan syarat eksistensi hanya
ada satu titik kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit E0 = (K, 0, 0). E0 akan bersifat stabil asimtotik untuk nilai
parameter yang telah diberikan seperti ditunjukan pada Gambar 3.1, solusi
sistem menuju titik kesetimbangan E0 = (63, 0, 0). Oleh karena R0 < 1
dimana tidak ada penyebaran penyakit yang terjadi sehingga jumlah populasi
tanaman terinfeksi dan serangga terinfeksi akan mengalami penurunan
hingga menuju nol.

Pada Gambar 3.2 terlihat bahwa dengan menggunakan tiga nilai awal
yaitu (61,3,5),(60,2,1.5) dan (62,1,2), ketiga nilai menuju titik kesetimbangan
yang sama yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu E0 = (K, 0, 0).
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Gambar 3.1: Grafik solusi sistem R0 < 1 untuk τ = 0

Gambar 3.2: Potret fase sistem R0 < 1 untuk τ = 0

3.4.2 Simulasi untuk R0 > 1 model dengan τ = 0

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
K = 63, α = 0.2, α1 = 0.1, β = 0.01, β1 = 0.01, µ = 0.01,Λ = 5, p =
0.2, γ = 0.01, q = 0.22,m = 0.32. Dengan menggunakan nilai parameter
tersebut diperoleh R0 = 1.183 > 1. Berdasarkan subbab 3.3.2 diperoleh

A1 = 0.5680546734, A3 = 0.1591734802,

A1A2 −A3 = 0.01370801860

Pada Gambar 3.3 dapat terlihat bahwa dengan menggunakan nilai awal
(61,3,5) jumlah populasi tanaman rentan dan terinfeksi akan stabil di titik
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Gambar 3.3: Grafik solusi sistem R0 > 1 untuk τ = 0

60.0855 dan 1.4573, sedangkan jumlah populasi serangga terinfeksi stabil di
titik 0.5973 dalam waktu yang berhingga.

Gambar 3.4: Potret fase sistem R0 > 1 untuk τ = 0

Berdasarkan syarat eksistensi diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu
titik kesetimbangan bebas peyakit dan endemi, dengan menggunakan tiga
nilai awal yang sama, ketiga nilai menuju titik kesetimbangan endemi
E∗ = (60.0855, 1.4573, 0.5973). Hal ini sesuai dengan hasil secara analitik
bahwa ketika A1, A2, A3 > 0 titik kesetimbangan E∗ bersifat stabil
asimtotik lokal.
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3.4.3 Simulasi untuk R0 < 1 model dengan τ = 24

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
K = 63, α = 0.2, α1 = 0.1, β = 0.01, β1 = 0.01, µ = 0.01,Λ = 5, p =
0.2, γ = 0.01, q = 0.22,m = 0.5, τ = 24. dan diperoleh R0 = 0.7567 < 1

Gambar 3.5: Grafik solusi S(t),I(t),Y(t) R0 < 1 untuk τ = 24

Dapat dilihat pada Gambar 3.5 bahwa dengan menggunakan nilai
awal (61,3,5) jumlah populasi tanaman rentan akan konvergen ke nilai
kesetimbangannya yakni 63, sedangkan untuk jumlah populasi tanaman
terinfeksi akan stabil di titik nol. Untuk jumlah populasi serangga terinfeksi
akan mengalami penurunan dan stabil di titik nol.

Gambar 3.6: Potret fase sistem untuk τ = 24
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Pada Gambar 3.6 dapat ditunjukkan bahwa dengan menggunakan tiga
titik awal yaitu (61,3,5), (60,2,1.5) dan (62,1,2), hanya terdapat satu titik
kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan
ketiga titik menuju titik kesetimbangan bebas penyakit E0 = (K, 0, 0).

3.4.4 Simulasi untuk R0 < 1 model dengan τ = 100

Gambar 3.7: Grafik solusi S(t),I(t),Y(t) R0 < 1 untuk τ = 100

Dapat diliat pada Gambar 3.7 bahwa dengan menggunakan nilai awal
(61, 3, 5) jumlah populasi tanaman rentan akan mengalami penurunan di
awal lalu konvergen pada satu titik kesetimbangannya yakni S∗ = 63,
sedangkan untuk jumlah populasi tanaman terinfeksi dan serangga terinfeksi
bernilai nol. Hal ini berarti jika parameter pada simulasi ini terjadi di alam,
jumlah populasi tanaman terinfeksi dan serangga terinfeksi akan punah
dalam jangka waktu yang panjang.

Pada Gambar 3.8 dapat ditunjukkan bahwa dengan menggunakan tiga
titik awal yaitu (61,3,5), (60,2,1.5) dan (62,1,2), hanya terdapat satu titik
kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan
ketiga nilai awal menuju titik kesetimbangan yang sama yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit E0 = (K, 0, 0). Dari hasil simulasi numerik
pada subbab 3.4.3 dan 3.4.4, dapat disimpulkan bahwa penambahan waktu
tunda pada sistem tidak mempengaruhi kestabilan titik kesetimbangan,
berlaku juga untuk pengurangan waktu tunda.

37

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Gambar 3.8: Potret fase sistem untuk τ = 100

3.4.5 Simulasi untuk R0 > 1 model dengan τ = 24

Pada simulasi ini digunakan nilai parameter
K = 63, α = 0.2, α1 = 0.1, β = 0.01, β1 = 0.01, µ = 0.01,Λ = 5, p =
0.2, γ = 0.01, q = 0.22,m = 0.32, dan diperoleh R0 = 1.183 > 1

A1 = 0.5680546734,

A3 = 0.1591734802,

A1A2 −A3 = 0.01370801860

Gambar 3.9: Grafik solusi S(t),I(t),Y(t) R0 > 1 untuk τ = 24
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Dapat dilihat pada Gambar 3.9 bahwa dengan menggunakan nilai
awal (61,3,5) jumlah populasi tanaman rentan akan mengalami penurunan
lalu mengalami kenaikan hingga stabil pada titik 60.0855, sedangkan jumlah
populasi tanaman terinfeksi akan mengalami kenaikan dan akan menurun
hingga stabil pada titik 1.4573, dan untuk jumlah populasi serangga
terinfeksi akan mengalami penurunan dan stabil pada titik 0.5973.

Gambar 3.10: Potret fase sistem untuk τ = 24

Dapat dilihat pada Gambar 3.10 menunjukkan bahwa dengan
menggunakan tiga nilai awal yaitu (61,3,5),(60,2,1.5) dan (62,1,2) dan ketika
R0 > 1 terdapat dua titik kesetimbangan yang eksis yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Dari ketiga
nilai awal tersebut menuju titik kesetimbangan yang sama yaitu titik
kesetimbangan endemi E∗ = (60.0855, 1.4573, 0.5973)

3.4.6 Simulasi untuk R0 > 1 model dengan τ = 100

Dapat dilihat pada Gambar 3.11 bahwa dengan menggunakan nilai
awal (61,3,5) jumlah populasi tanaman rentan akan mengalami penurunan
lalu mengalami kenaikan hingga stabil pada titik 60.0855, sedangkan jumlah
populasi tanaman terinfeksi akan mengalami kenaikan dan akan menurun
hingga stabil pada titik 1.4573, dan untuk jumlah populasi serangga
terinfeksi akan mengalami penurunan dan stabil pada titik 0.5973.
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Gambar 3.11: Grafik solusi S(t),I(t),Y(t)R0 > 1 untuk τ = 100

Gambar 3.12: Potret fase sistem τ = 100

Gambar 3.12 menunjukkan bahwa dengan menggunakan tiga nilai
awal yaitu (61,3,5),(60,2,1.5) dan (62,1,2) dan ketika R0 > 1 terdapat dua
titik kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan endemi. Dari ketiga nilai awal tersebut menuju titik
kesetimbangan yang sama yaitu titik kesetimbagan endemi
E∗ = (60.0855, 1.4573, 0.5973). Dari hasil simulasi numerik pada subbab
3.4.5 dan 3.4.6, dapat disimpulkan bahwa ketika R0 > 1 terdapat dua titik
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemi, dimana titik kesetimbangan endemi bersifat stabil
asimtotik. Dari hasil perhitungan, tidak diperoleh nilai ω0 dan τ0 yang
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sesuai, sehingga titik kesetimbangan akan stabil asimtotik tanpa bergantung
pada nilai tundaan τ .

Bila disimulasikan untuk τ = 24, diperoleh potret fase sebagaimana
ditunjukkan pada Gambar 3.6 dan Gambar 3.10. Dari Gambar 3.5
ditunjukkan dengan jelas bahwa solusi S(t), I(t) dan Y (t) mencapai titik
kesetimbangan E0 = (63, 0, 0) dalam waktu berhingga untuk τ = 24,
sedangkan untuk Gambar 3.9 solusi S(t), I(t) dan Y (t) mencapai titik
E∗ = (60.0855, 1.4573, 0.5973) dalam waktu berhingga.

Bila waktu tunda dinaikkan secara signifikan menjadi τ = 100, titik
kesetimbangan E0 dan E∗ tetap bersifat stabil asimtotik. Penambahan waktu
tunda pada sistem tidak mempengaruhi kestabilan titik kesetimbangan. Jika
nilai τ semakin besar (waktu tundanya semakin lama) dengan nilai awal
yang sama, maka waktu yang dibutuhkan untuk mencapai titik
kesetimbangan semakin lama.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan skripsi ini, dapat diperoleh kesimpulan

sebagai berikut

1. Model penyebaran virus pada tanaman memiliki dua titik
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit E0 dan titik
kesetimbangan endemi E∗. Kestabilan kedua titik kesetimbangan
tersebut bergantung pada nilai R0. Jika R0 < 1 maka hanya terdapat
satu titik kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit E0, sedangkan jika R0 > 1 maka terdapat dua titik
kesetimbangan yang eksis yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
dan titik kesetimbangan endemi.

2. Pada model tanpa waktu tunda analisis kestabilan titik kesetimbangan
bebas penyakit E0 bersifat stabil asimtotik ketika R0 < 1, sedangkan
titik kesetimbangan endemi E∗ bersifat stabil asimtotik dengan syarat
tertentu.

3. Simulasi numerik yang dilakukan baik untuk model dengan waktu
tunda atau tanpa waktu tunda menunjukkan hasil yang sesuai dengan
hasil analisis. Penambahan waktu tunda pada simulasi yang dilakukan
dalam skripsi ini tidak mempengaruhi kestabilan titik kesetimbangan.

4.2 Saran
Pada skripsi ini dibahas tentang penggunaan waktu tunda, pengaruh

waktu tunda hanya terjadi pada subpopulasi tanaman rentan dan tanaman
terinfeksi. Diharapkan untuk penelitian selanjutnya penggunaan waktu tunda
diterapkan juga pada subpopulasi serangga terinfeksi.
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