LOKASI NILAI EIGEN DARI MATRIKS REAL

SKRIPSI

oleh:
Ongky Denny Wijaya
145090401111032

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2018



LOKASI NILAI EIGEN DARI MATRIKS REAL

SKRIPSI

Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Matematika

oleh:
Ongky Denny Wijaya
145090401111032

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2018



pIr3e-qn°A10}1s0dai VAVIIMY 44



LEMBAR PENGESAHAN SKRIPSI

LOKASI NILAI EIGEN DARI MATRIKS REAL

oleh:
Ongky Denny Wijaya
145090401111032

Setelah dipertahankan di depan Majelis Penguji
pada tanggal 3 Juli 2018 dan dinyatakan memenuhi syarat untuk
memperoleh gelar Sarjana Matematika

Pembimbing

Drs. Bambang Sugandi, M.Si.
NIP. 195905151992031002

Mengetahui,
Ketua Jurusan Matematika
Fakultas MIPA Universitas Brawijaya

Ratno Bagus Edy Wibowo, S.Si., M.Si., Ph.D.
NIP. 197509082000031003




pIr3e-qn°A10}1s0dai VAVIIMY 44



LEMBAR PERNYATAAN

Saya yang bertanda tangan di bawabh ini:

Nama ¢ Ongky Denny Wijaya

NIM ¢ 145090401111032

Jurusan :  Matematika

Penulis Skripsi berjudul : Lokasi Nilai Eigen dari Matriks
Real

dengan ini menyatakan bahwa:

1. isi skripsi yang saya buat adalah benar-benar karya sendiri
dan tidak menjiplak karya orang lain. Rujukan-rujukan
yang tercantum pada Daftar Pustaka hanya digunakan
sebagai referensi,

2. apabila di kemudian hari ternyata skripsi yang saya tulis
terbukti hasil jiplakan, maka saya bersedia menanggung
segala risiko yang akan saya terima.

Demikian pernyataan ini dibuat dengan segala kesadaran.

Malang, 3 Juli 2018
yang menyatakan,

Ongky Denny Wijaya
NIM. 145090401111032




pIr3e-qn°A10}1s0dai VAVIIMY 44



LOKASI NILAI EIGEN DARI MATRIKS REAL

ABSTRAK

Pada tahun 1931, ilmuwan bernama Semyon Aronovich Gershgorin

menemukan Teorema Gershgorin yang menyatakan bahwa nilai
eigen suatu matriks persegi terletak pada gabungan cakram
Gershgorin. Pada Bulan September tahun 2017, peneliti yang
bernama Rachid Marsli dan Frank J. Hall memperkenalkan cakram
Gershgorin baru yang dinamakan cakram Gershgorin tipe kedua.
Lokasi nilai eigen yang dihasilkan oleh cakram Gershgorin tipe
kedua lebih baik dari cakram Gershgorin tipe pertama. Hanya dalam
kondisi tertentu nilai eigen dari matriks real terletak pada cakram
Gershgorin tipe kedua. Pada skripsi ini dibahas teorema mengenai
syarat cukup lokasi nilai eigen matriks real terletak dalam cakram
Gershgorin tipe kedua. Dalam syarat cukup yang dibahas, terdapat
syarat cukup yang dikaitkan maupun tidak dengan multiplisitas
geometri. Semakin besar multiplisitas geometri, lokasi nilai eigen
yang dihasilkan semakin baik. Pada skripsi ini juga disertakan
contoh-contoh lokasi nilai eigen real dan nilai eigen kompleks pada
masing-masing syarat cukup.

Kata kunci: matriks real, nilai eigen, cakram Gershgorin tipe
pertama, cakram Gershgorin tipe kedua, jari-jari.
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EIGENVALUES LOCATION OF REAL MATRICES

ABSTRACT

In 1931, a scientist named Semyon Aronovich Gershgorin
discovered the Gershgorin Theorem which states that the eigenvalue
of a square matrix lies in a unions of Gershgorin discs. In September
of 2017, researchers named Rachid Marsli and Frank J. Hall
introduced a new Gershgorin disc called a second type of Gershgorin
disc. The location of the eigenvalues generated by the second type
Gershgorin disc is better than that of the first type Gershgorin disc.
Only under certain conditions the eigenvalues of the real matrix lies
on the second type of Gershgorin disc. This final project discusses the
theorem about the sufficient condition of the location of the real eigen
matrix value lies in the second type of Gershgorin disc. In sufficient
conditions to be discussed, there are sufficient conditions to be
related or not to the geometric multiplicity. The greater the geometric
multiplicity, the better the resulting eigenvalues. In this final project
is also included examples of real eigenvalue location and complex
eigenvalue on each sufficient condition.

Keywords: real matrix, eigenvalue, Gershgorin disc first type,
Gershgorin disc second type, radius.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Aljabar linear adalah salah satu cabang matematika yang
memegang peranan penting dalam kehidupan. Salah satu materi dari
aljabar linear adalah nilai eigen dan vektor eigen. Nilai eigen dan
vektor eigen memegang peranan penting dalam dunia teknologi
ataupun pengembangan teori-teori dalam bidang aljabar linear.

Dalam menentukan nilai eigen suatu matriks persegi, digunakan
penyelesaian persamaan karakteristik. Penyelesaian persamaan
karakteristik menghasilkan nilai eigen dan vektor eigen yang
bersesuaian. Terdapat cara-cara untuk menentukan lokasi nilai eigen
dari suatu matriks persegi, salah satunya adalah dengan
menggunakan teorema Gershgorin.

Pada tahun 1931, ilmuwan matematika dari Soviet bernama
Semyon Aronovich Gershgorin (1901-1933) pertama kali berhasil
mempublikasikan teorema Gershgorin. Teorema Gershgorin adalah
teorema dasar yang digunakan untuk memperkirakan lokasi nilai
eigen dari matriks persegi dalam bidang kompleks. Teorema
Gershgorin mengatakan bahwa lokasi nilai eigen terletak pada
gabungan cakram-cakram Gershgorin. Dengan adanya teorema
Gershgorin, dapat dengan cepat ditentukan lokasi nilai eigen dari
suatu matriks persegi.

Perkembangan cakram Gershgorin sampai saat ini, yaitu dari
cakram Gershgorin tipe pertama telah berkembang menjadi cakram
Gershgorin tipe kedua. Cakram Gershgorin tipe kedua memiliki
jari-jari cakram lebih kecil dibandingkan dengan cakram Gershgorin
tipe pertama, sehingga tingkat ketelitian lokasi nilai eigen yang
diperoleh lebih tinggi dari cakram Gershgorin tipe pertama. Hanya
dalam kondisi tertentu lokasi nilai eigen terletak pada cakram
Gershgorin tipe kedua. Agar hal tersebut dipenuhi, perlu dikaji
mengenai syarat-syarat cukup nilai eigen agar terletak dalam cakram
Gershgorin tipe kedua.

Pada skripsi ini dikaji kembali artikel berjudul ”On The Location
of Eigenvalues of Real Matrices” (2017) oleh Rachid Marsli dan
Frank Hall. Artikel ini menjelaskan syarat cukup lokasi nilai eigen
terletak pada cakram Gershgorin tipe kedua. Artikel ini merupakan
perkembangan dari penelitian cakram Gershgorin dari matriks non
negatif oleh Imre Barany dan Joseph Solymosi pada tahun 2016.



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang dibahas
dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.
Bagaimana syarat cukup lokasi nilai eigen didalam cakram
Gershgorin tipe kedua?

1.3. Tujuan Penulisan

Berdasarkan rumusan masalah yang diuraikan tersebut, tujuan
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
Menjelaskan syarat cukup lokasi nilai eigen didalam cakram
Gershgorin tipe kedua.



BAB II
DASAR TEORI

Pada bab ini diberikan teori-teori yang digunakan sebagai acuan
dalam pembahasan. Teori-teori dalam bab ini dikutip dari Howard
Anton(1988), Richard Varga(2004), dan Rachid Marsli dan Frank
Hall(2013).

2.1. Matriks

Dalam bagian ini, dijelaskan definisi dari matriks, contoh matriks,
operasi yang berlaku pada matriks, matriks eselon baris terreduksi,
serta submatriks.

2.1.1. Matriks

Definisi 2.1.1 Matriks adalah susunan objek-objek yang diletakkan
dalam baris dan kolom, dan diapit oleh dua kurung siku. Bentuk umum
dari matriks yang memiliki m baris dan n kolom adalah

air a2 -0 Qlp

a1 Q2 - G2p
A=

Gm1 Am2  ~°  Omp

Objek-objek dalam matriks disebut entri. Matriks dinotasikan
dengan huruf besar, sedangkan entri-entri matriks dinotasikan dengan
huruf kecil yaitu a;;. Ordo matriks dilambangkan dengan m x n,
dengan m adalah banyaknya baris dan n adalah banyaknya kolom.

Contoh 2.1.2 Berikut ini adalah matriks berordo 3 x 3.

100
210

2 1 2

A=

2.1.2. Operasi Matriks

Berikut ini dibahas beberapa operasi dalam matriks, diantaranya
penjumlahan, pengurangan, dan perkalian.

Definisi 2.1.3 (Penjumlahan Matriks)
Misalkan A dan B adalah matriks berordo m x n. Penjumlahan

3



matriks dinotasikan A 4+ B dan misalkan C = A 4+ B. Entri-entri
penjumlahan matriks didefinisikan sebagai

Cij = aij + byj,
untuk setiap ¢, j.

Berikut ini adalah contoh dari penjumlahan matriks.

Contoh 2.1.4 Diberikan dua matriks A = B :% g],
2 10 . .
B = [_3 1 2],penjumlahan matriks A dan B adalah
1 -2 3 2 10
A+B=1y 3}+[3 1 2]

[1+2 —241 340
T 2-3 —1+1 342
3 -1 3

-1 0 5]

Definisi 2.1.5 (Pengurangan Matriks)

Misalkan A dan B adalah matriks berordo m x n. Pengurangan
matriks dinotasikan A — B dan misalkan C = A — B. Entri-entri
pengurangan matriks didefinisikan sebagai

cij = aij — bij,
untuk setiap ¢, j.

Berikut ini adalah contoh dari pengurangan matriks.

Contoh 2.1.6 Diberikan dua matriks A dan B diambil dari Contoh
2.1.4] pengurangan matriks A dan B adalah

1 -2 3 2 10
A-B=1y 3]_[—3 1 2}

1-2 —2-1 3-0
T 2-(-3) -1-1 3-2

-1 -3 3
|5 -2 1"




Definisi 2.1.7 (Perkalian Matriks)
Misalkan A adalah matriks berordo m x n, B adalah matriks berordo
n x pdan C = AB, maka

n
Cij = E ik brj
k=1

untuk setiap ¢, j.

Berikut ini adalah contoh dari perkalian matriks.

Contoh 2.1.8 Diberikan matriks A = [5 - g} dan
1 0

B = |-3 1]. Matriks A mempunyai ordo 2 x 3 dan matriks B
1 1

mempunyai ordo 3 X 2. Matriks ini dapat dikalikan karena
banyaknya kolom pada matriks A sama dengan banyaknya baris pada
matriks B yaitu 3. Perkalian matriks A dan B menghasilkan matriks
dengan ordo 2 x 2 sebagai berikut

r 1 0
an=[t 29 [_3 |
1 1

_ [ (@) + (=2)(=3) + (3)(1)  (1)(0) + +
@)1 + (=D(=3) + B)(1) (2)(0) + (=1)(1) + (3)(1)

_[1+6+3 0—2+3}

2+3+3 0-1+3
10 1
8 2|

2.1.3. Matriks Eselon Baris Terreduksi

Definisi 2.1.9 Misalkan A adalah matriks sebarang, A disebut matriks
eselon baris tereduksi jika memenuhi empat syarat sebagai berikut :

1. Jika suatu baris dari matriks A adalah taknol, maka bilangan
taknol pertama dalam baris itu adalah 1. (Bilangan 1 itu disebut
1 utama).

2. Jika terdapat baris yang semua entrinya nol, maka baris itu

5



dikelompokkan di bawah matriks.

3. Untuk sebarang dua baris taknol berurutan, 1 utama dalam baris
yang lebih rendah terletak lebih jauh ke kanan dari 1 utama dari
baris yang lebih tinggi.

4. Masing-masing kolom yang memiliki 1 utama mempunyai 0 di
tempat yang lain.

Contoh 2.1.10 Berikut adalah contoh dari matriks eselon baris
terreduksi,

1 0 0 4

!O 10 7].

0 01 -1

2.1.4. Submatriks

Pada bagian ini dijelaskan definisi dan contoh dari submatriks dan
submatriks pokok.

Definisi 2.1.11 (Submatriks)

Misalkan A adalah matriks berordo m x n. Submatriks dari matriks A
adalah matriks diperoleh dengan menghilangkan satu atau lebih baris
atau kolom dari matriks A.

Contoh 2.1.12 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh[2.1.2] Jika
B adalah submatriks dari A yang diperoleh dengan menghilangkan
kolom pertama, maka

0 0

. 0] |

1 2

-

Definisi 2.1.13 (Submatriks Pokok)

Misalkan A adalah matriks berordo n x n. Submatriks pokok dari
matriks A adalah matriks yang diperoleh dengan cara menghilangkan
baris ke-i dan kolom ke-i dari matriks A sedemikian sehingga
submatriks dari A tetap merupakan matriks persegi.

Contoh 2.1.14 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh Jika
B adalah submatriks pokok dari A yang diperoleh dengan
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menghilangkan baris kedua dan kolom kedua, maka

)

2.2. Sistem Persamaan Linear
Pada bagian ini, dijelaskan mengenai sistem persamaan linear dan
contohnya.

Definisi 2.2.1 Misalkan z1, 2, ..., 2, adalah variabel dan a;;,b;
adalah konstanta, untuk setiap ¢ = 1,2,...,mdan j = 1,2,...,n.
Sistem persamaan linear yang terdiri dari m persamaan dan n
variabel didefinisikan sebagai himpunan persamaan yang berbentuk

a1171 + a12x2 + ... + a1y, = by
a1 1 + age®s + ... + Ay = bo

Am1Z1 + Am2T2 + . .. + CGmnTn = by,

Contoh 2.2.2 Berikut ini adalah contoh dari sistem persamaan linear
2 persamaan dan 2 variabel.

3k1 +3ks = a
—k14+2ky =0

2.3. Operasi Baris Elementer dan Eliminasi Gauss Jordan

Pada bagian ini dijelaskan operasi baris elementer dari suatu
matriks dan eliminasi Gauss Jordan untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear.

Definisi 2.3.1 Terdapat 3 operasi baris elementer yang berlaku pada
matriks sebagai berikut

1. Mengalikan sebuah baris ¢ dengan konstanta tak nol a,
dinotasikan dengan aB;.

2. Pertukaran dua baris



3. Menambahkan kelipatan a suatu baris ¢ dengan dengan baris j,
dinotasikan dengan B; + aB;.

Definisi 2.3.2 Eliminasi Gauss Jordan adalah prosedur melakukan
operasi baris elementer pada suatu matriks sampai diperoleh matriks
eselon baris terreduksi.

Contoh 2.3.3 Berikut adalah contoh eliminasi Gauss Jordan untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear pada Contoh

3 3 a
-1 2 b

|

Mengalikan baris pertama dengan 3
Menambahkan baris kedua dengan baris pertama

Swle

1 1
-1 2
11 %
0 3 a+3b
Mengalikan baris kedua dengan %
11 ¢
|:0 1 a-i:§3b:|
Menambahkan baris pertama dengan —1 kali baris pertama
—3b
o 1 ol
0 1 %=

Diperoleh k1 = a—st dan ko = %3(’.

2.4. Determinan

Pada bagian ini, dijelaskan minor kofaktor dari suatu matriks
berordo n X n dan satu metode untuk mencari determinan dari
sebuah matriks berordo n x n, yaitu ekspansi kofaktor sepanjang
baris ke-i atau ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j.



2.4.1. Minor dan Kofaktor

Definisi 2.4.1 Misalkan A adalah matriks berordo n x n, minor entri
aj; dinotasikan dengan M/;; dan didefinisikan sebagai determinan
submatriks dengan baris ke-i dan kolom ke-j tidak disertakan.

Sedangkan kofaktor entri a;; dinotasikan dengan Cj; didefinisikan

sebagai Cj; = (—1)"7 M;;.

Contoh 2.4.2 Diberikan matriks

A=

0 6 0
8 6 8.
3 2 2

Akan ditentukan semua minor dan kofaktor dari A.

Penyelesaian.

Minor dari A adalah
My = g 2 =12-16=-4
Mys = g g =16 —-24 = -8
M5 = g g =16 —-18 = -2
My, = g g —12-0=12
Moo = g (2) =0-0=0
M2z = g g =0-18=-18
Mgy = g g =48 — 0 = 48
Ma =g o|=0-0=0
Mss = g g =0—48 = —48




Kofaktor dari A adalah

Cyp = (—1)(—4) = —4
Cio = (-1)12(=8) =8
Ciz = (—1)'"3(-2) = -2
Coy = (—1)*T1(12) = —12
Cao = (—1)*T2(0) =0

Caz = (—1)*T3(—18) = 18
C31 = (—1)31(48) = 48
C3y = (—1)372(0) = 0

Csz = (—1)373(—48) = —48

2.4.2. Menghitung Determinan Dengan Ekspansi Kofaktor

Berikut diberikan teorema untuk menghitung determinan suatu
matriks dengan ekspansi kofaktor.

Teorema 2.4.3 Misalkan A adalah matriks berordo n x n.
Determinan dari A dinotasikan dengan |A|, dapat dihitung dengan
menjumlahkan hasil perkalian entri-entri suatu baris atau suatu
kolom dengan kofaktor-kofaktornya, yaitu

1. Ekspansi Kofaktor Sepanjang Baris ke-¢

|A| = ainCi1 + ai2Ci2 + ... + ainCin.

2. Ekspansi Kofaktor Sepanjang Kolom ke-j
’A‘ = alelj + anggj 4+ ...+ CLnanj.

Contoh 2.4.4 Diberikan matriks A pada Contoh Akan
ditentukan determinan A dengan menggunakan ekspansi kofaktor
sepanjang baris ke-1.

|A| = a11C11 + a12C12 + a13C13
— 0(—4) + 6(8) + 0(—2)
= 48.
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2.5. Vektor

Pada bagian ini, dijelaskan mengenai definisi vektor baris dan
vektor kolom dalam R”, vektor satu, panjang vektor, hasil kali titik,
vektor ortogonal, dan contoh-contohnya.

Definisi 2.5.1 Vektor adalah besaran yang mempunyai panjang dan

arah. Dalam R™, vektor baris dinyatakan dengan n bilangan real

terurut, v = (v1,v2,...,v,) atau v =[v1 v2 ... y]. Sedangkan
U1

U2
vektor kolom dinyatakan dengan v =

Un,

Contoh 2.5.2 Berikut ini adalah contoh dari vektor baris dan vektor
kolom berturut-turut :

2
v=[1 —4 2,v= H
1

Definisi 2.5.3 Vektor satu adalah vektor yang berbentuk
v =B LBl

Definisi 2.5.4 Panjang dari vektor v. = (v1,v2,...,v,) dinotasikan
dengan ||v|| dan didefinisikan sebagai

vl = \fo? +0f +... + 03
Contoh 2.5.5 Diberikan vektor v = (2, 1, 1), panjang vektor v adalah
v =v22+12+12 =6
Definisi 2.5.6 (Hasil Kali Titik)
Hasil kali titik dua buah vektor u dan v dinotasikan sebagai u - v, dan
didefinisikan sebagai :
u-v = [[ull[[v]| cos 0,

dengan # adalah sudut yang dibentuk oleh kedua vektor u dan v. Hasil
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(75} U1
C o U2 U2 .
kali titik antara kedua vektoru = | ., | danv = | . [ dapat juga

Uy, Un,
dinyatakan sebagai :

n
u-v =1uiv1 + ugvy + ...+ u,v, = E WiV;.
=1

1
Contoh 2.5.7 Diberikan vektor dalam R3, yaitu u = [—4] dan v =
2
2
1. Hasil kali titik u - v adalah
1

1 2

u-v=— [—4] . 1]

2 1

= (1)(2) + (=4)(1) + (2)(1)
=2—4+2

=0.

Definisi 2.5.8 (Ortogonal)

Dua buah vektor u dan v dikatakan ortogonal jika sudut yang
dibentuk oleh kedua vektor adalah 7. Dengan kata lain,
u-v = |[uf|||v]lcos § = 0.

Contoh 2.5.9 Perhatikan Contoh [2.5.7] hasil kali tittk u - v = 0.

1 2

Sehingga, u = [—4] danv = [1] adalah ortogonal.
2 1

2.6. Ruang Vektor

Pada bagian ini, dijelaskan mengenai aksioma ruang vektor real
dan contohnya.

Definisi 2.6.1 Misalkan V' adalah himpunan tak kosong yang
dilengkapi operasi biner penjumlahan dan perkalian terhadap skalar.
V disebut ruang vektor jika memenuhi sepuluh aksioma berikut :
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10.

. Tertutup terhadap penjumlahan

Untuk setiap u,v € V, berlaknu+v € V.

Komutatif terhadap penjumlahan
Untuk setiap u, v € V, berlakuu+ v =v 4+ u.

. Asosiatif terhadap penjumlahan

Untuk setiap u, v, w € V, berlaku (u+v)+w = u+(v+w).

Menmiliki identitas penjumlahan
Terdapat 0 € V sedemikian sehingga untuk setiap u € V
berlakiu+0=0+u=u.

. Setiap vektor mempunyai invers penjumlahan

Untuk setiap u € V, terdapat —u € V sedemikian sehingga
berlakuu + (—u) = —u+u=0.

Tertutup terhadap perkalian skalar
Untuk setiap u € V dan k € R, berlaku ku € V.

. Distributif perkalian skalar dengan penjumlahan vektor

Untuk setiap u, v € V dan k € R, berlaku k(u+v) = ku+kv.

Distributif perkalian dari penjumlahan skalar dengan vektor
Untuk setiap u € V dan k, [ € R, berlaku (k + [)u = ku + lu.

Asosiatif terhadap perkalian skalar dengan vektor
Untuk setiap u € V dan k, [ € R, berlaku (kl)u = k(lu).

Perkalian dengan skalar 1
Untuk setiap u € V berlaku 1u = u.

Contoh 2.6.2 Diberikan himpunan R? = {(a,b)|a,b € R} terhadap
operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar. Akan ditunjukkan
R? merupakan ruang vektor.

Penyelesaian.

Ambil sembarang u = (a,b),v = (¢,d),w = (e, f) € R?dank € R,

1.

Tertutup terhadap penjumlahan

u+v=(ab)+ (c,d)
=(a+c,b+d) cR?

Sehingga, u + v € R?, untuk setiap u, v € R?.
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2. Komutatif terhadap penjumlahan

v = (@.b) + (e.d)
=(a+ec,b+d)
(c+a,d+0)
= (¢, d) + (a,)

=v+u

Sehingga, u + v = v + u, untuk setiap u, v € R2.

3. Asosiatif terhadap penjumlahan

,b) +(¢;d)) + (e, f)

(u+v)+ (a
(a+c,b+d))+ (e, f)
(a+

)
)+
c)+e(b+d)+f)

= (
(
( e, (

=(a+ (c+e),b+(d+f))

= (a,0) + ((c+e), (d+f))
= (a,0) + ((¢,d) + (e, [))
=u+(v+w).

Sehingga, (u+v)+w = u+(v+w), untuk setiap u, v, w € R2,

4. Memiliki identitas penjumlahan Terdapat 0 = (0,0) € R?
sedemikian sehingga untuk setiap u = (a,b) € V berlaku
u+0=(a,b) + (0,0)
=(a+0,b+0)
(a,b)

Sehingga, u + 0 = 0 + u = u untuk setiap u € R2.

5. Setiap vektor mempunyai invers penjumlahan Untuk setiap u =
(a,b) € V, terdapat —u = (—a, —b) € V sedemikian sehingga



berlaku

u+ (—u) = (a,b) + (—a,—b)

= (a+(=a),b+(=b))
(a—a,b—0)
=(0,0)
=0
—u+u=(—a,—b)+ (a,b)

=(-a+a,—b+0)
= (0,0)
=0

Sehingga, u + (—u) = —u + u = 0, untuk setiap u € R2.
6. Tertutup terhadap perkalian skalar

ku = k(a,b)
= (ka, kb) € R?

Sehingga, ku € R? untuk setiap u € R? dan k € R

7. Distributif perkalian skalar dengan penjumlahan vektor

E(u+v) =Ek((a,b) + (c,d))

= kla+c,b+d)
(k(a+c),k(b+d))
= (ka + ke, kb + kd)
= (ka, kb) + (ke, kd)
= k(a,b) + k(c,d)
=ku+kv

Sehingga berlaku k(u + v) = ku + kv, untuk setiap u, v € R?
dan k € R.

8. Distributif perkalian dari penjumlahan skalar dengan vektor

(k+Du=(k+1)(a,b)
= ((k+a, (k+1)b)
— (ka + la, kb + Ib)
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= (ka, kb) + (la, lb)
= k(a,b) +(a,b)
=ku+lu

Sehingga berlaku (k + [)u = ku + [u untuk setiap u, v € R?
dan k,l € R.

9. Asosiatif terhadap perkalian skalar dengan vektor

Sehingga berlaku (kl)u = k(lu) untuk setiap u € R? dan k,[ €
R.

10. Perkalian dengan skalar 1

Sehingga berlaku 1u = u untuk setiap u € R?.

Dengan demikian, semua aksioma ruang vektor dipenuhi, sehingga
R? merupakan ruang vektor dengan operasi penjumlahan vektor dan
perkalian skalar.

2.7. Subruang

Pada bagian ini, dijelaskan definisi, teorema subruang dari suatu
ruang vektor, dan contohnya.

Definisi 2.7.1 Misalkan V' adalah ruang vektor, S C V dan S # @.
S disebut subruang dari V jika S ruang vektor dengan operasi yang
sama dengan V.
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Teorema 2.7.2 Misalkan V' adalah ruang vektor, S C V, dan S # &.
S subruang dari V jika dipenuhi dua aksioma berikut

1. Untuk setiap u,v € Sberlaknu+v € S
2. Untuk setiap u € S dan k£ € R berlaku ku € S.

Kedua aksioma diatas dapat dipersingkat menjadi satu aksioma, yaitu
Untuk setiap u, v € S dan k,[ € R berlaku ku +Iv € S.

Contoh 2.7.3 Misalkan O melambangkan himpunan vektor nol.
Himpunan O merupakan subruang dari semua ruang vektor V,
karena berlaku untuk setiap k£, € R

k0+10=0+0
=0cV.

2.8. Kombinasi Linear, Membangun, dan Kebebasan Linear

Pada bagian ini, dijelaskan definisi dan contoh dari kombinasi
linear, himpunan membangun, dan bebas linear dari suatu himpunan
bagian dari ruang vektor.

Definisi 2.8.1 Misalkan V' adalah ruang vektor, w € V, dan
ki,ks,...,k, adalah skalar. w adalah kombinasi linear dari
vektor-vektor aj, as, . .., a,, jlka w dapat dinyatakan dalam bentuk

w = kiay + keag + ... + kpa,.

Definisi  2.8.2 Misalkan V' adalah  ruang  vektor.
S = {aj,as,...,a,} C V.S disebut membangun V, jika setiap
vektor di v € V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari S,
yaitu terdapat skalar-skalar ki, ko,...,k, sedemikian sehingga
memenuhi persamaan

kiay + koas + ... + kpa, = V.

Contoh 2.8.3 Diberikan ruang vektor R? terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian skalar dan himpunan

B= { {_31] , B] } C R2. Akan ditunjukkan B membangun R2.

Penyelesaian.

Ambil sembarang [Z} € R?, selanjutnya ditunjukkan [Z} dapat

17



dinyatakan sebagai kombinasi linear dari B, yang berarti terdapat
skalar-skalar k1, ko sedemikian sehingga memenuhi persamaan

b ] o] = i)
2l k) = 1)

3k1+3ke| _ |a
—k1 42k 0|
Diperoleh sistem persamaan linear

3k1+3ko =a
—k1 4+ 2ky=b

Selanjutnya digunakan eliminasi Gauss Jordan untuk menyelesaikan
persamaan linear tersebut, sehingga diperoleh skalar-skalar k1 = G*T‘%
dan ky = %‘%, sehingga

()=l

Dengan demikian, [Z] € R? dapat dinyatakan sebagai kombinasi

linear dari B, yang berarti himpunan B = {[_31] , B]}

membangun R?.

Definisi  2.8.4 Misalkan V' adalah  ruang  vektor,
B = {aj,as,...,a,} C V. Himpunan B disebut bebas linear jika
persamaan vektor

k1a1+k2a2+...+knan:0

hanya dipenuhi oleh k1 = ko = ... = k, = 0. Jika terdapat solusi
yang lain, maka B disebut bergantung linear.

Contoh 2.8.5 Diberikan himpunan B pada Contoh Akan
ditunjukkan B merupakan himpunan bebas linear, yaitu dengan
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menunjukkan persamaan
3 3 0
o [5) refa] = )
hanya dipenuhi oleh k; = ks = ... =k, = 0.

Penyelesaian.
Dengan menguraikan persamaan diperoleh

2+ )= )

3k14+3ka| |0
—k1+2ko| |0

2.1)

Berikutnya untuk memperoleh %7 dan ks dilakukan eliminasi Gauss

Jordan sebagai berikut

o O

Mengalikan baris pertama dengan 3

=

[ 1h =18

O_
Menambahkan baris kedua dengan baris pertama
1 1 0]
0 3 0

Mengalikan baris kedua dengan %

(1 1 0]
0 1 0

Menambahkan baris pertama dengan —1 baris kedua.

1 00
010

Sehingga diperoleh k1 = 0 dan k2 = 0, yang berarti menunjukkan
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bahwa himpunan B adalah bebas linear.

2.9. Basis dan Dimensi

Pada bagian ini, dijelaskan definisi basis dan dimensi dari ruang
vektor serta contohnya.

2.9.1. Basis

Definisi 2.9.1 Misalkan V' adalah ruang vektor dan B C V. B disebut
basis ruang vektor V' jika B memenuhi dua aksioma :

1. B bebas linear

2. B membangun V

Contoh 2.9.2 Himpunan B pada Contoh merupakan basis ruang
vektor R?, karena telah ditunjukkan sebelumnya bahwa B bebas linear
B membangun R?.

2.9.2. Dimensi

Definisi 2.9.3 Misalkan V' adalah ruang vektor taknol. Dimensi dari V'
dinotasikan dengan dim(V") didefinisikan sebagai banyaknya vektor
pada suatu basis.

Contoh 2.9.4 Diberikan ruang vektor R?. Basis dari R? mempunyai
vektor sebanyak 2, sehingga dim(R?) = 2.

2.10. Nilai Eigen, Vektor Eigen, dan Ruang Eigen

Pada bagian ini dijelaskan mengenai definisi, teorema, dan
contoh dari nilai eigen, vektor eigen, dan ruang eigen dari suatu
matriks persegi.

Definisi 2.10.1 Misalkan A adalah matriks berordo n x n. Vektor
x € R”, x # 0 disebut vektor eigen jika terdapat bilangan real A
sedemikian sehingga memenuhi persamaan

Ax = Ax

dan X disebut nilai eigen.

Teorema 2.10.2 Diberikan matriks A berordo n x n, A adalah nilai
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eigen jika memenuhi persamaan karakteristik

|IAT — A| =0.
Bukti. Misalkan A\ adalah nilai eigen dari A jika terdapat vektor x,
x € R", x # 0 sehingga
Ax = X
= Ax = A\x
<— ANMx—-Ax =0
— (M-A4A)x =0

Karena x # 0, haruslah A/ — A merupakan matriks singular, sehingga

I — Al = 0.

Contoh 2.10.3 Diberikan matriks A pada Contoh [2.1.2] akan
ditentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A.

IAT— Al =0
1 0 0] [L 0 0
Ao 1 0/ —|2 1 0l|l=0
o o 1| IEHEY 2]
A0 0] [1 0 0]
0 XN O0]—|2 1 0[|l=0
00 A [21 2]
A—1 0 0
2 A-1 0 |=0
2 -1 A-2

A=1DA=-1)(A=2)=0
Diperoleh nilai eigen Ay = 1, Ay =1, A3 = 2.

Selanjutnya ditentukan vektor eigen untuk masing-masing nilai eigen.
Untuk A =1,
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0 0 0 O
-2 0 0 0
-2 -1 -1 0

Dengan melakukan operasi baris elementer mempertukarkan baris
pertama dengan baris kedua, diperoleh

-2 0 0 0
0 0 0 0
-2 -1 -1 0
Baris ketiga ditambahkan dengan —1 baris pertama
-2 0 0 0
0 0 0 0
0 -1 -1 0
Baris pertama dikalikan dengan —% dan baris ketiga ditukarkan baris
pertama.
10 0 0
0 -1 -1 0
0 0 0 O
Baris kedua dikalikan dengan —1

0110

1 0 00
0 000

Sehingga, z; = 0 dan 23 + 23 = 0. Dengan memisalkan xy = s,
untuk s € R, s # 0, diperoleh z3 = —s. Jadi,

=)

Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A = 1 adalah

0
1.
-1

Untuk A = 2,

(2 —A)x=0

22



10 07 [z 0
-2 -1 0 T3 0
Selanjutnya dilakukan operasi baris elementer untuk memperoleh
vektor eigen.
1 0 00
[—2 1 0 O]
-2 -1 0 0

Baris kedua ditambahkan dengan 2 kali baris pertama dan baris
ketiga ditambahkan dengan 2 kali baris pertama

1 0 00
0 1 00
0 -1 0 0

Baris ketiga ditambahkan dengan baris kedua

1 0 0 0
01 00
00 0O
Sehingga diperoleh 1 = 0, 29 = 0, 23 =t,t € R, t # 0.

R

Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A = 2 adalah
0

X = [0] .
1

Selanjutnya dijelaskan mengenai ruang eigen yang berkaitan
dengan suatu nilai eigen dari matriks persegi.

Teorema 2.10.4 Misalkan A adalah matriks berordo n x n dan A
adalah nilai eigen dari A. Ruang eigen dari A yang bersesuaian dengan
A dinotasikan E, dan didefinisikan sebagai himpunan vektor-vektor x
yang memenuhi (\] — A)x = 0, yaitu

E), ={x|(A\I - A)x =0}

merupakan subruang dari R™.
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Bukti. Akan ditunjukkan himpunan F bukan himpunan kosong dan
untuk setiap x,y € F) dan k € R berlaku x +y € E) dan kx € E).
Untuk setiap persamaan (A — A)x = 0 memiliki penyelesaian salah
satunya adalah x = O, sehingga 0 € FE) dan terbukti £, bukan
himpunan kosong.

Ambil sembarang x,y € E), diperoleh (Al — A)x = 0 dan
(A — A)y = 0. Selanjutnya,

(M — A)x+ (A — Ay =0+0
— (M —A)(x+y) =0

yang berarti x +y € E).
Ambil sembarang k£ € R, diperoleh

k(M — A)x = kO
= (M- A)kx) =0

yang berarti kx € E). Dengan demikian, terbukti bahwa ruang eigen
E) merupakan subruang dari R"™. |

Contoh 2.10.5 Diberikan matriks A sesuai pada Contoh [2.10.3] akan
ditentukan ruang eigen dari matriks A.

Penyelesaian.
Telah diperoleh nilai eigen dari matriks A, yaitu A = 1 dan \ = 2.
Berdasarkan Contoh [2.10.3] telah dicari semua vektor x yang
memenuhi (A — A)x = 0. Sehingga,
0
ruang eigen untuk A = 1 adalah F} = {5 [ 1
-1

sER} dan
teR}.

Pada bagian ini, dijelaskan definisi dan contoh multiplisitas
geometri dari nilai eigen matriks persegi.

0
ruang eigen untuk A = 2 adalah Fy = {t [O
1

2.11. Multiplisitas Geometri

Definisi 2.11.1 Misalkan A adalah matriks berordo n x n dengan nilai
eigen \. Multiplisitas geometri dari A adalah dimensi dari ruang eigen
A berkaitan dengan )\, yaitu dim(FE)).
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Contoh 2.11.2 Diberikan matriks A pada Contoh [2.1.2] akan
ditentukan multiplisitas geometri dari nilai-nilai eigen yang telah
diperoleh pada Contoh [2.10.3]

Penyelesaian.

Untuk nilai eigen A = 1, dimensi ruang eigen yang bersesuaian
adalah 1, sehingga multiplisitas geometri dari nilai eigen A = 1
adalah 1.

Untuk nilai eigen A = 2, dimensi ruang eigen yang bersesuaian
adalah 1, sehingga multiplisitas geometri dari nilai eigen A\ = 2
adalah 1.

2.12. Cakram Gershgorin Tipe Pertama

Pada bagian ini dijelaskan definisi, contoh, dan teorema dari
cakram Gershgorin tipe pertama.

Definisi 2.12.1 (Cakram Gershgorin Tipe Pertama)
Misalkan A adalah matriks berordo n x n,

ri Sy W]
J#i
adalah jari-jari cakram, untuk ¢ = 1,2,...,n, dan a; adalah pusat
cakram. Cakram Gershgorin tipe pertama yang berpusat di a;; dan
berjari-jari r; dinotasikan dengan D;(a;;, ;) dan didefinisikan sebagai
himpunan
D;(aii,ri) ={2€C: |z —ay| <r}.

Contoh 2.12.2 Diberikan matriks

1 00
2 1 0].

2 1 2

A=

Akan ditentukan cakram Gershgorin tipe pertama pada matriks A.

Penyelesaian.

Ditentukan jari-jari dari masing-masing cakram Gershgorin tipe
pertama dari matriks A, yaitu dengan menjumlahkan entri-entri
mutlak non diagonal utama dari setiap baris matriks A, yaitu
r1 = 10|+ 10| =0, ro = 2| + |0| = 2, dan r3 = |2| + |1| = 3, dengan
pusat masing-masing cakram adalah entri-entri yang terletak pada
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diagonal utama dari masing-masing baris matriks A, yaitu
a11 = 1,a20 = 1,dan ags = 2. Sehingga, ketiga cakram Gershgorin
matriks A adalah D;(1,0), Dy(1,2), dan D3(2, 3).

Berikut ini adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari
matriks A pada contoh ini.

7 /// 7 7
o7 <

7 /// 7 7 7

G 7 7

////// /%//// 7

-

_
7

1
N
1

A
.

7
- ///7

Gambar 2.1 Cakram Gershgorin tipe pertama dari Matriks A

Teorema 2.12.3 (Teorema Gershgorin)
Jika A adalah matriks real berordo n x n dan

A Z|ai]~],i: IR AR
J#
adalah jari-jari cakram Gershgorin tipe pertama, maka semua nilai

eigen dari A terletak pada gabungan dari n cakram Gershgorin tipe
pertama : n

dengan
Di:{ZGCZ|Z—CLii| Sn}

Bukti. Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks A dan memenuhi
I
Ax=Xdx,x= | 1 | #0.

Tn
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Beberapa entri pada x memiliki nilai mutlak terbesar, |z,| > |z

untuk semua ¢ = 1,2,...,n, dan z, # 0. Selanjutnya,
n
Tp(A —app) = Z QpjTj
J=Lj#p
n
= |zp(A—ap)| = Z |ap;;]
J=Lj#p
n
= |zpll(A = app)| < fap] Z |ap;|
Jj=Lj#p
= X — appl <

Dengan demikian, A terletak di cakram Gershgorin tipe pertama ke-p.
|

Contoh 2.12.4 Diberikan matriks A pada Contoh an
2.12.3

ditentukan lokasi nilai eigen dengan menggunakan Teorema
Berdasarkan Contoh [2.10.3] diperoleh nilai eigen A = 1 dan A = 2.
Berikut gambar dari cakram Gershgorin pada Contoh [2.12.2] beserta
nilai eigen.

Gambar 2.2 Cakram Gershgorin tipe pertama dan Nilai Eigen dari Matriks A

pada Contoh El

27



Pada Contoh [2.12.4] telah ditunjukkan bahwa nilai eigen real
terletak pada gabungan cakram Gershgorin tipe pertama. Selanjutnya,
diberikan contoh nilai eigen kompleks dari suatu matriks terletak
pada gabungan cakram Gershgorin tipe pertama.

Contoh 2.12.5 Diberikan matriks C berordo 2 x 2,

-} 1

Akan ditentukan cakram Gershgorin tipe pertama dari C.

Penyelesaian.
Persamaan karakteristik untuk mencari nilai eigen dari matriks C
adalah

A —2X+5=0,
dan apabila diselesaikan diperoleh nilai eigen A = 1 + 2¢ dan
A=1-—2i.
Cakram Gershgorin tipe pertama dari C' adalah cakram pertama
berpusat di a;; = 3 dan berjari-jari 71 = | — 2| = 2 dan cakram
kedua berpusat di azy = —1 dan berjari-jari 7, = |4| = 4.

Sehingga diperoleh cakram Gershgorin tipe pertama dari C' adalah
D1(3,2) dan Do(—1,4).

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin dan nilai eigen dari
contoh ini. Terlihat bahwa nilai eigen terletak pada gabungan kedua
cakram Gershgorin.

Gambar 2.3 Cakram Gershgorin tipe pertama dan Nilai Eigen dari Matriks C

pada Contoh @l
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Definisi 2.12.6 Misalkan A adalah matriks berordo n x n. A disebut
matriks kolom full rank jika setiap kolom dari A bebas linear.

Definisi 2.12.7 Misalkan I,, adalah matriks identitas berordo n x n.
Matriks permutasi dinotasikan dengan F;; didefinisikan sebagai
matriks yang diperoleh dari I,, dengan menukarkan baris ke-: dan
ke-j,untuk ¢,5 =1,...,n.

Contoh 2.12.8 Jika diberikan

100
=10 1 0
00 1

adalah matriks identitas berordo 3 x 3, maka matriks permutasi P;3
adalah matriks yang diperoleh dengan cara menukarkan baris pertama
dan baris ketiga dari I3, yaitu

00 1
Ps=10 1 0.
100

Lemma 2.12.9 Misalkan S adalah subruang dari C" berdimensi k.
Ada basis {v1, ve, ..., v} dari S dengan sifat sebagai berikut :
Untuk setiap ¢ = 1,2,...,k terdapat bilangan bulat berbeda p;,
dengan 1 < p; < ndan p; # p; untuk ¢ # j, sedemikian sehingga
modulus terbesar dari setiap v; terletak pada posisi p;.

Bukti. Susun vektor-vektor basis B = {v1,va, ..., v} dari S sebagai
kolom-kolom dari matriks kolom full rank berordo n x k,

X =[v1]...|vk).

Misalkan P, € M, adalah matriks permutasi sedemikian sehingga
modulus terbesar dari v; adalah entri pertama dari Pyv; = ;.

Partisi /X = [y1 Ya] dany; = [yu wT]T. Misalkan R; adalah
matriks segitiga atas dengan bentuk

1 2z
melo i)
dan pilih vektor z € C"~! sedemikian sehingga

1 * . 0
(p1)R1 = [y1 Yo [0 1—:1} =y nZ+Y = [y;; X(z)]
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mempunyai entri nol dalam baris pertama kolom kedua. Ulangi
proses untuk X@®,  X®)  untuk  memperoleh
(Py—1...P1)X(Ry...Rx—1) = Z, sebuah matriks segitiga bawah
yang entri diagonalnya adalah entri modulus terbesar di kolomnya
masing-masing. Sehingga dapat dinyatakan dengan Z = PXR
dengan P adalah hasil perkalian ¥ — 1 matriks permutasi dan R
adalah hasil kali £ — 1 matriks segitiga atas dengan 1 terletak pada
diagonal. Dengan demikian, P adalah matriks permutasi, R adalam
matriks segitiga atas dan non singular, dan Z memiliki full kolom
rank. Dengan catatan bahwa ruang kolom dari X dan X sama.
Sehingga, kolom dari PTZ = X R sesuai dengan sifat. |

Teorema 2.12.10 Jika A matriks berordo n x n dan A adalah nilai
eigen dari A dengan multiplisitas geometri k, maka A terletak pada
minimal k& cakram Gershgorin tipe pertama dari A.

Bukti. Lemma [2.12.9] memastikan bahwa terdapat basis
{z1,22,..., 2} dari ruang eigen S dari A dan bilangan bulat
berbeda pi,...,pr € {1,...,n} sedemikian sehingga setiap vektor
x; mempunyai entri modulus terbesar p;. Dalam pembuktian Teorema
Gershgorin A terletak pada cakram Gershgorin Dy, , ..., D), . |

Contoh 2.12.11 Diberikan matriks

'8 2 101 1
1 9 1483
4|8 103332
T 115 12 3 4 4 3
16 20 4 6 7 4
(9 18 3 6 5 4]

Persamaan karakteristik untuk mencari nilai eigen dari matriks A
adalah

A8 — 35A% + 267" — 738A% 4 947\% — 579X + 137 = 0.
Apabila ruas kiri persamaan ini difaktorkan diperoleh
(A =1)*(\2 = 31A+137) =0,

1—-+v41
dan diperoleh nilai eigen A\ = Ao = A3 = s =1, A5 = ¥,

31+ /413
- 2

A6 . Empat vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
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eigen A = 1 adalah

r_ 17 . r_ 27 17
9 e 1 1
’ 0° 0 0
”Ul: O 7/02_ 1 7/U3_ 0 71)4_ 0
0 0 1 0
L 0 | | 0 | L 0 ] | 1 ]
1—+/41
Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A = %
adalah
r—14— \/41
45+\/41
17— \/41
V5 =
—11— sx/ﬁ
17— \/K
i 1 i
31 ++/413
Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A = 7+2

adalah
M —144++/413 ]

31
45—+v/413
62
174++/413
62
—114+3v413
62
17++/413
31
1

Ve =

Jari-jari cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks A adalah
penjumlahan dari entri mutlak non diagonal utama, yaitu
rn =24+1404+141=5,r=14+14+3+2+1=28,
r3 =84+10+34+3+2=26,r4, =154+124+3+4+3 = 37,
rs =164+204+4+6+4=>50,danrg =9+ 184+3+ 6+ 5 = 41.
Pusat cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks A adalah entri
pada diagonal utama dari masing-masing baris pada matriks A, yaitu
aj] — 8, a9 = 9, ass = 3, Qg4 = 4, ass = 7, dan age — 4.

Sehingga, cakram Gershgorin tipe pertama dari A adalah D;(8,5),
D(9,8), D3(3,26), D4(4,37), D5(7,50), dan Dg(4,41). Nilai eigen
A = 1 terletak di dalam 5 cakram Gershgorin, yaitu Dy, D3, Dy, Ds,
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dan Dg. Dengan demikian Teorema [2.12.10] dipenuhi, A = 1 terletak
minimal di dalam k& = 4 cakram Gershgorin.

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks
A pada contoh ini.
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Gambar 2.4 Cakram Gershgorin tipe pertama dari Matriks A

Lemma 2.12.12 Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks A berordo
n xn dengan multiplisitas geometri k. Jika A adalah submatriks pokok
berordo m x m dan jika m > n — k maka X adalah nilai eigen dari A.

Teorema 2.12.13 Jika A adalah matriks berordo n x n dan A adalah
nilai eigen dari A dengan multiplisitas geometri k. Konstruksi matriks
Ck(A) berordo n x n dengan cara sebagai berikut : Setiap baris dari
A, ganti k£ — 1 entri mutlak terkecil non diagonal dengan 0, maka A
terletak pada minimal & cakram Gershgorin dari C,(A).

Bukti. Pilih submatriks pokok B; berordo (n —k+1) X (n —k+ 1)
dari A. Berdasarkan Lemma[2.12.12] X adalah nilai eigen dari By, dan
terletak di salah satu cakram Gershgorin.

Dalam baris yang berkaitan (misalkan baris 7) dari matriks A, ganti
k — 1 entri mutlak terkecil non diagonal dengan 0, sehingga )\ terletak
pada cakram Gershgorin dari matriks baru.

Kemudian hapus baris dan kolom r dari matriks A untuk memperoleh
submatriks pokok As dari A dengan ordo (n — 1) x (n —1).

Pilih submatriks pokok Bs berordo (n — k + 1) x (n — k + 1) dari
Ao dan dilanjutkan proses di atas sampai diperoleh submatriks pokok
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Ay berordo (n — k + 1) x (n — k + 1), kemudian lakukan prosedur
yang sama untuk Aj. Sebanyak £ baris dari A telah diganti £ — 1
entri mutlak terkecil non diagonal dengan 0, dan A terletak pada setiap
cakram Gershgorin yang bersesuaian. Terakhir, setiap n— k baris yang
tersisa, ganti £ — 1 entri mutlak terkecil non diagonal dengan 0. W

Contoh 2.12.14 Perhatikan kembali Contoh 2Z.12.111 Terlihat bahwa
untuk nilai eigen A = 1 memiliki multiplisitas geometri k = 4.
Kemudian bentuk matriks C4(A) dengan mengganti 3 entri mutlak
terkecil non diagonal per baris dengan nol sebagai berikut.

'S 2 1.0 0 0

0 9 03 20

18 1030 0 0
Ca(A) =115 129 0 4 0 0
162000 70

9 18 00 0 4

Cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks Cy(A) adalah D (8, 3),
D5(9,5), D3(3,18), Dy(4,27), D5(7,36), dan Dg(4,27). Nilai eigen
A = 1 terletak pada 4 cakram, yaitu D3, Dy, D5, dan Dg. Jadi Teorema
[2.12.13|dipenuhi.

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama C4(A) dari
contoh ini.

Gambar 2.5 Cakram Gershgorin tipe pertama C4(A) dari Matriks A
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Definisi 2.12.15 Misalkan A adalah matriks real n x n. Cakram
Gershgorin setengah dari matriks A adalah cakram berpusat di
elemen diagonal a;; dari A dengan jari-jari sama dengan jumlah L%J
elemen mutlak terbesar non diagonal pada baris ke-i, dengan notasi
|a| menyatakan bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama
dengan a.

Contoh 2.12.16 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh 2.12.11]
Akan ditentukan cakram Gershgorin setengah dari matriks A.
Selanjutnya dicari jari-jari cakram jumlah elemen mutlak terbesar
sebanyak LgJ = 3.

Pada baris pertama,

Cakram berpusat di a;; = 8, dan jari-jari sebesar 2 +1 4+ 1 = 4.
Pada baris kedua,

Cakram berpusat di azs = 9, dan jari-jari sebesar 3 + 2 + 1 = 6.
Pada baris ketiga,

Cakram berpusat di azs = 3, dan jari-jari sebesar 10 + 8 + 3 = 21.
Pada baris keempat,

Cakram berpusat di aqq4 = 4, dan jari-jari sebesar 15 + 12 4+ 4 = 31.
Pada baris kelima,

Cakram berpusat di as; = 7, dan jari-jari sebesar 20 + 16 4 6 = 42.
Pada baris keenam,

Cakram berpusat di agg = 4, dan jari-jari sebesar 18 + 9 + 6 = 33.
Berikut adalah gambar cakram Gershgorin setengah dari contoh ini.

a8

Gambar 2.6 Cakram Gershgorin Setengah dari Matriks A
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Teorema 2.12.17 Jika A matriks non negatif dan \ adalah nilai eigen
A dengan multiplisitas geometri minimal dua, maka A terletak di
cakram Gershgorin setengah dari A.

Contoh 2.12.18 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh 2.12.11]
Matriks A mempunyai nilai eigen A = 1 dengan multiplisitas geometri
4. Berdasarkan Gambar [2.6] terlihat bahwa nilai eigen A = 1 terletak
pada cakram Gershgorin setengah.

Apabila multiplisitas nilai eigen dari suatu matriks adalah 1 maka
Teorema[2.12.17|belum tentu dipenuhi, sebagaimana dituliskan dalam
contoh berikut ini.

Contoh 2.12.19 Diberikan matriks

1 21
2 4 5.

1 5 3

B =

memiliki nilai eigen A = 9.100098 dengan multiplisitas geometri 1.
Cakram Gershgorin setengah dari matriks B adalah cakram pertama
berpusat di 1 dan berjari-jari 2, cakram kedua berpusat di 4 dan
berjari-jari 5, dan cakram ketiga berpusat di 3 dan berjari-jari 5.
Berikut adalah gambar cakram Gershgorin setengah dari matriks B.

-

7 /
/A
/’/?/’//

()]

Oix

Gambar 2.7 Cakram Gershgorin Setengah dari Matriks B

Terlihat bahwa nilai eigen A = 9.100098 terletak diluar cakram
Gershgorin setengah dari matriks B.
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n

Lemma 2.12.20 Diberikan fungsi real f(z) = >_ |z — f;|, dengan
i=1

B1 > ... > B, bilangan real tidak harus berbeda.

1. Jika n adalah  bilangan  bulat  ganjil, maka
min f(z) = (51+...+5L_1) - (ﬁnj+...+ﬁn).
z€eR 2 2

Minimum tercapai ketika © = Sn+1.
2

2. Jika n  adalah  bilangan  bulat  genap, maka

min f(x) = (51+---+5g) — (B%H—&—...—i—ﬁn), untuk

z€R
setiap x € {ﬂ%,ﬁgﬂ] jika 5% % 5%+1 dan x = B% jika
fo =B

n

Bukti. Diketahui f(z) = > |z — 5;

i=1
Asumsikan n adalah bilangan ganjil. Langkah pertama, lakukan
proses mengubah bentuk fungsi f(x) menjadi

, dengan 31 > ... > (.

fl@) =3 |z =B
-
=Y |z —Bil + |z — K| + |z — Bl
=2
n—1
= o= Bil+ (B1 — 2) + (v — )
=2

n—1

= |z —Bil + (B1 — Bn)
=2

Langkah kedua, ubah kembali bentuk fungsi f(x) menjadi

n—2

F@)=> |z =Bil+ (B — Bn) + |z — Ba| + |2 — Bui]
1=3
n—2

=S Je — Bil + (B~ Bn) + (B2 — 2) + (2 — 1)
=3
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n—2
=" Ja— Bil + (B — Bn) + (B2 — Bur)
1=3

Selanjutnya, lakukan langkah-langkah diatas berulang-ulang sampai
diperoleh

f(@) = o= Bun

(81— Ba) + (B = Bu1) + o+ (Buzs — Buso
Dengan kata lain, bentuk ini dapat diubah menjadi

-+ konstanta.

f@) = |z~ Bupa

Diperoleh f(z) adalah fungsi nilai mutlak. Sehingga, f(z) minimum
pada saat x = Sn+1. Nilai minimum f(x) pada saat © = f»11 adalah
2 2

Pupr — B

min f(z) = >

i=1

= (B — 1|+ [Bugs = Bo| + o+ |Buss — B | +
Bt = Busa | + |Bass ~ Basa| +... +
Bust — Bami|+ |Bags = B

- (,817,8n+1)+(5276n7+1)+...+
( Bags ) Bagr = Bags | + (Pas — s

@M16WQ+@%rﬁQ
(514—52—1—...—1—5%1)—(BnTH-i-.---i-ﬂn—lﬂLﬁn)

. > By untuk n ganjil,

Terbukti f(x) = i) |z — Bil,
) = <61+...+,6’nT-1)—<ﬂ% +/Bn)

memiliki mln flx

ketika ©z = B ntl.
2
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Apabila n genap, dengan cara yang sama dengan n ganjil, f(z)
dapat dinyatakan dalam bentuk

f@) = |o=By|+|o—Bya| + 81— B+ B2 = Bu0)
=+ (5%4 —5%+2>
- ‘m_gg

+ ‘x — ﬁgﬂ‘ + konstanta.

Fungsi f(x) dengan bentuk tersebut memiliki nilai minimum pada
saat z € [Bn, Bn 4], jika Bn # Bniy danz = Bn jika fn = By
dengan nilai fungsi

Bn — fBn, 1) + (1 = Bn) + (B2 — Bn-1)
+. <5£_1 \ /3"+2>

([31 +B+... 4+ fay +5g) -

(5g+1 + B2t F fr + Bn) :

n
Terbukti f(x) = Z |z — fB;|, dengan 31 > ... > [3,, untuk n genap,
)

<51 +...+ﬁ%>—<6%+1 +...+Bn),ketika
v € By, By jika By # By i1 danw = By jika By = By 41 W

Lemma 2.12.21 Jika S adalah subruang dari C" dengan dimensi
k > 2 dan w # 0 adalah vektor di C", maka ada minimal k& — 1 vektor
satu bebas linear dalam .S yang ortogonal dengan w.

memiliki min
rER f (

Lemma 2.12.22 Jika A adalah matriks n x n dan A adalah nilai eigen
dari A dengan multiplisitas geometri k. Misalkan A adalah submatriks
pokok A berordo m x m dengan m > n— k, maka \ adalah nilai eigen
dari A dengan multiplisitas geometri minimal m + k — n.
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BAB II1
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Cakram Gershgorin Tipe Kedua

Pada bagian ini, dibahas definisi dan contoh cakram Gershgorin
tipe kedua dari matriks real berordo n x n, yang dikutip dari Rachid
Marsli dan Frank Hall(2017).

Definisi 3.1.1 (Cakram Gershgorin Tipe Kedua)

Misalkan A = [a;;] adalah matriks real berordo n x n dan

i1 > ... > T, menyatakan urutan tak naik dari a;1, ..., a;;—1, 0,
Qiigls - -+ Qin, Untuk ¢ = 1,... n. Cakram Gershgorin tipe kedua
dari A dinotasikan dengan ﬁ(aii, 7;) didefinisikan sebagai :

1. Pusat cakram terletak di elemen diagonal dari baris ke-¢ matriks
A, yaitu a;;.

2. Dengan jari-jari cakram
n—1

2 n
(@ 7= Y wiyj— Y, ij,jikan ganjil.

n
2 n
(b) 7 = > xi— Y, i, jikan genap.
J=1 J=54+1

Perbedaan dari cakram Gershgorin tipe pertama dengan cakram
Gershgorin tipe kedua adalah jari-jari cakram Gershgorin tipe kedua
lebih kecil dari cakram Gershgorin tipe pertama, karena jari-jari
cakram Gershgorin tipe kedua adalah pengurangan yang
didefinisikan berdasarkan Definisi [3.1.1] sedangkan cakram
Gershgorin tipe pertama adalah jumlah entri non diagonal utama.

Berdasarkan Definisi 3.1.1] berikut adalah contoh dari cakram
Gershgorin tipe kedua dari matriks berordo 6 x 6.

Contoh 3.1.2 Diberikan matriks

(8 2 1 0 1 1
1 9 1 3 21
A_8103332
|15 12 3 4 4 3
16 20 4 6 7 4
|9 18 3 6 5 4
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Akan ditentukan cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks A.

Penyelesaian.

Matriks A pada contoh ini mempunyai 6 baris, sehingga ada 6
cakram Gershgorin tipe kedua, yaitu :

Pada baris pertama,

Pusat cakram terletak pada entri diagonal utama pada baris pertama,
a11 = 8 dan selanjutnya ditentukan jari-jari cakram Gershgorin tipe
kedua, yaitu dengan cara mengganti entri pada diagonal utama
dengan 0, a;; = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris
pertama adalah 17 = 2, 19 = 1, 213 = 1, z14 = 1, 215 = 0,
16 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

6

2 6
f’lzg 1y — E T1j

Jj=1

j=3%+1
3 6
= -y
Jj=1 Jj=4
=(2+141)—=(14+0+0)

Sehingga diperoleh Dy (8, 3).

Dengan cara yang sama, untuk menentukan jari-jari cakram
Gershgorin tipe kedua, untuk setiap baris pada entri diagonal utama
diganti dengan 0, kemudian ditentukan urutan tak naik dari entri-entri
setiap baris, dan ditentukan jari-jari cakram sesuai dengan Definisi

B.L1

Pada baris kedua,
Pusat cakram terletak pada a2 = 9 dan misalkan a9y = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris kedua adalah x97 = 3, x99 = 2,
To3 = 1, 294 = 1, 95 = 1, x26 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

3 6
’f‘Q = E $2j — E .I‘Qj
j=1 j=4

= (34+241)—(1+1+0)
6—2
4
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Sehingga diperoleh Dy (9, 4).

Pada baris ketiga,
Pusat cakram terletak pada az3 = 3 dan misalkan az3 = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris ketiga adalah x3; = 10, 32 = 8,
x33 =3, x34 = 3, x35 = 2, x3¢ = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

3 6
f’g = E .%'3j — E .7}3]'
Jj=1 Jj=4

=(10+8+3)— (34+2+0)
=215
=16

Sehingga diperoleh Ds(3, 16).

Pada baris keempat,
Pusat cakram terletak pada a4y = 4 dan misalkan a44 = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris keempat adalah x4; = 15, 249 =
12, z43 = 4, x44 = 3, 45 = 3, 246 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

3 6
f4 = E .7)4]‘ AL E l‘4j
Jj=1 J=&

= (154 1244) — (3+3+0)
=31-6
=25

Sehingga diperoleh D (4, 25).

Pada baris kelima,
Pusat cakram terletak pada as5 = 7 dan misalkan ass = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris kelima adalah x51 = 20, x50 =
16, x53 = 6, x54 = 4, 55 = 4, x56 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

3 6
s =D T = ) o5
j=1 j=4
= (20416 4 6) — (4 +4+0)

=42 -8
=34
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Sehingga diperoleh D5 (7, 34).

Pada baris keenam,
Pusat cakram terletak pada agg = 4 dan misalkan agg = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris keenam adalah g1 = 18, xg9 = 9,
T3 = 6, x4 = 5, g5 = 3, xg6 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

3 6
’f'ﬁ = E wﬁj — E :L‘Gj
Jj=1 Jj=4

= (184 9+46) — (5+3+0)
=338
=25

Sehingga diperoleh Dg(4, 25).

Dengan demikian, keenam cakram Gershgorin tipe kedua dari
matriks A pada contoh ini adalah : D;(8,3), D2(9,4), Ds3(3,16),
Dy(4,25), Ds(7,34), dan Dg(4, 25).

Berikut adalah gambar keenam cakram Gershgorin tipe kedua dari
contoh ini.

a0 ,
Z"’”’{Z’”/’&%/ _
S

Gambar 3.1 Cakram Gershgorin tipe kedua dari Matriks A
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Pada Contoh [3.1.2] telah dijelaskan cara memperoleh cakram
Gershgorin tipe kedua dari matriks 6 x 6. Semakin besar ordo dari
matriks, semakin banyak cakram yang dihasilkan dan penentuan
cakram semakin banyak dan membutuhkan waktu yang lama. Untuk
mempermudah mencari cakram Gershgorin tipe kedua dengan ordo
matriks yang cukup besar, dapat digunakan bantuan perangkat lunak
MAPLE ataupun MATLAB. Berikut diberikan contoh kode program
MAPLE untuk menentukan cakram Gershgorin tipe kedua.

Contoh 3.1.3 Berikut adalah kode program MAPLE untuk
menentukan cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks A pada
Contoh3.1.2

restart:

with(linalg):

A:=matrix (6,6, (8, 2, 1, 0, 1, 1, 1, 9, 1, 3, 2, 1, 8,
10, 3, 3, 3, 2, 15, 12, 3, 4, 4, 3, 16, 20, 4, o6, 17,
4, 9, 18, 3, 6, 5, 41):

n:=rowdim(A) :

for i from 1 to n do
pusatcakramke[i] :=A[1i,1i]

end do:

AQ:=evalm(A) :

for j from 1 to n do
AO[],]J]1:=0:

end do:

evalm (AO) :

Aurutantaknaik:=matrix (map (sort,convert (A0, listlist)
;>N

if mod(n,2)="1 then
for im from 1 to n do

rtopi[im] :=sum(Aurutantaknaik[im, jo], jo=1.. (n-1)
/2) - (sum(Aurutantaknaik[im, jo], jo=(n-1)/2..n)
)
end do
else
for im from 1 to n do
rtopi[im] :=sum (Aurutantaknaik[im, jo], jo=1..n/2)
— (sum (Aurutantaknaik[im, jo], jo=n/2+1..n))
end do:
end if:
printf ("\nCakram Gershgorin Tipe Kedua dari A adalah\n

=== ===\n");
for ja from 1 to n do
printf (""D_%d(%6.6f,%6.6f)\n", ja,pusatcakramke[jal,
rtopil[jal);
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end doj;
printf ("\n");

Berikut adalah keluaran dari kode program MAPLE di atas.

Cakram Gershgorin Tipe Kedua dari A adalah

.000000,3.000000)
.000000,4.000000)
.000000,16.000000)
.000000,25.000000)
.000000,34.000000)
.000000,25.000000)

oY U1 W N
SOJ D W O o

b1
“p 2
D3¢
“b_a(
D5 ¢
b6 ¢

Definisi 3.1.4 Misalkan A = [a,;] adalah matriks real berordo n x n

dan misalkan z;; > ... > x;, menyatakan urutan tak naik dari
Qily- -, Qii—1,0,a441,...,a;,. Misalkan k adalah bilangan bulat
sedemikian sehingga 1 < k < n. Untuk ¢ = 1,...,n, definisikan

cakram D¥(A) sebagai berikut :

1. Pusat a;; terletak di elemen diagonal dari baris ke-i matriks A.

2. Jari-jarinya adalah

n—k+1
2 n

(a) Tik = Z Tij — Z {L‘ij,jika n—=k ganjll
j=1 j:n+§+l

n

k2
2 n
() rik = >, xij— ». i jikan — k genap.
= =

Contoh 3.1.5 Diberikan matriks A pada Contoh [3.1.2l Akan
ditentukan cakram Gershgorin sesuai dengan Definisi

Penyelesaian.

Jika dipilih £ = 4 maka n — k = 6 — 4 = 2 adalah genap. Sehingga,
Untuk baris pertama,

pusat cakram terletak pada a1; = 8, kemudian ditentukan jari-jari
cakram dengan mengganti entri diagonal utama dengan 0, yaitu
a11 = 0. Selanjutnya ditentukan urutan tak naik dari entri-entri pada
baris pertama, yaitu x1; = 2, 12 = 1, 13 = 1, x14 = 1, z15 = 0,
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x16 = 0. Sehingga jari-jarinya adalah

6—442
2

6
T4 = E xlj - § xlj
Jj=1 J

-__6+4+4
-2

2 6
= ay - ) ay
j=1 j=5

—(241)—(0-0)
3-0
3

Diperoleh D$(8, 3).

Dengan cara yang sama, untuk menentukan jari-jari cakram
Gershgorin sesuai dengan Definisi entri pada diagonal utama
dalam setiap baris diganti dengan 0, kemudian ditentukan urutan tak
naik dari entri-entri dalam suatu baris, dan ditentukan jari-jari cakram

sesuai dengan Definisi

Untuk baris kedua,
pusat cakram terletak pada ase = 9, dan ganti ase = 0. Diperoleh
urutan tak naik dari baris kedua adalah xz91 = 3, 90 = 2, x93 = 1,
o4 = 1, ko5 = 1, x9¢ = 0. Sehingga jari-jarinya adalah

2 6
T24 = g T2j — g T2;
j=1 J=5

— (3+2)— (1+0)
=5-1
=4

Diperoleh D3(9,4).
Untuk baris ketiga,
pusat cakram terletak pada asz = 3, dan ganti az3 = 0. Diperoleh

urutan tak naik dari baris ketiga adalah x3; = 10, x30 = 8, 233 = 3,
34 = 3, 35 = 2, x36 = 0. Sehingga jari-jarinya adalah
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2 6
T34 = E x35 — § x3;
Jj=1 Jj=5

= (10+8) — (2+0)
=18—-2
~ 16

Diperoleh D3(3,16).

Untuk baris keempat,
pusat cakram terletak pada a44 = 4, dan ganti agq = 0. Diperoleh
urutan tak naik dari baris keempat adalah x4 = 15, x40 = 12, 243 =
4, x44 = 3, x45 = 3, x46 = 0. Sehingga jari-jarinya adalah

2 6
r44 = E T45 — E X4
Jj=1 Jj=5

= (15 +12) — (3 +0)
=273
=24

Diperoleh D}(4,24).

Untuk baris kelima,
pusat cakram terletak pada as; = 7, dan ganti as; = 0. Diperoleh
urutan tak naik dari baris kelima adalah x5; = 20, x50 = 16, 53 = 6,
r54 = 4, x55 = 4, v56 = 0. Sehingga jari-jarinya adalah

2 6
r54 = § T — E T5j
j=1 j=5

= (20 +16) — (4 +0)
—36—4
=32

Diperoleh D3(7,32).

Untuk baris keenam,
pusat cakram terletak pada ags = 4, dan ganti agg = 0. Diperoleh
urutan tak naik dari baris keenam adalah xg; = 18, xgo = 9, 43 = 6,
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g4 = B, xg5 = 3, Tgg = 0. Sehingga jari-jarinya adalah

2 6
re4 = § Tej — E Z6
Jj=1 Jj=5

= (18 +9) — (3+0)
—927 -3
=24

Diperoleh D¢ (4,24).

Sehingga, keenam cakram Gershgorin sesuai dengan Definisi
adalah D%(8,3), D3(9,4), D3(3,16), Di(4,24), D(7,32),
dan Dg(4,24). Berikut adalah gambar dari cakram Gershgorin
D#(A) dari contoh ini.

=
h

Gambar 3.2 Cakram Gershgorin D} (A) dari Matriks A

Semakin besar ordo dari matriks, semakin panjang dan
membutuhkan waktu yang lama untuk menentukan cakram
Gershgorin Df(A). Sehingga untuk menentukan cakram Gershgorin
DEF(A) agar lebih praktis dan tidak membutuhkan waktu yang lama,
dibutuhkan program komputer MAPLE sebagaimana dituliskan
dalam contoh berikut.

Contoh 3.1.6 Berikut adalah kode program MAPLE untuk
menentukan cakram Gershgorin D¥(A) pada Contoh

restart:
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with(linalg) :

A := matrix(6, 6, [8, 2, 1, 0O, 1, 1, 1, 9, 1, 3, 2, 1,
8, 10, 3, 3, 3, 2, 15, 12, 3, 4, 4, 3, 16, 20, 4, o6,
7, 4, 9, 18, 3, 6, 5, 4]1):

n := rowdim (A) :
k = 4:
for i to n do
pusatcakramke[i] := A[i, 1i]
end do:
AQ := evalm(A):
for 7 from 1 to n do
AO[]j, 73] :=0
end do:
evalm (A0) :
Aurutantaknaik := matrix (map(sort, convert (A0, listlist)
;>N
if mod(n-k, 2) =" 1 then
for im from 1 to n do
rtopi[im] := sum(Aurutantaknaik[im, Jjo], jo =1
(n-k+1) *(1/2)) - (sum(Aurutantaknaik[im, jo
1, jo = (n+k+1)*(1/2) .. n))
end do
else
for im from 1 to n do
rtopi[im] := sum(Aurutantaknaik[im, Jjo], jo =1
(n-k+2) *(1/2)) - (sum (Aurutantaknaik[im, jo
1, jJo = (n+k)*(1/2) .. n))
end do
end if

printf ("\nCakram Gershgorin D_i"%d(A) adalah\n

\n", k);
for ja to n do printf ("D_%d"%d(%6.6f,%6.6f)\n", ja, k
, pusatcakramke[jal], rtopi[jal) end do; printf ("\n")

Keluaran dari program MAPLE tersebut adalah

Cakram Gershgorin D_i"4 (A) adalah
8.000000,3.000000)
9.000000,4.000000)
3.000000,16.000000)
4.000000,24.000000)

7 )

4 )

.000000,32.000000
.000000,24.000000
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3.2. Syarat Cukup Menentukan Lokasi Nilai Eigen di dalam
Cakram Gershgorin Tipe Kedua

Pada bagian ini dibahas syarat-syarat cukup dari lokasi nilai eigen
suatu matriks berordo n x n agar terletak pada cakram Gershgorin tipe
kedua, yang dikutip dari Rachid Marsli dan Frank Hall(2017).

Teorema 3.2.1 Jika A adalah matriks real berordo n x n dan A
adalah nilai eigen dari A berkaitan dengan vektor eigen yang
ortogonal dengan vektor satu, maka A\ berada di suatu cakram
Gershgorin tipe kedua dari A.

1
Bukti. Misalkan e = | : | adalah vektor satu dalam R" dan misalkan
1
U1
A adalah nilai eigen berkaitan dengan vektor eigen v =
Un,

Diketahui bahwa setiap vektor eigen ortogonal dengan vektor satu,
sehingga

v-e=0
U1 1
: =0
Un, 1
v1+ ...+ U, =
n
Sn=0
i=1

Kemudian, andaikan v adalah elemen mutlak terbesar dalam v. Dari
definisi vektor eigen dan nilai eigen,

Av = Av
aiy o0 ai| (1] vy
=A
anl - dnn Un | Un,
a11v1 + ...+ a1pvn ] AU1
An1V1 + - .. + GppVn AUy,
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Apabila dinyatakan dalam notasi sigma untuk baris pertama,

n

E ai;v; = vy

j=1

n
a11v1 + E a1V = AUl
Jj=2

n
)\Ul — a11v1 = E aljvj
j=2

n
()\ — a11) V1 = Zaljvj
j=2

n
Karena ) v; = 0, mengakibatkan ) zv,; = 0. Sehingga,
j=1 j=1

n

n
()\ - CLH) V1 = Zaljvj
1=2
n
()\ — a11) V1 = -0+ Z 1504
7j=2
n n
()\ — CLH) V] = — vaj + Zaljvj
j=1 j=2
n n
()\ — a11) V1 = —TU — ZCL’U]‘ + Z 1505
7j=2 j=2
n
A—a1)v1=(0—x)v; + Zaljvj — zvj
7j=2

A—a1)vi=0—2z)v + Z(alj — x)v;
j=2

n
A—a)vi=(0—2)v1 + Zaljvj — xv;
j=2
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n
A= anllor] = |(0—2)v1 + Y (a1 — 2)v;
j=2
Dengan menggunakan pertidaksamaan segitiga,

n
A —anf o] <10 =zl for| + ) |(ar; — )| |v|
j=2

IN

n
10—+ [(a; — )] | [vn]
=2

Sehingga,
n
A — a1 <min | |z + Z |(a1; — )]
z€R -
Jj=2
Karena z;; > ... > wz;, menyatakan urutan tak naik dari
Aily vy Qis—1, O, Ajji41s -+ -5 Ain,y diperoleh

n

A — a11] < min g |z1; — x|
xzeR I#)
j:

n

IA —ai1] < min E |z — 21
z€R =1
j:

Dengan menggunakan Lemma [2.12.20] pada saat n ganjil,

|)\—a11| < ($11+...+an711> — <an+31+...+a:n1>

n—1
3 n

A —an] < E Ti1 — E Ti1
i— _n+3
7=l j="

|>\ —CL11| S 121.
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Pada saat n genap,

’)\— a11| < (1‘11 + ... —I—xgl) — (x(%-i-l)l —+ ... —I—J}nl)

2 n
A—an| <) ma— >
=1

j=5+1

I3

|)\— a11| S fl.

Diperoleh |\ —aj1| < 71, yang berarti bahwa A terletak di cakram
Gershgorin tipe kedua dari A. Teorema terbukti. |

Contoh 3.2.2 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh[2.1.2] yaitu

1 00
A=12 1 0
2\ 2
0
mempunyai nilai eigen 1 dengan vektor eigen | 1 |, yang ortogonal
21

dengan vektor satu.
Akan ditunjukkan nilai eigen 1 terletak dalam cakram Gershgorin
tipe kedua.

Penyelesaian.

Terlebih dahulu ditentukan cakram Gershgorin tipe kedua dari
matriks A.

Untuk baris pertama,

Pusat cakram terletak pada a;; = 1 dan misalkan a;; = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris kedua adalah 17 = 0, 212 = 0,
z13 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

1 3
’f’l = E xlj — E xlj
j=1 j=3

=0-0
=0
Sehingga diperoleh D (1,0).

Untuk baris kedua,
Pusat cakram terletak pada as; = 1 dan misalkan ags = 0, diperoleh
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urutan tak naik dari entri-entri baris kedua adalah z97 = 2, 299 = 0,
x23 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

1 3
’f‘Q = E ng — E .Z‘Qj
J=1 Jj=3

=2-0
=2

Sehingga diperoleh Dy (1,2).

Untuk baris ketiga,

Pusat cakram terletak pada az3 = 2 dan misalkan az3 = 0, diperoleh
urutan tak naik dari entri-entri baris ketiga adalah x3; = 2, 33 = 1,
x33 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

1 3
f’3 = E .I‘3j - E .I‘gj
j=1 j=3

—2-0
=2

Sehingga diperoleh Ds(2, 2).
Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe kedua dari contoh ini.

Gambar 3.3 Cakram Gershgorin Tipe Kedua dari Matriks A

Terlihat bahwa nilai eigen 1 terletak dalam cakram Gershgorin tipe
kedua, jadi teorema dipenuhi.
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Pada Contoh [3.2.2] telah ditunjukkan bahwa apabila vektor eigen
ortogonal dengan vektor satu, maka nilai eigen terletak pada cakram
Gershgorin tipe kedua. Berikut disajikan contoh matriks dengan nilai
eigen tidak ortogonal dengan vektor satu.

Contoh 3.2.3 Diberikan matriks B sesuai dengan Contoh [2.12.19]

yaitu
1 21
2 4 5.

1 5 3

B =

memiliki nilai eigen A; = 9.100098 dengan vektor eigen

0.2580
vi = |0.7261]
0.6374

Ao = —1.6865, dengan vektor eigen

—0.2594
vo = | 0.6876 |,
0.6782

A3 = 0.5864 dengan vektor eigen

0.9307
v3 = |—0.0096 .
—0.3637

Semua vektor eigen vi, vg, v3 tidak ortogonal dengan vektor satu,
karena jumlah entri-entri vektor eigen tidak sama dengan 0. Akan
ditunjukkan Teorema [3.2.1] belum tentu dipenuhi.

Penyelesaian.

Dengan menggunakan Definisi diperoleh cakram Gershgorin
tipe kedua dari matriks B adalah D;(1,2), Dy(4,5), dan D3(3,5).
Berdasarkan Gambar dapat dilihat bahwa nilai eigen
A1 = 9.100098 terletak di luar cakram Gershgorin tipe kedua, namun
nilai eigen Ay = —1.6865 dan A3 = 0.5864 terletak di dalam cakram
Gershgorin tipe kedua. Jadi Teorema belum tentu dipenuhi
apabila vektor eigen tidak ortogonal dengan vektor satu.
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Gambar 3.4 Cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks B

Teorema 3.2.4 Jika A adalah matriks real berordo n x n, dan \
adalah nilai eigen dari A dengan multiplisitas geometri k£ > 2, maka
A terletak pada irisan minimal satu cakram Gershgorin tipe pertama
Cr(A) dan minimal £ — 1 cakram Gershgorin tipe kedua dari A,
setiap cakram dikonstruksikan dari baris yang berbeda dari A.

Bukti. Nilai eigen A mempunyai dimensi ruang eigen k. Berdasarkan
Lemma [2.12.21] terdapat vektor eigen sebanyak k — 1 yaitu

1
v1,V2,...,Vk—1 yang ortogonal dengan vektor satu e = |[:[.

1
Vektor-vektor vi1,v9,...,v,—1 membangun subruang dari ruang

eigen A dengan semua vektor ortogonal dengan e. Berdasarkan
Teorema  [2.129]  dapat  dikonstruksikan  basis lain
U = {ui,us,...,ux_1} dari subruang ruang eigen A, sedemikian
sehingga setiap vektor dalam basis U ortogonal dengan vektor satu e.
Vektor-vektor uy,usa,...,ur_1 mempunyai elemen mutlak terbesar
dalam posisi yang berbeda. Berdasarkan Teorema [3.2.1] dapat
dikonstruksikan cakram Gershgorin tipe kedua dari baris yang
berbeda dari matriks A. Berdasarkan Teorema [2.12.13] dapat
disimpulkan bahwa A terletak dalam irisan k£ — 1 cakram Gershgorin
tipe kedua dengan minimal satu cakram Gershgorin tipe pertama
Ck(A) yang dikonstruksikan dalam baris yang berbeda. |
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Contoh 3.2.5 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh 2.12.TT]
mempunyai nilai eigen A = 1 dengan multiplisitas geometri 4. Akan
ditunjukkan Teorema [3.2.4] dipenuhi, yaitu A = 1 terletak pada irisan
minimal satu cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A) dan minimal 3
cakram Gershgorin tipe kedua dari A.

Penyelesaian.

Pada Contoh [2.12.14] telah diperoleh cakram Gershgorin tipe pertama
dari Cy(A) yaitu D;(8,3), D2(9,5), D3(3,18), Dy(4,27),
Ds(7,36), dan Dg(4,27). Pada Contoh telah diperoleh cakram
Gershgorin tipe kedua yaitu D(8,3), D1(9,4), Ds(3,16),
Dy4(4,25), Ds(7,34), dan Dg(4, 25). Sehingga A = 1 terletak pada 4
cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A), yaitu Ds(3,16), D4(4,25),
D5(7,34), dan Dg(4,25). Nilai eigen A = 1 juga terletak pada 4
cakram Gershgorin tipe kedua, yaitu D3(3,16), Dys(4,25),
Ds(7,34), dan Dg(4,25). Jadi Teorema dipenuhi.

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari
C4(A) dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A.

Gambar 3.5 Cakram Gershgorin tipe pertama dari Cs(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A
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Pada Contoh [3.2.3) disajikan contoh nilai eigen dengan
multiplisitas geometri lebih dari dua. Apabila multiplisitas geometri
dari suatu nilai eigen adalah satu, Teorema [3.2.4] belum tentu
dipenuhi, seperti ditunjukkan dalam contoh berikut.

Contoh 3.2.6 Diberikan matriks B sesuai dengan Contoh
yaitu

1 21

2 4 5] .

15 3

memiliki nilai eigen A\; = 9.100098, Ao = —1.6865, A\3 = 0.5864
dengan multiplisitas geometri 1 untuk masing-masing nilai eigen.
Akan ditunjukkan Teorema 3.2.4]belum tentu dipenuhi.

B =

Penyelesaian.

Dengan menggunakan Definisi [3.1.1] diperoleh cakram Gershgorin
tipe kedua dari matriks B adalah 151(1,2), 152(4, 5), dan ﬁ3(3,5).
Karena multiplisitas geometri dari masing-masing nilai eigen adalah
satu, matriks C'1 (B) = B, sesuai dengan definisi matriks Cj(B) pada
Teorema [2.12.13] Diperoleh cakram Gershgorin tipe pertama dari
matriks C;(B) adalah Dy (1, 3), D2(4,7), dan D3(3,6). Berdasarkan
Gambar [3.6]dapat dilihat bahwa nilai eigen \; = 9.100098 terletak di
luar cakram Gershgorin tipe kedua dan terletak dalam satu cakram
Gershgorin pertama dari C1(B). Jadi Teorema belum tentu
dipenuhi apabila multiplisitas geometri dari nilai eigen adalah 1.

Gambar 3.6 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C1 (B) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari B
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Gambar 3.7 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C, (B) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari B

Nilai eigen dari suatu matriks persegi dapat bernilai real ataupun
kompleks. Berikut diberikan contoh matriks dengan nilai eigen
kompleks memenuhi Teorema 3.2.4]

Contoh 3.2.7 Diberikan matriks A berordo 4 x 4

3 6 1 0
—15 =15 0 1

(=2 o4l
0 1 e 13
mempunyai nilai eigen \; = —6 + 21/2i dengan vektor eigen
6 9+ 2v/2i
-9+ 2v/2i -1
vy = 9+0\fz vq L 15
1 0

dan \y = —6 — 2/2i dengan vektor eigen

6 9 —2v/2i
—9_ ; -1
vs= |70 Owiz vi— 15
1 0

Nilai eigen A; dan A2 masing-masing mempunyai multiplisitas
geometri 2. Akan ditunjukkan Teorema [3.2.4] dipenuhi, yaitu
Al = —6 + 2v/2i dan Ay = —6 — 21/2i terletak pada irisan minimal
satu cakram Gershgorin tipe pertama C5(A) dan minimal 1 cakram
Gershgorin tipe kedua dari A.
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Penyelesaian.
Bentuk matriks Cy(A) dengan cara mengganti 1 entri mutlak terkecil
non diagonal dengan O untuk setiap baris, sehingga diperoleh

3 6 1 0
15 -15 0 1
GA)=1 1" ¢ _15 ¢l =4

0 1 15 3

Selanjutnya ditentukan cakram-cakram Gershgorin tipe pertama dari
C3(A), dengan pusat terletak pada diagonal setiap baris C2(A) dan
jari-jari penjumlahan entri mutlak non diagonal setiap baris.
Diperoleh cakram Gershgorin tipe pertama C3(A) adalah D4 (3,7),
Dy(—15,16), D3(—15,7), dan D4(3,16). Selanjutnya ditentukan
cakram-cakram Gershgorin tipe kedua dari A sesuai dengan Definisi

sehingga diperoleh D1(3,7), Dy(—=15,16), D3(—15,7), dan
D4(3,16).  Teorema dipenuhi, karena nilai eigen
M = —6 4+ 2v/2i dan \y = —6 — 2v/2i terletak pada cakram
Gershgorin tipe pertama Cs(A) yaitu Do(—15,16) dan Dy(3,16),

dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A yaitu Do(—15,16) dan
D,4(3,16) seperti ditunjukkan dalam Gambar

»
| 4

\3 <

N
N

N

3 \\\

N
\

\@‘§ N
N
oI x

N
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Gambar 3.8 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C>(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A
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Untuk mengetahui pengaruh multiplisitas geometri suatu nilai
eigen dengan lokasi nilai eigen pada Teorema [3.2.4] berikut diberikan
contoh matriks berordo 10 x 10 mempunyai nilai eigen dengan
multiplisitas geometri 1, 2, 3 dan 4.

Contoh 3.2.8 Diberikan matriks A berordo 10 x 10

[—1.25612  4.57139 1.18800 4.75634  11.3930
25.3546 —23.9185 —9.25578 —23.5826 —67.0936
2.62290 —2.92613  2.88630 —2.21070 —7.27543

—10.8734 11.6225 3.87934 13.1553  29.5466
—17.7935 18.9282 6.67018 17.2205  50.4455
1.69807 —1.77634 —0.784606 —1.62226 —4.65618
228798 —2.41496 —0.895028 —2.00945 —6.46447
4.84056 —5.05856 —2.17046 —4.53312 —12.3609
13.3794 —14.3065 —4.53767 —11.9704 —-35.3721

| —1.75425 1.83716  0.890361 1.65914  4.16173

7.62531 9.29222 893318  4.90767  11.4612
—51.2563 —56.3985 —46.4690 —25.0533 —62.6778
—4.89938 —6.99693 —4.81757 —2.51625 —5.84317

22.3327 25.8681  20.8973  11.1549  28.0619

36.6216 39.8738  33.6386  18.2052  45.5202
0.0240615 —4.11393 —3.63169 —1.85983 —4.85244
—4.73874 —2.65149 —4.53585 —2.55040 —6.00507
—9.81447 —-9.80620 —5.48529 —4.55776 —11.8261
—26.0706 —31.2828 —24.5042 —9.49538 —32.9412

2.04859 4.16513  2.76542  1.25894  6.29555 |

mempunyai nilai eigen A = 1 dengan multiplisitas geometri 1, A = 2
dengan multiplisitas geometri 2, A = 3 dengan multiplisitas geometri
3, dan A = 4 dengan multiplisitas geometri 4. Akan ditunjukkan
pengaruh multiplisitas geometri berkaitan dengan lokasi nilai eigen
berdasarkan Teorema [3.2.4]

Penyelesaian.

Ditentukan cakram-cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks
Ck(A) untuk masing-masing multiplisitas geometri, & = 1,2,3,4.
Berdasarkan definisi matriks Cy(A) yang terdapat pada Teorema
diperoleh cakram-cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A) :
Untuk k£ =1,

D1(—1.25612, 64.1283), Dy(—23.9185, 36.7141),
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D3
Ds
Dy
Dy

2.88630, 40.1085), D4(13.1553, 164.2367),
50.4455, 234.4717), Dg(0.0240615, 24.9953),
—2.65149,31.9020), Dg(—5.48529, 64.9681),
—9.49538,194.3647), dan D10 (6.29555, 20.5407).

NN SN

Untuk k& = 2,

D;(—1.25612, 62.9403), Do(—23.9185, 357.8857),
D3(2.88630, 37.8978), D4 (13.1553,160.3574),
D5(50.4455, 227.8016), D (0.0240615, 24.2108),
Dr(—2.65149, 31.0069), Ds(—5.48529, 62.7977),
Do(—9.49538,189.8270), dan D10(6.29555, 19.6504).

Untuk & = 3,

D1 (—1.25612, 58.3689), Dy (—23.9185, 334.3031),
D5(2.88630, 35.3815), D4(13.1553, 149.4839),
D5(50.4455, 210.5810), Dg(0.0240615, 22.5885),
Dr(—2.65149,28.9975), D (—5.48529, 58.2645),
Dyg(—9.49538,177.8566), dan D1 (6.29555, 18.3914).

Untuk k& = 4,

D1 (—1.25612,53.6126), Dy(—23.9185, 309.2498),
Ds(2.88630, 32.7586), D4(13.1553,138.3291),
D5(50.4455, 192.7875), Dg(0.0240615, 20.8904),
Dr(—2.65149, 26.7095), Ds(—5.48529, 53.7068),
Dyg(—9.49538,164.4773), dan D14(6.29555, 16.7323).

Selanjutnya ditentukan cakram-cakram Gershgorin tipe kedua dari A
berdasarkan Definisi[3.1.1] sehingga diperoleh

f)l( 1.25612, 33.2815), Dy(—23.9185, 251.3582),
D5(2.88630, 24.8023), D4(13.1553,110.9233),
D5(50.4455,150.2800), Dg(0.0240615, 16.6289),
D7(—2.65149,21.2631), Dg(—5.48529, 42.4454),
Dyg(—9.49538,132.7356), dan D14(6.29555, 12.9238).

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe kedua dan cakram
Gershgorin tipe pertama C7(A) untuk nilai eigen 1 dengan
multiplisitas geometri 1.
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Gambar 3.9 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C (A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A

Berikut adalah Gambar [3.9]yang diperbesar.
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Gambar 3.10 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C (A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A

Nilai eigen A = 1 terletak di semua cakram Gershgorin tipe
pertama dari C7(A) dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A. Nilai
eigen A = 1 terletak pada cakram Gershgorin tipe pertama C7(A)
D1p(6.29555,20.5407), yaitu pada selang [—14.2452,26.8363] dan

irisan cakram Gershgorin tipe kedua Dg(0.0240615,16.6289) dan
D10(6.29555,12.9238), yaitu pada selang [—6.62829, 16.6530].
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Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe kedua dan cakram

Gershgorin tipe pertama C9(A) untuk nilai eigen 2 dengan

multiplisitas geometri 2.
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Gambar 3.11 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C;(A) dan cakram

Berikut adalah Gambar [3.11]yang diperbesar.
2% r”/’
.
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2 terletak di semua cakram Gershgorin tipe

Gershgorin tipe kedua dari A
pertama dari C5(A) dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A. Nilai

Gambar 3.12 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C>(A) dan cakram

Nilai eigen A
eigen A = 2 terletak pada cakram Gershgorin tipe pertama Cs(A)



D1p(6.29555,19.6504), yaitu pada selang [—13.3548,25.9459] dan
irisan cakram Gershgorin tipe kedua Dg(0.0240615,16.6289) dan
D1(6.29555,12.9238), yaitu pada selang [—6.62829, 16.6530].

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe kedua dan cakram
Gershgorin tipe pertama C3(A) untuk nilai eigen 3 dengan
multiplisitas geometri 3.
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Gambar 3.13 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C'3(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A

Berikut adalah Gambar [3.13] yang diperbesar.
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Gambar 3.14 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C3(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A
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Nilai eigen A = 3 terletak di semua cakram Gershgorin tipe
pertama dari C5(A) dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A. Nilai
eigen A = 3 terletak pada cakram Gershgorin tipe pertama C3(A)
D10(6.29555,18.3914), yaitu pada selang [—12.0959,24.6870] dan

irisan cakram Gershgorin tipe kedua Dg(0.0240615,16.6289) dan
D10(6.29555,12.9238), yaitu pada selang [—6.62829, 16.6530].

Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe kedua dan cakram
Gershgorin tipe pertama Cy(A) untuk nilai eigen 4 dengan
multiplisitas geometri 4.

Gambar 3.15 Cakram Gershgorin tipe pertama dari Cs(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A

Berikut adalah Gambar [3.15]yang diperbesar.

\

5%

G
2

)

N
N\

N
N

NN
NN

\

N
N

N

NN
N

NN

NN

N

N

N\

N

N

N

N\

2

/// ‘? Z

_

N
N

7 7

Gambar 3.16 Cakram Gershgorin tipe pertama dari Cs(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A
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Nilai eigen A = 4 terletak di semua cakram Gershgorin tipe
pertama dari Cy(A) dan cakram Gershgorin tipe kedua dari A. Nilai
eigen A = 4 terletak pada cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A)
D10(6.29555,16.7323), yaitu pada selang [—10.4367,23.0278] dan

irisan cakram Gershgorin tipe kedua Dg(0.0240615,16.6289) dan
D10(6.29555,12.9238), yaitu pada selang [—6.62829, 16.6530].

Terlihat bahwa semakin besar multiplisitas geometri dari suatu
nilai eigen, selang pada cakram Gershgorin tipe pertama dari C(A)
semakin mengecil. Jadi pengaruh multiplisitas geometri dari suatu
nilai eigen adalah jari-jari cakram Gershgorin tipe pertama dari
C(A) semakin mengecil, sehingga lokasi nilai eigen yang dihasilkan
semakin baik.

Lemma 3.2.9 Jika A adalah matriks real n x n dan B adalah
submatriks pokok berordo (n — k + 2) x (n — k + 2). Misalkan
lA)l(B) adalah cakram Gershgorin tipe kedua dari B yang dibentuk
dari baris ke-i, maka terdapat indeks j € {1,...,n} sedemikian
sehingga D;(B) C D;“(A).

Bukti. Misalkan baris ke-i dari matriks B = [b;;| adalah bagian dari
baris ke-j dari matriks A = [a;;]. Oleh karena elemen diagonal utama
dari B juga merupakan elemen diagonal utama dari A, sehingga
bi; = aj;. Misalkan xj; > ... > x, menyatakan urutan tak naik dari

@j1,--.,05;-1,0,a541,...,a;, dan misalkan y;; 2_. oo 2 Yin—k42
menyatakan urutan tak naik dari
bity ..., 0ii-1,0,0i541,...,b0; n—r42. Dengan demikian diperoleh
{vit, .- Yin—k+2} < {zj1,...,z;n}. Dengan menggunakan

Definisi dan Definisi [3.1.4] dapat dilihat bahwa jari-jari dari
cakram D;(B) kurang dari atau sama dengan jari-jari D?(A) dan

karena cakram D;(B) dan cakram D;-“ (A) memiliki pusat yang sama,
dapat disimpulkan bahwa D;(B) C D;? (A). [

Teorema 3.2.10 Jika A = [a;;] adalah matriks real berordo n x n
dan A adalah nilai eigen dari A dengan multiplisitas geometri & > 2.
Misalkan S = {D¥(A)}1<i<n, maka X terletak pada irisan dari
minimal satu cakram Gershgorin tipe pertama Cj(A) dan minimal
(k — 1) cakram dari S, setiap cakram dari S dikonstruksikan dari &
baris berbeda dari A.

Bukti. Notasikan matriks A dengan B,. Misalkan M,, adalah
submatriks pokok berordo (n + 2 — k) x (n + 2 — k) dari A.
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Berdasarkan Lemma [2.12.22] \ adalah nilai eigen dari M,, dengan
multiplisitas geometri lebih dari atau sama dengan 2. Oleh karena itu,
berdasarkan Teorema [3.2.4] A terletak pada minimal satu cakram
Gershgorin tipe kedua dari M,,. Lambangkan salah satu cakram
Gershgorin tipe kedua ini dengan D;. Dari matriks B,, bentuk
submatriks pokok B, _; berordo (n — 1) x (n — 1), dengan cara
menghapus baris dari A yang cakram Gershgorin tipe kedua D;
sebelumnya terbentuk dan menghapus kolom yang bersesuaian.
Misalkan M, _1 adalah submatriks pokok berordo
(n+2—k) x (n+ 2 — k) dari B,,_;. Berdasarkan Teorema[3.2.4] A
terletak pada minimal satu cakram Gershgorin tipe kedua dari M,,_.
Lambangkan salah satu cakram Gershgorin tipe kedua ini dengan Ds.
Proses ini dilanjutkan hingga terbentuk matriks B, 2. Sekarang
diperoleh M, 19 = DB,+2-k. Lambangkan salah satu cakram
Gershgorin tipe kedua ini dengan Dj_;. Proses berakhir sampai di
sini, karena apabila menghapus baris dan kolom lain, diperoleh
matriks berordo kurang dari (n + 2 — k) x (n + 2 — k), sehingga
Lemma [2.12.22] tidak dipenuhi. Sehingga diperoleh \ terletak pada
irisan dari cakram-cakram Dj, Ds,...,D;_; yang telah dibentuk
dari k — 1 baris berbeda. Berdasarkan Lemma [3.2.9] setiap k£ — 1
cakram adalah himpunan bagian dari S. Dari pembentukan cakram
Gershgorin di atas, diperoleh sebanyak k — 1 cakram dari S dikaitkan
dengan k — 1 baris berbeda dari A. Berdasarkan Teorema [2.12.13] A
terletak pada irisan k& cakram Gershgorin tipe pertama dari Cy(A)
yang dikonstruksikan dari baris berbeda. Dengan menggabungkan
dua fakta terakhir, teorema terbukti.

Contoh 3.2.11 Diberikan matriks A sesuai dengan Contoh (3.1.2}
mempunyai nilai eigen A = 1 dengan multiplisitas geometri 4. Akan
ditunjukkan bahwa Teorema|3.2.10|dipenuhi.

Penyelesaian.

Berdasarkan Contoh [3.1.5] telah diperoleh cakram Gershgorin sesuai
dengan Definisi [3.1.4] yaitu D$(8,3), D3(9,4), D3(3,16),

D}(4,24), D4(7,32), dan D}(4,24). Dari Gambar [3.2] dapat dilihat
4

bahwa nilai eigen A = 1 terletak di empat cakram D3(3,16),
D3(4,24), D2(7,32), dan Dg(4,24). Berdasarkan Contoh
diperoleh keenam cakram Gershgorin tipe pertama dari Cy(A) adalah
D1(8,3), D2(9,5), D3(3,18), Dy(4,27), D5(7,36), dan Dg(4,27).
Nilai eigen A = 1 juga terletak pada empat cakram Gershgorin tipe
pertama dari C4(A), yaitu D3(3,18), Dy(4,27), D5(7,36), dan

6
Dg(4,27). Dengan kata lain, A\ = 1 € [)D}A) dan
=3
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6
A=1¢€ [ D;(C4(A)). Sehingga Teorema(3.2.10{dipenuhi.
=3

Berikut adalah gambar dari keenam cakram Gershgorin tipe pertama
dari matriks Cy(A) dan cakram Gershgorin D (A).

N
A\ N\
N x N
RN

NS \
MANR

Nam NN
R
N
\
N
N
\
S

1('».)'

N
=N
>

SN §

N

AN

<
AR
R
TN

Gambar 3.17 Cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks C4(A) dan
cakram Gershgorin D7} (A)

Pada Contoh [3.2.11] disajikan contoh nilai eigen dengan
multiplisitas geometri lebih dari dua. Apabila multiplisitas geometri

dari suatu nilai eigen adalah satu, Teorema [3.2.10] belum tentu
dipenuhi, seperti ditunjukkan dalam contoh berikut.

Contoh 3.2.12 Diberikan matriks B sesuai dengan Contoh 2.12.19]
yaitu

1 21

2 4 5] .

1 5 3

memiliki nilai eigen A\; = 9.100098, A2 = —1.6865, A\3 = 0.5864
dengan multiplisitas geometri 1 untuk masing-masing nilai eigen.
Akan ditunjukkan Teorema [3.2.10] belum tentu dipenuhi.

Penyelesaian.

Dengan menggunakan Definisi diperoleh cakram Gershgorin
D}(B) adalah Di(1,2), D}(4,5), dan D3(3,5). Karena multiplisitas
geometri dari masing-masing nilai eigen adalah satu, matriks

C1(B) = B, sesuai dengan definisi matriks Cj(B) pada Teorema
2.12.13] Diperoleh cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks

68

B=




C1(B) adalah D;(1,3), D2(4,7), dan D3(3, 6). Berdasarkan Gambar
[3.18] dapat dilihat bahwa nilai eigen A\; = 9.100098 terletak di luar
cakram Gershgorin tipe kedua dan terletak dalam satu cakram
Gershgorin pertama dari C(B). Jadi Teorema belum tentu
dipenuhi apabila multiplisitas geometri dari nilai eigen adalah 1.

Gambar 3.18 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C' (B) dan cakram
Gershgorin D} (B)

Pada Contoh [3.2.TT]dan Contoh [3.2.12]telah disajikan lokasi nilai
eigen real. Berikut diberikan contoh Teorema [3.2.10{untuk nilai eigen
kompleks.

Contoh 3.2.13 Diberikan matriks A berordo 4 x 4 sesuai dengan

Contoh[3.2.7]
3 6 1 0

-15 =15 O 1

A=11 0o -15 -6

0 1 15 3
mempunyai nilai eigen \; = —6 + 2v/2i dan Ay = —6 — 2v/2i
masing-masing mempunyai multiplisitas geometri 2. Akan
ditunjukkan Teorema dipenuhi, yaitu \; = —6 + 2/2i dan
Ay = —6 — 2v/2i terletak pada irisan minimal satu cakram

Gershgorin tipe pertama Co(A) dan minimal 1 cakram Gershgorin
D}(A).
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Penyelesaian.

Berdasarkan Contoh [3.2.7]telah diperoleh cakram-cakram Gershgorin
tipe pertama dari C(A) adalah D1 (3,7), D2(—15,16), D3(—15,7),
dan Dy4(3,16). Selanjutnya ditentukan cakram-cakram Gershgorin
D?(A) sesuai dengan Definisi sehingga diperoleh D?(3,7),
D3(—15,16), D3(—15,7), dan DF(3,16). Teorema dipenuhi,
karena nilai eigen \y = —6 + 2v/2i dan Ny = —6 — 24/2i terletak
pada cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A) yaitu Dy(—15,16) dan
Dy(3,16), dan cakram Gershgorin D?(A) yaitu D3(—15,16) dan
D3?(3,16) seperti ditunjukkan dalam Gambar

-
NR

@
L
N
b
N\

N

N
N
N

Gambar 3.19 Cakram Gershgorin tipe pertama dari C>(A) dan cakram
Gershgorin tipe kedua dari A

Untuk mengetahui pengaruh multiplisitas geometri dengan lokasi
nilai eigen pada Teorema [3.2.10} berikut diberikan contoh matriks
berordo 10 x 10 mempunyai nilai eigen dengan multiplisitas
geometri 1, 2, 3 dan 4.

Contoh 3.2.14 Diberikan matriks A berordo 10 x 10 seperti pada

Contoh [32.8] yang mempunyai nilai eigen A\ = 1 dengan
multiplisitas geometri 1, A = 2 dengan multiplisitas geometri 2,
A = 3 dengan multiplisitas geometri 3, dan A = 4 dengan

multiplisitas geometri 4. Akan ditunjukkan pengaruh multiplisitas
geometri berkaitan dengan lokasi nilai eigen berdasarkan Teorema
3.2.10
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Penyelesaian.

Ditentukan cakram-cakram Gershgorin tipe pertama dari matriks
Ck(A) untuk masing-masing multiplisitas geometri, & = 1,2,3,4.
Berdasarkan definisi matriks Ci(A) yang terdapat pada Teorema
diperoleh cakram-cakram Gershgorin tipe pertama Cy(A) :
untuk k£ = 1,

D1(—1.25612, 64.1283), Do(—23.9185, 36.7141),
Ds(2.88630, 40.1085), D4(13.1553, 164.2367),
D5(50.4455, 234.4717), Dg(0.0240615, 24.9953),
Dr(—2.65149, 31.9020), Ds(—5.48529, 64.9681),
Do(—9.49538,194.3647), dan D10(6.29555, 20.5407).

Untuk k& = 2,

D1 (—1.25612,62.9403), Dy(—23.9185, 357.8857),
D5(2.88630, 37.8978), D4(13.1553, 160.3574),
D5(50.4455, 227.8016), Dg(0.0240615, 24.2108),
Dr(—2.65149, 31.0069), D (—5.48529, 62.7977),
Dyg(—9.49538,189.8270), dan D1((6.29555, 19.6504).

Untuk & = 3,

D1 (—1.25612, 58.3689), Dy (—23.9185, 334.3031),
D5(2.88630, 35.3815), D4(13.1553, 149.4839),

D5 (50.4455, 210.5810), D (0.0240615, 22.5885),
Dr(—2.65149, 28.9975), Ds(—5.48529, 58.2645),
Dyg(—9.49538,177.8566), dan D1 (6.29555, 18.3914).

Untuk k& = 4,

D1 (—1.25612,53.6126), D2(—23.9185, 309.2498),
D3(2.88630,32.7586), D4(13.1553, 138.3291),
D5(50.4455,192.7875), Dg(0.0240615,20.8904),

D7 (—-2. 65149 26.7095), Dg(—5.48529,53.7068),
Dy(—9.49538,164.4773), dan D1(6.29555,16.7323).

Selanjutnya ditentukan cakram-cakram Gershgorin Df(A) untuk
masing-masing multiplisitas geometri, k = 1,2,3,4. Berdasarkan
definisi cakram Gershgorin D}’ (A), yang terdapat pada Definisi

diperoleh cakram-cakram Gershgorin D¥(A) :
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untuk k = 1,

D1}(—1.25612,33.2815), Di(—23.9185,251.3582),
D3(2.88630,24.8023), D;(13.1553, 24.8023),
D}(50.4455,150.2800), D{(0.0240615, 16.6289),
D%(

Dg(—

2.65149, 21.2631), D1 (—5.48529, 42.4454),
9.49538,132.7356), dan D1(6.29555, 12.9238).

Untuk k& = 2,

D?(—1.25612, 33.2815), D2(—23.9185, 251.3582),
D?2(2.88630,24.8023), D2(13 1553, 24.8023),

(50 4455, 150.2800), D2(0.0240615, 16.6289),
D2(—2.65149, 21.2631), D3(—5.48529, 42.4454),
D2(—9.49538, 132.7356), dan D2, (6.29555, 12.9238).

Untuk k = 1 dan k = 2 diperoleh sepuluh cakram DF(A) yang sama
dengan cakram Gershgorin tipe kedua dari A.

Untuk £ = 3,

D3(—1.25612,30.5638), D3(—23.9185, 229.9424),
(2 88630, 22.9109), Df;(13 1553,101.6485),

( 0.4455,149.5570), D} §(0.0240615,16.5454),
D3(—2.65149, 21.1276), D3(—5.48529, 41.9446),
D3(—9.49538,122.5379), dan D3,(6.29555, 12.7458).

Untuk £ = 4,

D¥(—1.25612, 30.5638), Dg(—23.9185, 229.9424),
D2(2.88630,22.9109), D? 1(13.1553, 101.6485),
D2(50.4455, 149.5570), D6(0 0240615, 16.5454),
D3(—2.65149, 21.1276), D4 (—5.48529, 41.9446),
o(—

Dj3(—9.49538,122.5379), dan D%O(6.29555, 12.7458).
Untuk k£ = 3 dan k& = 4 diperoleh sepuluh cakram Df(A) yang sama.
Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari

C1(A) dan cakram Gershgorin D} (A) untuk nilai eigen 1 dengan
multiplisitas geometri k = 1.
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Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari
C2(A) dan cakram Gershgorin D?(A) untuk nilai eigen 2 dengan
multiplisitas geometri k = 2.

Gambar 3.22 Cakram Gershgorin D?(A) dan cakram Gershgorin tipe pertama
dari C2(A)

Nilai eigen A\ = 2 terletak di semua cakram Gershgorin D?(A)
dan cakram Gershgorin tipe pertama dari Cy(A). Nilai eigen A = 2
terletak pada irisan cakram Gershgorin D¥(A), DZ(A), D?,(A) dan
cakram Gershgorin tipe pertama dari
Dg(0.0240615,24.2108)  dan  Dq0(6.29555,19.6504).  Irisan
cakram-cakram tersebut terletak  pada pada selang
[—6.62829, 16.6530], yang dapat dilihat pada Gambar(3.23

Berikut adalah Gambar [3.22]yang diperbesar.
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Gambar 3.23 Cakram Gershgorin D?(A) dan cakram Gershgorin tipe pertama

dari C2(A)
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Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari
C3(A) dan cakram Gershgorin D3(A) untuk nilai eigen 3 dengan
multiplisitas geometri k£ = 3.

Gambar 3.24 Cakram Gershgorin D} (A) dan cakram Gershgorin tipe pertama

dari C3(A)

Nilai eigen A = 3 terletak di semua cakram Gershgorin D3 (A

)

dan cakram Gershgorin tipe pertama dari C'3(A). Nilai eigen A = 3
terletak pada irisan cakram Gershgorin D¥(A), yaitu D3(A), D3,(A)

dan cakram

Gershgorin  tipe  pertama  dari  Cs3(A),

Dg(0.0240615,22.5885)  dan  D(6.29555,18.3914).  Irisan

cakram-cakram

tersebut terletak pada pada selang

[—6.45027, 16.5695], yang dapat dilihat pada Gambar [3.25
Berikut adalah Gambar [3.24] yang diperbesar.

-
-

7

07722 Z ﬂ. % i//;”
ey

Gambar 3.25 Cakram Gershgorin D} (A) dan cakram Gershgorin tipe pertama

dari C5(A)
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Berikut adalah gambar cakram Gershgorin tipe pertama dari
C4(A) dan cakram Gershgorin D}(A) untuk nilai eigen 4 dengan
multiplisitas geometri k = 4.

Gambar 3.26 Cakram Gershgorin D} (A) dan cakram Gershgorin tipe pertama
dari C4(A)

Nilai eigen A = 4 terletak di semua cakram Gershgorin D}(A)
dan cakram Gershgorin tipe pertama dari C4(A). Nilai eigen \ = 4
terletak pada irisan cakram Gershgorin D¥(A), yaitu D(A), D}, (A)
dan  cakram  Gershgorin  tipe  pertama dari = C4(A),
Dg(0.0240615,20.8904)  dan  D3,(6.29555,12.7458).  Irisan
cakram-cakram tersebut terletak pada pada selang

[—6.45027,16.5695], yang dapat dilihat pada Gambar(3.27
Berikut adalah Gambar [3.26] yang diperbesar.
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Gambar 3.27 Cakram Gershgorin D} (A) dan cakram Gershgorin tipe pertama
dari C4(A)
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Semakin besar multiplisitas geometri nilai eigen, diperoleh lokasi
nilai eigen terletak pada cakram yang lebih kecil. Sehingga semakin
besar multiplisitas geometri berpengaruh pada lokasi nilai eigen yang
lebih baik.

Teorema 3.2.15 Jika A adalah matriks real berordo n X n dan \
U1

adalah nilai eigen dari A berkaitan dengan vektor eigen v =

Un,

sedemikian sehingga

sz‘ < |vp| untuk suatu p € {1,...,n}.

Misalkan A’ adalah matriks (n + 1) x (n + 1) diperoleh dari A
dengan menyisipkan sebuah baris dan kolom dengan nol, maka A
terletak pada cakram Gershgorin tipe kedua dari A’, dikaitkan dengan
satu cakram Gershgorin tipe kedua dari n baris pertama.

Bukti. Misalkan

0
A)\ = A : )
0
0 0 A
dan
v
V] d
;o I 1
v ) Un,
/
Un+1 o Zl Ui
1=

Berdasarkan definisi nilai eigen dan vektor eigen, Ayv' = A\v/, serta
n+1
>~ v} = 0. Karena terdapat elemen dari v dengan harga mutlaknya
i=1

n
lebih besar atau sama dengan ’— > w;|, terdapat indeks
- /
j € {1,...,n} sedemikian sehingga | Jnax |vi| = |vj| = ‘ j’. Oleh

karena itu, berdasarkan Teorema [3.2.1] X terletak pada cakram
Gershgorin tipe kedua, yang dibentuk dari baris ke-; dari matriks A ).
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Contoh 3.2.16 Diberikan matriks berordo 4 x 4

-4 -17 —-11 -2
0 4 0 0

A=lo -1 3 ol
1 =22 -7 -1
dengan nilai eigen dan vektor eigen masing-masing A\; = -3,

dikaitkan dengan vektor eigen

2
o1 — 0
1= 0 )
-1
Ao = —2, dikaitkan dengan vektor eigen
-1
10
L 7~ 01l
-1

V3 =

dan A4 = 4, dikaitkan dengan vektor eigen

Vyg = 1

Akan ditentukan lokasi nilai eigen berdasarkan Teorema[3.2.15]
Penyelesaian.

Bentuk matriks A’ berordo 5 x 5 dengan menyisipkan entri 0 pada
baris kelima dan kolom lima,
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-4 —-17 -11 -2 0
0 4 0 0 0
A=10 -1 3 0 0
1 =22 -7 -1 0
0 0 0 0 0
Kemudian bentuk cakram Gershgorin tipe kedua dari A’ sebagai
berikut,

Untuk baris pertama,

Pusat cakram terletak pada entri diagonal utama pada baris pertama,
a11 = —4 dan selanjutnya ditentukan jari-jari cakram Gershgorin tipe
kedua, yaitu dengan cara mengganti entri pada diagonal utama
dengan 0, a;; = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris
pertama adalah 11 = 0, 12 = 0, 13 = =2, x14 = —11, x15 = —17.
Sehingga, jari-jarinya adalah

4
2 5
721 = E xlj — E ZL’U
= 8
Jj=1 Jj=3
2 5
= @1 — )
J=1 Jj=4

=(0+0)—(—-11-17)
=0—(-28)
=28
Sehingga diperoleh D1 (—4, 28).
Untuk baris kedua,
Pusat cakram terletak pada ase = 4 dan ganti entri diagonal utama

az2 = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris kedua adalah
221 = 0, x99 = 0, x93 = 0, x24 = 0, x25 = 0. Sehingga, jari-jarinya

adalah
2 5
fg = E €25 — E T2j
j=1 j=4

040) — (04 0)
—0

—~

Il
o o
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Sehingga diperoleh Dy (4, 0).

Untuk baris ketiga,
Pusat cakram terletak pada a3z = 3 dan ganti entri diagonal utama
az3 = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris ketiga adalah
Tr31 — 0, Ir32 — 0, 33 — O, T34 — 0, I35 — —1. Sehingga,
jari-jarinya adalah

2 5
fg = E xgj — E ng
j=1 j=4

—(040)—(0—1)
=0 (-1)
=1

Sehingga diperoleh D3(3, 1).

Untuk baris keempat,
Pusat cakram terletak pada a44 = —1 dan ganti entri diagonal utama
aqq = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris keempat
adalah z41 = 1, x40 = 0, z43 = 0, 244 = —7, 45 = —22. Sehingga,
jari-jarinya adalah

2 5
Py = E Tyj — g T4j
=1 j=4

= (140)—(-=7-22)
=1—(—29)
= 30

Sehingga diperoleh D4(—1, 30).

Untuk baris kelima,
Pusat cakram terletak pada ass = 0 dan ganti entri diagonal utama
ass = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris kelima adalah
x51 = 0, x50 = 0, 253 = 0, x54 = 0, x55 = 0. Sehingga, jari-jarinya

adalah
2 5
s =D = )T
j=1 j=4
=(0+0)—(0+0)
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—0-0
=0

Sehingga diperoleh Dj (0, 0).

Diperoleh kelima cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks A’
adalah Dl(—4, 28), D2(4, 0), D3(3, 1), D4(—1, 30), dan D5(0, 0)
Berikut adalah gambar dari cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks
A’ pada contoh ini.

S

03
QS
NN

DA

00 )
\ 5 /)
7

Gambar 3.28 Cakram Gershgorin tipe kedua dari Matriks A’
Terlihat bahwa nilai eigen Ay = —3, Ay = —2, A3 = 3, dan
Ay = —3 terletak dalam cakram Gershgorin tipe kedua dari A’.

Pada Contoh [3.2.16] telah disajikan lokasi nilai eigen real dari
matriks A. Berikut disajikan contoh lokasi nilai eigen kompleks dari
suatu matriks.

Contoh 3.2.17 Diberikan matriks

Il
= Ul Ot
OSSN
N O O
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mempunyai nilai eigen A\; = 2 berkaitan dengan vektor eigen

0
1)1:0,
1

A = % + %z berkaitan dengan vektor eigen

—12 -9
-9+ 12
25

Vo =

?

A3 = % — %z berkaitan dengan vektor eigen

—12+9:

-9 — 12
25

V3 =

Akan ditentukan lokasi nilai eigen berdasarkan Teorema[3.2.15]

Penyelesaian.

Bentuk matriks M’ berordo 4 x 4 dengan cara menyisipkan baris

ke-4 dan kolom ke-4 dengan 0 sebagai berikut.

4 3
5 5 00
3 4
1 2 20
0 0 0 0

Kemudian ditentukan cakram-cakram Gershgorin tipe kedua dari M’

sebagai berikut

Untuk baris pertama,

Pusat cakram terletak pada entri diagonal utama pada baris pertama,
mip = % dan selanjutnya ditentukan jari-jari cakram Gershgorin tipe
kedua, yaitu dengan cara mengganti entri pada diagonal utama
dengan 0, m;; = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris
pertama adalah 17 = 0, 12 = 0, 13 = 0, £14 = —%. Sehingga,

jari-jarinya adalah
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_3
5

Sehingga diperoleh D, (%, %)

Untuk baris kedua,

Pusat cakram terletak pada asy = % dan ganti entri diagonal utama
ass = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris kedua adalah
Tol = %, o2 = 0, x93 = 0, w94 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

2 4
fg = E SUQj ~a E 172]'
Jj=1 Jj=3

= <§+o> — (0+0)

ot w

Sehingga diperoleh Dg(%, 3).
Untuk baris ketiga,
Pusat cakram terletak pada ass = 2 dan ganti entri diagonal utama

as3 = 0, diperoleh urutan tak naik dari entri-entri baris ketiga adalah
r31 = 2, x32 = 1, £33 = 0, 34 = 0. Sehingga, jari-jarinya adalah

2 4
fg = E xgj — E .%'3j
Jj=1 J=3

=(2+1)—(0+0)
=3

Sehingga diperoleh Ds(2, 3).
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Sedangkan baris ke-4 cakram dapat diabaikan karena cakram
berpusat di O dan berjari-jari O.
Terlihat bahwa seluruh nilai eigen terletak pada cakram Gershgorin
tipe kedua dari M’, seperti ditunjukkan pada Gambar yaitu
gambar cakram Gershgorin tipe kedua dari matriks M’ pada contoh
ini.

Gambar 3.29 Cakram Gershgorin tipe kedua dari Matriks M’
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BAB IV
PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan rumusan masalah, tujuan, dan pembahasan pada
skripsi ini, dapat disimpulkan sebagai berikut.
Syarat cukup lokasi nilai eigen dari matriks real A berordo n x n
terletak pada cakram Gershgorin tipe kedua adalah :

1. Nilai eigen dari A berkaitan dengan vektor eigen ortogonal
dengan vektor satu.

2. Jika nilai eigen dari A memiliki multiplisitas geometri & lebih
dari atau sama dengan dua, maka nilai eigen terletak pada
paling sedikit satu cakram Gershgorin tipe pertama dari Cj(A)
dan paling sedikit £ — 1 cakram Gershgorin tipe kedua dari A.

3. Jika nilai eigen dari A mempunyai multiplisitas geometri k
lebih besar dari dua, maka nilai eigen terletak pada paling
sedikit satu cakram Gershgorin tipe pertama dari Cx(A) dan
paling sedikit £ — 1 cakram Gershgorin tipe kedua DZ’-“(A).
Semakin besar multiplisitas geometri, lokasi nilai eigen yang
dihasilkan semakin baik.

4. Jika A’ adalah matriks yang diperoleh dari A dengan
menyisipkan sebuah baris dan kolom dengan O maka nilai
eigen dari A terletak dalam cakram Gershgorin tipe kedua dari
A

4.2. Saran

Pada skripsi ini hanya dibahas lokasi nilai eigen dari matriks real.
Sedangkan untuk menentukan lokasi dari nilai eigen dari matriks
kompleks tidak dapat ditentukan oleh cakram Gershgorin tipe kedua,
karena tidak dapat dibentuk jari-jari bilangan real dengan cara
menjumlahkan entri-entri  bilangan kompleks. Pada skripsi
selanjutnya disarankan membahas lokasi nilai eigen dari matriks
kompleks.
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