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METODE BEDA HINGGA TAK-STANDAR
YANG STABIL ELEMENTER DAN POSITIF
UNTUK MODEL PREDATOR-PREY BEDDINGTON-
DEANGELIS

ABSTRAK

Model predator-prey Beddington-DeAngelis adalah model
interaksi antara spesiggey dan predator, dimana laju memangsa
predator terhadapprey menggunakan tipe Beddington-DeAngelis.
Model tersebut berbentuk sistem persamaan difedebsasa tak-
linier yang solusi umumnya sulit dicari, sehingg&usinya diperoleh
secara numerik. Banyak metode numerik yang digunakatuk
memperoleh solusi dari model di atas, namun, kéatabdan
akurasinya sangat bergantung pada nilai langkahtuwd&n nilai
awalnya. Metode beda hingga tak-standar yang stéditenter dan
positif (Positive and Elementary Sable Nonstandard (PESN))
merupakan salah satu metode numerik yang berdasda p
diskritisasi tak-standar pada turunan terhadap wekn diskritisasi
tak-lokal pada fungsi laju pertumbuhan. Dari amalisntang sifat-
sifat dinamik dan simulasi numerik, metode ini keten ketika
dikaitkan dengan modgbredator-prey di atas, kecuali pada sifat
stabil pusat.

Kata kunci  : Beddington-DeAngelis, diskritisasi, tak-sfan,
positif, stabil elementer, tak-lokal..
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POSITIF AND ELEMENTARY STABLE NONSTANDARD
FINITE DIFFERENCE METHODS
FOR BEDDINGTON-DEANGELIS PREDATOR-PREY
MODEL

ABSTRACT

Predator-prey Beddington-DeAngelis model describas
interaction between prey and predator species, evipedator
feeding rate uses the Beddington-DeAngelis typee Model is a
nonlinear differential equations system where taeegal solution is
generally difficult to be determined, therefores #olution is usually
determined numerically. There are many numericahous to get
the solution from the model above. However, theabiity and
accuracy depend strongly on the time step sizeiaitidl value.
Positive and elementary stable nonstandard (PE&kg-flifference
methods is one of numerical methods that is basedonstandard
discretization of the time derivative and nonlodigicretization of the
growth rate function. From the dynamical analyzes #e numerical
simulations, the method is consistent with the responding
continuous predator-prey, except the stable cgmupeerties.

Keywords : Beddington-DeAngelis, discretization, nonskard,
positive, elementary stable, nonlocal.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Menurut Boyce dan DiPrima (2005), banyak fakta yang
menekankan perilaku alami dalam kehidupan nyataupag@an
hubungan yang menyertakan laju dari suatu kejadigetika
diekspresikan ke dalam istilah matematika, hubundgersebut
dinyatakan sebagai persamaan sedangkan laju diayatsebagai
turunan. Persamaan yang mengandung turunan digelsamaan
diferensial (ifferential equations). Kejadian-kejadian dalam
kehidupan nyata seperti fluida bergerak, penyebgranas dari
benda padat, perubahan populasi, dan lain sebagaqalah
sebagian contoh aplikasi dari persamaan diferensial

Model predator-prey adalah model yang menggambarkan
pertumbuhan populasi daniey danpredator dan dapat ditulis dalam
bentuk sistem persamaan diferensial sebagai berikut

% p(¥) —af (x Y)Y, X(0)20
%{ﬂ(x,y)y—u(y); y(0)20

dimanax dany masing-masing menyatakan banyaknya popuplasi
dan predator, fungsi p(x) dan p(y) masing-masing menyatakan

laju kelahiran prey dan laju kematianpredator, konstantaa
menyatakan efisiensi penyerapan ofebdator dan fungsi f (X, y)

disebut fungsi respon yang menyatakan laju memajpegar edator
terhadagprey.

Sistem persamaan diferensial di atas merupakanb&ai-linier
yang solusi umumnya sulit diperoleh secara eksaingga
solusinya diperoleh secara numerik. Metode numetdngan
menggunakan metode beda hingga standar seperti daneRunge-
Kutta maupun tak-standar sepefliementary Sable Nonstandard
(ESN) sering digunakan untuk memprediksi perilakoaochik dari
model predator-prey. Namun, pada metode Euler dan Runge-Kutta,
kestabilan dan akurasinya sangat bergantung palda selang
waktunya. Sementara itu, pada metode ESN tidakndijsolusinya
bernilai positif untuk semua nilai awal yang pdsi®leh karena itu,

1



masih menimbulkan banyak pertanyaan tentang kensistya
secara dinamik dengan model yang kontinu.

Pada skripsi ini akan dibahas metode beda hindggatéadar
yang stabil elementer dan positRdsitive and Elementary Sable
Nonstandard (PESN)) untuk melakukan simulasi pada model
predator-prey tersebut dengan menggunakan fungsi respon
Beddington-DeAngelis. Metode ini menggunakan mogladl tak-
lokal pada fungsi pertumbuhan dan diskritisasi ddar pada
turunan terhadap waktu. Kestabilan dari metodéidak bergantung
pada nilai selang waktu dan mempunyai solusi gasitiuk semua
nilai awal yang positif.

1.2.Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, pokok pernfzesaldalam
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konstruksi skema numerik mogbebdator-prey
Beddington-DeAngelis dengan menggunakan metode beda
hingga tak-standar yang stabil elementer dan fdsiti

2. Bagaimana konsistensi dinamik dari skema numerikdeho
prodator-prey dengan fungsi respon Beddington-DeAngelis
dengan sistem persamaan diferensialnya?

1.3.Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut

1. Mengkonstruksi skema numerik modelprodator-prey
Beddington-DeAngelis dengan menggunakan metode beda
hingga tak-standar yang stabil elementer dan positi

2. Menganalisis konsistensi dinamik dari skema numerédda
model prodator-prey dengan fungsi respon Beddington-
DeAngelis dengan sistem persamaan diferensialnya.



BAB I
TINJAUAN PUSTAKA
2.1. Sistem Otonomus

Menurut Birkhof dan Rota (1989), sistem persamaésrahsial
orde satu yang berbentuk

%: f(x,., xn); i=1,..n

dengan f, adalah fungsi bernilai real yang tidak bergantaagara
eksplisit terhadapdisebut sistem otonomus.

2.2. Titik Kesetimbangan dan Kestabilan

Menurut Boyce dan DiPrima (2001), misal diberikamats
sistem otonomus

% = f(x, y)
y 2.1)
d—f =g(x )

maka titik (X*, y*) yang memenuhif (x*, y*) =0 dan g(x*, y*) =0
disebuttitik kritis sistem (2.1). Titik kritis (x*,y*) adalah solusi

dx
sistem (2.1) yang bernilai konstan sebabz 0 danazo. Oleh

karena itu, titik kritis tersebut disebut jutjak kesetimbangan.
Jenis kestabilan titik kesetimbanga(x*,y*) dapat dibagi

menjadi tiga kriteria, yaitu:

1. Stabil apabila Og>0, [J>0sedemikian sehingga jika
|(x(@), y(0)) = (x*, y9)| < & maka(x(t), y(t) - (x*, y)| < &, untuk
t>0.

2. Tak-stabil apabila tidak memenuhi kriteria pertama.

3. Stabil asimtotik jika stabil dan.d, 0<dJ, <9, sedemikian
sehingga sebuah solusi= x(t)dan y =y(t) yang memenubhi

[(x(t), y(£)) = (x*, y*)| < & akan bersifafim(x(t),y(t)) = (X, y*).



Untuk lebih jelasnya, kriteria kestabilan tersedapat dilihat

pada Gambar 2.1 dengé@(0), (0)) = (x(0), y(0)).

@1(0). w(O) g

X X

@) (b)

®(0). w(0))

Gambar 2.1Jenis kestabilan titik kesetimbangan, (a) stabil,

(b) stabil asimtotik

2.2.1. Kestabilan Sistem Otonomus Linier
Teorema 2.1 (Boice dan DiPrima, 2005)

Diketahui sistem otonomus linier dua dimensi seblggkut

a b
Dari sistem (2.2) diperoleh matriks koeﬁsienA:[C }

dx

— =ax+hy

o 2.2)
B2 cx+dy.

dt '

d

Dimisalkan A, dan A, adalah nilai eigen dari matriké dan
det(®)=ad —bc # 0. Titik kritis (0,0) adalah:

1.

Stabil asimtotik jika4, dan A, bernilai negatif atau bagian real
dari A, dan A, juga bernilai negatif.

Stabil (tetapi bukan stabil asimtotik) jika bagi@al darid, dan
A, keduanya adalah nol atali=i4 danA, =—ig.

Tidak stabil jikaA; ataud, atau keduanya bernilai positif, atau
bagian real darii; dan A, bernilai positif.



Bukti:

Sistem (2.2) dapat ditulis dalam bentuk

X'= AX. (2.3)
Diasumsikan matrikeA mempunyai nilai eigem, dan J,, solusi
umum persamaan (2.3) adalah

% = cv,e™ +c,v,e,

di manal; danl, menyatakan nilai eigew; danv, masing-masing
menyatakan vektor eigen yang bersesuaian dengareigen,c, dan
C, adalah sebarang konstanta. Oleh karena itu, @éusisumum
tersebut diperoleh:

1. Jika A, dan A, bernilai negatif, make%im x=0. Dengan kata
lain, semakin besar nildi solusi akan menuju ke titik kritis
(0,0). Menurut kriteria kestabilan, titik kritis ,@ bersifat stabil
asimtotik. JikaA, =a +if dand, =a -if, dengana <0, maka
solusi dapat ditulis menjadi

% = Clvle(miﬂ)t + szze(a—iﬁ)t
= V,e™ (cos +isin B&) + c,V,e™ (cos —isin A).
Karena terdapat suke™ dengana <0, maka semakin besar
nilai t, solusi akan berosilasi menuju ke titik kritisQ),
2. Jika A, =i dan/, =-if, maka solusi dapat ditulis menjadi
X =cV,(cos +isinA&) +c,V,(cosB —isinfx).
Karena cosft dan sin& merupakan fungsi periodik, maka
solusi akan terus berosilasi di sekitar titik lsitisehingga

menurut kriteria kestabilan, titik kritis (0,0) Is#at stabil atau
sering disebut stabil pusat.

3. Jika A, atauA, atau keduanya bernilai positif, ma!dm X=00,

Dengan kata lain, semakin besar nilasolusi akan menjauhi
titik kritis (0,0). Menurut kriteria kestabian, ikit kritis (0,0)

bersifat tidak stabil. Jikad, =a +ifdand, =a —ifB, dengan
a>0, maka semakin besar nildj solusi akan berosilasi
menjauhi titik kritis (0,0).



Untuk mencari nilai eigen dari matriksdigunakan persamaan
AV =V A
(A=I1A)V =0. (2.4)
Persamaan (2.4) akan mempunyai solusi tak-trikal flan hanya
jika |[A-11/=0 denganA menyatakan nilai eigen dari matriks

sehingga diperoleh

a-A b‘

atau
A —(a+d)A+ad -bc=0. (2.5)
Solusi persamaan (2.5) adalah

trace(d) + 4 (trace@))? - 4det(A)

Al = 5 (26)
dan
)= trace@®) —\f(tra(;e(éx))2 —4det(A) | 2.7)

di manatrace@®) = a+d dandet(A) =ad —bc dengandet(A) # O.

Dari persamaan (2.6) dan (2.7) kemungkinan niladan A,
dapat dibagi menjadi beberapa kriteria yang betgenpada nilai
trace@) dan detd), yaitu:

1. Jika tracef) < 0, detp) > 0, (traced))’ — 4det@) > 0 maka

A, <0danA, <0.

2. Jika tracef) < 0, detp) > 0, (tracef))’ — 4detd) < 0 maka

A =a+ifdand, =a-if, dengana <0.

Jika tracef) < 0, detp) < 0 makad, >0 dan A, <O.

4. Jika tracef) > 0, detp) > 0, (tracef))’ — 4det@) > 0, maka
A, >0 dan A, >0.

5. Jika tracef) > 0, detf) > 0, (tracef))’ — 4det@) < 0, maka
A =a+ifdand, =a -if,dengana >0.

6. Jika tracef) > 0, detp) <0, makad, >0 danA, <O0.

7. Jika tracef) = 0, detp) > 0, makad, =ifdand, =-if.

8. Jika tracef) = 0, detp) < 0, makal, >0 dan 4, <0.

o



Berdasarkan Teorema 2.1 dan kriteria-kriteria tarsedapat
disimpulkan bahwa titik kritis (0,0) akan bersigabil asimtotik jika
dan hanya jika tracaj < 0 dan de#) > O, dan bersifat stabil pusat
jika tracef) = 0 dan deg) > 0.

2.2.2. Kestabilan Sistem Otonomus Tak-Linier

Ketika fungsif dang pada sistem (2.1) merupakan fungsi tak-
linier, sistem (2.1) disebut sistem otonomus taleli. Untuk melihat
kestabilan titik kesetimbangan dari sistem takeliniersebut dapat
dilakukan dengan pendekatan fungsi di sekitar kitigetimbangan.

Teorema 2.2 (Robinson, 2004)

Titik kesetimbangan dari sistem otonomus tak-limigalah:

1. Stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistermgadilinierkan
adalah stabil asimtotik.

2. Tidak stabil jika titik kesetimbangan sistem yangjngerkan
adalah tak-stabil.

Teorema 2.2 menjelaskan bahwa kestabilan titik tkebangan
dari sistem tak-linier dapat didekati dengan haewplinier di sekitar
titik tersebut. Oleh karena itu, kestabilan yandggiat hanya bersifat
lokal atau di daerah sekitar titik kesetimbangan.

Menurut Boyce dan DiPrima (2001), jika diasumsikatan g
mempunyai turunan parsial yang kontinu di tigi, y*), maka fungsi
f dang di sekitar titik (x,y*) dapat didekati dengan Deret Taylor

sebagai berikut
fxy)=f0x5y9) +

+17,(xY)

ILOCYD (-9 + I1CYD (o
0Xx oy

9(x,y) = g0¢, y) + S9CEYD (-  TCCTD (g
X ay

+17,(%,Y),
di mana 7,(x,y) dan 7,(X,y) merupakan suku sisa. Karena
dx d(x—x*
f(x*,y)=0 dan g(x*,y*) =0 serta —ZT dan



QX:M, maka sistem (2.1) dapat ditulis dalam bentuk

dt dt
matriks
of (X, ¥) of (X, ¥)
g[x—x*} o (X=X + Py (=¥ +[/71(x,y)}
dtly=y*] |ag(x,y) o9(x", ¥) 7,(%Y)
A ™ y (y=y9)
atau

of (x*, y*) of (X*, y)
£|:X_ X*i| L (4 ay |:(X_ X*) i| |:/71(X y)j| (28)

dily-y*] |9g0¢ ¥y a9, v |L(y-y)] /(%)
[6)4 oy
OF (X, y*)  of (X, ¥)
Matriks J* = o o disebut matriks Jacobi atau
og(x*, y*) 0g(x*, y*)
ox ay

partial derivative matrix (derivative matrix) pada titik &*,y*).
Jika dimisalkan u=x-x*, v=y-y* dan w=(u,v)', maka
persamaan (2.8) juga dapat ditulis dalam bentuk tovek

?j—\isz*\Tv+/7. Ketika (x,y) — (X*, y*) nilai w menjadi sangat

kecil dan nilai 7| < |w. Dengan demikian/ji dapat diabaikan,

sehingga sistem tak-linier dapat didekati oleh esist baru
%:V =J*w. Sistem baru tersebut dinamakan sistem hampiran.



Menurut Boyce dan DiPrima (2001), jika dan A, pada sistem
linier bersesuaian dengan sistem hampiran, makadem kestabilan
titik kesetimbangan dari kedua sistem dapat dilifzata Tabel 2.1.

Tabel 2.1.Sifat kestabilan dari sistem linier dan sistem paam.

Nilai Sistem Linier Sistem Hampiran
Kestabilan Jenis Kestabilan Jenis
A, A,>0 Tidak stabil Simpul tidak stabi Simpul
stabil . stabll .
i A asimtotik Sl asimtotik 7
A< 0 <Ay tidak stabil Pelana tidak stab Pelana
simpul sejati simoul
A= A,>0 | tidak stabil | /simpul tak- | tidak stabil P
g Ispiral
sejati
. simpul sejati . .
_ stabll \ stabll simpul
AR A asimiotik.| L SMPU taks | itotik Ispiral
sejati
AnA=pEiq
p>0 tidak stabil Spiral tidak stabi Spiral
stabil ! stabil .
<
P asimtotik WA asimtotik Sl
- . tidak dapat pusat
p=0 T g ditentukan [spiral

Keterangan di atas menjelaskan bahwa pada dasammysd
(x,y) yang cukup dekat dengaiix*, y*) bentuk tak-liniernya
mendekati bentuk linier, sehingga tidak berpengaradia jenis dan
kestabilan dari titik kesetimbangan yang dijelaskzada sistem
linier, kecuali pada dua kasus sensitif, yaitu pada eigen yang
sama dan nilai eigen yang murni imajiner. Pada ldasus tersebut
perubahan koefisien yang sangat kecil dapat meribais dan
kestabilan dari titik kesetimbangan (bifurkasi). | Hai menjadi
alasan bahwa pada sistem hampiran, peristiwa biurlsangat
mudah terjadi, terutama pada dua kasus tersebut.



2.3. ModelPredator-Prey

Menurut Murray (2002), salah satu contoh dari sistegonomus
tak-linier adalah model pertumbuhan populasi antiasiea spesies, di
mana jika jumlah populasi suatu spesies menururkanjamlah
populasi spesies yang lain meningkat. Model perturah populasi
yang demikian disebut modgtedator-prey. Voltera (1926) pertama
kali mengenalkan model sederhana dari spesies yamangsa
spesies lainnya untuk menjelaskan osilasi dari tikengkapan jenis
tertentu di Adriatic.

Jika x(t) adalah populasi dagrey dany(t) adalah populasi dari
predator pada saat ke maka model Voltera adalah sebagai berikut

ax _
E = X(a - By)
dy _ oo
ot y()x-0),

di manaa, B, y dano konstanta positif.

Asumsi pada model ini adalah sebagai berikut:

1. Populasiprey dengan tidak adpredator akan meningkat tidak
terbatas, ditunjukkan dalam bentak.

2. Akibat dari pemangsaan olgitedator adalah mengurangi laju
pertumbuhan per kapitprey dan sebanding dengan populasi
prey danpredator, ditunjukkan dalam bentuk Sxy.

3. Jika tidak ada satu pymey sebagai mangsa, maka laju kematian
predator akan mengakibatkan populasi predator rnensecara
eksponensial, ditunjukkan dalam bentuky.

4. Laju pertumbuhanpredator akan meningkat seiring dengan
kontribusi dariprey yang ada dan jumlapredator yang ada,
ditunjukkan dalam bentulxy.

2.3.1. Fungsi Respon

Menurut Skalski dan Gilliam (2001), memahami hukamg
antarapredator danprey merupakan suatu keberhasilan pokok dalam
mempelajari ilmu ekologi, dan salah satu komponentipg dari
hubungan tersebut adalah |gredator dalam memangsarey. Laju
memangsa per kapitaredator terhadapprey, atau sering disebut
fungsi respon, memberikan pondasi tentang t@edator-prey.
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Seiring dengan pengembangan penelitian terhadapelmod
predator-prey, didapat bentuk umum sebagai berikut

%= p(x) - af (x,y)y
& (2.9)
N f(xy)y—u(y),

di mana f(x,y) menyatakan fungsi respon dan parameder

menyatakan efisiensi penyerapan olpredator. Fungsi respon
menjelaskan perpindahan biomassa yang terjadi piaagkat
memangsa. Secara lengkap, fungsi respon mengesdldiikgkah
laku dari kepadatan populasiedator danprey.

Ada banyak macam fungsi respon yang dikembangkaimge
dengan penelitian pada modetedator-prey. Hal tersebut dapat
dapat dilihat pada Tabel 2.2.

Tabel 2.2.Tipe dan bentuk fungsi respon.

Tipe Bentuk Fungsi Respdx.y)
Holling tipe | CX
Y cX
Holling tipe Il
A r +ex
2
Holling tipe I 4 E
r +ex
cX
Beddington-DeAngelis =
r+ex+y
cX
Ratio-dependent
ex+y
Nicholson-Bailey axexpby)

2.3.2. Fungsi Respon Beddington-DeAngelis

Menurut Skalski dan Gilliam (2001), model fungsispen
Beddington-DeAngelis diberikan dalam bentuk

CX
o=,

11



di manac, d dane konstanta positif yang berturut-turut menjelaskan
pengaruh dari laju penangkapan, banyaknya waktuguzesai dan
banyaknya waktu memakgorey. Asumsi yang mendasari fungsi
respon ini adalah:

1. Terjadi kejenuhan akibat dari jumlah popula®y yang padat.

2. Ketika kepadatan populaspredator tinggi, tiap individu
predator harus bersaing untuk mendapatkan makanannya
sehingga memerlukan banyak waktu untuk berkompetisi
mendapatkamprey. Dengan kata lain, laju berburu daredator
berkurang.

2.4.Sistem Persamaan Beda

Menurut  Elaydi (2005), persamaan beda biasanya
menggambarkan tentang fenomena-fenomena tertengubgkaitan
dengan waktu yang berjalan. Sebagai contohnya, p&pulasi
tertentu berkembang secara diskrit, maka jumlahulasp kep+1
adalah fungsi dari populasi ke-Jika terdapat interaksi antara dua
spesies, maka populasi keduanya pada waktotkeedapat ditulis
dalam bentuk sistem persamaan beda sebagai berikut

x(n+1) = f(x(n), y(n))

(2.10)
y(n+1) = g(x(n), y(n)).

2.4.1. Titik kesetimbangan dan Kestabilan
Definisi 2.1 (Elaydi, 2005)

Titik (x*,y*) pada domainf dan g dikatakan sebagai titik
kesetimbangan dari sistem (2.10) jika titik tersemerupakan titik
tetap, yaitu f (x*, y*) =x* dang(x*, y*) =y*.

Titik (x*,y*) adalah solusi konstan dari sistem (2.10), kargie
(x(0), y(0)) = (x*, y*) adalah titik awal, maka

xX@) = f(x*, y*) = x*
y@ =9g(x*, y*) = y*,
X(2) = f(x@),y@®) = f(xt, y*) =x*
y(2) =g(x@,y@) = g(x*, y*) = y*,

12



Definisi 2.2 (Elaydi, 2005)

1. Titik kesetimbanganxt,y*) dari sistem (2.10) adalah stabil jika
Oe>0, £o>0 L |(x(0),y(0)) = (x*, y¥)| < 5, maka
[(x(n), y(n)) = (x*, y¥)||< &, untuk semua > 0. Jika &* y*) tidak
memenuhi kriteria di atas maket (y*) dikatakan tidak stabil.

2. Titik (x*,y*) dikatakanattracting jika C7 >0L
(@), y(©)) = (x*, y*)| <7 berlaku lim (x(n), y(n) = (x*, y*) .
Jika 7 =, maka &*,y*) dikatakanglobal attracting.

3. Titik (x*,y*) dikatakan stabil asimtotik jikaxt,y*) stabil dan
attracting.

Untuk lebih jelasnya, kriteria kestabilan tersebapat dilihat
pada Gambar 2.2 berikut.

x(n) x(n)
r

A e — X FARN
PN\ 7 . — ——
\7 T
x'-e v X -z \ / \
_0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

) (@) (b)
A o )

%(0)

]l = = s = » s s » 3z
12 a3 456 78 ¢ 10 n %O

(c) (d)

Gambar 2.2 Jenis kestabilan titik kesetimbangan persamaan,Beda
(a) stabil, (b) tidak stabil, (c) stabil daattracting
(stabil asimtotik), (d) global attracting.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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2.5. Solusi Sistem Persamaan Beda Orde Satu
Menurut Elaydi (2005), bentuk umum dari sistem aet@an
beda orde satu dengarmvariabel bebas adalah sebagai berikut
x(n+1) =a,%,(n) +a,%(n) +...+ 8, X (n)
X (N+1) =a,%(N) +a,,%(n) +...+ a,X(n)

% (N+1) = a,x(n) +a,%(N) +...+ 8, X (n)
atau dapat ditulis dalam bentuk
X(n+1) = AX(n), (2.11)

di manax(n) = (x,(n), X,(n),....x ()", A=(a); adalah matriksk x k
bernilai real, daf menyatakarranspose dari vektor.
Misal diberikan nilai awalx(0), maka dari persamaan (2.11)
didapat
x(1) = Ax(0)
X(2) = Ax(1) = A(Ax(0)) = A*x(0)

X(3) = Ax(2) = A(A?x(0)) = A%x(0)

x(n) = Ax(n—1) = A(A"*x(0)) = A"x(0),
sehingga solusi umum untuk persamaan (2.11) adalah
x(n) = A"x(0).
Jika matriks A dapat didiagonalkan maka solusi umum dari
persamaan (2.11) juga dapat diberikan oleh

X(N) = G A Vs +CoAy "V, -+ G AV
di manav; adalah vektor eigen yang bersesuaian dengarergkan/;
danc; adalah sebarang konstanta.

Teorema 2.5 (Elaydi, 2005)
Misal A adalah matriks berukurakix k , maka lim A" =0 jika dan

n- oo

hanya jikal| <1 untuk semua nilai eigehdari matriksA.
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Lemma 2.1 (Dimitrov dan Kojouharov , 2007)

Akar dari persamaan kuadrad®+ad+ =0 akan memenuhi
|/11,2| <1 jika dan hanya jika memenuhi ketiga kondisi beriku

i. l+a+[3>0,

i. 1-a+pB>0,

ii. B<1.

2.6. Sistem Persamaan Beda Orde Satu Tak-Linier

Menurut Elaydi (2005), pada persamaan (2.10), fikagsi f
adalah fungsi tak-linier, maka persamaan tersebiktakan
persamaan beda orde satu tak-linier. Sama halnga gé&tem
otonomus tak-linier, untuk mencari kestabilan datitik
kesetimbangan sistem persamaan beda tak-liniert ddidakati
dengan hampiran linier di sekitar titik tersebutoges linierisasi
untuk mendapatkan sistem hampiran juga dapat meaggn Deret
Taylor.

Misal diketahui sistem persamaan beda tak-linibagai berikut

x(n+1) = f(x(n), y(n)) (2.12)
y(n+1) = g(x(n), y(n)).
Jika titik (x*,y*) adalah titik kesetimbangan sistem (2.12), dan
diasumsikan bahwd dan g mempunyai turunan parsial di titik
(x*,y*), makaf dang dapat didekati dengan Deret Taylor sebagai
berikut

£, y) = £0¢, y) + 2D () - ) +af°§y’w(y(n) -y

1 (X(), y()
g, y() = 9(¢', ¥) + 22 () -0 +"’g(§y’y’°(y(n) -y
+11,(X(), Y().

Fungsi 7,(x(n),y(n)) dan 7,(x(n),y(n)) merupakan suku sisa.
Untuk hampiran orde satu di atas, jiken), y(n)) - (x*, y*) , maka

suku sisa tersebut memenuhi lim M:o dan

oy -y
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K\ 12(X(n), y(n)) _
(X(n),y(n) - (x*,y*) ||V\4|

Oleh karena ituy, (x(n), y(n)) danz,(x(n), y(n)) dapat diabaikan.
Karena k*,y*) adalah titik kesetimbangan, maKkgx*, y*) = x*
dan g(x*, y*) = y*, sehinggaistem (2.12) dapat didekati dengan

or (e y*)(() x*)+"f(x*yw((n)—y*)
.. g( ,y*)
o0Xx

=0, di manaw=(x(n) - x*, y(n)-y*)".

x(n+1) = x* +

(x(n) =x) +———(y(n) - y)

yn+D =y 2006 ¥)
oy

atau

x(n+) -3¢ = LY 1) ey 1 FOEYD (g 1y
i‘ ‘;y (2.13)
y(n+n—y*=w<x(n)—x*> +a"((,y’”(y(n)—y*>.

Jika dimisalkanu(n) = x(n) — x* danv(n) = y(n) — y*, maka
sistem (2.13) menjadi

u(n+1) = —af ();k’ y)
X

u(n) +

M0 Y)
oy

v(n+1) = u(n) +

090 ) o
[6)4

99(x*, )
ay

atau dalam bentuk matriks

of (x*, y9)  9f (x*, )

u(n+1)| _ ox ay u(n)
v(in+1) | | 99(X y*)  9g(x*, ¥*) || v(n) [
(6)4 ay

2.7.Metode Numerik untuk Persamaan Diferensial

Menurut Elaydi (2005), persamaan diferensial suskatgat luas
digunakan untuk pemodelan matematika yang mengg&arauatu
obyek yang dibangun secara kontinu, di mana watdu @ariabel
bebasnya merupakan himpunan bagian dari bilangdnSementara
itu, pada persamaan beda obyek dibangun secarat,ddikmana
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waktu atau variabel bebasnya merupakan himpunamarbaggari
bilangan bulat. Dalam beberapa kasus, solusi darsamaan
diferensial secara eksak sulit didapat, sehinggpaitdhkan skema
numerik yang merupakan persamaan beda untuk meirgenk
solusi dari persamaan diferensial.

2.7.1. Pendekatan Turunan Pertama

Menurut Elaydi (2005), ada banyak metode untuk rapatkan
skema numerik dari persamaan diferensial. Metodeg yamum
digunakan adalah menggunakan Deret Taylor.

Diberikan fungsix(t) yang kontinu dan dapat diturunkan pada
selang[a,b] . Dengan menggunakan ekspansi Deret Taylor untuk

fungsix di titik t + h didapat

n 2
X(t + h) = x(t) + X ({)h+ > (2t|)h ... (2.14)
Di manah merupakan bilangan real. .
Dari persamaan (2.14) diperoleh
X(t) :w +O(h). (2.15)

Persamaan (2.15) biasa disebut beda maju turumtamae di mana
O(h) adalah orde kesalahan. JiRéh) sangat kecil, mak&®(h) dapat
diabaikan, sehingga diperoleh

x(y =200,
Persamaan (2.16) disebut juga Metode Euler untuk&n pertama.

(2.16)

2.7.2. Metode Beda Hingga Standar

Menurut Elaydi (2005), salah satu metode beda lirgggndar
yang sering digunakan untuk melakukan simulasi garsamaan
diferensial adalah Metode Euler. Misal diberikanrspenaan
diferensial sebagai berikut

%: f(x(), x(ty) =%, ty,st<b

dengan menggunakan persamaan (2.16) untuk tunuteradap,
maka diperoleh
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X(t+h) - x(t) _

" = f(x(t))
atau
X(t +h) = x(t) + hf (x(t)). (2.17)
Jikat =t, + nh, maka persamaan (2.17) menjadi
X(t, + (n+1)h) = x(t, + nh) + hf (x(t, + nh)) (2.18)

dan untukx(t, + nh) = x(n), persamaan (2.18) menjadi
x(n+1) = x(n) + hf (x(n)) .

2.7.3. Metode Beda Hingga Tak-Standar
Definisi 2.3 (Mickens, 2000)

Skema beda hingga dikatakan beda hingga tak-stgikaapaling
sedikit satu dari kondisi berikut terpenuhi.
1. Mengganti turunan terhadap waktu dengan bentukidisk

dx _ x(t+h) = x(t)

dt ()
dy _ y(t+h)-x()
SNG)

di mana ¢(h) adalah fungsi bernilai real dan memenuhi sifat
#(h) = h+0O(h?), untukh — 0.

Contoh:
Dimisalkan ¢(h) =1-exp(h), maka dengan menggunakan

deret Maclaurin diperoleh

#(h) =1-exp@) +expOh - 00 p2 + X o .

atau

1, 1.,
hy=h-=h?+=h3+...,
¢(h) SN e

¢(h) =h+0(h?).
Contoh fungsi lain yang memenuli(h) = h + O(h?) adalanh,
sin (), exph) =1, In(h+1) dan lain sebagainya.
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2. Bentuk tak-linier dari fungsi pertumbuhan pada aer@an
diferensial diubah dalam bentuk diskrit atas grak-lokal.
Dalam hal ini, jika terdapat bentuk tak-linief akan diubah
dalam bentuk(t)x(t + h), sedangkan untuky akan diubah

dalam bentukx(t) y(t) ataux(t +h)y(t) ataux(t)y(t + h).

2.7.4. Metode Beda Hingga Tak-Standar yang Stabil [Ementer
dan Positif (Positive and Elementary Stable Nonstatard
(PESN))

Menurut Dimitrov dan Kojouharov (2007), simulasi nmerik
yang didasari metode beda hingga, seperti Metoder,ERunge-
Kuta dan sebagainya, telah sering digunakan untakprediksi
perilaku dari model interaksi populasi. Namun, &bgan dan
akurasinya sangat bergantung pada nilai langkahtwwg&. Oleh
karena itu, banyak dilakukan pengembangan untuldepat metode
beda hingga yang lebih efisien.

Definisi 2.4 (Dimitrov dan Kojouharov, 2007)

Skema beda hingga disebut stabil elementer, jikakwsetiap nilah,
maka hanya terdapat titik-titik tetagy = (x*,y*) yang merupakan
titik kesetimbangan dari sistem persamaan difeabnsSifat
kestabilan dari setiap titik* pada sistem persamaan diferensial dan
metode beda hingga adalah sama.

Definisi 2.5 (Dimitrov dan Kojouharov, 2007)

Metode beda hingga disebut positif tanpa syarka, jintuk setiap
nilai h > 0, danz(0) =(x(0), y(0)) denganx(0)>0 dany(0)>0, maka
solusinya tetap positif, yaita(k) = (x(k), y(k)) denganx(k)>0 dan
y(K)>0, untukk = 1,2,3,....

Metode beda hingga tak-standar disebut stabil eleme

dan positif jika memenuhi definisi stabil elementan positif
tanpa syarat.
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2.8. Konsisten secara Dinamik

Menurut Dimitrov dan Kojouharov (2007), pencariaitikt
kesetimbangan sangat penting ketika belajar mengsiséem
dinamik yang kontinu maupun diskrit. Pada berbagdikasi ilmu
biologi, fisika, ekonomi dan lain sebagainya, sensaéusi yang
diberikan oleh sistem diinginkan cenderung mendekati menjauhi
titik kesetimbangan. Hal lain yang perlu dipelajdalam sistem
dinamik adalah perilaku solusi di sekitar titik &@mbangan atau
kestabilan dari titik kesetimbangan.

Jika suatu skema numerik memiliki titik kesetimbamglan
sifat kestabilan yang sama dengan sistem kontiakanskema
numerik tersebut dikatakan konsisten secara dinamik
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BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada skripsi ini akan dibahas tentang mogeddator-prey
dengan bentuk sistem persamaan diferensial sebagiit

dx cX

—=x-a———y, x(0)=0

dt +ex+

. C): &y 3.1)
& y-by, y(©0)20

dt r+ex+y
di mana laju kelahiraprey dan laju kematiampredator merupakan
fungsi linier serta laju memangsgredator terhadap prey
menggunakan tipe Beddington-DeAngelis dengan pamaragb, c,
d dane bernilai positif. Pada bab-bab sebelumnya telgdladikan
mengenai latar belakang serta dasar-dasar teog yaendukung
pembahasan pada bab ini. Adapun hal-hal yang akahat adalah
bagaimana perilaku dinamik dari sistem yang kontinu
mengkontruksi skema numeriknya dengan menggunakeiode
beda hingga tak-standar yang stabil elementer daitifp(Positive
and Elementary Sable Nonstandard (PESN)), serta menganalisis
kekonsistenan secara dinamik dari skema numerilg y@idapat
dengan sistem yang kontinu. Untuk sifat positifpersyarat dari
solusi numerik akan dilihat pada simulasi numeriin dakan
dibandingkan dengan metode Euler.

3.1. Analisis Dinamik Sistem Kontinu
3.1.1. Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan dari sistem (3.1) adalah titik- yang

memenuhix—arLy=O dan »—B(+—y—by=0, sehingga

+ex+y r +ex
didapatkan
x=0 ataul—& =0
r+ex+y
dan

y=0 atau—2> —p=0.
r+ex+y
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Garisx=0, y=0, 1——33/«:0, dan—cx——b=0 disebut
r+ex+y r+ex+y

nullcline atau garis yang menyebabk%)fr =0 atau % =0. Titik

kesetimbangan diperoleh dari perpotongan garisO dan y=0
cX acy  _g

atau x=0 dan——-b=0 atauy=0 dan1l- =
r+ex+y r+ex+y

atau 1—&=0 dan L—b=0, sehingga diperoleh
r+ex+y r+ex+y

empat titik perpotongan, vyaitu (0,0), (0,- (—L,OJ, dan
e

abr r
ac—abe-1"ac—abe-1)
Berdasarkan definisi titik kesetimbangan, titik -(p, dan

(—L,OJ bukan merupakan titik kesetimbangan dari sisteri).(3
e

Oleh karena itu, hanya tedapat dua titik kesetighardari sistem

. abr r
3.1), yaituE, = (00) danE, = ' .
(3.1). yaituE, = (00) 2 (ac—abe—l ac—abe—lj

3.1.2. Kestabilan

Fungsi laju pertumbuhan pada sistem (3.1) merupélertuk
tak-linier. Oleh karena itu, untuk memeriksa ketsab dari titik
kesetimbanganE, dan E, digunakan sistem hampiran di sekitar

titik-titik tersebut. Pada Bab Il telah dijelaskdrahwa sistem
hampiran diperoleh dari pedekatan fungsi laju pebwhan dengan

aw
menggunakan deret Taylor dan diberikan dalam be%ttulc J*w,

di mana J* adalah matriks Jacobi di titik kesetimbangan dan
W= (x-x*y-y*) " dengan(x,y) cukup dekat dengan*(y*).
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Dari sistem (3.1) diperoleh matriks Jacobi padaik tit
kesetimbangal&=(x*,y*), yaitu
_acy*(r +y¥) —acx* (r +ex*)

(r+ex*+y)?  (r+ex*+y")?

cy* (r +y*) cX* (r +ext) —b,
(r+ex*+y)?  (r+ex*+y9)?
sehingga matriks Jacobi di titik kesetimbangdf adalah

J(B) =

1 0
J(E) = . Untuk menentukan jenis kestabilan titik
0 -b

kesetimbangark; dicari nilai eigen dad( E,), yaitu
|9(E)-14|=0

ls 3 %)

’1—/1 0

=0

0 -b-A

@-A)(-b-A)=0. (3.2)

Dari persamaan (3.2) diperoleh nilad, =1 dan A,=-Db.
Berdasarkan Teorema 2.1, maka titik kesetimbartgaadalah tidak

stabil.
Untuk titik kesetimbangar, diperoleh matriks Jacobi

J(E)Z J(Ez)ll J(Ez)lz
o \ | YTTIRIC)) )

o aoivai), " as-anecs)
ac—abe-1 ac—abe-1
abr r 2’
r+ +
ac—abe-1 ac—abe-1

dengan

J(Ey) =1-
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abr
—ac( abe J[r ac-— abe 1))
ac- —
J(E) = ,
> abr
ac—abe—l ac abe 1
{sozamea)
ac—abe-1 ac-— abe 1

abr
r+
[ ac—abe—l} ac-— abe 1J

abr abr
g ———|r+g —
(ac—abe—l}( ac—abe—lD .

abr ) [ r j i
r+ +
[ ac-abe-1) (ac—abe-1

Matriks J(E;) di atas dapat disederhanakan menjadi

J(Ey)z =

J(Ey)zn =

be  b-abc
G % c—cbe —Cb
ac ac

Untuk menentukan jenis kestabilan titik kesetimtzande,
terlebih dahulu, dicari nilai eigen dari matrik§E,), yaitu dengan
menyelesaikan persamaan karakteristik

R
=-S5

Titik kesetimbangarE, akan bersifat stabil asimtotik jika

atau

tracgJ (E,)) = (tf :Cj<o (3.3)
dan

det(d(E,)) = (bcej( %j—(b_cabcj(c;:e}o. (3.4)

24



Dari pertaksamaan (3.3) diperoleg@e;l) <0. Karena semua
ac

nilai parameter bernilai positif, makab—>0, sehingga persamaan
ac

(3.3) akan terpenuhi jika
ae-1<0. (3.5)
Pertaksamaan (3.4) dapat ditulis sebagai
bc(ac - a;be—l) 0.
ac
Karenab.c2 bernilai posotif, maka pertaksaman (3.4) akareteupi
ac
jika
ac—abe-1>0. (3.6)

3.2. Diskritisasi Model

Untuk memperoleh solusi eksak dari sistem (3.19aseumum
sulit didapatkan dengan cara pengintegralan. Otebna itu, untuk
melihat perilaku solusi dari sistem (3.1) dibutulmkaetode numerik
tanpa harus mencari solusi eksaknya. Ada banyalodaeyang
digunakan untuk melakukan simulasi dari sistem)(3dlah satunya
adalah metode beda hingga tak-standar yang sti@oileater dan
positif (Positive and Elementary Sable Nonstandard (PESN)).
Metode ini menggunakan model grid tak-lokal padag#i laju
pertumbuhan dan diskritisasi tak-standar pada &mruterhadap
waktu.

Teorema 3.1 (Dimitrov dan Kojouharov, 2007)
Dimisalkan ¢ adalah fungsi bernilai real yang memenuhi sifat:
i.  @h)=h+0(h?),

ii. 0<g¢(h)<1 untuk semu# > 0.

Jika terdapat sebuah konsta@@a> 0, maka skema numerik berikut
ini menyatakan metode PESN untuk sistem (3.1).
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Xerr ~ % =x -a CX+1
¢(h) r+ex + Y

yk+1_yk - ka
g(h)  r+ex +y,

di manag(h) = @ untuk suatwg > Q.

Y
3.7)

Yic ~ 01

Dimisalkan ¢(h) =1-exph) . Berdasarkan Definisi 2.3, fungsi

tersebut memenuhi kondisi (i) dan untuk semua ila O, nilai
¢(h) selalu berada pada selang (0,1), sehingf¢g juga memenuhi

sifat (ii). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa esist (3.7)
menyatakan metode PESN.
Pada sistem (3.7), turunan terhadap waktu padensi¢8.1)

Xk+1_xk dan yk+1_yk
¢(h) ¢(h)

sifat pada Definisi 2.3. Fungsi laju pertumbuhaugaistem (3.1)

diganti dengan bentuk diskrit atas grid tak-lokal

CXi+a y, dan CXx
d +ex, +y, d +ex + Yy
itu, sistem (3.7) memenuhi definisi beda hinggasiaadar.

Definisi stabil elementer menyatakan bahwa skemaenik
harus memiliki titik kesetimbangan yang sama datiagetitik
kesetimbangan juga memiliki sifat kestabilan yamgna dengan
sistem persamaan diferensialnya.

diganti dengan

, dengang(h) memenubhi

X —a Y —by,,, - Oleh karena

3.2.1. Titik Kesetimbangan

Sistem (3.7) dapat juga ditulis dalam persamaaagseberikut
. = Xelrh)(d+eq +y)
d +ex + Yy, +achy,
Vi = Yi(Chx +d +ex +,)
(@+Dbh;)(d +ex,+y,)
di mana h, =¢(h). Berdasarkan definisi titik kesetimbangan pada
persamaan beda, maka titik kesetimbangan darnsiE3e8) adalah

(3.8)
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dan

titik-titk  yang memenuhi X @+h)(r+ex +y) _ X,
r+ex, +y, +aChlyk
Y (chx, +r+ex +y,)

@ +Dbh)(r +ex,+y,)

=y, , sehingga didapatkan

Xk:O atau (1+h|.)(r+exk+yk) _1 =0
r+ex + Yy, +achy,
dan
_ (ChX +1 +6X +Y,) j_
Yy, =0 atau -1|=0.
“ [(1"' bhy)(r +ex,+Yy)

Dengan cara yang sama pada pencarian titik kesatigam untuk
sistem kontinu diperoleh dua titik kesetimbangarn destem (3.8),

. abr r .
aitu = (00 dan E, = ) ang tidak
Y =00 5 (ac—abe—l ac—abe—lj 3
lain adalah titik kesetimbangan dari sistem (3.1adi, titik

kesetimbangan dari skema numerik konsisten dengék t
kesetimbangan dari sistem persamaan diferensialnya.

3.2.2. Kestabilan

Fungsi laju pertumbuhan pada sistem (3.8) juga padan
bentuk tak-linier. Oleh karena itu, untuk memerikestabilan dari
titik kesetimbanganE, dan E, juga digunakan sistem hampiran di

sekitar titik-titik tersebut. Sistem hampiran untpkrsamaan beda
diberikan dalam bentuk
w(n+1) = J*w(n)

di mana J* adalah matriks Jacobi di titik kesetimbangan dan
w(n) = (x(n) = x*, y(n) - y*) T denganx(n),y(n)) cukup dekat dengan
(<%, y").

Dari sistem (3.8) diperoleh matriks Jacobi padaik tit
kesetimbangak=(x*,y*), yaitu

) {J(E)n J(E)iz}
J(E)pr J(E)2
dengan
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(L+hy)((r +ex* +y*)* +(r +ex* +y*)(ach y*) + aceh x* i

J(B)n =
(r +ex* +y* +ach y)
3(E),, = =2y * @rh)(r +ec)
2 (r +ex* +y* +ach y*) 2
3(E)y, = Sy L+ Bh)(r + 20" +y)
@b (rrec+y)?
3(E),, = LFDR)(E +ex )7 +(r +ect tyehxs —chx* v
e (L bhy)*(r +ex* +y9)®
Matriks Jacobi di titik kesetimbangéefy adalah
1+h 0
JE)=| o 1 | (3.9)
1+bh

Berdasarkan solusi umum sistem persamaan beda lkeomdan
Teorema 2.5 yang menyatakan bahwa solusi sistem laka/ergen

ke nol jika dan hanya jik¢4|<1 untuk semua nilai nilai eiged ,
maka untuk menentukan kestabilan titik kesetimbanga dicari
nilai eigen dari matriks)(E,). Dari persamaan (3.9) diperoleh nilai
. 1 e
A=1+h d =———. K A >1, ka titik
eigen A, h dan A, 1+bh, arena A maka fiti

kesetimbanganE; bersifat tidak stabil. Oleh karena itu, sifat

kestabilan titik kesetibangait; dari skema numerik konsisten

dengan sifat kestabilan titik kesetibandgardari sistem kontinu.
Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangipadalah

1o DEh —bh(ac-1)
_| c@+h)  cd+h)
Y& he-be) . bh
ac(l+bh) ac(l+bh)

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbandan dicari nilai
eigen dari(Ey), yaitu dengan menyelesaikan persamaan karakterist

s )
c+hy) ac(L+bh,) ca+h) Mac(+bh)

atau

A - (A+2A1+A+B+1=0, (3.10)
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di mana
Ao ben _ bhy
c(L+h) ac(l+bh,)

dan

_ bh*(ac-abe-1)

ac(l+h)(1+bh)

Berdasarkan Lemma 2.1, maka harga mutlak dari alkar-
persamaan (3.10) akan bernilai kurang dari satudi#&n hanya jika
memenuhi ketiga kondisi berikut:
i) B>0,
i) 2A+B+4>0,
i) A+B<0.

Kondisi (i) identik dengan
bh*(ac—abe-1) _
ac(l+h,)(1+bh,)

Berdasarkan pertaksamaan (3.6), maka pertaksar@akl) pernilai
benar, sehingga kondisi (i) terpenuhi.

Sementara itu kondisi (ii) diperiksa dengan mengtytnilai A

terlebih dahulu, yaitu

a__beh _bh
c@+h) ac+bh)
_ abeh, +ab’eh” —bh, —bh*
~ ac+ach, +abch, +abch’
_ abeh, +ab?eh,” —bh, —bh* + ac + ach, + alch, +abch” i
ac + ach, + abch, + abch,® '
Akibat dari pertaksamaan (3.6) adakah>1, sehingga diperoleh
abeh, +ab’eh” —bh, —bh’ +ac+ach, +abch +abeh” .
ac+ach, +abch, +abch? '
Oleh karena ituA> -1, sehingga kondisi (ii) terpenuhi.

(3.11)
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Kondisi (iii) dapat ditulis sebagai
bey __ bh bh/*(ac — abe-1) o
c@+h) ac(l+bh) ac(L+h)(+bh)
abeh, (1+bh,) —bh, (1+ h,) + bh,*(ac —abe-1) <0
h(ac-2)+ae-1<0. (3.11)
Jika diasumsikan bahwa titik kesetimbandanbersifat stabil

asimtotik, maka ae-1<0, sehingga pertaksamaan (3.11) akan
bernilai benar jikaac-2<0. Jika ac-2>0, maka pertaksamaan

(3.11) akan bernilai benar jika nilaj < |ae Jl :
jac-2
Jika diasumsikan bahwa titik kesetimbangan tidak stabil,
maka ac-abe-1<0 atau ae-1>0. Jika ac—-abe-1<0, maka
kondisi (i) tidak terpenuhi. Di lain pihak, jikae-1>0, maka
kondisi (iii) tidak terpenuhi jikaac—2>0, dan juga tidak akan

ae-
terpenuhi jikaac-2<0 dan hl<| Jl . Dengan kata lain, jika

lac-2|

ae—
titik kesetimbangark, tidak stabil, maka untulhl<| Jl titik

lac-2|
kesetimbangak, akan tetap tidak stabil.
Berdasarkan Teorema 3.1 diperoleh

a>Q
0 < _ﬂ_hgl = |"]1 < i .

q Q

: 1 ae-]|

Oleh karena itu, terdapat nula(s yang sama denga e 2| atau

Q= % , sehingga sistem (3.8) dapat terpenuhi.

Pada Bab Il telah dijelaskan bahwa jika nilai trdeei matriks
koefisien sama dengan nol dan determinannya ledihndl, maka
titik kesetimbangan besifat stabil pusat. Untuk eloghng dibahas,
syarat stabil pusat untuk titik kesetimbangaradalahae-1=0 dan
ac—abe—-1>0. Akan tetapi, dari analisis kestabilan yang telah

dijelaskan sebelumnya, jikae—-1=0, maka nilaiQ tidak dapat
30



ditemukan. Oleh karena itu, sistem (3.7) tidak tlapanunjukkan
tentang sifat stabil pusat. Hal tersebut menjaderkeahan dari
metode PESN.

Dari analisis tentang kestabilan titik kesetimbamgdapat
disimpulkan bahwa sifat kestabilan titik kesetimipgamE, untuk
persamaan diferensial dan skema numerik adalahstenskecuali
pada kasus stabil pusat.

3.3 Simulasi Numerik

Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan badkema s
numerik yang diperolen dari metode PESN mempunysk t
kesetimbangan dan sifat kestabilan yang sama demsigtem
persamaan diferensialnya kecuali pada kasus sfamsht. Hal
tersebut akan ditunjukkan secara visual melaluukisl numerik.

Pada simulasi numerik untuk sistem (3.1), metod&NPEkan
dibandingkan dengan metode Euler. Metode Euler mamakan
beda maju untuk turunan terhadap waktu dan funggu |
pertumbuhan pada persamaan diferensial dirubahmddantuk
diskrit atas grid lokal. Oleh karena itu, metoddeEwntuk sistem
(3.1) adalah sebagai berikut

atau

1 CX J 1}
Y+ hr+exk+yk Yk Yk(bh 1)-

Solusi numerik untuk metode PESN ditunjukkan dengars
berwarna biru, sedangkan untuk metode Euler dikkaju dengan
garis berwarna merah. Titik awal dan titik kesetaimgpan yang tak-
trivial secara urut ditunjukkan dengan tanda bigtatan tanda
lingkaran berwarna hitam.

Pada Gambar 3.1 sampai Gambar 3.3 dibandingkansisolu
numerik dari metode PESN dengan metode Euler upaukmeter
yang sama dan nil&i yang berbeda. Nilai parameter yang digunakan
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adalaha=0,75, b=2,25, c=4, r=1 dane=1. Dengan nilai parameter
tersebut diperoleh titik kesetimbang&s=(5,4 , 3,2), trace-0,25
dan det0,3125, sehingga titik kesetimbangdfy harus stabil
asimtotik. Untuk metode PESN diperoleh ni& 4, dan dipilih nilai
0=4,5.

Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis
7 T T T T T T T T

+  titik awal

Bar metode PESH
sl metode Euler
O titik tetap
S5
=
® o
=
z
2451
7]
o
2 4+
2
o
358F
3 F
251

2 I L L L L L L L L L
35 4 45 5 55 B B5 7 75 g 8.5 9
populasi prey

Gambar 3.1 Untukh=0,1 solusi numerik metode PESN dan metode
Euler konsisten.

Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

*  itik awal

BEY metade FESN
B metode Euler
O titik tetap
5.5
5 5r¢
k:
o o456+
=
2 af
=
=4
2 350
3 .
25+
a2k
1.5 .
3 4 5 B 7 g 9 10

populasi prey

Gambar 3.2 Untukh=0,7 solusi numerik metode PESN dan metode
Euler masih konsisten.
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Maodel Predator-Prey Beddington-DeAngelis

+  titik awal
metode PESN
metode Euler
O titik tetap

B
T

populasi predator
o

populasi prey

Gambar 3.3 Untuk h=0,81 solusi numerik metode PESN konsisten
dan metode Euler tidak konsisten.

Dari Gambar 3.1 dapat dilihat bahwa dengan i), 1, solusi
dari metode PESN maupun metode Euler keduanya rkaimdiik
kesetimbangan, sehingga kedua metode tersebutskemsiPada
Gambar 3.2 dengan nilai=0,7 dapat dilihat bahwa metode PESN
dan metode Euler masih tetap konsisten. Akan tepeaia Gambar
3.3 dengan nilaih=0,81 solusi dari metode Euler menjauhi titik
kesetimbangan, sehingga metode tersebut tidakdtensisedangkan
metode PESN masih tetap konsisten.

Pada Gambar 3.4 dan Gambar 3.5 ditunjukkan bahwgade
nilai parameter yang sama dengan pada Gambar 3i1niai
h=0,75, metode PESN tidak berlaku ketika dipd#Q.
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Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

*  titik awal
metode PESM
B metode Euler
O itk tetap

populasi predator

w
n

15 . . . . . .
3 4 5 51 7 8 9 10
populasi prey

Gambar 3.4 Metode PESN konsisten untgk4,2.

Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

+  titik awal
metade PESN
metode Euler
O titik tetap

populasi predator

populasi prey

Gambar 3.5 Metode PESN tidak konsisten unik3,5.

Dua gambar tersebut menjelaskan bahwa ketika digii4,2
metode PESN masih konsisten, tetapi ketika dijogiB,5 solusi dari
metode PESN semakin menjauhi titik kesetimbangamingga
metode tersebut tidak konsisten. Oleh karena ikai, eqpharus dipilih
lebih besar dariQ agar skema numerik dari metode PESN tetap
konsisten.

Pada tiga gambar berikut ditunjukkan bahwa unagk-1=0
dan ac—abe-1>0, metode PESN tidak dapat menunjukkan sifat
stabil pusat. Kestabilan titik kesetimbandgantidak lagi bergantung
pada nilai g, melainkan bergantung pada nilaic-2. Untuk
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menunjukkan hal tersebut, digunakan nilai-nilaigpagter sebagai
berikut a=0,5, b=0,5, c=3,7; 4; 4,2,r=2,5, e=2 danh=0,2. Dengan

tiga nilai

parameter ¢ yang berbeda diperoleh

tiga titik

kesetimbangak, yang berbeda pula, yaitu (1,7857 , 7,1428), (1,25
5) dan (1,0467 , 4,6667).

Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

populasi predator

Gambar 3.6 Untuk ac-2=-0,15 solusi

populasi predator

Gambar 3.7 Untuk ac-2=0,1 solusi

851

MW B M m e @ W@ O

*  titik awal
metode PESN
metode Euler
O titik tetap

7’

19 2 21 22
populasi prey

18 23

numerik metode PESN

menuju titik kesetimbangdag,=(1,7857 , 7,1428).
Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

T r.m)
*  titik awal
metode PESN
retode Euler
O titik tetap

/

.
1] 05

1 15

populasi prey

numerik metode PESN

menjauhi titik kesetimbangafy,=(1,0467 , 4,6667).
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Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis

10 ——
* itk awal /
metode PESN
| metode Euler

O titik tetap

; E— | |
02 04 0B 08 1 12 14 16 18 2 22
populasi pray

populasi predator
{==] - K w - w [=2} -~ @ o

Gambar 3.8 Untukac-2=0 solusi numerik metode PESN mendekati
sifat stabil pusat.

Dari Gambar 3.6 dapat dilihat bahwa metode PESNgaten
ac—-2=-015, titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik,
sedangkan pada Gambar 3.7, dengac-2=010 titik
kesetimbangan bersifat tidak stabil. Pada Gamb& 8engan
ac—2=0 secara sepintas titik kesetimbangan bersifat Ispaisiat,
akan tetapi, ketika gambar diperbesar, solusi senma&ndekati titik
kesetimbangan, dengan kata lain tidak stabil p@et karena itu,
metode PESN untuk sistem (3.1) hanya bisa mendskKati stabil
pusat ketikaac-2=0 danh; yang cukup kecil.

Melalui Gambar 3.1 sampai dengan Gambar 3.8, ddiphat
bahwa semua solusi dari metode PESN bernilai paosituk semua
nilai awal yang positif. Oleh karena itu, metodeSREmemenuhi
Definisi 2.5 mengenai sifat positif tanpa syaradrriyataan tersebut
juga didukung oleh Gambar 3.9 berikut.
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Model Predator-Prey Beddington-DeAngelis
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Gambar 3.9 Metode PESN bersifat positif tanpa syarat.

Nilai parameter Gambar 3.9 adalah3, b=0,1, c=1, r=3 dan
e=1. Dari nilai parameter tersebut diperoleh trsZzedan detl,7,
sehingga titik kesetimbangdf=(0,53 , 1,76) bersifat tidak stabil.
Inti yang dapat diambil dari gambar tersebut adaf@skipun titik
kesetimbangan bersifat tidak stabil, solusi dartatie PESN tetap
bernilai positif, sedangkan solusi untuk metode eEuhda yang
bernilai negatif.
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BAB IV
PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan tujuan pengerjaan skripsi ini yanghtelaraikan
pada Bab | dan pembahasan pada Bab Ill, maka diipatbil
kesimpulan sebagai berikut:

1. Diperoleh konstruksi skema numerik dari metode beidgga
tak-standar yang stabil elementer dan positif untokdel
prodator-prey dengan fungsi respons Beddington-DeAngelis.

2. Skema numerik yang diperoleh memiliki titik kesdtangan
dan sifat kestabilan yang sama, sehingga metodeNPES
konsisten secara dinamik, kecuali pada kasus giabit. Skema
numerik juga bersifat positif tanpa syarat.

4.2. Saran

Metode PESN memiliki kelemahan ketika menjelashifat
stabil pusat. Oleh karena itu, dibutuhkan metodeyang juga dapat
menjelaskan sifat stabil pusat.
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Lampiran 1. Listing Program Menggunakan Matlab 7.1 untuk
Melakukan Simulasi Skema Numerik Model
Predator-Prey Beddington-DeAngelis.

function  varargout = PESN(varargin)

% %
gui_Singleton = 1;
gui_State = struct( '‘gui_Name' mfilename,
'gui_Singleton’ , gui_Singleton,
‘gui_OpeningFcn' , @PESN_OpeningFcn,
‘gui_OutputFcn' , @PESN_OutputFcn,
'gui_LayoutFcn' . 0,
'gui_Callback' , s

if nargin && ischar(varargin{1})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});
end

if nargout
[varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State,
varargin{:});

else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
end
% %
function  PESN_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varar gin)
handles.output = hObject;
set(hObject, ‘menubar’ | ‘figure’ );
set(hObject, ‘toolbar' , figure' );
guidata(hObject, handles);
% %
function  varargout = PESN_OutputFcn(hObject, eventdata,
handles)

varargout{1} = handles.output;

% data: %
function  edittrace_Callback(hObject, eventdata, handles)
function  edittrace_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor' ),

get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor' , 'white' ~ );

end

function  editdet_Callback(hObject, eventdata, handles)
function  editdet_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor' ),

get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor , 'white" );

end

function  editQ_Callback(hObject, eventdata, handles)
function  editQ_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor' ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white' );
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end

function  editxs_Callback(hObject, eventdata, handles)
function  editxs_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )

set(hObject, '‘BackgroundColor' , 'white' );
end

function  editys_Callback(hObject, eventdata, handles)
function  editys_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor' ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white' );
end
% input
function  editq_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ );
if (isempty(input))
set(hObject, 'string’ ,'0" )
end

guidata(hObject,handles);
function  editq_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, ‘BackgroundColor’
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white' );
end

function  edith_Callback(hObject, eventdata, handles)

input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))

set(hObject, 'string’ ,'00 )
end

guidata(hObject,handles);
function  edith_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor'
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor , 'white" =~ );
end

function  editn_Callback(hObject, eventdata, handles)

input=str2num(get(hObject, 'string’ )i
if (isempty(input))

set(hObject, 'string’ ,'0" )
end

guidata(hObject,handles);
function  editn_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor’
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor , 'white' );
end

function  editx0_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ );
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if (isempty(input))

set(hObject, 'string’ ,'0" )
end
guidata(hObject,handles);

function  editxO_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
'‘BackgroundColor

)

if ispc && isequal(get(hObject,

get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor'
set(hObject, '‘BackgroundColor' , 'white'
end

function  edity0_Callback(hObject, eventdata, handles)

input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))

set(hObject, 'string’ ,'0" )
end

guidata(hObject,handles);

function  edity0_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
'‘BackgroundColor

if ispc && isequal(get(hObject,

get(0, ‘'defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white'

end

% figure

%

function  figurebutton_Callback(hObject, eventdata, handles)

axes(handles.axesl);

a=str2num(get(handles.edita, 'string’ ));
b=str2num(get(handles.editb, 'string’ ));
c=str2num(get(handles.editc, 'string’ ));
d=str2num(get(handles.editd, 'string’ )i
e=str2num(get(handles.edite, 'string’ ));
g=str2num(get(handles.editq, 'string' ));
h=str2num(get(handles.edith, 'string’ ));
n=str2num(get(handles.editn, 'string’ ));
x0=str2num(get(handles.editx0, 'string’ ));
yO=str2num(get(handles.edity0, 'string' )
xs=str2num(get(handles.editxs, 'string’ ));
ys=str2num(get(handles.editys, 'string’ ));
it ((4<=0)|(h<=0)|(n<=0)|(x0<=0)|(y0<=0))

warndlg( ‘ada input yang bernilai kurang atau sama dengan
nol' , 'Warning!!" )
else

hi=(1-exp(-h*q))/q;

X(1)=x0;

Y(1)=y0;

for i=2:n,

X(i)=(1+h1)*X(i-1)*(d+e*X(i-1)+Y(i-1))/(d+e
1)+a*c*h1*Y(i-1));
Y(1)=Y(i-1)*(c*h1*X(i-1)+d+e*X(i-1)+Y (i-
1)/((1+b*h1)*(d+e*X(i-1)+Y(i-1)));
end;
Xe(1)=x0;
Ye(1)=y0;
for i=2:n,
Xe(i)=(h+1)*Xe(i-1)-h*a*c*Xe(i-1)*Ye(i-1)/(
1)+Ye(i-1));

X (i-1)+Y (i-

d+e*Xe(i-
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Ye(i)=h*c*Xe(i-1)*Ye(i-1)/(d+e*Xe(i-1)+Ye(i

1)*(b*h-1);
end;
plot(x0,y0, kXY, 'b-" XeYe, T' xsys, ‘'ko'
xlabel( '‘populasi prey’ );ylabel( 'populasi predator’
legend( 'titik awal' , 'metode PESN' , 'metode Euler'
tetap' );
end
% parameter
function  edita_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))
set(hObject, 'string’ ,'0" )
end
guidata(hObject,handles);
function  edita_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor' ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white'  );
end
function  editb_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))
set(hObject, 'string’ g D)
end
guidata(hObject,handles);
function  editb_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white' . );
end
function  editc_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))
set(hObject, 'string’ ,'00)
end
guidata(hObject,handles);
function  editc_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject, 'BackgroundColor’ ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, '‘BackgroundColor' , 'white' ©);
end
function  editd_Callback(hObject, eventdata, handles)
input=str2num(get(hObject, 'string’ );
if (isempty(input))
set(hObject, 'string’ ,'0" )
end
guidata(hObject,handles);
function  editd_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor ),
get(0, ‘'defaultUicontrolBackgroundColor' )
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set(hObject, '‘BackgroundColor’ , 'white' );
end

function  edite_Callback(hObject, eventdata, handles)

input=str2num(get(hObject, 'string’ ));
if (isempty(input))

set(hObject, 'string’ ,'0" )
end

guidata(hObject,handles);
function  edite_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject, '‘BackgroundColor’ ),
get(0, ‘defaultUicontrolBackgroundColor' )
set(hObject, ‘BackgroundColor’ , 'white' );
end
% execute
function  exebutton_Callback(hObject, eventdata, handles)
a=str2num(get(handles.edita, 'string’ ));
b=str2num(get(handles.editb, 'string’ ));
c=str2num(get(handles.editc, 'string’ ));
d=str2num(get(handles.editd, 'string’ ));
e=str2num(get(handles.edite, 'string’ ));
if ((a<0)|(b<0)|(c<0)|(d<0)|(e<0))
warndlg( ‘ada parameter yang bernilai kurang dari
nol' , 'Warning!! )
else
trace=a*e-1;

det=a*c-a*b*e-1;
xs=a*b*d/(a*c-a*b*e-1);
ys=d/(a*c-a*b*e-1);
Q=abs((a*c-2)/(a*e-1));

set(handles.edittrace, 'string’ ,num2str(trace));
set(handles.editdet, 'string’ ,num2str(det));
set(handles.editQ, 'string’ ,num2str(Q));
set(handles.editxs, 'string’ ,nuM2str(xs));
set(handles.editys, 'string’ ,num2str(ys));

end

guidata(hObject,handles);

%
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Lampiran 2. DesainInterface Program Menggunakan Matlab 7.1
untuk Melakukan Simulasi Skema Numerik Model
Predator-Prey Beddington-DeAngelis.
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