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PENYELESAIAN. MASALAH KUADRAT. TERKECIL
NONLINEAR DENGAN FUNGSI'B-SPLINE

ABSTRAK

Pada:skripsi ini dibahas penyelesaian imasalah-kuadrat terkecil
nonlinear--menggunakan. -fungsi B-spline. Pada: tahap- pertama,
dikonstruksi - fungsi. i :B-spline: - Selanjutnya; r = fungsi--B-spline
diaplikasikan' -ke “dalam: metode: ‘kuadrat terkecil: 'FungsiB-spline
pada metode ‘ini merupakan kombinasi:linear fungsi=fungsi basis: B-
splinerkubik.'Berbeda dari-metode-metode kuadrat terkecil:nonlinear
lainnya, proses ‘penyelesaian ~masalah kuadrat terkecil=nonlinear
menggunakan-fungsivB-spline ‘tidak ‘memerlukan' titik-penduga ‘awal
dan ‘membentuk sistem-persamaan-linear. Solusicsistem’ persamaan
linear"tersebut: merupakan koefisien-koefisien “kombinasi' “linear
fungsi-fungsi basis. Berdasarkan simulasi numerik ‘diketahui’'bahwa
panjang ‘partisi dan’ banyak-data berpengaruh terhadap kinerja'metode
ini.

Kata kunci: fungsi B-spline, fungsi basis' B-spline kubik, metode
kuadrat terkecil.
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SOLVING NONLINEAR LEAST SQUARES PROBLEM
WITH B-SPLINE FUNCTION

ABSTRACT

Inthis final:project, a nonlinear; least/squares problem using, B-
spline/function-is-discussed. Firstly, B-spline function-is-constructed.
B=spline/function:is\then-appliedtoithe least-squares:method.- B-
spline - function-in this method-is-alinear .combination-of cubic: B-
splinerbasis: functions: | Different: from<other-nonlinear least squares
methods; ~the ‘solution' process:of cnonlinear least squares.problem
using B-spline: function:does not:require an initial-guess and forms a
system of linear equations. Coefficients ‘of ‘the linear:combination of
basis- functions-are ‘the/solution ‘ofcthis’ system.“Based on-numerical
simulation; ‘it ‘shows ‘that/the length=of partition'and ‘the"number of
data affect'the performance’ of this’'method.

Keywords: - B-spline function, ‘cubic ‘B-spline ‘basis function, ‘least
squares method.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1, LatarBelakang

Dalam ‘suatu penelitian, sering digunakan- data humerik untuk
mencari’ hubungan “antar’ peubah-peubah yang- diamati.' ‘Hubungan
tersebut ' “biasanya “dinyatakan'~dalam’ “suatu’ fungsi ~agar “dapat
digunakan' untuk - memprediksi nilai fungsi di suatu’ titik tertentu.
Banyak ‘metode yang dapat digunakan' untuk menentukan  fungsi
yang menjadi-hampiran data, salah satunya adalah metode Kuadrat
terkecil.

Metode Kkuadrat - terkecil’ “merupakan ~alat ~ dasar - untuk
pencocokan kurva dan aproksimasi fungsi. Kesesuaian antara model
dan data hasil pengamatan diukur melalui nilai_terkecil-dari.jumlah
kuadrat galat, dengan, galat merupakan jarak antara.nilai-pengamatan
dan  nilai. yang diberikan. oleh. model.. Metode. ini. pertama. Kali
diperkenalkan_oleh Carl Friederich Gauss pada tahun,1809. (Bonnans
dkk., 2006).

Masalah kuadrat terkecil: terdiri dari dua.jenis,-yaitu masalah
kuadrat . terkecil -linear. dan ‘masalah. kuadrat. -terkecil ~nonlinear
(Leader;,~2004). ~Masalah-, kuadrat,-terkecil, nonlinear- merupakan
analisisi kuadrat terkecil yang digunakanuntuk melakukan fitting, atas
sekumpulan: ipengamatan, -dengan,-suatu, maodel;-nonlinear.  Dalam
masalah kuadrat terkecilnonlinear;akan-ditentukan vektor-parameter
model-iyang is-menghasilkan kecocokan terbaik -antara rdata: hasil
pengamatan: dengan-prediksi madel:

Padas lumumnya; =masalah s tkuadrat v terkecil’r=inonlinear
diselesaikan: dengan metode-metode: iterasi, sepertizmetode’' Gauss-
Newtonvdan ‘metode Lavenberg-Marquardt’ (LLeader;>2004). Metode
tersebuthanya: cocok ‘digunakan®saat \titik ‘penduga—awal “dekat
dengan'solusi-eksak."Untuk dapat’ memilih-titik® penduga awal yang
dekat 'dengan-solusi ‘eksak; diperlukan-informasi ‘tertentu-mengenai
perilaku’solusi- eksak. Namun;, “tidak ' semua“ kasus “memberikan
informasi- solusi eksak.

Berdasarkan' ‘hal “tersebut, ‘dalam ‘skripsi- ini~diulas kembali
artikel 'tentang~ penyelesaian masalah” kuadrat ' terkecil “nonlinear
menggunakan-fungsi ‘B-spline yang ditulis oleh 1zadian ‘dkk. pada
tahun '2012. Metode ‘ini” bukan merupakan-metode iterasi, sehingga

1
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tidak . memerlukan. . titik . penduga - awal. . Pada  tahap  pertama
dikonstruksikan. - fungsi. ..B-spline. -Selanjutnya, | dipaparkan- cara
menyelesaikan masalah-kuadrat, terkecil nonlinear; dengan fungsi.B-
spline., Pada. bagian. -akhir, dilakukan. simulasi ; untuk -mengetahui
Kinerja metode.. ini--dalam.  penyelesaian- masalah kuadrat - terkecil
nonlinear.

1.2 ...Rumusan Masalah

Berdasarkan'latar-belakang di atas, diperoleh’rumusan masalah
yang akan diselesaikan dalam!skripsi ‘ini.
1) ~'Bagaimana konstruksi fungsi B-spline?
2) -Bagaimana - penyelesaian “masalah - kuadrat -terkecil “nonfinear
menggunakan-fungsi B-spline?
3) “Bagaimana ~kinerja_ 'metode™ kuadrat terkecil 'B-spline “dalam
penyelesaian masalah kuadrat terkecil nonlinear?

1.3°'"Tujuan

Berdasarkan; rumusan: masalah. di.-atas, tujuan-yang-ingin
dicapai dalam skripsi ini-adalah sebagai: berikut.
1), Mengkonstruksi-fungsi B-spline.
2) - Menyelesaikan masalah kuadrat terkecil nonlinear-dengan fungsi
B:spline:
3) o Mengetahui-rkinerja rmetode: kuadratsterkecil B=spline ‘dalam
penyelesaian'masalah kuadrat terkecil-nonlinear:
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BAB. Il
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam:bab-ini. disajikan-definisi, teorema, dan. contoh sebagai
dasar teori untuk memudahkan-pembaca.dalam memahami.isi skripsi
ini. |Dasar.-teori zmeliputi; interpolasi,- optimasi; : metode, kuadrat
terkecil, dan regresi.

2.1 | Interpolasi

Interpolasi-adalah’teknik* menentukan ‘'suatu fungsi' f(x) yang
melalui 'sekumpulan ‘titik ‘berhingga (x;, y;), dengan i ='1,2,...,m
dan x; < x, <+ <'x;,. Fungsi- f(x) disebut sebagai interpolan.
Macam-macam™ metode interpolasi antara lain: metode ‘interpolasi
Newton, metode interpolasi Lagrange, dan metode interpolasi spline
(Chapra, 2012).

2.1.1"'Interpolasi Spline -Kubik

Diberikan 'suatu fungsi -f(x)- yang terdefinisi- pada. interval
[a,b] i dan i -sekumpulan:  simpuk (e = xg <X < He<ixy = b,
Interpolanspline kubik /S (x)~terhadapy f (x) adalah fungsi-yang
memenuhirketentuan berikut (Burden dan/Faires; 2011).

1) S(x)-adalah suatu'polinomial kubik pada subinterval -[x;, %3],
dinyatakan -~ dengan- S;(x) “untuksetiap' j =0, 1, .., 'n'= 1,
Polinomial kubik tersebut dapat ditulis sebagai

S;(x) =a; + bj(x — x;) + ¢i(x = )% + d; (x — x;)°;

2) Silx) = f () dan- Sp(x; 52) = f (%4 1) untuk: setiap- j =05, 1,
Lpn=d;

3)v S;pi(5) =i (o1 puntuk setiap j/= 10, 1, 5 m+2;

4)Y 5" (x41) ='8" (x4 ) untuk setiap /=0, 1, .., n = 2;

5). " ir1(xj41) = S"i(xj41) untuk setiap j = 0, 1, ... n — 2;

6).. Salah satu kondisi batas berikut harus terpenuhi:

(). S" (xg)-=:S"" (x) = 0, -ini - disebut  ;batas; -alami. ,(natural
boundary);

(i) S (x0) =f “(xp)  dan =8 (x5) = f (x);<ini - disebut - batas
terapit: (clamped:boundary).
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Spline. yang.. memenuhi. kondisi batas alami disebut spline
alami. (natural spline).-Sedangkan spline.yang memenuhi. kondisi
batas;. terapit. disebut -spline. . terapit - (clamped . spline)... Dalam
interpolasi; ;spline. -terapit. diperlukan.. informasi; fungsi: .f ~untuk
memperoleh, nilai. turunan, pertama- f - pada - ujung-ujung - simpul.
Gambar- 2.1 mengilustrasikan, fungsi- f (x)yang- terdefinisi- pada
interval [a, b] dan-sekumpulan-simpula;= xy < x{r < ey =b.

v

T T T
X Xp-1 Xp x

f } f f }
Xy x) X ... X X, 2

J 7+l

Gambar2.1-Fungsi f(x) pada interval [a, b].

Gambar.. 2.2 . mengilustrasikan ,_pendekatan . fungsi . f(x) . dengan
interpolan spline kubik S(x).

Sl 4

(

Silx
)

SJ‘ (xJ

!

FEE

T T T
Xp X Xz ... X X1 Xjpg e Xpg Xp Xy X

Gambar 2.2 Interpolan spline kubik S(x) terhadap-f(x).

Contoh;2.1/1 (Spline-Alami)

Berikut ‘ini "diberikan ‘contoh _interpolan spline kubik ~alami
yang melewati titik-titik (1,2), (2,3),.dan (3,5). Spline ini berisi dua

4



'L"

buah polinomial kubik. Pertama pada subinterval [1,2], dinyatakan
dengan

So(X). = ag+bo(x — 1) + colx — 1) + do(x —.1)3,
dan yang lainnya pada subinterval [2,3], dinyatakan dengan
Si(xX)=a; ¥+ bi(x - 2)+ci(x = 2)2 4 d | (x —2)%

Terdapat 8 “koefisienyang harus 'ditentukan dengan-8 kondisi' yang
diperlukan.“Empat kondisi diperoleh ‘berdasarkan ketentuan' bahwa
pada-suatu simpul ‘nilai‘spline ‘harus-bersesuaian 'dengan- nilai fungsi
sehingga

So(D)'=f(1) =ay=12,
So(2)Y='f(2) =ay+'by+cy+dy =3,
S1(2)y=f(2) =a;'=3,

dan'S;(3) =f(3) =a; + by +¢, +dy =5.

Dua - kondisi “'diperoleh’berdasarkan “ketentuan ~ bahwa “ S";(2) =
S'{(2) dan $"(2) ='S"{(2) sehingga

5’0(2) 5 5’1(2) : bO + ZCO + 3d0 L b1
dan 5110(2) i 5”1(2): ZCO + 6d0 L 2C1.

Dua kondisi terakhir diperoleh ‘berdasarkan'kondisi batas alami; yaitu

S"o(1) = 05> 26, =0
dan S,,1(3) = 0: 2C1 + 6d1 =0:

Dengan.menyelesaikan sistem persamaan

Ao =2,
a0+b0+C0+d0=3,
ag -_—3,

a1+b1+C1+d1=5,
b0+2C0+3d0 :bl,

ZCO + 6d0 v 2C1,
ZCO — 0,
dan 2C1 + 6d1 — 0,
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diperoleh spline

265 (1) + 2o=1)% 2 € [1,2]

S(x) = .
39 3+§(x—2) +%(x—2)2 —%(x—2)3,x €[2,3]

Gambar. 2:3. mengilustrasikan. interpolan. spline; kubik -alami yang
kontinu di titik-titik: (1,2),-(2,3),-dan:(3,5)-

o I S S S HS HE S B S S 4
© Titik data : : : :
a5k — Spline pada subinterval [1,2] 11 _______ r _____ r _____ |
: — Spline pada subinterval [2,3] ' ' H H

Tl .-

K I e T

Ny e

e e

1 i I I i I I i i
% 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Gambar 2.3 Interpolanspline kubik-alami‘pada interval {1,3]:

Perhatikan! bahwa: interpolani spline kubik=inirkontinu: padasinterval
[1,3]:
Contoh;2.1:2(Spline-Terapit)

Berikut ‘ini “diberikan’ contoh interpolan’ spline kubik terapit
yang melewati titik-titik (1,2), (2,3), 'dan (3,5). Pada contoh ini
diketahui S'(1) = f'(1) =2 dan S'(3) = f'(3) = 1. Spline ini
berisi.dua buah polinomial kubik. Pertama, pada, subinterval [1,2],
dinyatakan dengan

So(X) = ag F bolx —1) + co(x — 1)% 4 dy(x — 1)3,
dan yang lainnya pada subinterval [2,3], dinyatakan dengan

Si(x) =a +br(x L 2) F ¢ (xL2)2 4 d (x=2)%



Terdapat 8 koefisien yang harus ditentukan dengan 8 kondisi yang
diperlukan... Enam . kondisi. diperoleh. berdasarkan. ketentuan. yang
sama. .. dengan. .. spline;..alami:> . Dua: - kondisi, . terakhir, .. diperoleh
berdasarkan. kondisi batas terapit, yaitu

[‘vREP—OSVITi) .UB. \C.I «_

So(B) = /(1) =2: bg =2
dan 5’1(3) = f,(g) =1: b1 + 2C1 + 3d1 =1.

Dengan menyelesaikan sistem persamaan

Qg :2,
a0+b0+C0+d0:3,
al :3,

a,+ by +cy+dy, =5,
bo + 2cog-+ 3dg. . .= by,
2cqo,+ 6dy =204,
bo = 2,
dan by +2ci+3dy = 1

diperoleh spline

24200 —1) — @ = A)2 + (=2 e 12]

S(x) = :
o 3+§(x—2)+2(x—2)2 —%(x—2)3,x €12.3]

Gambar. 2.4 mengilustrasikan-interpolan, spline kubik terapit. yang
kontinu di titik-titik (1,2), (2,3)dan.(3,5):

5 T T T T T T
6 ka‘data I I I :

— Spline pada subinterval [1,2]
|| — Spline pada subinterval [2,3]

|2
|d
|
=
2
1>
| =
o
@
|6
-
| &

i i i i i i i i i
Kﬂl 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Gambar 2.4 Interpolan spline kubik terapit pada interval [1,3].
7
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2.2 ...Optimasi

Optimasi‘adalah meminimumkan atau‘memaksimumkan-suatu
fungsi ‘tujuan'(objective” function) berdasarkan ‘peubah-peubah'yang
tidak ' diketahui.” Berdasarkan'kondisi* peubah-peubah “fungsi tujuan,
optimasi~ dibedakan - menjadi- “dua, - 'yaitu-" optimasi - terkendala
(constrained "' ‘optimization) </ dan "~ optimasi - tanpa ‘' “kendala
(unconstrained “optimization) “(Nocedal” dan-'Wright,” 1999)." 'Pada
skripsi ini-optimasi' yang akan" dilakukan adalah optimasi tanpa
kendala.

2:2.1 'Optimasi Tanpa Kendala

Dalam,: permasalahan optimasi .tanpa - kendala,. suatu fungsi
tujuan diminimumkan:berdasarkan peubah-peubahriil tanpa-kendala.
Secara-matematis dapat:ditulis:sebagai

min, f (x),

dengan x € R™ adalah vektor riil yang memuat, n.= 1 _peubah.dan
f:R™ — R adalah suatu-fungsi.mulus(Nocedal dan Wright, 1999).

2.2.2. . Minimum Global

Suatu fungsi 'riil “f (x) ' mencapai ‘nilai ‘minimum’global-di'x*
jikaf (x*) <'f(x) untuk semuax € R™|(Nocedal dan'Wright, 1999).

2123 'MinimumLokal

Suatu fungsi riil £(x) mencapai. nilai minimum lokal di x* jika
terdapat ., persekitaran - (neighborhood) . . < R" terhadap. . x*
sedemikian ;sehingga . f(x*) < f(x) untuk semua. x € JN: (Nocedal
dan Wright, 1999).

Teorema 2.2.1 (SyaratPerlu Orde Pertama)

Jika fungsi f (x) ‘mencapai’nilai‘minimum lokal di x*; dengan
F'(x) kontinu 'pada“suatu ‘persekitaran‘terbuka (open’neighborhood)
terhadap x*, 'maka Vi (x*)"="0'(Nocedal'dan Wright, 1999).
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2.3 Metode Kuadrat Terkecil (Least Squares Method)

Metode kuadrat'/terkecil* menggunakan vasumsi- bahwa “kurva
pendekatan-terbaik “adalah’ kurva yang 'mempunyai-jumlah’ kuadrat
galat'minimum- (least’'squares error) ‘terhadap ‘data-(Leader, 2004).
Misal diberikan data ‘(x1,v;), (x3,,), ..., (x5, ¥,) dengan'x adalah
peubah’ "bebas “dan "y~ adalah ~peubah” tak “bebas.” Gambar’ 2.5
merupakan ilustrasi jarak-setiap titik terhadap kurva hampiran.

(x5,¥5)
L ]

T(x)
(x3,¥3) s
®
€3
(x1,71) ®
* (%6, V)

€

€4
€
€ *
Xa, V.
® (X4, Y)

(x2,72)

Gambar 2.5 ‘Analisis kurva terhadap data pengamatan.

Kurva' f (x) mempunyai- deviasi'galat pada 'setiap-titik: data,

yaitu're =y — f(xy)i ep =y = f(x3), T Sey =y = f (06).
Jumlah'kuadrat-galat'dapat-dinyatakan'sebagai

E=)fye® 2Ry~ f )

Semakin kecil -nilai- jumlah kuadrat; galat, kesesuaian @antara kurva
pendekatan-terhadap data pengamatan akan semakin: baik.

24 | Regresi

Regresi- merupakan suatu*'teknik’ pencocokan “kurva“ yang
menggunakan prinsip metode kuadrat terkecil. Beberapa tipe regresi
antara lain regresi persamaan linear dan regresi persamaan kuadrat.

2.4.1 'Regresi Persamaan Linear

Bentuk umum persamaan linearadalah

y =.ax +:b.
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Pada regresi.ini akan ditentukan nilai-nilai parameter a dan b
berdasarkan sekumpulan data yang diberikan (titik (x,y).sebanyak
m). Jumlah kuadrat. galat. persamaan linear -tersebut terhadap, data
dinyatakan sebagai

F = Xtz — axi5.b)%

Minimasi__F. terhadap parameter a dan, b menghasilkan

ersamaan 2 = a—F =0
P da
aF, -0 i
== 3R, (i = ax; — b)?] £ 0, membentuk persamaan
Zml(yl ax; — b)(_xi) =0
aZl lxl +b21 1Xi0T leilxiyi' (21)
oF "9

55 =5y ik ur=iax; = b)?}:=:0, membentuk persamaan
miyHax; — bY(-1) =0
aYiZxi +mb =3y (2.2)

Persamaan-(2.1) dan”(2.2)‘-membentuk ‘suatu ‘'sistem persamaan-linear
(SPL), yaitu

m
=1Xi m i=1Yi

[Zl o6 Bt 1xi] [Z] i Zﬁlxi}’i]_ 2.3)

Penyelesaian SPL'(2.3) menghasilkan nilai-nilai parameter ‘a
danb.

2.4.2'Regresi Persamaan Kuadrat

Bentuk:.umum persamaan kuadrat adalah
y.=ax?+ bx +c.

Pada regresi ini akan ditentukan nilai-nilai parameter a, b, dan
¢ berdasarkan sekumpulan data yang. diberikan (titik (x, y) sebanyak
m). Jumlah kuadrat galat persamaan-kuadrat tersebut terhadap data
dinyatakan sebagai

F =37 (= ax;%— bx; — ¢)>.
10
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Minimasi. £ terhadap parameter a, b, dan.c.menghasilkan

ersamaanif—a—F—gi—
P da ab  ac

[Z _ i ~'bx; ='c)?] =0, membentuk persamaan
Zl 1(yl axl Ve bxl e C)( xzz) =0
a X TEs Kt b X Xt Xt Xifi 7 Bk Yawiia(2-4)

%g = (—% By = axiz = bx;=)%] =0, membentuk'persamaan

1(yl axl —bxl_c)( x) =0

aZl 1Xi +bZz 1xl +C21 1Xi = Zﬁlxi%" (2-5)
gi selZiza (i = x;> — bx;— c)?].= .0, membentuk persamaan
= axi = bxj=)(+1) =0 atau
azl 1 Xi +b2?i1xi+mc=2?i1)’i- (2.6)

Seperti halnya-pada:regresi-persamaan:linear; ketiga:persamaan:(2:4),
(2.5), dan:(2.6) juga-membentuksuatu:SPL | yaitu

4 3 2
PNIE La¥e  DiecXif]ia Xty xizyi
3 2 i
PIABESREIB WD & Y% [b] =Xl x| (2.7)
?i1xi2 21X m ¢ 1y

Penyelesaian SPL'(2.7) menghasilkan' nilai-nilai parameter a,
b, danc.

2/4.3''Regresi'yang'Diperumum

Sebelumnya. telah dijelaskan dua. tipe; regresi, yaitu, regresi
persamaan. linear-dan regresi persamaan, kuadrat. Dua-tipe; regresi
tersebut,, dapat -diperumum, menjadi-model jregresi berikut. (Chapra,
2012).

V.= QAgZg F 0121+ A2y + 0+ QnZp t6s (2.8)

dengan z,, z;, 7, ...,z merupakan fungsi-fungsi-basis sebanyak
n + 1. Model (2.8) ‘dapat’ digunakan dalam regresi. persamaan’linear
maupun regresi -persamaan multilinear apabila z, =1, z; = x4,
Zy = KXo, ..y Zn. = Xp.-S€lain itu, model ((2.8) juga.dapat digunakan

11
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dalam _ regresi _persamaan, parabola, maupun regresi. persamaan

polinomial, | apabila ., fungsi-fungsi -basis... merupakan...; monomial

sederhana, yaitu .z =.15:25 = X, Zy = X2, i Zp 5.X%
Persamaan-(2.8) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks;yaitu

v} = 12){a} +{e},

dengan' [Z] menyatakan-matriks ‘yang ‘berisi-hasil- perhitungan-nilai-
nilai- fungsi-basis' pada peubah-peubah bebas yang-diberikan. Matriks
Z dapat dituliskan-sebagai

Zo1j2\Z11 Heposna

Zo2 2212 HenosZng
Z = : : % P

Zom < Zm 00 Zam

dengan, n. adalah-banyak, peubah. pada-model. dan;m adalah. banyak
data. Karena, m =n 1, terdapat kemungkinan bahwa{[Z] rbukan
merupakan matriks persegi.

Vektor kolom {y}-berisi nilai-nilai titik y:

3 = yaee Yl

vektor kolom {a} berisi parameter-parameter yang tidak diketahui:
{a}t'="lay a; ... a,],

danvektor kolom{e} berisi-elemen-elemen-galat:
{e3t = [e1 ejicreml:

Jumlah. kuadrat;. elemen-elemen  galat . pada..model . ini
dinyatakan sebagai

F=ym (- 2o azi). (2.9)

Persamaan  (2.9) dapat. diminimumkan dengan  cara menghitung
turunan parsialnya. terhadap ' setiap parameter’ dan. membuat. hasil
turunan-turunan_parsial-tersebut menjadi nol. Selanjutnya diperoleh
sistem persamaan yang dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut.

[[21°[Z]1]{a} = {[Z]" {3} (2.10)
12



Perhatikan -kembali_bahwa. bentuk sistem persamaan (2.10)
sebenarnya...ekuivalen . dengan . bentuk: sistem..persamaan .. yang
diperoleh pada penurunan rumus regresi persamaan: linear dan regresi
persamaan kuadrat,
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BAB I
HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam: bab-ini dibahas penyelesaian masalah kuadrat, terkecil
menggunakan.fungsi B-spline.-Pertama, dikonstruksi.fungsi .B-spline
yang jakan diaplikasikan. pada-metode, kuadrat-terkecil; -Kemudian,
dibuktikan, kriteria-kriteria, yang - memenuhi, fungsi- basis B-spline
kubik.-Selanjutnya, -dipaparkan:cara-menyelesaikan: masalah, kuadrat
terkecil dengan fungsi- B-spline.-Pada tahap: terakhir, ~dilakukan
beberapa-simulasiznumerik-untuk- memperlihatkan Kinerja:metode-ini.

3.1 11 Fungsi B-Spline

Berikut™-ini’ “akan- ‘dikonstruksi- fungsi - B-spline.” ‘Pertama,
diberikan partisi-partisi- seragamyang ' terbentuk” dari ~sekumpulan
simpul t; <t, <--- <'ty pada sumbu x, dengan N'= 5 dan x € R.

Selanjutnya, . didefinisikan' fungsi basis , B-spline kubik sebagai
berikut (l1zadian dkk., 2012).

(01, x e, ti]
Qj2(x),.  .x€ [tj+1'tj+2]

Qi ()= {053 posx € [tj+2rtj+3] i (3.1)
Q)4 () 00w [t
0, XER- [}' jva]

dengan
Q] 1(X) 4-h3 ( =y tj)3,
Qjp () =z (h3 4+ 8h3(x — Gpp)# Bh(x = tiyp) b=

3(x S 1+1) )
LA 3h2( 5 —X)F 3R L H)F=
Lits T x) ),

1 3

Qj,4(x) =3 (tj+4 3Y x) ;
j=12,..,n n=N-=4 dan h =t; 4 —t;. Banyak fungsi basis

dinyatakan dengan n, fungsi basis ke j dinyatakan dengan Q;(x),
banyak simpul, dinyatakan dengan. N, dan panjang. partisi dinyatakan

Qj,3 (x) =

4-h3

15
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dengan h. Gambar. 3.1 mengilustrasikan suatu.fungsi basis B-spline
Kubik Q@ (x).

Q;j(x)

T s

+
tjs1 bjt2 tits Liya

Gambar 3.1 Fungsi basis B-spline kubik Q;(x).

Pada Gambar~3.1 diperlihatkan bahwa ‘suatu’ fungsi basis B-
spline kubik Q;(x) memuat paling sedikit lima buah simpul yaitu ¢;,
tivar Lirz, tigzr daN. Eigg. Nilai fungsi basis B-spline kubik Q;(x)
pada interval R~ t;; ¢;::4} adalah nol:

FungsiiB=spline “merupakan ‘kombinasi, linear:rdari: fungsi-
fungsicbasisnya: Fungsi-B=spline dengan: fungsi'rbasis:i persamaan
(3:2): dapat dinyatakan: sebagai-berikut:

fx) =@ Qo) +1azQz(x) o+ 6,Qn () = Ly a; Q%) 1(3:2)

denganra;, 1j =r1,2,5..;m, merupakan; parameter-parameter- yang
tidak diketahui.“Tujuan 'utama-metode  kuadrat terkecil-dengan'fungsi
B-spline v adalah‘menentukan- nilai “parameter-parameter - ini’ragar
terbentuk’ kurva B-spline yang-paling mendekati data.

3i2:=1IKriteria Fungsi Basis B-Spline:Kubik

Fungsi - basis B-spline kubik -memenuhi  Kriteria . interpolan
spline. kubik, antara lain: kontinu, turunan_pertama kontinu, turunan
kedua kontinu, dan merupakan spline_alami, Pada subbab ini. akan
dibuktikan. bahwa fungsi. basis B-spline (3.1). memenuhi Kkriteria-
kriteria tersebut.

16



3.2.1, Kontinu

[ ReposiTorv.UB.ACID |

|
|
|
L

Fungsi basis B-spline Q;(x) kontinu pada-interval [J, ]+4].
Untuk membuktikannya, cukup dengan menunjukkan _kekontinuan
Q;(x) padasimpul t;, 1, t;,,, dan't;,

1), Q;(x) kontinu pada simpul t;,.4, hal ini berarti

Qj2(%41) =Q;1(t+1),
1
V¥l (R 3BR2(t 4y = tjq) +
1
3h(tivr m 1) T 3 tisa) ) = s il

1773 _ 3
e = e e G2
A 33 I S

4h3h 4h3h

1 !

4 Tyt

Terbukti bahwa Q5 (tj+1) = Q) 1(Ej+1)-
2)., Qj(x) kontinu pada simpul t;..,,-hal ini berarti

Qj3(t'+2) =0Qj2(ti+2),
yrel Ly 3h2(tjys D)+
1
Bh(tjsa mtjs) S 3(tj+3 = tia2) ) = el 30 Gz

£y 1)+ Bh(tjhz = t41)?
—3(t- — i),

LR34 3R 3h3 = 3K3) LU ehS £ 3R33R3

43 ~and N
ek
5

|E Logps =-——4h3
2 4h3 h 4h34h
ki

|8 1 =1

3)., Qj(x) kontinu pada simpul £;.5,-hal ini berarti

Qj4(ti13) = Q;3(t43),

17
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1
an3 (G tj+3)3 4n3 (h3 + 3h2( Trtias)
3h(tjys— j+3) - 3(tj+3 - j+3)3)’

1,3 I
4h3 4p3 "
1 1
4 T4

Jadifungsi basis B-spline @ (x) kontinu pada‘interval {¢;; ¢/ |-

3.2.2 Turunan-Pertama Kontinu

Turunan, pertama. fungsi. basis, B-spline. Q;(x). kontinu, pada
interval - [t t4]: << Untuki - membuktikannya; 1 cukup dengan
menunjukkan kekontinuan Q" (x) pada-simpulit; .1, tjy5, dan t;}
1)-0Q' ](x) kontinu pada S|mpul i+1, nalini berarti

QI 'z(t'+1) = Q,jrl(tj+1)v
h3 (3h2 + 6h(tj+1 ]+1) Ae
1
9(t,-+1 T 1)) = —33(tj+1 4%
K2 — a2
4h3 3h = 4h3 3h”,
3 —=F
4h Tan

Terbukti bahwa Q' i2(Gir1) = Q' i (tixa):
2) Q’j(x) kontinu pada simpul ¢;..,,-hal ini berarti

Q’j3(tj+2) 3 Q’j,z(tj+2)i
S (£30% = 6h(tis — tiaz) +
9(tjs'= tj+2)2)

|2
|d
|
=
2
1>
| =
o
@
|6
-
| &

=n (3h2 +6h(tjiz = tjx1)
9( ]+1) )1

(~3h?=6h2 4+ 9h?) (3h2 4162 = 9R2Y,

4h3 s
0 =0.
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Terbukti bahwa Q’j,3 (tj2)= Q’j’2 (Lj42)-
3) Q’j(x) kontinu pada:simpul ¢35 hal ini/berarti

Q,j,4(tj+3) = Q’j3(t‘+3),

1
7a (E3ar iwa) ) = 4h3 (5:3h% — 6h(tjsa = jra) +

9(tjrs = tjss)?);
2 2

(3 REEn
i — R

4h © R

Terbukti bahwa Q’j’4(tj+3) o Q’j’3(tj+3).
Jadi' turunan'-pertama’| fungsi -basis- B-spline v Q;(x) = kontinu- pada
interval [¢;, ;4]

3/2.3' Turunan Kedua‘Kontinu

Turunan -kedua fungsi rbasis- B-spline ,@;(x) - kontinu. pada
interval v [t} 4] Untuk ~membuktikannya; < ' cukup dengan
menunjukkan kekontinuanQ"' ;(x) pada simpul't;, 1, t;,5, dan't;y
1 Q”j(x) kontinu pada simpul ¢, ;, hal ini berarti

Q”jlz(tj+1) = Q”jll(tj+1)v
1 1
m (6h—18(tj11' ='tj41)) = m(6(t'+1 ~t),;
3n apodi
2h2 .2h2!

Terbukti bahwa Q”jlz(tjﬂ) 5 Q”jrl(tjﬂ).
2)’ Q" (x) kontinu pada simpul ¢; ;, hal ini berarti

Q”j3(tj+2) e Q”j,z(tj+2)v

1
4h3 (6h=18(tj15 ='tji2)) = m(6h =18(tj32= t41)),
== (6h—18h) =< (6 218,

19
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L (—12h) = —=(o12h);

4h3
3 03
i =i

3) Q”j(x) kontinu pada simpul t; . 5,"hal-ini berarti

Q”j,4.(tj+3) Te Q”j,g(tj+3)v
1 1

e (6(tjya = Ljz) = e (6h —18(tjs5 7 tx3))s
1 1

m6h = m6h,

3 — 3

2h2 Tone

Terbukti bahwa Q”j,4(tj+3) = Q”j73(tj+3).
Jadi-turunan kedua fungsi basis B-spline Q;(x) kontinu pada.interval
[t 654a]-
3:2.4/'Spline’'Alami

Suatu fungsi. basis B-spline kubik .Q;(x) merupakan spline
alami karena. memenuhi., kondisi batas,-alami pada ujung-ujung
simpulnya, ' yaitu Q”j(tj) 7= Q”j(tj+4) =0,/ Berikut. 2 akan
ditunjukkan 'bahwa “fungsibasis' B-spline- kubik- Q;(x) 'memenuhi
kondisi batas'alami.

1) Untuk x ='t},

Q') ="t = 7w (60t =) 7.0,
2) ouUntuk x =/t iy,

Q" ((tjea) = Q" (t48) = == (6(615a — 04)) = 0.
Terbukti bahwa Q”j(tj) = Q”j(tj+4) =0.

3:3,=i:Renyelesaian Masalah Kuadrat Terkecil dengan Fungsi-B-
Spline

Pada pembahasan sebelumnya. telah dijelaskan tentang fungsi
B-spline.’ Pada tahap ini fungsi B-spline diaplikasikan dalam metode
kuadrat terkecil.

20
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Diberikan -sekumpulan -data . sebanyak . m, . (x;y;). dengan
= 1,2, .,m, dan x;, < x, < < Xappe-Data; tersebut akan, didekati
dengan; fungsi. .B=spline. .(3.2)» Gambar, . 3:2..mengilustrasikan. letak
titikstitik ;1 4-=21,.2, .0, m, simpul-simpul . t; j.=.1,2;..,N, dan
fungsi-fungsi'basis B-spline Q ;(x),j-=1,2,/.m:

Qi(x) Q)  Qs(x)  Qu(x)  0s(x)  Qs(x) 0, (x)
f f2 ts ty ts ts ty-g Iy-3 ty-2 ty-1 ty
* xpi=1,2,..,m *
Gambar 3.2 Letak fungsi-fungsi basis;yang diimplementasikan pada
data.

Perhatikan. bahwa letak  titik-titik _x;, i =1,2,...,m, berada pada
interval [t,,ty—3].- Hal ini dilakukan  agar. setiap. titik  x;, i =
1,2,..,m, beradadi setiap-bagian fungsi basis B-spline (3.1).

Untuk imenyelesaikan masalah kuadrat, terkecil -dengan: fungsi
B-spline; pertama; dibentuk jumlah kuadrat galat. sebagai:berikut.

F (@1, 82500 W) = L0 £ (X)) i
= Ei(y: = B a;Q;(x:))  (3.3)

denganva; ;> j'=1,2,..5m; merupakan’ parameter-parameter- yang
tidak- diketahui. Selanjutnya akan'‘ditentukan nilai''setiap-parameter
tersebut ‘dengan cara'meminimumkan persamaan’ (3.3), yaitu dengan
membuat - gradien’ F''sama dengan’ nol; ‘secara “matematis’ ditulis
sebagai

VF(a,, ay, "5 a,) =0. (3.4)
Persamaan (3.3) dapat ditulis sebagai

Flapazis an) =%y = f(xi))z
= (1 = f ()2 (7, = f(x2))?
FHIE (= F(en))?
== H =, (3:5)
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V1 f(x1)
Y2 | f(x2) ¢
dengan’y = : dan f= . =" |- Dart'persamaan’(3.4) dan (3.5)

m fGn)
diperoleh
VF(all azy..-, an) = V[(y - f)t(y 7 f)] =0
VIR (= F(x))?] , =0
v [Z?:H(Yi = 271a;Q;(x;)) ] =0

2@ (xl)(Y1 gy Z;L:1 anj(x1)) Ty 20 (xm)(ym ¥ Z;'L:1 anj(xm))
=205 () (1 =21 4Q;(x)) == 205 ) (0 + L a0 (6)) | 2
3 |
l_ZQn(xl)(yl - Z;‘l:l anj (xl)) Chat i ZQn(xm)(ym . 2}1:1 anj(xm))J
le(x1)(y1 Y Z}l=1 anj(xl)) Tt Ql(xm)(ym = Z’}=1 anj(xm))]

= Ile(xl)(}ﬁ I Z?:l anj(xl)) +ot Qz(xm)(Ym m Z;}:1 anj(xm))j =10

Qn(’ﬁ)()ﬁ TV Z?:l anj (x1)) + + Qn(xm)(ym . Z;’lzl anj (xm))
rQ1(9C1)(}’1 el anj(xl)) FevE Qg (xm)(ym P anj(xm))]
Q; (x1)(Y1 - Z}l=1 anj(X1)) + 0 F Qz(xm)(Ym - Z?=1 anj(xm)) ‘ =0
_Qn(xl)(yl T, Z?:l anj(xl)) + + Qn(xm)(ym . ?:1 anj(xm))J
= L _yl_Z;}zlanj(xl)
Ql(:xl) Ql (xm) 5142 Z?:l anj(xZ) -0

) o i |
-Qn(xl) Qn (xm)— PAE 2;}21 anj (xm)J

- i -yl_f(xl)
BoSitry Univeri2s Bl ataimyerzRbpoy
0aCe) 1 Qe
atau
Dft-ty= f) =0, (36)
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Qir(x1) -+ Q1 (Xm)
dengan. Dft = : i, | Selanjutnya;- persamaan

Qn(xl) Qn (xm)
(3.6) menjadi

Dft-(y—f)... . =0
Dffy—Df' f =0
Dft f = Dft
atau
'Q1(-x1) S Q1(.9Cm)' j{g:% 'Q1(x1) S Q1(xm)
[Qp (0q)/ 1 2 Qp (o) f(xm)a LQn/(x) v Qn(xm)

f(xz) o Qax)y e + Q2 (X)) Ym

_Ql(-xl) Ql(xm)_ f(xl)— _Ql(xl)yl T+t Ql(xm)ym
Qn(xl) Qn(xm)

f(xm)- L QX)) che + Qi (o) Vi
F(e)Foof it 1Q1(xl)yl]
f(xz) SISt 93¢ QZ (X)) Y I

Foadtoobsm oeomi
[27=18;057(x1) ] [21_1 Ql(xi)yi]

'Q1(.x1) 5 Q1(.7Cm)'
0,00) e 0l

[Q1 (.xl) - Q1 (?Cm)

: . : 2i=19Qi(x2) | L Zﬁ1Q;(xi)Yi
L@y (21) 9@ (o) 3 :

500 ()] AR Qn )Y

'Ql(xl) Q1(x )] [y Q1 Ccp) H @y Qq (o) 4 oA ay @ (xy) ‘

FRE IS S

[Zz 1Q1(xl)3"1]
|Zl 1Q2(xl)yl|

DO AT

a; Q1 (x)+ azQz(x.z) et an @ (x2)

La; Q1 (%) + a0 (xm) + o+ a, Qn ()
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[Ql(_xl) ' Ql(_xm)] [Ql(_xl) e Qn(_xl)] %
Qi) @G\ Loyt 004 Cn)
[Z?A Q1 (xi)yi]
e Zﬁ1Q?(xi)Yi

B4 Qn () :
([quxl) - Ql(gcm>llcqu1) - Qn(xl)]> a

Qn(.xl) Qn(xm) Ql(xm) Qn(xm)
[Z?& Q1 (xi)Yi]
. |2ﬁ1 Q?(xi)Yi |

lz;& Q;1 (xi))’iJ

an

Gn

[ Ra(Qa ()2 < 1 Eitn G (802 (50 ;ﬁlol(aci)on(xi)Hi
a

1
2
n

T (01D X Q@5 (K)o Q)
[Zi21 Qi (*)yi]

_ |2ﬁ1 Q:z (%;)yi | (3.7)

57 0 )y

Persamaan (3.7) dapat dinyatakan menjadi A.- x = b; dengan

X4 Qn(;ci)Ql @) ity Qn(xi')Q2 (x0) e Z?;l(Q.n(xi))z
@ By Qi) |
&S aiz ,dan b = [Zﬁl Q:Z(xi)Yi |

a 57t 0y

[ Z?i1(Q.1(xi))2 ?l1Q1(x.i)Q2(xi) Zﬁ1Q1(fCi)Qn(xi)

},

Perhatikan - kembali bahwa bentuk “A-x'='b 'merupakan sistem
persamaan linear (SPL), dengan A merupakan matriks Kkoefisien
berukuran n X n. Sistem ini mempunyai solusi bila dan. hanya bila
matriks A merupakan matriks non singular.. Penyelesaian. sistem ini
menghasilkan. nilai . vektor x yang. merupakan, nilai_ parameter-

parameter fungsi B-spline (3.2).
24



3.4 . Simulasi Numerik

Simulasi-numerik-dilakukan ‘untuk enam ‘kasus. Padakasus 1,
2, 'dan’'3'diberikan’sembarang ‘data“numerik. 'Pada kasus'4.,'5,"dan 6
diberikan-data' numerik yang berasal-dari’suatu fungsi-tertentu; yaitu
g(x) = e?*(x3+2x? =11). Data untuk kasus 1, 2, dan3 ‘masing-
masing sebanyak sepuluh titik (m ="10), dua ‘puluh titik (m-='20),
dan tiga puluh titik ‘(m-='30). Demikian-pula data untuk kasus-4, 5,
dan 6 masing-masing sebanyak sepuluh’titik (m = 10), dua puluh
titik (m = 20), dan tiga puluh titik (m = 30). Pada setiap kasus diuji
beberapa_panjang. partisi’ (h), yaitu h.,=0.5, h = 0.2, dan h = 0.1.
Simulasi-simulasi-ini dilakukan,untuk mengetahui.pengaruh m dan h
terhadap, kinerja metode. ini. Indikator: kinerja: metode.ini didasarkan
pada ;nilai-jumlah kuadrat, galat (F)danperilaku: kurva, B-spline.
Semakin kecil F dan kurva.B-spline tidak berfluktuasi-maka.semakin
baik: kinerja, metode. ini.Listing dan-output program-untuk, simulasi-
simulasi ini-disajikan pada-Lampiran-1 dan 2:

3.4.1 Kasus:1

Pada~kasus ' ini''diberikan ‘sebarang-'data ' humerik- sebanyak
sepuluh titik (m’ = '10), seperti ditunjukkan pada Tabel 3.1

Tabel '3.1-Data numerik untuk kasus1'.
X 0 0:154'70:3374 0.421-0.51"|-0.63 0.72 0.84

v/ 10:201:0:341,-0.42 - 0.551:0.56| 0.534.0:45 0.32

X [092] 1
y [[037] 0.4

Percobaan pertama menggunakan. h = 0.5 sehingga diperoleh
simpul-simpul yang diberikan pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2 Simpul-simpul untuk h = 0.5.

t =15} .—1 .| ~-051 0 0.5 1 1.5 2,125
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Gambar . 3.3 mengilustrasikan ; letak titik-titik x;,. i .=.1,2,:.,.10,
simpul-simpul. ¢, j-= 1,2,..:,9,. dan _fungsi-fungsi. basis. B-spline
Qj(x)yj = 1523:55; untuk kasus ini;

Q) Q) () Qu(x) Qs

A A A A A A

h 4 A 4 h d ) 4 Y B 4 Y

=15 -1 -0.5 0.5 1.5 2 2:5
xpi = 1,2,...,10.

Gambar 3.3 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus'1'(h'=:0.5).

Denganrmenggunakan ~h-=/ 0.5, berartiterdapat'rsembilan: simpul
(N=19) dan: limafungsi- basis=(n =:5)>sehingga  fungsi:B-spline
untuk 'kasus'ini dinyatakan:sebagai berikut.

fx)=a1Q()+ ayQy(x) + -+ asQs(x) = Z?=1anj- (3:8)

Output>ryang vdiharapkan-wuntuk  kasusoinioradalahscnilai: s optimal
parameter a;, j=-1,2; ..., 5:'SPLountuk kasus ini'dinyatakan: sebagai
A+ x'="b, dengan’ A merupakan “matriks ‘koefisien berukuran ‘5 x'5.
Nilai 'matriks' A 'dan vektor b ‘dipaparkan pada -Lampiran 2. Nilai
determinan-'matriks A ~yang - diperoleh’“adalah -det(4) =0.0016,
artinya matriks A nonsingular dan SPL A -x ='b mempunyai solusi.
Dengan menyelesaikan  SPL ‘tersebut diperoleh nilai-nilai “optimal
parameter a;, j = 1,2, ..., 5, yang ditunjukkan pada Tabel 3.3.

Tabel 3.3 Nilai-nilai_parameter a;, j =1,2,...,5, untuk kasus 1
(h.=0.5).

5! 2) as Qs as

04526 —0.0486 0.5862 -0.0614 0.2494

Jumlah kuadrat galat.yang diperoleh adalah-F-=,0.0871.-Gambar. 3.4
mengilustrasikan-data-numerik yang diberikan, kurva solusi B=spline
yang diperoleh;.dan: kurva.galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spline Kurva Galat

Q@ Data — Galat
—— B:Spline
06 003 \
055 /D\ 0.02
° A\
0.01 A

Interval Galat
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5
M7

. | !

V
0.06

0
ZH 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

Gambar 3.4 Hasil simulasi numerik kasus 1 .(k =:0.5); (a) Data
numerik-dan-kurva solusi B-spline f (x) yangdiperoleh; (b)
Kurvagalat f(x;) terhadap y;, dengan i = 1;2;.:., 10:

Percobaan -kedua ,menggunakan- A = 0.2. sehingga..diperoleh
simpul-simpul.yang diberikan pada Tabel 3.4.

Tabel 3.4 Simpul-simpul untuk-h. = 0.2,
t [=0.6—-04/|~-02| 0 0.2./104..0.6 .08 | 1

t 1.2 1.4 1.6

Gambar. 3.5 mengilustrasikan- letak;: titik-titik- x;; i =1, 2, 5,10,
simpul=simpul ¢;5: j-= 1 2; ..., 12, dan- fungsi-fungsi: -basis .B-spline
Qj(x)yj'=1,2;...,/8,/untuk kasusini.

GG @G B Q) () Q) Q(x)  Qalx)

12
|9
|<
=
=}
| =
| =
o
a
|9
| &
| &

Gambar 3.5 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 1 (h = 0.2).
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Dengan.menggunakan h = 0.2, berarti. terdapat dua.belas simpul
(N =:12) dan delapan fungsi: basis (n: =-8).sehingga. fungsi B-spline
untuk:kasus; ini, dinyatakan.sebagai berikut,

f(x) = a101(x) + a202(x) + -1+ agQs(x) = Z?:1 Q)i (3.9)

Qutput. . yang: diharapkan. untuk kasus .ini . adalah, nilai..optimal
parameter a;, j =-1,2, ., 8. SPL.untuk kasus, ini dinyatakan. sebagai
Ax = b, dengan; A-merupakan :matriks koefisien -berukuran 8 x 8.
Nilai matriks:A:idam vektor b dipaparkan: pada' Lampiran -2:> Nilai
determinan ' rmatriks <A~ radalah ~det(A) = 4.9972 %1075 artinya
matriks'4 ‘non’singular-sehingga: SPLcA«x'="b 'mempunyai 'solusi.
Dengan” menyelesaikan-SPL tersebut-diperoleh -nilai-nilai=optimal
parameter a;, j'=1,2,...;8,'yang ditunjukkan pada Tabel 3.5.

Tabel ‘3.5 -Nilai-nilai- parameter- a;, j='1,2,...,8, ‘untuk kasus"'1
(h'=10.2).
a a as 22 as Qe

=0:9459 |10:4061- |~0:1215~| 0:3804 '{0.4098 }10.1944

Qz as

0.2538 | '0.4032

Jumlah kuadrat.galat yang.diperoleh adalah F = 0.0435,: lebih kecil
daripada  percobaan- pertama., Gambar 3.6 -mengilustrasikan, - data
numerik-yang-diberikan; kurva solusi -B-spline, yang, diperoleh; -dan
kurvaigalat.
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Gambar 3.6 Hasil simulasi numerik kasus 1 (h =,0.2); (a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f (x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap, y;, dengani = 1,2, ..., 10,

REPOSITORY.UB.AC.D |

Percobaan ketiga menggunakan h = 0.1 sehingga diperoleh
simpul-simpul yang diberikan pada Tabel 3.6.

Tabel 3.6 Simpul-simpul untuk A =0.1.

t 1-03]-02|-01| O 011,02 (0.3 | 04 105

<
C
S
<
oc
e

t 0:6-'170.7 0.8 0.9 1 11°15122 5713

i
i

Gambar  3.7.. mengilustrasikan- letak, titik-titik _ x;, i =.1,2,...,10,
simpul-simpul. ¢;5,j.= 1,2, ...,17, danfungsi-fungsi basis B-spline
Qj(x)sj =1, 25413, untuk kasus:ini.

Q:1(x) () Q(x) Qu(x) Qs(x) Qs(x) Q7(x) Qa(x) Qo(x) Q10(x) Q11(¥) Q12(X) Qy3(x)

OSITORY.UB.ACID |

' ' ' 4 ) s s e

4 A\ A A A T 2 & 4 \J B | 5 T E 4 AJ

-03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 11 1.2 1.3
Xpi=1,2,..,10.

Gambar 3.7 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 1 (h = 0.1).
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Dengan.menggunakan h = 0.1, berarti terdapat tujuh belas simpul
(N =:17), dan. tiga: belas. fungsi, basis (n-=13) sehingga: fungsi. B-
spline untuk kasus. ini.dinyatakan sebagai berikut.

f(x)=a101(x) + a2Qx(x) + .2 + a13043(x) = ]121 a;Q;. (3.10)

Qutput. . yang: diharapkan. untuk kasus .ini . adalah, nilai..optimal
parameter-parameter. . persamaan, (3:10)...SPL | untuk. :kasus ..ini
dinyatakan | sebagai- - A4:»x =.b,. dengan . A - merupakan..matriks
koefisien, berukuran - 13.x 13. -Nilai. matriks | A, dan | vektor, b
dipaparkan jpada-LLampiran, 2., Nilai-determinan imatriks -4 adalah
det(4) = <1.5959 x-107°3, artinya matriks 4 nom singular:sehinga
SPLs/A = x = b=mempunyai solusi.~ Dengan- menyelesaikan:  SPL
tersebut’ diperoleh: nilai-nilai’ optimal parameter ‘aj, j-=1;2,..,;13,
yang ditunjukkan pada Tabel'3.7:

Tabel 3.7 ‘Nilai-nilai-parameter -a;, j==1;2,.y,13, untuk ‘kasus1
(h'=0.1).
a, a as ay as 73

=8.1758 | =2.9697 | 1 0.0493| —0.9919(0.1270-/ ;1 0.3828

Qs as Qg QA9 A1q Q12

0.3828 | 0.2813 | 0.5313 —0.25 0625 0.25

Jumlah kuadrat-galat yang-diperoleh ‘adalah F = 5.3367; lebih’besar
daripada ' percobaan “'pertama dan©ckedua. ' Gambar- 3.8
mengilustrasikan data-numerik:yang diberikan; kurva‘solusi B-spline
yang diperoleh;dan kurvagalat.
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Kurva Galat

‘ r rGalaw

i
Y%

@ Daa
—— B-Spline

() (b)
Gambar 3.8 Hasil simulasi numerik kasus 1 (h =.0.1); (a) Data

numerik.dan kurya solusi B-spline f(x) yang.diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap. y;, dengan i = 1,2, .., 10,

Pada percobaan pertama-dan kedua diketahui.bahwa dengan h
yang . diperkecil .diperoleh F -yang semakin kecil. Namun, pada
percobaan ketiga-diketahui bahwa. dengan h. yang lebih. kecil dari
percobaan sebelumnya diperoleh. E yang lebih besar..Kurva B-spline
berfluktuasi pada percobaan kedua dan ketiga.

<
C
S
<
oc
e

.
7

3.4.2 Kasus 2

Pada kasus-ini diberikan sebarang data 'numerik sebanyak dua
puluhtitik (m = 20),'seperti ditunjukkan’pada Tabel-3:8.

Tabel 3.8-:Data numerik untuk kasus 2.
x/|-0'V>0.05 01 0.17 0.2 0.22 0.3 0.35

¥/110:-0:055 [30:089,|,.0.135.{0,185,|1 0.2254:1.0.27 0.3

SITORY.UB.ACID |

x |04 048] 0.5 0.54 0.6 [,0.69 | 0.7 0.71
¥/ -0:331°0:35710.362/ 0.355°{0.365 | '0.36|0.347'0.321
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x--110.8 1 -,0.84:.-0:9 1
y 170.292| '0.228/ 0.185] 0.12

Percobaan pertama menggunakan-h. = 0.5 sehingga-diperoleh
simpul-simpul, yang- sama; seperti yang,diberikan- pada ; Tabel -3:2.
Gambar: 3.9, mengilustrasikan . letak- titik-titik o;; i-= 1,2, 14,20,
simpul=simpul. ¢;- j-= 1;2,..59; dan-fungsi-fungsi. basis: B-spline
Qj(x),j =1,2/..55; untuk kasus ini.

Q:(x) Q(x) Q3(x) Q4(x) Qs(®)

S

Y Y Y ) 4
-15 | —=0.5 0.5 1.5

N -
n

N
©n

x,i =1,2,..,20.

Gambar 3.9 Letak fungsi-fungsi basis:untuk kasus 2:(h =:0.5):

SPL.; fungsi B-spline,. dan,output yang. diharapkan untuk:percobaan
inianalog dengan: kasus: 1 percobaan- pertama. );Nilai- determinan
matriks A adalah det(A) =10.0280. Nilai-nilai-optimal parameter, a;,
j=1,2;\., 5, ditunjukkan-pada Tabel 3.9.

Tabel 3.9  Nilai-nilai- parameter: a;,~j = 1,2,..., 5, .untuk: kasus 2
(h=10.5).
ag a; as ay as

m0:2455 1}/, =0.0235 03460 0.0940 —0.2784

Jumlah kuadrat-galat yang ‘diperoleh “adalah’'F = 0.0548. Gambar
3.10 ' mengilustrasikan data numerik yang-diberikan, kurva solusi B-
spline yang diperoleh, dankurva galat.
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Gambar:3.10-Hasil;simulasi numerik kasus 2 (h=:0.5); (a) Data
numerik dan kurva solusi B=spline f (x) yangdiperoleh; (b)
Kurvagalat f(x;) terhadap y;, dengani/=1,2;...20.

Percobaan -kedua: menggunakan- i =/:0.2: sehingga- diperoleh
simpul=simpul: yang sama: sepertiyang diberikan ‘padar Tabel, 3.4.
Gambar.3:11=mengilustrasikan -letak titik-titik- x;, i =11, 2, 2,20,
simpul=simpub ¢;," j>=1, 2, ..., 12, dan>fungsi-fungsi ‘basis 'B-spline
Q;(x),j'=1,2,...,8,'Untuk kasus'ini.

Q) QM GE G Q) Q) () Q)

9
4:
-
1:
<+
<+

-+ .
1. 1.6

Y

+
—0.6 -0.4 -0.2 0.2 0. 0.6 0.8 1.2 4

xpi=1,2,..,20.

Gambar 3.11 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 2 (h = 0.2).

12
|9
|<
=
=}
| =
| =
o
a
|9
| &
| &

SPL;-fungsi 'B-spline,” dan“output yang’ diharapkan'‘untuk ‘percobaan
ini‘analog dengan kasus 1 percobaan kedua. Nilai' determinan matriks
A " adalah” det(4) ='0.0216. Nilai-nilai - optimal " parameter “a;,

Jj =1,2,...,8, yang diperoleh ditunjukkan pada Tabel 3.10.
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Tabel. 3.10 |Nilai-nilai parameter a;,.j =1,2,...,8; untuk kasus 2

(h=0.2).
ag a as ay asg Ag
—0.0561, | —0.0144(.0.1315 | 0.2333 .| 0.2494 0.2142
az ag
0.0160 0.2042

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah F'='0.0452; lebih kecil
dari percobaan’ pertama.- Gambar 3.12 mengilustrasikan ‘data numerik
yang' diberikan, 'kurva -solusi-'B-spline ~yang 'diperoleh; dan-kurva

galat.

Pendekatan Fungsi B-Spline

@ Data
—— B-Spline

//

/

x‘ﬁ

S

e

005 Q/

0%’ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

(@)

0025

Kurva Galat

— Galat

Interval Galat
—

\

\l
|

-0.025

\

0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
x

(b)

Gambar 3:12Hasil simulasi-numerik-kasus2-(h =:0.2);(a) Data
numerik.dan kurvasolusi B-spline-f (x) yang diperoleh;:(b)
Kurva galat f(x;) terhadap y;, dengani = 1;2;.:5 20

Percobaanketiga: menggunakan- h,=:0.1 sehingga -diperoleh
simpul-simpul . yang- sama. seperti yang diberikan-pada Tabel -3:6.
Gambar 313 mengilustrasikan,detak titik-titik x;,1.i>=1152,5:;:20,
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simpul-simpul. ¢;5,j.= 1,2, ...,17, dan_fungsi-fungsi, basis B-spline
Qj(X)5j = 1254513, untuk kasus.ini.

Q:(0) Qx(x) Qa(x) Qu(x) Qs(x) Qs(x) Q7(x) Qg(x) Qo(x) Qy0(x) Q11(x) Q12(X) Qy3(x)

-0.3 0.2 0.1 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1.1 1.2 1.3

x,i=1,2,..,20.

Gambar 3.13 Letak fungsi-fungsi basis'untuk kasus 2 (h"=0.1).

SPL;-fungsi:'B=spline,” dan“output-yang’ diharapkan'‘untuk ‘percobaan
ini’ analog ~dengan- 'kasus' 1 ‘percobaan’ ketiga: ~Nilai-'determinan
matriks A “adalah “'det(4) = 1.0134'x10™*,“ Nilai-nilai"optimal
parameter a;, j =1,2, ..., 13, ditunjukkan pada Tabel 3.11.

Tabel 3.11 Nilai-nilai parameter 'a;, j =1,2,...,13; untuk kasus 2
(h'=10.1).
a; a; as Qg as Qg

—0.2533 1'0.0548"]70.0324°|~0.1333"'|''0.1842 | “0.2219

a; ag 2 Q1o aiq ain

0.2379 1.0.2485 | 0.2246 | 0.2158 | 0.0629 | 0.2721

aq3
—0:6713

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh-adalah' F '='0.0369, lebih kecil
daripada ' percobaan '~ pertama“'dan © kedua.  “Gambar 3.14
mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline
yang diperoleh, dankurva galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spline Kurva Galat

e
0.35 {/5 @ ¢ 0.015 )
2N (Y

IR {17 Nk
R | i \ J //
v 1 |

— Galat

Interval Galat

0015

005 -0.02
0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
x X

(@ (b)

Gambar 3/14'Hasil simulasi‘numerik-kasus2 (h-='0:1); (@) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh; (b)
Kurva'galat £ (x;) terhadap y;, dengani =1, 2,-..;, 20.

Berdasarkan'percobaan-pertama; ‘kedua, \dan' ketiga-diketahui
bahwa"dengan’'h “yang ‘diperkecil diperoleh F yang'semakin-kecil.
Kurva'B-spline ‘pada percobaan petama dan kedua tidak berfluktuasi,
sedangkan kurva'B-spline ‘pada percobaan-ketiga berfluktuasi.

34.3"Kasus '3

Pada kasus.ini. diberikan sebarang. data numerik. sebanyak tiga
puluhtitik (m = 30), seperti ditunjukkan pada Tabel; 3.12:

Tabel 3.12, Data numerik untuk kasus-3.

x.-0.02 |,.0.05.{.0.07 {,.0.1, | 0.15:0.17{ 0.2 0.22
y|7 0/ [10.055]0.1230:089| 0.1 0.135] 0.1857°0.225

x0p0.25 110:3r5120.324|v0:35 | 0:3704100:410110:44 |- 048

¥-1.0.27 (,.0.3,..},0.344 | 0.33 | 0.35 .[0.362} 0.355.0.365
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x| 105, 0.54 0.6.,-| 0:654-0.69 (0.7 -4-0.71.{ 0.74
¥ |70.36/"0.3410.321] 0.338( 0,346 0.362| 0.3 “| 0.292
x/(-0.781411-0.8 084 | 0:90/0.95 1

¥.| 0.252(.0.358} 0.228 | 0.185 | 0.1 |.0.12

Percobaan ‘pertama’menggunakan’h '=10.5'sehingga:diperoleh
simpul=simpul‘yangsama- seperti ‘yang /diberikan''pada’ Tabel '3.2.
Gambar'3.15”mengilustrasikan “letak titik-titik- 'x;, i ='1,2,:..,30,
simpul-simpul¢;; j ='1,2, ..., 9, dan fungsi-fungsi - basis 'B-spline
Q;(x),j =1,2,..., 5, untuk kasus'ini.

Qi(x) Qu(x) Qs3(x) Qu(x) Qs(x)
-1.5 -1 =05 0 0.5 1.5 2 25

-— %
Xt = 1,2, .30

Gambar:3/15:Letak fungsi-fuhgsi basis untuk kasus 3 (h-=/0:5):

SPL., fungsi: B-spline; dan-output-yang diharapkaniiuntuk jpercobaan
ini; analog <dengan -kasus -1 percobaan: pertama.: Nilai: determinan
matriks A-adalah'det(A) =:0.1138. Nilai-nilai.optimal parameter.a;,
J= 1,2,/5,5,ditunjukkan‘pada Tabel '3.13:

Tabel 3.13-Nilai-nilai’ parameter-ay, j= 1,2,::,5; untuk kasus 3
(h'=-0.5).
a; a; as ay as

+0.4915 0:0200 0:3444 0.0834 +0.2871

Jumlah kuadrat’ galat' yang diperoleh adalah F = 0.1695. Gambar
3.16 mengilustrasikan  data numerik yang diberikan, kurva' solusi'B-
spline yang diperoleh, dan ‘kurva galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spline Kurva Galat
0% N 9 ¢
035 o

o?/ o TS 0.08
03

— Galat

o

Interval Galat

J AR
| Q\ Y
/ 4

¥
@ Data
—— B-Spline
0.06

1 i r
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ) 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

Gambar 3.16 Hasil simulasi‘numerik kasus 3 (h-='0.5); (a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f (x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f(x;) terhadap y;, dengani=1,2, ..., 30.

005

Percobaan' kedua  menggunakan f-='0.2 sehingga “diperoleh
simpul=simpul” yang 'sama ‘seperti yang diberikan ‘pada’ Tabel “3.4.
Gambar ‘3,17 ‘mengilustrasikan’ ‘letak titik-titik x;, i =1,2,...,30,
simpul-simpul ¢;, j =1,2,...,12, dan fungsi-fungsi basis B-spline
Qj(x)sj =1 1,2,..,8, Untuk kasus ini;

Q,(x) Q,(x) Qs(x) Qi(x) Qs(x) Qs(x) Q,(x) Qg(x)

—-0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 08 | 1.2 1.4 1.6

- -

Xl =1,2 30

Gambar,3.17 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 3 (h = 0.2).

SPL, fungsi B-spline, dan output untuk percobaanini analog dengan
kasus 1 percobaan kedua. Nilai determinan matriks A yang diperoleh
adalah det(4) = 0.1625. Nilai-nilai optimal parameter untuk-kasus
ini ditunjukkan pada Tabel 3,14.
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Tabel 3.14 Nilai-nilai parameter a;, j = 1,2, ...,8, untuk kasus 3
(h = 0.2).
aj a; as Ay as 73

—0.1687 |.0.0141 | 0.1141 | 0.2906 | 0.1909 | 0.2540

asz ag

~0.0480,4:0:3954

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh-adalah' F '='0.1405, Iebih kecil
daripada ‘percobaan pertama. Gambar'3.18 mengilustrasikan 'data
numerik’ yang-diberikan, ‘kurva ‘solusi B-spline yang diperoleh, ‘dan
kurva galat.

Pendekatan Fungsi B-Spline Kurva Galat

0.08
038 om},\ : o 0.06
]
st
Lo |

— Galat

]

¥
i~ R

Interval Galat

8
—

—_—
S —
]

—

e

°
002
01 o \/
j 004 Y

@ Dats
—— B-Spline
‘e 0.06

1 I r
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

Gambar 3.18 Hasil simulasi numerik kasus 3 (h-=.0.2); (a) Data
numerik-dan kurva solusi B-spline f (x) yang diperoleh; (b)
Kurvagalat f (x;) terhadap y;, dengan i =1;2;.:,30:

Percobaan -ketiga, menggunakan- A =.0.1. sehingga- diperoleh
simpul-simpul. yang. sama. seperti,-yang- diberikan ;pada  Tabel  3.6.
Gambar.,3:19 ~mengilustrasikan -letak; titik-titik- x;; ~i. = 1, 2, 5,30,
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simpul-simpul ¢;,.j = 1,2,,..,17, dan. fungsi-fungsi basis, B-spline
Q;j(x)yJ-= 1525135 untuk kasus ini.

Q1(x) Q2(x) Q3(x) Qs(x) Qs(x) Qe(x) Q7(x) Qa(x) Qo(x) Q1o(x) Q11(x) Q12(%) Qya(x)

-
-
-
S
<
S -
e
I 5
-
I
:Jr—
;J»

X, A A
-03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3

x,i=1,2,..,30.

Gambar 3.19 Letak fungsi-fungsi basis untuk kasus 3 (h = 0.1).

SPL, fungsi B-spline, dan-output percobaan ini-analog dengan kasus
1" percobaan ketiga. Nilai determinan matriks’' A adalah det(4) =
0.0280. Nilai-nilai, optimal parameter yang diperoleh ditunjukkan
pada Tabel 3.15.

Tabel 3.15 Nilai-nilai’ parameter a;, j = 1,2, ...,13, untuk kasus 3
(h.=0.1).
aq a; as Ay as 73

—1.1885-] 0.1473 | '0.0163| 0.1257 | 0.2247 | 0.2372

a;z ag Qg @10 aq ai>

0.2448 . |.0.2116.|-,0.2296 | 0.1901.| 0.1412 | —0.0289

ai3
0:4542

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah F'= 0.1181, lebih kecil
daripada’ “percobaan ~ pertama dan  kedua.. Gambar - 3.20
mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-spline
yang diperoleh, dan kurva galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spline Kunva Galat
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Gambar'3.20-Hasil'simulasi numerik-kasus 3'(h =:0.1); (a) Data
numerik dan kurvasolusi B-spline f (x) yang diperoleh; (b)
Kurva'galat 1 (x;) terhadap y;, dengani = 1,2, ..., 30.

Berdasarkan' percobaan ‘pertama;’ 'kedua, ‘dan ' ketiga' diketahui
bahwa dengan'h yang diperkecil diperoleh F yang semakin kecil dan
kurva B-spline pada setiap-percobaan tidak berfluktuasi.

34,4 'Kasus 4

Pada kasus-ini diberikan data numerik yang berasal dari fungsi
g(x) sebanyak. sepuluh, titik -(m =.10), seperti-ditunjukkan. pada

i
W

Tabel 3.16.
§', Tabel 3.16 Data numerik untuk kasus 4.
E X 0 01111 0.2222 0.3333 0.4444
|8 g(x) —-11 —13.7048 | —16.9847| —20.9201| —25.5822
< X 0.5556 06667 0.7778 0.8889 1
2 g(x){ =31.0190| —37.2341.| —44.1537| —51.5783| =59.1124
—
o <L 41
oc
(= 8]



|12
|J
|
@
2
1=
| &
o
7]
|
| &
‘:KZ

BRAWIJAYA

i
W

Percobaan pertama.menggunakan h = 0.5. Kasus.ini analog
dengan, kasus. 1.percobaan pertama. .Nilai. determinan ;matriks,, A
adalah - det(4) =.0.0018., Nilai-nilai. parameter, a;, j = 1,2, 5,
yang diperoleh/untuk kasusini-ditunjukkan-pada Tabel-3:17:

Tabel; 3:17 /Nilai-nilai parameter a;,.j =1;2;..:,5; untuk kasus, 4
(h=10.5).

aq a; as ay as

—=1.8130, |, =6.3370,.}.—-16.7984 | =39.1768 |.=63.0462

Jumlah kuadrat-galat: yang diperoleh cadalah '/F =0.0976.-Gambar
3:21°mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-
spline'yang diperoleh, dankurva galat:

Pendekatan Fungsi B-Spline Kunva Galat

’\ @ Data —— Galat
s —— B-spine
15
‘Q\ 004
20 \
0.02
26 5\ /’\
30 /
b\ L 0
&
= 35 ]
H
\ = 002

o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

Gambar 3:21Hasil simulasi-numerik -kasus4 (h_=!0:5); (a) Data
numerik dan kurva'solusi B=spline-f(x) yang diperoleh;:(b)
Kurva galat f (x;) terhadap g (x;), dengani =1,2,:..;10.

Percobaan kedua: rmenggunakan: th=0.2.. 'Kasus:ini: @nalog
dengan kasus'1-percobaan kedua. Nilai determinan matriks: A yang
diperoleh’ 'adalah’''det(A) =2:3654 x 1074 Nilai-nilai* - optimal
parameter a;, j'=1,2, ..., 8, ditunjukkan pada Tabel 3.18.
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Tabel 3,18 Nilai-nilai parameter a;, j = 1,2, ...,8, untuk kasus 4

(h.= 0.2).
aj as as ay as
—4.7489 | . —7.1577 | —10,6204 | —15.4744 —21.9877
Qe as ag
—30:2216{1=39:5483-| .—48.0348

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh-adalah F '='0.0029, Iebih kecil
daripada ‘percobaan pertama. Gambar'3.22 mengilustrasikan 'data
numerik’ yang-diberikan, ‘kurva ‘solusi B-spline yang diperoleh, ‘dan

Interval Galat

kurva galat.
Pendekatan Fungsi B-Spline
-10 T T
;\ © Data
—— B-Spline
RN
-20 \\
25 @\
-30 \
= 36 \
-40
45 \
-50 ‘b
56
-60
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p
()

2

x10°

Kuva Galat

|

|

et
"

¥

(b)

“o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

Gambar 3.22 Hasil simulasi numerik kasus 4 (h =0.2); (a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap g(x;), dengani =1,2,...,10.

Percobaan _ketiga ‘menggunakan h = 0.1. Kasus ini ‘analog
dengan kasus 1 percobaan ketiga. Nilai determinan matriks A adalah

det(4) = 3.803062 x 10718,

j.= 1,2, ..,-13,ditunjukkan pada Tabel 3.19.

Nilai-nilai optimal _ parameter _a;,
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Tabel. 3.19 Nilai-nilai parameter. a;,j.= 1,2, ...,13, untuk kasus 4
(h = 0.1).

ai az as Ay as 73
—17.875 3.75 —17.75 9 —28 —42
az ag Qg 25T0) aiq ai; a3
16 —24 —4.0 —5.5 —48 ~32 128

Jumlah kuadrat 'galat yang diperoleh ‘adalah 'F-=61.8323, lebih
besar “-daripada“' percobaan’ ' pertama ~dan ‘‘kedua. ' Gambar-' 3.23
mengilustrasikan data-numerik yang diberikan, kurva'solusi B-spline
yang diperoleh, dan kurvagalat.

Pendekatan Fungsi B-Spline Kurva Galat
10 El

© Data — Galat
——B-Spline /\

20

¥
S
(s}
T
L
P
Interval Galat
s
L
L

i L

JERRYRRYELY \
U

60 2 50
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x x

(@) (b)

Gambar 3/23Hasil simulasi‘numerik-kasus'4 (h-='0.1); (@) Data
numerik dan kurva solusi‘B-spline f(x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f(x;) terhadap g (x;), dengan’i = 1,2, ...;10.
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Pada percobaan’ pertama'dan kedua diketahui'bahwa-dengan'h
yang 'diperkecil“diperoleh“F'yang semakin-kecil ‘dan’kurva B-spline
tidak berfluktuasi. Sebaliknya, pada percobaan ketiga dengan h 'yang
lebih kecil dari percobaan sebelumnya diperoleh ‘F 'yang lebih besar
dan kurva B-spline berfluktuasi.
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3.4.5 Kasus 5

Pada kasus-ini diberikan data’numerik 'yang berasal dari fungsi
g(x) sebanyak-dua puluh-titik (m ='20), -seperti- ditunjukkan pada

Tabel 3.20.
Tabel 3.20' Data numerik untuk kasus 5.
X 0 0.0526 01053 0.1579 0:2105
g(x) =11 —12.2147°}.—13.5488,~15.011 | —=16.6099
X 0.2632 0.3158 0.3684 0.4211 0.4737
g(x)|'+=18.3542|7+20.2521 "=22.3109| ~24.5374|'=26.9367
X 0.5263 0.5789 0.6316 0.6842 0.7368
g(x) | —29.5119| —32:2639.| —35.1899| —38.2832| —41.5317
X 0.7895 0.8421 0:8947 0.9474 1
9 (%) —=449164|-—-48.4105:|.=51:9767|,—55.5655{,=59:1124

Percobaan “pertama ‘menggunakan 'h-='0:5."Kasus ini' analog
dengan'kasus 2-percobaan pertama.’Nildi’determinan matriks A yang
diperoleh-adalah det(A4)'="0.0305. Nilai-nilai optimal parameter a;,
j=1,2,..,5, ditunjukkan pada Tabel 3.21,

Tabel 3.21 Nilai-nilai parameter a;, j =1,2,...,5, untuk Kkasus 5
(h'=0.5).
aq a; as Ay as

=1.7981|*=6.3308 | —16.808 | —39.1507 | —63.2847

Jumlah kuadrat. galat yang diperoleh; adalah F. = 0,1355. Gambar
3.24 mengilustrasikan, data. numerik .yang, diberikan, kurva, solusi. B-
spline,yang-diperoleh, dan kurva.galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spiine

\\ © Daa
8 —— BSpiine
-15 u\\
2
-26 h\
20 ?n\q
8
= 36 =
w\ :
40
45
50 \\S
5
-60
0 o1 0z 03 04 05 06 07 08 08 1
x

0.06

Kurva

Galat

— Galat

J

0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
x

(b)

Gambar 324 Hasil simulasi-numerik-kasus5-(h =:0.5);(a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh;:(b)
Kurva galat f () terhadap-g (x;); dengani '=11,2;5:;:20.

Percobaan kedua: menggunakan. -h =0.2. | Kasus: ini. analog
dengan kasus 2-percobaan-kedua. Nilai: determinan-matriks.A adalah

det(4) = 0.0340:Nilai-nilai -optimal - parameter Ja;, i = 15 2;

ditunjukkan pada Tabel'3.22:

8,

Tabel'3.22 'Nilai-nilai ‘parameter a;, j=1;2,:..,8; untuk kasus.5

(h=10.2).
ag a, as ay as
—4.7518 |i=71567-—-10.6210:4-~+15.4736 —=21:9890
Qe ay ag
=~30.2191|'~39.5543°~+48.0148

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh.adalah F = 0.0044,. lebih kecil
daripada. percobaan pertama. Gambar 3,25 mengilustrasikan data
numerik. yang. diberikan, kurva solusi B-spline yang, diperoleh, dan

kurva.galat.
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Gambar 3.25 Hasil simulasi numerik kasus 5'(h =0.2); (a) Data
numerik dan Kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap g(x;), dengani =1,2,..., 20.

Percobaan “ketiga’‘menggunakan h = 0.1. “Kasus ini ‘analog
dengan kasus 2  percobaan ketiga. Nilai determinan matriks A yang
diperoleh adalah det(A4) = 0.0020. Nilai-nilai optimal “parameter
yang diperoleh untuk kasus ini ditunjukkan pada Tabel 3.23.

Tabel 3.23 Nilai-nilai parameter a;, j = 1,2,...,13, untuk ‘kasus 5

BRAWIJAYA

i
W

(h'="0.1).

ay a, as Qy as
[al ~5.9555 —7.2889 —8.8888 ~10.7949" “~13.0469
1; Qg ay Qg Qg aig
5] —15.6821..| —18.7301 | —22.206 | —26.1001 | —30.3619
aiq a; ais
—34.8813 1:-+39.4539 —43.753
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Jumlah kuadrat. galat yang diperoleh adalah F = 4.0938 x 107%,
lebih kecil daripada, .percobaan, pertama- dan. kedua. Gambar 3,26
mengilustrasikan data.numerik.yang diberikan, kurva solusi B-spline
yang diperoleh,.dan kurva.galat.

Pendekatan Fungsi B-Spiine X0 Kuna Galat

IR ;
N 2 A
-25 \
H I\
h¥

: T

¥
,B/,/
Inteval Galat
)

=

A

-60 3

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
x x

(@) (b)

Gambar 3,26 Hasil simulasi numerik kasus 5 (h =.0.1); (a) Data
numerik dan kurva-solusi B-spline f (x) yang diperoleh;.(b)
Kurva galat f.(x;)terhadap g (x;), dengan i = 1, 2,..:,20-

Berdasarkan. percobaan pertama, kedua, dan ketiga diketahui
bahwa dengan, k. yang .diperkecil diperoleh. F yang semakin-kecil.
Kurva B-spline pada semua percobaan tidak berfluktuasi.

3.4.6. Kasus 6

Pada kasus inirdiberikan:data numerik yang berasal dari fungsi
g(x) sebanyak ‘tiga“puluh‘titik/(m = 30), seperti ditunjukkan ‘pada
Tabel'3.24.

Tabel 3.24' Data-numerik untuk kasus 6:
x 0 0.0345 0.069 0.103% 0.1379

g(x) —11 —11.7828 | —12.6156| +13:5007} —=14.4407
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x 0.1724 0.2069 02414 0.2759 0.3103
g(x) | —15.4380| —16.4951 | —17.6143| —18.7980| —20.0484
x 0.3448 03793 0:4138 0.4483 0.4828
g(x)| —=21.3676| —22.7576.|.—24.2201| —25.7566{ =27.3681
x 0.5172 0.5517 0.5862 0.6207 0.6552
9(x)1'=29.0553|°+30.8184| =32.6572|1~34.5705|=36.5565
x 0.6897 0.7241 0.7586 0.7931 0.8276
g(x) | —38.6123|"—40.7342 | —42.9171| —45.1542| —47.4376

x 0.8621 0.8966 0:9310 0:9655 1
g(x). [ —49.7571| —52.1004.| —54.4529| —56.7971| =59.1124

Percobaan "pertama ‘menggunakan i = 0:5: Kasusini' analog
dengan'kasus” 3 “percobaan pertama. CNilai" determinan’matriks A
adalah’'det(A) =0.1796." Nilai-nilai ‘parameter “a;, j =1,2,.., 5,
ditunjukkan pada Tabel 3.25.

Tabel '3.25"Nilai-nilai' parameter-a;, j'= 1, 2,5, untuk 'kasus 6

(h'="0.5).
a, a, asz ay as
+1.8036 |7 =6.3255"/'—16:8142(~39.1356 |- =63:4033

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh. adalah F = 0.1586. Gambar
3.27 mengilustrasikan data numerik yang diberikan, kurva solusi B-
spline yang diperoleh, dan kurva galat.

49



|12
|J
|
@
2
1=
| &
o
7]
|
| &
‘:KZ

BRAWIJAYA

i
W

Pendekatan Fungsi B-Spiine
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
x

Gambar 3:27-Hasil simulasi-numerik-kasus6-(h = 0.5);(a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh;:(b)
Kurva galat f (x;) terhadap-g (x;); dengani ‘=11, 2;5:;:30.

Percobaankedua: menggunakan. h = 0.2.. | Kasus: ini; analog
dengan kasus 3-percobaan kedua. Nilai determinan matriks: A yang
diperoleh adalah=det(4) =/0.5516.-Nilai-nilai ‘optimal | parameter.
yang diperoleh untuk kasus ini-ditunjukkan-pada Tabel 3:26:

Tabel:3.26 /Nilai-nilai parameter a;, g =1;2;...,/8; untuk kasus, 6

(h=10.2).
ay a; as ay as
—4.7515 |, =7.1568~}--10.6210:{-~15.4736 —21.9890
Qe as ag
=30.2191|+39.5542°(=+48,0176

Jumlah kuadrat galat yang diperoleh adalah F = 0.0056,. lebih kecil
daripada’ percobaan_pertama. Gambar 3.28 mengilustrasikan data
numerik ‘yang diberikan, kurva solusi B-spline yang, diperoleh, dan

kurva.galat.
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Pendekatan Fungsi B-Spline

Kurva Galat

;'ss‘ © Daa
S —— B-Spline
-15 5&
3\ )
-20
-25 E\
.
-30 N%
e 8
= -3 = 0
K i
-40
A
45
50
Xx 5
55 \
-60
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

(b)

3
0 01 02 03 04 05 06 07 083 09 1
X

Gambar'3.28 Hasil simulasi numerik kasus 6'(h =0.2); (a) Data
numerik dan kurva solusi B-spline f (x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap g(x;), dengani = 1,2, ..., 30.

Percobaan “ketiga’‘menggunakan’' h = 0.1. “Kasus ' ini “analog
dengan kasus“3’ percobaan ketiga. Nilai' determinan-matriks A yang
diperoleh adalah- det(A4) = 0.2825. Nilai-nilai optimal “parameter
untuk kasus'ini ditunjukkan pada Tabel 3.27,

Tabel 3.27 Nilai-nilai parameter ‘'a;, j =1,2, ..., 13, untuk kasus 6

(h'=10.1).
a; a; as Qg as
+5.9555 —7.2889 —8.8888 —-10.7949"1 “+-13.0469
ag ay ag Qg )
—15.6821 .| —18.7301 | —22.206 | —26.1001 —30.362
aiq ai; ais
—34.8812 1},-—+39.4542- | =43.7519
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Jumlah kuadrat. galat yang diperoleh adalah F = 4.2361 x 107%,
lebih kecil daripada, .percobaan, pertama- dan. kedua. Gambar 3,29
mengilustrasikan data.numerik.yang diberikan, kurva solusi B-spline
yang diperoleh,.dan kurva.galat.

Pendekatan Fungsi B-Spline x10" Kurva Galat

% | /

’ @»% 0s A 1 f 1

’ Q\ . AN / H ’ l\
‘” A

. 3 .
Y

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1
x x

() (b)

Gambar 3.29 Hasil simulasi numerik kasus 6 (h =.0.1); () Data
numerik dan kurva solusi B-spline f(x) yang diperoleh; (b)
Kurva galat f (x;) terhadap g(x;), dengan’i = 1,2, ..., 30.

Berdasarkan percobaan pertama, kedua, 'dan ketiga pada kasus
ini diketahui' bahwa dengan ‘h ‘'yang diperkecil “diperoleh F 'yang
semakin “kecil. “Selain itu, kurva B-spline. semua percobaan pada
kasus ini‘tidak berfluktuasi.

Berdasarkan. semua kasus yang' dibahas . dalam subbab ini
diketahui  bahwa banyak data (m) dan_ panjang partisi__(h)
berpengaruh_terhadap kinerja _metode ini. Tabel 3.28 menunjukkan
hasil simulasi numerik semua kasus.
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Tabel 3.28 Hasil simulasi numerik semua kasus.

Kasus; |..m h det(4) F Perilaku kurva
1 10 0.5 0.0016 0.0871 Tidak
berfluktuasi
0.2 49972 0.0435 Berfluktuasi
x 10=°
0.1 —1.5959 5.3367 Berfluktuasi
x 10753
2 20 | 0.5 0.0280 0,0548 Tidak
berfluktuasi
0.2 0.0216 0.0452 Tidak
berfluktuasi
0.1 1.0134 0.0369 Berfluktuasi
X 1074
3 30" 0.5 0.1138 0.1695 Tidak
berfluktuasi
0.2 0.1625 0.1405 Tidak
berfluktuasi
0:1 0.0280 0.1181 Tidak
berfluktuasi
4 102 0.5 0.0018 0.0976 Tidak
berfluktuasi
0:2 2.3654 0.0029 Tidak
x 1074 berfluktuasi
0:1 3.803062 61.8323 Berfluktuasi
x10718
5 20 215 0.5 0.0305 0.1355 Tidak
berfluktuasi
0.2 0.0340 0.0044 Tidak
berfluktuasi
0:1 0.0020 4,0938 Tidak
x 1074 berfluktuasi
6 30 |- 0:5 0.1796 0.1586 Tidak
berfluktuasi
0.2 0.5516 00056 Tidak
berfluktuasi
0.1 0.2825 4,2361 Tidak
x 1074 berfluktuasi
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Berdasarkan . Tabel  3.28, banyak . data, (m). berpengaruh
terhadap.penggunaan panjang; partisi (k). Semakin banyak.m. maka h
yang : digunakan. . harus -semakin. kecil.. -Sebaliknya, . jika::m sedikit
maka h tidak boleh terlalu kecil..Untuk-data sebanyak m1; -dengan h
yang i diperkecil- diperoleh  F -yang isemakin,kecil; namun; bila.h
terlalukecil dapat:mengakibatkan kurva,B=spline berfluktuasi-dan F
membesar. 'Berfluktuasinya kurva B-spline:ditandai-dengan rnilai
det(A4) yang mendekati inol. ‘Berdasarkan: hal tersebut;: metode: ini
dapat ‘bekerja'dengan-baik bila h: disesuaikan dengan an:sedemikian
sehingga, 'diperoleh”cF rterkecil dengan:'kurva i B-spline - tidak
berfluktuasi. 'Dengan ‘kata lain Kinerja-terbaik 'metode 'ini -diperoleh
berdasarkan ‘trial “and error, ‘yaitu dengan ‘memperhatikan- banyak
data; panjang partisi; nilai-jumlah’ kuadrat-galat, dan 'nilai determinan
matriks A.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 | Kesimpulan

Berdasarkan hasil'dan pembahasan, ‘telah 'dikonstruksi’ fungsi
B-spline ‘'yang ‘merupakan-'kombinasi ‘linear ‘fungsi-fungsi ‘basis”B-
spline kubik. Berbeda dari-metode-metode Kuadrat terkecil nonlinear
lainnya, proses penyelesaian masalah’ kuadrat terkecil ~nonlinear
menggunakan fungsi B-spline tidak memerlukan titik penduga -awal
dan membentuk sistem”persamaan’ linear. ‘Solusi sistem persamaan
linear tersebut  merupakan koefisien-koefisien “kombinasi- linear
fungsi-fungsi. basis. Indikator Kinerja metode ini didasarkan pada
nilai jumlah kuadrat galat dan perilaku, kurva B-spline. Semakin kecil
nilai jumlah kuadrat galat dan kurva B-spline tidak berfluktuasi maka
semakin baik kinerja metode -ini. Berfluktuasinya kurva B-spline
ditandai. ,dengan -nilai  determinan matriks (A yang.mendekati nol.
Berdasarkan; simulasi, humerik-diperoleh kesimpulan .bahwa. banyak
data:dan panjang partisi_berpengaruh terhadap kinerja metode;ini,

4.2 . Saran

Pada“penelitian selanjutnya“disarankan untuk - menggunakan
polinomial ~ortogonal, “untuk “mengetahui’ pengaruhnya ‘terhadap
fluktuasi ~kurva “yang “terjadi. ‘Selain “itu, ‘penelitian “ini “dapat
dilanjutkan " dengan melakukan "analisis ‘galat agar diperoleh h
optimal.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Listing Program

function gl=Q T(h,x,t)

=(1/(4*h*3
end

) x=E)" 35

function gz2=Q> 2 (h;x/t)

=1/ (4*hn3
3*(—)3)
end

)R B34B* (Wt 20 * (x+t) # 3 h* ((x—th02 )5

function g3=Q3.(h;x,t)

=(1/(4*h%3
3*(—) 3)i7
end

) A (W7 3+£3* (h22) X (L=-x)+3*h* ((t=x).2)~

function g4=0Q_ 4 (h,x,t)

(1/°(4*h"3
end
clc;
clear'ally;
Datalluntuk

[0SO
=[0:2v0:34
0.4

30

Datajuntuk

0O PO DO

oQ

OO (Q° ©@° OF &% d° dP o) o9
*‘<]
(] O T O O O

o\ o\

0\

o\

) ) F(E=x)"3;

kalsis |4
33r700142/°0.51200630/0.72100::8450 2921 1;
024200255 0.5600153 004510132 0237

kasus -2

XE00re05 05 s Oicd 2y 0 52400 2i240,413 17 0/6:38i4 0 430,448
0,:5.:0.5420.6:..0.69 0.7.0:71 0.8,.0.84. 0.9 YT1;

y=00,0,055 :0.089 °0.135_0.185°0,225 027 0.3
0.33..0.35 0.362 0.355°0,365,0.36_0.34 0.321

0.292%0.228" 0185 '071127;
Data''tntuk~ka'sus/<3
x=[OVO210205 OV 0 . INONDS WY Y191V 220922210125

0Ie39c0yeB7 R4 9LiAg T 0ILES 0054
Or=6'9120/27 0<gR09 g ORvgronas 05584
3o

Qraly2id 0. 0800 0adit®n/13561@rdi85s 03r225
Qre3didean Oa. 332035 10/362 104395 Cr365
43,0432 -0 . 3381008340, 1063620043 FO=2 92

0,:252.::0..358,,,0..228 02185-:0..1, 0,121,
Data,.untuk _ kasus: .4
x=linspace (0,1,10);
yEexp (2.7%%X) ., *(x.M3+2 . *x.72-17) 7
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sData. untuk, kasus b
5. x=linspace (0,1,20);

untuk kasus 6
=linspace (0,1, 30);

}—‘QJ

jang partisd- T

3%

mpud ~iskmpud sun tuk, h=01
t=70-315h: 1.3
sSimpul-simpul..untuk, h=0.2

=-0:.6:h:1.0;
sSimpul-simpul. untuk h=0.5
t==-1.5:h:2.57;
galat=0;
m=length<(x)’
sMatriksYDEEsuntuk “h=0yT
SLEIOR=D Ty
SPAF XYL RBE( D)
$0Q3an~=0r5
Snediseifl Jxi(irs
% Ql(i):Qﬁl(h b4
Sedisedf] ki i)<
5,111 ~0,.2 (h
% elseif X(W
5 01(1)y=0_ 3(h X(

(1
4 X

h
anijang jpartigas 3
0
i,

oelove (s

)
( e
)
)
E(4))
)
, E3)Y7

g elserf " x
sPgT(dY=g"
ZHel'se
SR Y=07%
siend
Zhend
SO0
Sndioron=1Ur
SrdEiteg(Al)
S Q2i1{An. A0 7
S-ediseldf] xi(l)h<ztd3)

5-02:(1) =Q..1 (h,x(i)y Lt (2)),:
5 elseif x.(i)<=t(4)

e 2
i)
A3
(l)
t (4
1)
t{3
1)

(h (

m
SFE(2)

exXp (2.%x) . X (x,3+2..%x."2-11) ;

=Zexp (2.%%) PR 32K, A 251 )
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0\o O

oP &% 4O d® o9 0\9) Ao\

30 e

DB (30 B0 QP 6P 2 a0 dP o) A AN TOLHO A (IC P B 6P R dD oD 0 O AL IO HC (O

o\°

Q2(1) 502 (h (l),
elseif x(') £.(5)
Q2(i):Q_3(h x (1),
elself x(1I)=t (6)
02 (1)=0 4(h, x(1)
eltse

4

02/ (1Y=07

end

end

02

fomidaktim
iflrxfdn=gst (3

QB =05

elseif  x(1i)<=t.(4)
Q3(i):Q_l(h X(l),
elseif x(1)x5=t (5)
Q3(i):Q_2(h X(l),
elseif "X (I £ (o)
Q3(i)=Qg3(h x(1)5
eVself “x¢1)<=t(TH
03/(1Y=Q!4¢hy X(l),
else

081 &G;

end

eles

Q8BJr

fomr \disd im

1f.x (1)-<=t 4)
04,(1)=0;

elseif x(1)X=t (5)
04 (1)=0.T(h,x (1),
elself X{I)X=t(6)
Q& (1) =0 2¢h; (1)
e Pself “x¢)<=t(1H)
QW (LYEQ!I83¢hy ()5
élgeds x(1)<:t(8)
QU(VEGIHAth a5

else

04 (i) =61
end

end

Qdy
for.i=1:m

£(3)) 4
£(5)) s

t(6)])7
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S if.x (i) <=t.(5)
g 05.(1)=0;
$ elself, x.(1)<=t (6)
§ $U05 (1)Y=0 1'(h, x(1), E(50);
< Frelsedf- k(1 )<:t(7)
= FEOS(1)Y=0"2'thyxq1), €(6)y);
; sHedise WUk (I <=t &)
< SPQSIENY=QIB/Mpxd3 )= E(8IF) 7
o 20edisefURIVE )< 8L D)
o SPOSHAN=ONA/ g RAL SRR
Snedise
5p@8i(d=0r
S~ end
%~ end
o 5,054
?5 % for I=l:m
|2 SPYE R (1Y <=t (5)
e $706.(1Y=0;
I SRSV EVR Y REE D)
: FHRE(1)Y=0""T"thyxd1i), €(ey);
SPeRiseVfURIVE) <=8 &)
Sl Re006i Q=0 nvarsikas Brevijay;
= spedisevifUrIiErs=gy 9)
pos SDQGAN=0nB/trpxAd el Ry:
E; Snedisei/fl JRilir<Etd TO)
< SnQO1{ANFAnA /s XA e A Qs
o . else
00 ENENeYTEREE
& 5. .end
% end
%7006,
SHfor ' Y=1"m
ral SPOFIY]YRLETY
|2 3PRIEN=0"
z SRV TURIVEI SRR 8
I 3pOIAN=gnivarskas Brawlpy;
|8 Soediseivtl riiE ) EAY D
" SnQFi(an=0na/E (l),t()),
snedisedf] k(i ) £ 10
§ 2 Q9i{d)~0n3,/ s <1> AT P
< S~eldsed fi xi(i).<zt1Hl)
= 5-,Q0(1) =04 (h, X(l),t( INDN
; % else
o <L 62
os
(]
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0\o O

oP &% 4O d® o9 0\9) Ao\

30 e

DO (A @° @° O° &0 d° A o) 09D NN LA (A° ° ©BF° &° R P o 0\ A\ AL I\ B\ (B\°

O,

o\

end

Q7;

for 1=1"'m

1P X P<EE (8')

08 (1)Y=07

e LS i Sx ) == %)

O8(LY &R IREhy )5 VE(8)N)E
e Lseudrsad) = 120)
08lfiERif2a¢h7 pati)ayz(9)Re
e lseddrox bl ) K=tnlild)

Q816i) 53 &3 06 (i) (110 A
elseif . x(1i)<=t.(1L2)

08i(1) =044 (ha x (1), £.(12) )7
else

08,(1)=0;

end

end

Q8’7

feor'i=Pim

i ETEMEN=E (9

Q9 ()&}

e lseidfraxX 6t ) Kestli120)

09 V= itheh (i) 9) e
el seddrasg bl ) Kat (1)

Q9161 mRi12 s 28 () n (10D A
celseif x(1)<=t.(1L2)

09(1) =03 (hy x (1) L (12)) 7
elseif x(1)<X=t (13)

09 (1)=0.4(h,x (1) ,/t(13))7
else

QY (1)=0;

end

end

QY

fomriiskim

ifr@dnséat @)

QL (i) =07

elseifroxbd ) Kat (L)
QLO(1) =9 AL (e (39 ,E (100,
elgseif x(1)<=t (L2)
Q10(1)=9 2 ¢h,x (1), Lt (1d1)) »
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elseif x(1).<=Lt(13)

010 (1)7Q,. 3 (hyx (1), L(L3));
(14)
(1),

oolTb\e

o

elself x.(1)<=t

5 010(¥)=0.4(h,x(1),t(14));
send

gHrend

SHO2I0Y

SLERIO =D timy

SOQFENE LY RBL(TLY

sPQINAA) =07

edised/fl xi(d)

% <ghd B2
s5rQdit(d) EQhvkthitxd Brat(ibly) ;
Smedised f1 1xill) <zt 13)

%5~ Qdi1 (1) 59 2. (hir X 1)L (12)) 7
. elselif; i x(1).<zt(14)
5.011(1)70.3.(h, x (i) ,t(14));
% end

% end

EL ON

e =94 m

SPPF I 1Y L=22( 129

ZOQIRUAY) =0
gpedisevfURrIEs=EY 13}

Sp032c(iy) S0nE(hiad Draw(b2y) ;
Snedisedfl Jxi(i)rs#Ead 14)

5nQd2d) 50 2hi 2L B)rat(ib3dk)
3~ end

%,.end

5 Ql2:

o\

for I=1:m

1T % (1iy<=t(13)

013(¥) =07

el'sedfx('T) =t 14)

Q134(Y) =Q'VIF (R, %+ D) FL/(E3Y) ;

end

end

033G

05 {91, 027035045 05 206/7Q%; 08300y Q1diyetdi0lBla
Matiraks! |IDfAtciant ik ohas0h/2

£ oFAAAL Hm

1L x{A)i<sE(1)

Q1(1)=0;

elseif, x.(1)<zt (2

0\0LB0 (9 (o0 Go B &0 49 d® o ok 0@

o
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Ql(i):Qil(h X(l)
elseif x(1)<=t (3
Ql(i):Q_Z(h % (1)
elseif X(1)=t (4
)
5
)

[ reposiTorv.UB.ACID
ST PO

o\@

o@

)
LT
)
Qr(i)=9g.3 (l ’
elseif x¢ )
Q¥ (1)=0Q'4
else
QU (1Y &0
end
end
QL)
f o idak sm
1f,x% (1)<$=t (2)
Q2(41)=0;
elseif x(1)<=t(
Q2(i):Q_1(h X(l
elseif "X (I T
Q2(i):Q42(h %(1
eVselT “x¢r)<=tY
3 1
> &k o
4 il

o@

=

(h
i)
¢y X(l

a©

(S

BRAWIJAYA

.
7
3o @

O\ DO {3\

0\

3

o

o\@

)
)

[ reposiTory.UB.ACID |
o0

4
5

o

aP

02/(1Y) =@ ( (
elseid
Q2)(LY&EB !
else
Q2) i) =07
eng
eng
Q2
for.i=1:m
1f X (1) <=t (3)
03(1)=0;
elself X{1I)X=t
03 (1) =0 'T{h; % (1
=t
(

o

o

)
)
)
)<
6)
) 4

(h X( (6

d° (o ¥

30

<
2
=
<
oc
[=%]

.
"1
00) 00 0@ )0\ oL B\

O\O

elseif “x¢P)
O8/(iY=Q!i2¢h

e lLgedst X()
031V Iiath (
elsedd x()
08JfiVERit4 s X(
else

Q3i(1,)=0.;

end

end
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03
for i=l:m
if . x(i)<=t (4)
04.(1y=0;
elseif"x (1)<
Q4(i):Q71(h
elisevfuxi(i) <
Q4(i):Q_2(h XA
ediseivflURIE)E
Q4i(an=ans
edisei/fl xi(
Q4i{dn,~Qn4
edise
Q4i(4) =07
end
end
Q4.
for ¥=1:m
T X (1Y <=t(5)
05 (1')=07
elise Uk <=t
QSianN=Qn 1( b
=8
(

h (
W
€y X(

ediseivElURIiE
QSi{an~=an 2(
ediseif x()
Q5i{dn~Qn3/h (
edised f x()
Q5i{i) Q4 (h, X(
end
end
Q5.;
for ¥=1"m

T (1Y <=t (8
Q6'(1)=07;
ediseyfuki(V <=4
Q®lan=gn 1( PG !
ediseivfUgi(ArsEs
Q6i{an~=Aan 2( (
edisedf x()
Q6i{dD ~Qn3, (
end

end

Q6:;
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00 B0

for ;i=1l:m

1f, . x(1)<=t (4)
Q7.(1)=0;
elself x (1)<
Q7 (1)=0 T(h
elseif X(l)
QW (1)=Q'2¢h
end
end
Q'
fomidaktim

iflrxfdn=gst (8

Q811 =05

elseif. x(1)<=t.(D
08i(1)=Q::L (hax (1) £.(8)) s
end

end

08

o\@) 0\ o\

o@

=t
X (1
=t
% (4

o &% d° dP

3o @

06 A& NI OB (B¢

oo

EMatriks “DESt7untuk/ “h=0:5
for-i=1%m
I x (LY==t (L)
oL(L) =03
elbseifvx(i)y<=t
OLAL) =0k (hpx|
elseif x ()<=t
QL (1)=Q..2 (h, X(
elseif x(i)<
01 (i)=0.3(h, X(
elseif x (1)<
Ql(i):Q_4(h X
else
QL(1) =
end
end
QL
for isl:m
Lfy %/ (L)<=t42)
Q2 1)=0
elseif x(i)<=t(3)
Q2 (1)7Q. L (h,x(i) ,t(2));
=t.(4)
(1),

29
1)y
(3)
i), t(2))
t.(4)
i),
t(5)
(i),

elseif x (1)<

Q2(1)=0 2(h,x £(3));

o' O=[017027037 04705706, 0770817
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i

elseif x(
02(1)=0 3
(1
4

;X

v:)“v

elseif "x
02(1)=Q |
else
02(1)=0;
end
end
025
forsis=lm
dfoxi(@)<=ti(3)
Q3(d)=0s
elseif x (i
03(1)=0Q [
elseif x (i
03(1)=0, 2
(1
3
(1
4

i
(
i
(h

X
elseif "x
03(1)=Q |
elseif 'x
03(1)=Q
el'se
Q341N =
end

end

037
forei=1l:m
if, x(i)<=t(4)
Q4 .(i)=0,
elseif x

)<
h,
)5
(h,
) <
(h
)<
h,

(

X(

(1) <=t
04(i)=0 1(h, X(l
elseif 'x (1) <=t (
Q4(i)=Q 2(h, X(l
elseif 'x(1)<=t(
Q441)y=Q 3(h/ X(l
elseif x(i)y<=t/(
Q4U1)=Q 4i(hy X(l
else

Qd(d) =07

end

end

Q4;

for i=1:m
if x(1)<=t(5)

5)
)«
6)
)y
7)
)
8)
)
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Q5 (1)=0;

elseif x(1)<=t (6)
05(1)=0_1(h,x(1i),t(5));
elselif x(1)<=t (7)
Q5(1)=0"2'(h,x(1),t(6));
elself x (1)y<=t (8)

Q5/(1) =0 3 (hyx(1),t(8)) ;
elselfVx (1)y<=t/(9)
Q5/(1) =02 4 (hpx () 1 E(9) ) ;
end

end

Q5;

=101, 092:;03:+04;05];
[n, ml=size(Q)z
SMatriks. A
A=Q*Q";
%$Determinan matriks A
Det A=det (A);
TVektor b
forg=1"n
b'(g,1)=0;
for d=1%m

B 1) = GE) (5 A y (19
end
end
disp
disp
disp
disp
disp
di'sp
disp
disp
disp (")
YhnversCmatieikisi VA
ANl=inv(A);
SPenyelesaianliSRU|AXED <epesXsInvens:(A)
X=A 17*b7
displ(!X=1)
dispi(X)
dispi(!. ')
sPartisi—-patisi, untuk h=s0.1
5 xxl=linspace (0,0.1);

' A )
)
')
'Det A)=')
_A)
)

(
(A
(!
(
(D
('
("b=")
(b)

*H
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xx2=1inspace;(0
xx3=linspace.(0
xx4=Tinspace.(0
xx5=Yinspace (0~
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L

oolTb\e

o\QUo\A
< N
NN~

o

xx6=Vinspace
xxT=linspace
xxB=linspace
xx9=1linspacel(0=
RX10=11nspacedo : 9,1),
Paztdisi-partissds uhbukich=0.2
xxil=linspace|(Os G2
xx25dinspaceilfa 23r0wiibi
xx3=linspacei(Qa 450 .6
xxd=linspacei(l. @3.0.8).;
xx5=1linspace(0.8y.1).;
Partisi-partisi_untuk h=0.5
xx1=linspace(0,0.5);
xx2=linspace (0.5, 1) ;
FRUrva-"B-spine’untuk“H=0.1

SHET=X (1Y VR ELV/AE SRR I R (B
3) )N

a2 o
NS
o N

09 - DU DO
S US
OOOOOOOO
LOOOQO\U‘I»—DQ)I\)

~

3\9
~
~

BRAWIJAYA

5
%
2o @e

a\°

DolBe

oP.

=~
|
-4
lo
=
=
&
=}
=
%
(o}
| &
|
K3

)=
(

KRPYOYIRNPCIFNAS SlEVWRYE 1B EBY 3 HYRIHN S, BI(@W(E
;E PRRIIGIY. L
= spasitoty. Wintves piaz Dratgiayar (8Es)e:
_— KRDFIEAB) HRIBIsAAL Bredvitva” 3 Rero@ton 34 3nivehsing) Rraxx
E; Y YARE
< S b 3it Ay PRl = EA4 Dradlmdar (Kxdi
(' EAALD) 2 B IRK L) i 4 (Tl it A3)) *(mxd + T (4 ) ) i 03
o S £2=X (2017 (Lo (4 Fh . 23 ). * (£ (6) =
& XX2) e A34X(3) F AL A Fh I A3) )y (M 343, % (h.~2) . 5 (L (6
) =xXx2) ..
PR H L X (6 =% 2) TA2E3 Tx (Li(B) =
KXY TN KDY THFAT (A IFH T 3) )R 343 IR ) R (ke x
[a] oReSIsyhy VT
= SPQSIGHY, WIlRETSEqQS Pravpjayax (xsef)
z BASSIQNRY R EE S I BraMava. ~ 399005152 L (5S35
5§ SDEIEX R DRErSHAE BrRwWARBYR. * RS i
& gRBYiOB+X 1A 15 Beawimya3) Ren@eindy nirrdiRs. Biaw
»axxBOry.l.
S e 3it Ay B/ EFR F R 32023 a* (BEH
< XX} HAB) BRI B e AL bl iy e 3 D it 33+ B it dii 52) REA(RK
Z [EEGE
= S A3 R M XX3=E(O)), 223, F (X3
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4
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% £4=X(4)
x4

“xx4) ...
+3.*h T *(t(8)
X4 ) A3V FEX(6)
(S R
SIHFREO (R 42 (T )
WNABNSEK PN 1Y

o\OV ><

-xx4)

L

ST

a©

Ot
+
=0y
SNE BEERUBNELE
%5 LIMB33%((6)
rxEhivers
+Blatis A e € P =2 D)
%D) 13 X4 )R A
=E1(8) ) seres
+31.30h. F (xx5+1£.(8).)

d° = %

(i

oo X

(8)).."3)+X(8)

f6=X(0)

o)y . . N3FX(TY <

—xx6)o.

fi- YT EYG o e
PIMBYFERA(S)

Yy

*h *(xx6—t(9))

DN +X(9).*(l./
X(Tsi

RET ) 13k 418 ) £

Ahr KB b arceh
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*he 23) e *(hy23+3. 5 (heN2) <* (L (8
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Xx9) .. "3)HX(L11) (L./(4,*h."39))..*(h.”3+3.* (h. 2).* (X
X9-t.(12))....
[ FUF3LFR L X (kX9 t(12)) 223 LF (XXO9=
EE EH(T2)) 3)+ (12 (/04 7*h . " 3) ) (xx9-t(12)) . ~375
— FHEI0=X (10) 1 / 4TFNINEN ) L) #
E; xxlO).A3+X( ( PAAEHR ., ~ 3Y9PES(WI F 343 YR I(h =P laVig
P (14)—xx10)...
o OEINOHY. I VErE)axxWOWIEZE3 | FEDEHA)HF
o grdONONBVURREr2Nas Brai(4aysh . PADesitry 1 3Hsers(tes 2rawi(

ZRAQFEr (13 Nvars
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EAA3) ) ra BN Xald B e %2k w/ibd o h i203) )i 5 (%X LOTE AL BY)e) mF35

o

sKuxvar Bspinreitan tuk hz0a2

|2 % F1=X (1) e X (LAl d £5R A3) )ae * (Ea( D)
£ X% 1) e 34X (2 )L ol d ¥ A3) Yo F (e 3% 3 5 (M52 5 (L (B
5 ) —xx1)
|8 SEE3FH L F (B (BY =xx D) S A253 Tx ((BY =
: %% TV AR FX(3) TR (A A T3 ) R (R A B3 L (LR D (k%
<« TEEAYY Y
P GEHIIE (xR 2T ) G2 T (xx e
< EAFHOARY PR/ EL PTG DI AV EXE A3)) WY LA PySiess
= SPEREX2Y IWENSaa REWBY R, * (B |
E; grogitorHKEBErRias Bravsayss) Reoasitay s rieins. Braws
< PERIK20TY. L
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% 25541500~

S 434 %N, *(xe t(5)).A2—3.*(xx2—

(5 3+ < F (1 (4, *h. A3)) (xx2—t(5)).A3;

SN E3=% (3., 1./ A x 0 A3YY L x0T
€] xx3)., " 3+X (4 ).*(1./(4.*h. )) ¥ (N 343, % (h, 7 2)° % (T (7
§ YExx%3) .
£ SPYSIGY Wiy Usx 3 FR0LE Oy (EHE .
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BB Ah, L (8) =xx4) 253, X (LA8) ~

XX4) . 23)+X(6)m (1n/(4.%h . 3)) . * (h, 3+3. % (B, 2) . % (xx
4=t (7)) .

T A3 Fh Y (xx4-t (7)) .7 2=-3 % (xx4-+

Y)Y N3+ ( Y ORIESA A R SR (RKA=E (T LY

¥ ES=XD) 1./(4.*h.A3)) *HeA9) =

Kx5 W] A3+X(6).*(1./(4.*h.A3)) H (WY NBER AR AW IEE (9
YERXSYVED

SIS (8E D BV 2 38 POEi@)y-

RS UMBIEX4%)Bravliavé - *hep@diary (Mnnaesiiay rag)iayaxx
Satl(@yvearst

Bt Wt 2 F3a A Xk

Blahbhe s hx 5345 (8)

EAB) )it Bt X &8 vt (ilew /o (4 530 A3 e AT (XX D7 E{8) 2e A3
sRuryvayBospinerdmntuk, h=0:5

£L=X(L) % (L. /(4. h.23) ) A (£(5) ~

XxX1) 234X (2). o F (L. /(4. *h:23) ) * (hay23+3.* (heN2) < * (L (5
) =xXx1) ...

+3.Fh.* (£ (5) =xx1)."2-3.* (£t (5) -

XX1) .23V +HX(3) . * (1. /(4. *h."3) ) . * (h.”3+3.* (. 2) . * (xx
I-t(4d)) ...

+3.Fh T (xxT=t(4)) 2=-3 . (xx1~-

EI04)) VABYEX LY L4 S FRIA3)Y or (xR T (4 ). 23

E2EX (2YSE (D0 /(40 R AB) )L F (e (e)~

KK2 ) INBHZ(BY AL 2300 L (h ABA3L*(h on2)i*(E (6
PEXK2) UG

HBL Fho k(e (6)7xx2) N2+ 3 JF(E(6)

XX2) N33R AL (LA 4 Fha A3) ) o (Mg A3+ 31 A (e A2) ah lxx
ARE (BYveore

+3.F h. o (xx2=1(5) ) 023 s F (xx2~

£A5) )0 3)FX(5) X (Lo /(450 23)) .. X (xx2=t(5) )23
cGalat untuk Hh=0..1

for . i=1:m

o\Q

5 err(1)=y(1)z (X(1)*0 (1, 1) +X (2Y*0 (2, 1)+." ,
2 X(3)*Q(3,i)+X(4) O (4, 1YHX(5)FO(5, 1) +.%%
FLXEOY O PO )HX(T)HRONT Iy HXA(E)FO( 8, )+
X OYFQ POFE)FHRAT0) A0 (107 Y +XA(YIYXQ (11,4 +

o°

XCIRY Q2 ,4NaIEL3) * o (aRea)orn
galatsEgabati enia(i) ) 12¢
Kuadratsiigalattssgrnta(galat)s
eha

sGalat, ,antuk =02

o° &R

0
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S foxr. i=1:m

% err( ) SV (L) X (1) %O (1, 1) +%,(2) *Q. (2, 1) +.
5 3) *O(3,1) ¥X(4)*0 (4, 1) +X (D) *0(5,1)+.
5 ( ) *Q (6, 1) FX(7)*Q (7, 1) +X (8)*0(8,1));

o\®;

galat=galat¥(err (1))~ 2;
Kuadrat' 'galat=sqgrt (galat);
end
sCaIE Yuntle'h=0% 5
forti=l:m
err(i)=y (D)= (XH(A) *Q Ly, i1)+X (29224 ) +

39 *Q (3l ) AX (AN * QU Ay d A% (5)FQ(55 L)) 7
galat=galatt(erx(i) )02
Kuadrat, galat=sgrtigalat).;
end
disp('F=")
disp(Kuadrat galat)
subplot(1l,2,1)
$Pemanggil plot untuk h=0.1
Fplot(x,y,"ko",xx1, £F1,"B"Y, xx2,M2, "B [ xx3,£3,""b"
XA LY, VO RETE S THN A K6, £ kXTI ET DY
SxR8 Y, YoV R9GE 95 M Pl 0 L0, "B Y Miinewd i dtEhv
FRYIMavke FRAGECad s UMK YA Mar¥KEXFAEColae "SIt |y
g MarkearSihzel sy
SPemanggilhhpleotauntukibh=0. 2
Spdoitax, Vnhkodiixx Brilyiibol, xx25fi%sit )/ xx3af3i5'D
SxRA1 4, "B N ekxba £ 55 5b/ia Vbl nelddihily 2 |
sAMarkerBdgeCotox I Lk tin! MarkerFaceColon! nlt g mye. s
3 MarkerSize'.,8)
sPemanggil. plot untuk h=0.5
plot(x,vy,'ko',xx1,f1,'b",xx2,f2,'b", '"LineWidth',

o@

a2

2, "MarkerEdgeColor', "k'"/ "MarkertaceColor","g", ...

"MarkerSize"™, 8)
grid on
title(YPendekatan Fangsy “B-Spline'")

xTabel (M=), ylabel('y‘),legend('Data','B—Spline'

subplot/(1;2,2)
plotix,ern, Vb AL inewidrh', 29

gradion

tatde (! Kunva

Gadaitd), Legendil, Galat i)y xlabel(xt )y 4 i
ylabel (' Interval.Galat')

)
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Lampiran 2. Qutput Program

KASUS'1

Percobaan pertama dengan-h =:0.5.

A:
0.0700
03318
01167
0.0014

03318
2.3165
1,9324
0.2521

01167 0.0014
1.9324 0.2521
4.9328 2.5194
25194 3.4569
0.0022. 01828 04776

X=
04526,

-0.0486

0.5862

~0.0614
1.2527

Fe

0.0871

Percobaan kedua'dengan h'= 0.2.

A=

Kolom 1 sampai 6

0.0625
02518
0.0661
0.0004

0
0
a
a

0.2518
12235
0.6900
0.0589
0.0007.

0

0

0

0.0661
0.6900
1.2663
07772
01172
0.0010

0

0

0.0004
0.0589
0.7772
2.1767
1.0570
0.0989
0.0010
0

0.0022
0.1828
04776
00911

0
0.0007
01172
1.0570
2,0414
1:0306
01016
0.0011

o

o
0.0010
0.0989
1.0306.
2.1409
1.1976
0.0980
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Kolom 7 sampai 8

[‘vREP—OSVITi) .UB. \C.I «_

0 0
0 0
0 0
0.0010 0

041016 '10.0011
14976 1 0.0980
1.8356 '10.2945
0.2945 -~ 0.0654

Sa= X:
0.0513 20.9459
0.3652 0.4061
0.7154 01215
1.3987 0.3804
1.4797 0.4098
1.2196 0.1944
0.8594 0.2538
0.1206 0.4032

det(A)= =
49972 x1107° 0.0435,

Percobaan Ketiga dengan h= 0.1

A=
Kolom 1 sampai .6
0.0625 ,0.2500 .. .0.0625 0 0 0
0.2500  11.0010 - 0.2725 - 0.0225..0.0010 0
0.0625 1 10.2725 - 0.5791 - 0.5166.,0.0225 0
0.0225 - 05166 - 0.5240-.0.0984 ,0.0448
0.0010:0:0225 - 0.0984-0.8010 ) 0.5834
0.0448-10.5834! 111.2009
0.0006°10.0602' ' 10.584.3
0:0003")0.0624
0 0 0
0 0 0

|2
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0
0
0

Kolom 7 sampai 12

0

0

0
0.0006
0.0602
0.5843
1.1589
04038
0.0450
0.0006

0
0

Kolom 13

T IIIIIODSD

0.0003
0.0644
0.2508
0.0625

0
0
0

0

0

0

0
0:0003
0:0624
04038
0:9101
0.5835
0.0602
0.0003

0

0

DI

SISO

0.0000
0.0450
0.5835
1.7706
0.4483
0.0355
0.0009
0

DI

SIIDIDD

0.0006
0.0602
0.4483
0.8491
0.6245
00672
0.0003

S

S IAIIIIDD

0.0003
0.0355
0.6245
1,3443
06611
0.0644

QIS IIDOIIT

0.0009
0.0672
0.6611
1.1800
0.2508
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= X=

0.0500 -8.1758
0.2106 -2.9697
0.2944 0.0493
0.2804 -0.9919
04528 0.1270
0.8417 0.3828
0.8335 0.3828
0.7137 0.2813
0.7199 0.5313
0.5003 -0.2500
0.6500 0.6250
0.5620 0.2500
0.1007 1.0000
det(A)= F=
—1.5959 x 10~°3 53367

Pada . Lampiran. 2 ini. hanya ditampilkan output (nilai. matriks A4,
vektor b, dan x). untuk kasus;1. Output (ukuran matriks.dan. vektor)
untuk: kasus .2, .3,-4,, 5,-dan 6-analog dengan kasus. 1, untuk-setiap
percobaan h-yang. dilakukan: Namun; nilai:nilai imatriks dan vektor
pada setiap kasus-tentunya-berbeda.
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