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STRONG  -REVERSIBLE RING 

 

ABSTRAK 

 

Misalkan   adalah ring dengan endomorfisma  . 

Endomorfisma   dalam ring   disebut strong reversible kanan jika 

  ( )    maka      dan disebut strong reversible kiri jika 

 ( )    maka      untuk      . Ring   disebut strong  -

reversible jika endomorfisma   dalam ring   strong reversible kiri 

dan kanan. Dalam skripsi ini dipelajari ring reversibel dengan 

endomorfisma   serta sifat-sifat yang berhubungan dengan ring 

strong  -reversible. Jika   reversibel dan  -reversibel maka   

strong  -reversible. 

Kata kunci : endomorfisma, ring reversibel, ring Armendariz. 
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STRONG  -REVERSIBLE RING 

 

ABSTRACT 

 

Let   be a ring with an endomorphism  . An endomorphism   

of a ring   is called strong right reversible if   ( )    then      

and if  ( )    then      for      . A ring   is called strong  

 -reversible if there exist a strong right (resp., left) reversible 

endomorphism   of  . This thesis studies about reversible ring with 

endomorphism   also related properties with strong  -reversible 

ring. If   reversible and  -reversible then   strong  -reversible. 

 

Keyword : endomorphism, reversible ring,  Armendariz ring. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang 

mengalami perkembangan pesat. Dalam aljabar, dibahas bermacam-

macam struktur aljabar yang masing-masing memiliki sifat yang 

berbeda. Struktur aljabar dibangun oleh tiga komponen, yaitu 

himpunan tidak kosong, operasi biner dan aksioma. Suatu struktur 

aljabar adalah himpunan yang tidak kosong dengan paling sedikit 

satu atau lebih operasi biner dan memenuhi aksioma–aksioma 

tertentu. Struktur aljabar yang akan ditinjau disini adalah ring, yaitu 

suatu himpunan yang tidak kosong dilengkapi dengan dua buah 

operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. 

Dalam perkembangan stuktur aljabar diperkenalkan beberapa 

macam dari ring antara lain ring reversibel. Pada tahun 1999 

diperkenalkan ring reversibel oleh Cohn, yang merupakan perluasan 

dari ring tereduksi.   disebut ring reversibel, jika      maka 

     untuk      . 

Pada tahun 2010 dalam jurnal Baser dan Kwak yang berjudul 

On Strong Reversible Rings and Their Extensions dipelajari 

perluasan dari ring reversibel dengan endomorfismanya. 

Endomorfisma   dalam ring   disebut strong reversible kanan jika 

  ( )    maka      dan disebut strong reversible kiri jika 

 ( )    maka      untuk      . Ring   disebut strong  -

reversible jika endomorfisma   dalam ring   strong reversible kiri 

dan kanan. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibahas definisi, 

proposisi, serta teorema yang berlaku pada strong  -reversible ring. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang 

dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi, proposisi, 

teorema dan contoh, serta bukti–bukti yang berkaitan dengan strong 

 -reversible ring. 
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1.3 Tujuan  

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas definisi, 

proposisi, teorema dan contoh, serta bukti – bukti yang berkaitan 

dengan strong  -reversible ring. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini dibahas beberapa definisi, teorema  dan contoh 

yang digunakan sebagai dasar untuk mempelajari strong  -reversible 

ring. 

  

2.1   Relasi, Pemetaan dan Operasi  

Dalam struktur aljabar, anggota-anggotanya dapat 

dioperasikan dengan penjumlahan, pergandaan atau keduanya. 

Berikut akan diberikan definisi dari hasil ganda Cartesius, relasi, 

pemetaan dan operasi biner. 

  

Definisi 2.1.1 Hasil Ganda Cartesius 

Misalkan   dan   adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua 

pasangan terurut (   ) dengan     dan     disebut hasil ganda 

Cartesius antara himpunan   dan   yang dinotasikan sebagai berikut: 

    *(   )|        +  
(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

Definisi 2.1.2 Relasi 

Misalkan   dan   adalah himpunan tidak kosong dan   adalah 

himpunan bagian dari    . Maka   disebut relasi dari   ke  . 

(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

Definisi 2.1.3 Pemetaan 

Misalkan   dan   adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan   dari   

ke   adalah suatu relasi dari   ke   sedemikian sehingga untuk 

setiap     terdapat satu     dengan (   )   , selanjutnya 

dituliskan sebagai  ( )   . Secara umum dikenal dua macam 

pemetaan yaitu: 

(i)   disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika untuk setiap 

      dengan     maka  ( )   ( )  
(ii)   disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk setiap        

terdapat     sedemikian sehingga    ( ). 

Jika   merupakan pemetaan injektif dan surjektif, maka   disebut 

sebagai pemetaan bijektif. 

(Bhattacharya, dkk., 1994) 



4 

 

 

Definisi 2.1.4 Operasi Biner 

Misalkan   adalah himpunan tidak kosong. Operasi biner   pada 

himpunan   adalah pemetaan dari     ke  , atau dituliskan sebagai 

berikut:  

           

       (   )    (   )         
 (Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

2.2   Semigrup 

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang sederhana dan 

merupakan suatu himpunan tidak kosong yang di dalamnya terdapat 

satu operasi biner yang memenuhi beberapa aksioma. Definisi, 

contoh serta teorema yang berkaitan dengan semigrup diberikan 

sebagai berikut. 

 

Definisi 2.2.1 Semigrup 

Misalkan   merupakan himpunan tidak kosong yang didefinisikan 

dengan operasi biner  . (   ) disebut semigrup jika dan hanya jika   

memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut: 

1. (   ) tertutup. 

Jika setiap       maka       

2. (   ) assosiatif. 

Jika setiap         maka (   )      (   ). 

(Durbin, 1992) 

 

Contoh 2.2.2  

Diberikan himpunan   (  ) didefinisikan sebagai berikut: 

  (  )  {.
  
  

/ |          }, 

dimana    merupakan himpunan bilangan bulat positif. Maka 

  (  ) terhadap operasi pergandaan dinotasikan (  (  )  ) 

merupakan semigrup. 

Bukti:  

i. Tertutup. 

Misalkan diambil 

  .
  
  

/    (
  
  

)        (  ) 
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    (
          
          

). 

Karena (     ) (     ) (     ) (     )     

maka       (  ). 

ii. Assosiatif. 

Misalkan diambil 

  .
  
  

/    (
  
  

)    (
  
  

)          (  ). 

(   )    (
          
          

) (
  
  

)  

 (
                              
                              

)  

 .
  
  

/ (
          
          

)  

    (     ). 

Dengan cara yang sama berlaku          (  ). Dari (i) dan (ii) 

terbukti bahwa (  (  )  ) merupakan semigrup. 

 

Definisi 2.2.3 Subsemigrup 

Misalkan (   ) adalah semigrup dan   adalah himpunan bagian dari 

 . Jika (   ) merupakan semigrup, maka (   ) disebut subsemigrup 

dari (   ). 

(Whitelaw, 1995) 

 

2.3   Grup 

Grup merupakan struktur aljabar yang lebih sempit dari 

semigrup, karena suatu himpunan dapat disebut sebagai suatu grup 

harus merupakan semigrup, mempunyai elemen identitas dan setiap 

elemennya mempunyai invers. Definisi, contoh, serta teorema yang 

berkaitan dengan grup diberikan sebagai berikut. 

 

Definisi 2.3.1 Grup 

Grup merupakan pasangan terurut (   ) dimana   merupakan 

himpunan tidak kosong dan   merupakan operasi biner pada  . 

Himpunan   disebut grup terhadap operasi biner   jika dan hanya 

jika memenuhi aksioma berikut: 

i. Tertutup,        berlaku      . 

ii. Assosiatif, (   )      (   ),         . 
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iii. Mempunyai elemen identitas, terdapat     sehingga 

     berlaku          . 

iv. Mempunyai invers,      terdapat      sehingga berlaku 

           . 

(Dummit and Foote, 2002) 

 

Berdasarkan Definisi 2.3.1 grup di atas, dapat disimpulkan bahwa 

suatu grup pasti merupakan semigrup. Akan tetapi tidak berlaku 

sebaliknya, yaitu tidak semua semigrup merupakan suatu grup. 

Contohnya (    ) merupakan semigrup karena setiap elemen di    

tertutup dan assosiatif terhadap operasi penjumlahan. Namun (    ) 

bukan merupakan suatu grup karena elemen-elemen di    tidak 

mempunyai invers. 

 

Contoh 2.3.2 

Himpunan bilangan bulat   dengan operasi penjumlahan adalah 

suatu grup. 

Bukti: 

i. Tertutup. 

Ambil      , berlaku      . 

ii. Assosiatif. 

Ambil        , maka 

(   )          

   (   )  
iii. Terdapat elemen identitas     terhadap operasi 

penjumlahan, karena          , untuk setiap    . 

iv. Setiap elemen mempunyai invers. Ambil    , maka terdapat 

     sehingga berlaku   (  )  (  )       
Dari i, ii, iii dan iv terbukti bahwa  (   ) adalah grup. 

 

Contoh 2.3.3  

Misalkan   *    + dengan operasi penjumlahan dan pergandaan 

yang disajikan dalam Tabel 2.1. 
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Tabel 2.1 Operasi penjumlahan dan pergandaan pada   

 

+ -1 1  ● -1 1 

-1 -2 0  -1 1 -1 

1 0 2  1 -1 1 

 

Maka (   ) merupakan suatu grup, akan tetapi (   ) bukan 

merupakan suatu grup. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa (   ) adalah grup. Dengan menggunakan 

Tabel 2.1, berikut ini dapat dibuktikan bahwa (   ) adalah grup. 

i. Tertutup. 

Ambil      . Berdasarkan Tabel 2.1 terlihat bahwa (   ) 

tertutup, karena hasil dari (   ) adalah *    +. 

ii. Assosiatif. 

Ambil        . Misalkan           dan      . 

Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh 

(  )  ((  )(  ))  ( )( )   . 

 (  )    ((  )( ))  (  )(  )     

Jadi (  )    (  )   . Hal ini juga berlaku untuk setiap 

        sedemikian sehingga diperoleh (  )   (  ). 

iii. Terdapat elemen identitas    , karena 

( )( )  ( )( )   , untuk setiap      
iv. Setiap elemen mempunyai invers. Berdasarkan Tabel 2.1 

diperoleh bahwa (  )(  )      dan ( )( )     . 

Berarti (  )      dan ( )      Jadi setiap elemen di   

mempunyai invers. 

Karena (   ) memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu grup, 

maka (   ) adalah grup. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (   ) 

bukan grup.   Berdasarkan Tabel 2.1, operasi penjumlahan terhadap 

himpunan   *    + menghasilkan *      +    *    +, maka 

  *    + tidak tertutup. Jadi (   ) bukan grup. 

 

Definisi 2.3.4 Grup Komutatif 
Suatu (   ) disebut  grup komutatif jika         untuk setiap 

     . 

(Fraleigh, 1994) 
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Contoh 2.3.5 

Misalkan   *    +. Maka (   ) merupakan suatu grup komutatif. 

Bukti: 

Dari Contoh 2.3.3 sudah dibuktikan bahwa (   ) adalah grup. 

Sehingga tinggal dibuktikan sifat komutatif dari grup tersebut. Ambil 

     . Misalkan      dan    . Berdasarkan Tabel 2.1 

diperoleh    (  )( )     dan    ( )(  )    . Sehingga 

        . Hal ini juga berlaku untuk setiap       

sedemikian sehingga diperoleh      . Karena grup tersebut 

memenuhi sifat komutatif, jadi (   ) adalah grup komutatif. 

 

2.4 Ring 

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan 

tidak kosong dengan dua operasi biner yaitu terhadap operasi 

penjumlahan dan perkalian. Definisi, contoh serta teorema yang 

berkaitan dengan ring diberikan sebagai berikut. 

 

Definisi 2.4.1 Ring 

Ring adalah himpunan tidak kosong   dengan dua operasi biner 

yaitu penjumlahan dan pergandaan sedemikian sehingga berlaku: 

1.    (   ) merupakan suatu grup komutatif, 

2. (   ) merupakan semigrup, 

3. (     ) memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap 

        berlaku: 

(   )  (  )  (  ) dan  (   )  (  )  (  ). 

(Bhattacharya, 1994) 

 

Contoh 2.4.2 

Diberikan    *  ̅   ̅   ̅  ̅+ dengan operasi penjumlahan dan 

pergandaan yang disajikan dalam Tabel 2.2 dibawah ini. Maka 

(       ) merupakan suatu ring. 
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Tabel 2.2 Operasi penjumlahan dan pergandaan pada    

 

   ̅  ̅  ̅  ̅ 

 

●  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 

Bukti: 

Dengan menggunakan Tabel 2.2, dapat dibuktikan bahwa (       ) 

adalah ring. 

1. (    ) adalah grup komutatif. 

(i) Tertutup. 

Ambil       . Berdasarkan Tabel 2.2 terlihat bahwa 
(    ) tertutup, karena hasil dari (    ) adalah 

*  ̅   ̅   ̅  ̅+. 

(ii) Assosiatif. 

Ambil         . Misalkan     ̅    ̅ dan    ̅. 

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 

(   )    ( ̅   ̅)   ̅   ̅   ̅    ̅ 
  (   )   ̅  ( ̅   ̅)   ̅   ̅   ̅  

Jadi (   )      (   )   ̅. Hal ini juga berlaku 

untuk setiap          sedemikian sehingga 
(   )      (   ). 

(iii) Mempunyai elemen identitas    ̅ terhadap operasi 

penjumlahan, karena    ̅   ̅     , untuk setiap 

      
(iv) Setiap elemen mempunyai invers. 

Berdasarkan Tabel 2.2 invers dari  ̅ adalah  ̅, invers dari  ̅ 

adalah  ̅, invers dari  ̅ adalah  ̅, invers dari  ̅ adalah  ̅. 

(v) Komutatif. 

Ambil       . Misalkan    ̅ dan    ̅. Berdasarkan 

Tabel 2.2 diperoleh 

 

     ̅   ̅   ̅. 

     ̅   ̅   ̅  
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Jadi          ̅. Hal ini juga berlaku untuk setiap 

       sedemikian sehingga        . 

2. (    ) adalah semigrup. 

(i) Tertutup. 

Ambil       . Berdasarkan Tabel 2.2 terlihat bahwa 
(    ) tertutup, karena hasil dari (     ) adalah 

*  ̅   ̅   ̅  ̅+  
(ii) Assosiatif. 

Ambil         . Misalkan    ̅    ̅ dan    ̅.  

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 

(  )  (( ̅)( ̅))( ̅)  ( ̅)( ̅)   ̅. 

  (  )  ( ̅)(( ̅)( ̅))  ( ̅)( ̅)   ̅. 

Jadi (  )   (  )   ̅. Hal ini juga berlaku untuk setiap 

         sedemikian sehingga (  )   (  )  
3. (       ) memenuhi hukum distributif. 

Ambil         . Misalkan    ̅,    ̅ dan    ̅. 

Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 

Distributif kanan: 

(   )  ( ̅   ̅)( ̅)  ( ̅)( ̅̅̅̅)   ̅ 

(  )  (  )  (( ̅)( ̅))  (( ̅)( ̅))   ̅   ̅   ̅  
Distributif kiri: 

 (   )  ( ̅)( ̅   ̅)  ( ̅)( ̅)   ̅. 

(  )  (  )  (( ̅)( ̅))  (( ̅)( ̅))  ( ̅)( ̅)   ̅. 

Jadi, (   )  (  )  (  )   ̅ dan 

 (   )  (  )  (  )   ̅. Hal ini juga berlaku untuk setiap 

         sedemikian sehingga (   )  (  )  (  ) dan 

 (   )  (  )  (  ). 

Karena (       ) memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu 

ring. Jadi (      ) adalah ring. 

 

Contoh 2.4.3  

Diberikan   *   +. (     ) bukan merupakan suatu ring karena 

tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan. Misalkan diambil 

       . Contoh    * ̅  ̅+, (      ) merupakan suatu ring 

karena memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring. 
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Definisi 2.4.4 Ring Komutatif 

Misalkan (     ) adalah ring. (     ) disebut ring komutatif jika 

berlaku sifat         untuk setiap      .  

(Dummit dan Foote, 2002) 

 

Definisi 2.4.5 Subring 

Misalkan (     ) adalah ring dan   adalah himpunan bagian dari 

 .    , maka (     ) disebut sebagai subring dari (     ) jika 

(     ) juga merupakan suatu ring. 

(Dummit dan Foote, 2002) 

 

Teorema 2.4.6 

Misalkan (     ) adalah ring dan   adalah himpunan bagian 

dari` . (     ) disebut sebagai subring dari (     ) jika dan 

hanya jika untuk setiap       berlaku: 

(i)    . 

(ii)        
(iii)       

(Dummit dan Foote, 2002) 

Bukti: 
( ) Diketahui (     ) adalah ring dan   adalah himpunan bagian 

dari  . Akan dibuktikan untuk setiap       berlaku 

         , dan     . Berdasarkan Definisi 2.4.5, 
(     ) membentuk ring dengan operasi yang sama dengan 

operasi di (     ). Karena (     ) adalah ring, sehingga 

   , jadi (i) terpenuhi. Sekarang ambil sebarang      . 

    dan (     ) adalah ring, berarti     . Karena 

       dan (     ) adalah ring, sehingga   (  )  
     , jadi (ii) terpenuhi. Selanjutnya, ambil sebarang 

     . Karena (     ) adalah ring, sehingga     , jadi 

(iii) terpenuhi. 
( ) Sebaliknya diketahui    ,       dan      untuk 

setiap      . Akan dibuktikan bahwa (     ) adalah 

subring dari (     ).     , untuk setiap       berlaku 

      menunjukkan bahwa (   ) adalah subgrup dari 

grup (   ), oleh karena itu (   ) adalah grup. Karena   

adalah himpunan bagian dari  , sehingga sifat komutatif yang 

berlaku di   juga berlaku di  . Selanjutnya untuk setiap 

      berlaku      menunjukkan bahwa (   ) adalah 
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subsemigrup dari (   ) oleh karena itu (   ) adalah 

semigrup. Karena   adalah himpunan bagian dari  , sehingga 

sifat distributif yang berlaku di   juga berlaku di  . Jadi 

(     ) adalah subring dari (     ). 

 

Contoh 2.4.7 

Diberikan   * ̅  ̅+ adalah himpunan bagian dari    * ̅  ̅  ̅  ̅+  
Maka (     ) merupakan subring dari (       ). 

Bukti: 

Dari Contoh 2.4.2 sudah dibuktikan bahwa (       ) adalah ring, 

dan   * ̅  ̅+ adalah himpunan bagian dari    * ̅  ̅  ̅  ̅+, 

sekarang akan dibuktikan bahwa (     ) adalah subring dari 

(       ) dengan menggunakan Teorema 2.4.6 sebagai berikut. 

(i)    , syarat terpenuhi karena   * ̅  ̅+  
(ii) Misalkan  ̅  ̅   . Maka:  

 ̅   ̅    ̅ 

 ̅    ̅   ̅ 

 ̅    ̅    ̅ 

Sehingga  ̅  ̅   . Jadi jika       maka      . 

(iii) Misalkan  ̅  ̅   , maka: 

( ̅)( ̅)   ̅ 

( ̅)( ̅)   ̅ 

( ̅)( ̅)   ̅ 

Sehingga  ̅  ̅   . Jadi jika       maka     . 

Karena syarat (i), (ii), (iii) terpenuhi, maka   adalah subring dari   . 

Contoh 2.4.7 di atas juga dapat dibuktikan bahwa   * ̅  ̅+  

merupakan subring dari    * ̅  ̅  ̅  ̅+ dengan menunjukkan 

operasi yang sama pada    terhadap operasi penjumlahan dan 

perkalian. Sehingga (   ) adalah grup komutatif, (   ) adalah 

semigrup dan (     ) memenuhi hukum distributif. Karena 
(     ) memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring, 

sehingga (     ) adalah subring dari (       ). 

 

Definisi 2.4.8 Ring Reversibel  

Misalkan   adalah ring.   disebut ring reversibel jika      maka 

     untuk setiap       . 

(Zhang dan Chen, 2010) 
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Contoh 2.4.9 

Diberikan    { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}. Maka    merupakan ring reversibel. 

Bukti: 

Pada ring    ,       untuk setiap         karena    merupakan 

ring komutatif. Jika      maka      untuk setiap        . 

Sehingga terbukti bahwa    merupakan ring reversibel. 

 

Contoh 2.4.10 

Diberikan ring    ( )  {.
  
  

/               }. Maka    ( ) 

bukan suatu ring reversibel. 

Bukti: 

Ambil   .
  
  

/,    .
  

    
/,          ( ), maka 

   .
  
  

/ .
  

    
/  .

  
  

/    

       .
  

    
/ .

  
  

/  .
  

   
/     

Terbukti bahwa      dan     , sehingga    ( ), bukan suatu 

ring reversibel. 

 

Definisi 2.4.11 Ring Polinomial 

Misalkan (     ) adalah ring dan     .  , - adalah himpunan 

polinomial-polinomial dengan variabel   dinotasikan sebagai 

berikut: 

 , -  {
∑    

  
                      |     

           
}. 

Operasi yang berlaku adalah sebagai berikut: 

 ( )  ∑    
 

 

   

                         

dan 

 ( )  ∑    
 

 

   

                         

yaitu 

 ( )   ( )  (                  )    

(                  )  

 (     )  (     )    (     )    dan 
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 ( )  ( )  (                  )  

(                  )  

      (         )  (              )    

  (            )  . 
( , -    ) seperti diatas membentuk suatu ring dan disebut Ring 

Polinomial. 

( Fraleigh, 1994) 

 

Definisi 2.4.12 Homomorfisma Ring 

Diberikan ring   dan   . Suatu pemetaan   dari   ke    disebut 

homomorfisma ring jika untuk setiap      , berlaku: 

1.  (   )   ( )   ( ) 

2.  (  )   ( ) ( ). 

(Fraleigh, 1994) 

 

Contoh 2.4.13 

Diberikan ring   *   √ |     +,   {.
   
  

/ |      }. 

Maka pemetaan   yang didefinisikan sebagai,  

      

          √   (   √ )  .
   
  

/ 

merupakan suatu homomorfisma ring. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa   merupakan homomorfisma ring. 

Misalkan diambil      , dimana   (   √ ) dan 

  (   √ ), 

 (   )   ((   √ )  (   √ )) 

  .(   )  (   )√ / 

 (
    (   )
      

) 

 (
   
  

)  .
   
  

/ 

  (   √  )   (   √ ) 

  ( )   ( )  

Jadi,  (   )   ( )   ( ). 
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   (  )   ((   √ )(   √ )) 

  (     √    √     ) 

  .(      )  (     )√ / 

 (
(      )  (     )

(     ) (      )
) 

 (
   
  

) .
   
  

/ 

  (   √ ) (   √ ) 

  ( ) ( )  

Jadi,  (  )   ( ) ( ). 

Terbukti   adalah homomorfisma ring. 

 

Definisi 2.4.14 Endomorfisma Ring 

Endomorfisma adalah suatu homomorfisma   dari   ke  , atau 

domain dari homomorfisma sama dengan kodomainnya. 

(Fraleigh, 1994) 

 

Contoh 2.4.15 

Diberikan ring     *(   )|       +, dimana      . 

Maka pemetaan    yang didefinisikan sebagai berikut merupakan 

suatu endomorfisma ring, 

               

(   )   (   )  (   )  
Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa   merupakan endomorfisma ring. 

Misalkan diambil         dimana   (     ) dan  

  (     ), 

     (   )   ,(     )  (     )- 

  ,(     ) (     )- 

 (       ) 

 (    )  (    ) 

  ( )   ( )  
Jadi,  (   )   ( )   ( ). 

 (  )   ,(     )(     )- 
   ,(    ) (    )- 
  (      ) 
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  (    )(    ) 

   ( ) ( )  
Jadi,  (  )   ( ) ( ). 

Terbukti    adalah endomorfisma ring. 

 

Definisi 2.4.16 Isomorfisma Ring 

Diberikan        adalah homomorfisma ring, maka 

1.   dikatakan monomorfisma jika   injektif. 

2.   dikatakan epimorfisma jika   surjektif. 

3.   dikatakan isomorfisma jika   bijektif. 

4.   dikatakan automorfisma jika      dan bijektif. 

(Durbin, 1992) 

 

Definisi 2.4.17 Ring Armendariz 

Misalkan   adalah ring dengan elemen identitas,  , - adalah ring 

polinomial. Diberikan sebarang polinomial 

   ( )                

 ( )                  ( )  ( )    , -  

  disebut ring Armendariz  jika  ( ) ( )    maka        ,     . 

(Zhang dan Chen, 2010) 

 

Contoh 2.4.18 

Diberikan   * ̅  ̅+    . Ring    ( )  {.
  
  

/              }, 

maka    ( ) merupakan suatu ring Armendariz. 

Bukti: 

Misalkan diambil, 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  , 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/    ( )  ( )     ( ), -, 

 ( ) ( )  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/   . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) . ̅  ̅
 ̅  ̅

/   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 
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  . 

     . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    

     . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    

     ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    

     ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   . 

Dengan cara yang sama untuk setiap          ( ), maka       . 

Terbukti bahwa  ( ) ( )    akibatnya       , sehingga    ( ) 

merupakan ring Armendariz. 

 

Definisi 2.4.19 Ring Skew Polinomial  

Diberikan ring  ,         dan endomorfisma   pada  . 

 ,   -  * ( )  ( )  +.  ,   - disebut Ring Skew Polinomial, 

jika        maka  (  )    ,     . 

(Baser dan Kwak, 2010) 

 

Contoh 2.4.20: 

Diberikan   * ̅  ̅  ̅+    ,    ( )  {.
  
  

/               } 

dan   endomorfisma ring yang didefinisikan oleh 

     ( )     ( ) 

.
  
  

/   .
  
  

/  (  ̅
 ̅  

). 

Maka    ( ),   - merupakan suatu Ring Skew Polinomial.  

Bukti: 

Akan dibuktikan   adalah endomorfisma pada    ( ). 

Misalkan diambil 

  .
  
  

/    (
  
  

)          ( )  

 (   )    (.
  
  

/  (
  
  

)) 

  ((
      
      

)) 
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 (    ̅
 ̅    

) 

 (  ̅
 ̅  

)  (  ̅
 ̅  

) 

  ( )   ( ). 

 (  )    (.
  
  

/ (
  
  

)) 

  ((
          
          

)) 

 (
      ̅

 ̅      
) 

 (  ̅
 ̅  

) (  ̅
 ̅  

) 

  ( ) ( )  

Jadi,   adalah homomorfisma pada    ( ). Karena  

  :    ( )     ( ) maka   adalah endomorfisma. 

Misalkan diambil, 

  ( )        ,          ( ),  ( )     ( ), -, akan 

dibuktikan    ( ),   - merupakan Ring Skew Polinomial. 

Misalkan diambil    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

),    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

). 

       ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)     

  (  )   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)     

Dengan  cara yang sama berlaku untuk setiap          ( ). 

Terbukti bahwa untuk setiap          ( ), jika        maka 

 (  )    , sehingga    ( ),   - merupakan Ring Skew 

Polinomial. 

 

Definisi 2.4.21 Ring  -Skew Armendariz  

Misalkan   adalah ring dan   adalah endomorfisma pada  . 

Diberikan sebarang polinomial 

  ( )                

 ( )                 ( )  ( )   ,   -. 
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  disebut ring  -skew Armendariz   ( )  ( )   ,   -, jika 

 ( ) ( )    maka    
 (  )    ,     . 

(Zhang dan Chen, 2010) 

 

Contoh 2.4.22: 

Diberikan   * ̅  ̅  ̅+    ,    ( )  {.
  
  

/               } 

dan   endomorfisma ring yang didefinisikan oleh 

     ( )     ( ) 

.
  
  

/   .
  
  

/  (  ̅
 ̅  

). 

Maka    ( ) merupakan suatu ring  -skew Armendariz. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.4.20,   adalah endomorfisma pada    ( ). 

Misalkan diambil 

  ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  , 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . 

Berdasarkan Contoh 2.4.20,  ( )  ( )     ( ),   - 

 ( ) ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap          ( ). 

Selanjutnya akan dibuktikan    
 (  )    . 

    (  )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 
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  , 

   (  )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  , 

    (  )   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  , 

    (  )   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   . 

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap          ( ). 

Terbukti bahwa  ( ) ( )    akibatnya    
 (  )   , sehingga 

   ( ) merupakan suatu ring  -skew armendariz. 

 

Definisi 2.4.23 Nilpoten 

Elemen   dalam ring   adalah nilpoten dari   jika terdapat bilangan 

bulat positif   sehingga      . 

(Bhattacharya, 1994) 
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Definisi 2.4.24 Ring Tereduksi 

Ring   dikatakan tereduksi jika ring tersebut tidak mempunyai 

elemen nilpoten tak nol (dengan kata lain elemen nilpotennya hanya 

elemen nol), jika       maka        .  

(Fraleigh, 1994) 

 

Contoh 2.4.25: 

a. Ring bilangan bulat ( ) merupakan ring tereduksi karena 

memiliki elemen nilpoten hanya elemen nol.     , jika 

      maka    . 

b. Ring bilangan bulat modulo   (  ) dengan   prima merupakan 

ring tereduksi karena memiliki elemen nilpoten hanya elemen 

nol.       dengan    prima, jika       maka    . 

 

Definisi 2.4.26 Ring Semiprima 

Ring   dikatakan semiprima jika     * + maka     untuk 

   . 

(Kose dkk., 2012) 

 

 

Contoh 2.4.27: 

Diberikan    * ̅  ̅  ̅+. Maka    merupakan ring semiprima. 

Bukti: 

Dengan kontraposisi, akan dibuktikan bahwa    adalah ring 

semiprima, jika    ̅ maka     * ̅+. 

Misalkan diambil sembarang     , dimana    ̅ dan    ̅. 

 ̅  ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 

 ̅  ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 

 ̅  ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 

 ̅  ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 

Dengan cara yang sama untuk setiap    ̅ maka     * ̅+ atau 

jika     * ̅+ maka    ̅ untuk     . Maka    merupakan ring 

semiprima. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, teorema, proposisi dan 

contoh yang berkaitan dengan strong  -reversible ring beserta bukti-

buktinya. 

 

3.1 Ring  -reversibel 

Definisi 3.1.1 Ring  -reversibel 

Misalkan   adalah ring dan   adalah endomorfisma pada  . 

  reversibel kanan jika     , maka   ( )    dan   reversibel 

kiri jika     , maka  ( )   , untuk setiap      . 

  disebut  -reversibel jika ada endomorfisma   yang reversibel 

kanan dan kiri. 

(Baser dan Kwak, 2010) 

 

Contoh 3.1.2 

Diberikan   * ̅  ̅+    , ring    ( )  {.
  
  

/               }, 

dan   endomorfisma ring yang didefinisikan oleh 

     ( )     ( ) 

.
  
  

/   .
  
  

/  (  ̅
 ̅  ̅

). 

Maka    ( ) merupakan suatu ring  -reversibel. 

Bukti: 

Misalkan diambil   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

),   . ̅  ̅
 ̅  ̅

/.  

1.   reversibel kanan 

   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    

  ( )  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ ( ( ̅  ̅
 ̅  ̅

))  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   , 

2.   reversibel kiri 

 ( )  ( . ̅  ̅
 ̅  ̅

/) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . ̅  
  

/ ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)     

Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap        ( ). 

Sehingga terbukti bahwa   merupakan suatu ring  -reversibel. 
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Contoh 3.1.3 

Diberikan ring  . Jika   {.
  
  

/           } dan   

endomorfisma ring yang didefinisikan oleh 

      

   .
  
  

/   .
  
  

/  .
  
  

/. 

Maka   reversibel kanan, tetapi   tidak  - reversibel. 

Bukti: 

Misalkan diambil   .
  
  

/,   .
  
  

/. 

1.   reversibel kanan 

   .
  
  

/ .
  
  

/  .
  
  

/    

  ( )  .
  
  

/ ( .
  
  

/)  .
  
  

/ .
  
  

/  .
  
  

/   , 

2.   tidak reversibel kiri 

 ( )  ( .
  
  

/) .
  
  

/  .
  
  

/ .
  
  

/  .
  
  

/     

Terbukti bahwa jika      maka   ( )   , sehingga   reversibel 

kanan tetapi   tidak  -reversibel karena  ( )   . 

 

Definisi 3.1.4 Ring  -rigid 

Misalkan   adalah ring dan   adalah endomorfisma pada  . 

  disebut rigid jika   ( )    maka    , untuk setiap     dan 

  disebut ring  -rigid jika ada endomorfisma   rigid di  . 

 

Contoh 3.1.5 

Diberikan ring     *(   )|       +, dimana      . 

Maka ring     dengan pemetaan   yang didefinisikan sebagai 

berikut merupakan suatu ring  -rigid, 

               

(   )   (   )  (   )  
Bukti: 

Ambil (   )     , jika 

(   ) (   )  (   )(   )  (     )  (    )  (   )   . 

Karena      maka    . Terbukti bahwa     adalah ring 
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 -rigid. 

 

Proposisi 3.1.6 

Misalkan   adalah ring dan   adalah endomorfisma pada  . 

(1)   memenuhi jika   ( )    maka      untuk      , jika 

dan hanya jika    -reversibel kanan dan   monomorfisma. 

(2)   adalah ring  -rigid jika dan hanya jika   adalah ring 

semiprima yang memenuhi jika   ( )    maka      untuk 

     . 

Bukti: 

(1) ( ) Misalkan bahwa   memenuhi jika   ( )    maka      

untuk      . Misalkan      maka  (  )    dan demikian 

 ( ) ( )   . Kita dapat  ( )    atau  ( )   . Sehingga 

kita peroleh   ( )   . Jadi    -reversibel kanan. Jika  

 ( )   ( ) maka  (   )   , dengan demikian    . Jadi 

  monomorfisma. 
( ) Diberikan bahwa    -reversibel kanan dengan   

monomorfisma. Misalkan      maka  (  )    ( ) ( )    

karena   monomorfisma yaitu jika     maka  ( )   ( ), 

didapat   ( )    dan     . Sehingga terbukti bahwa   

memenuhi jika   ( )    maka      untuk      . 

(2) ( ) Misalkan  (  ) ( (  ))   ( ) (  ( )) ( ( ))   . 

Karena    -rigid, maka  (  )    jadi     . Oleh karena itu 

   semiprima, jika     * + maka     dan memenuhi jika  

  ( )    maka      untuk      . 
( ) Misalkan   ( )    untuk     maka     atau 

 ( )   . Karena   ring semiprima, jika     * + maka     

dan memenuhi jika   ( )    maka      untuk      . 

Sehingga terbukti bahwa   adalah ring  -rigid. 

 

Akibat 3.1.7 

Misalkan   adalah suatu ring.   tereduksi jika dan hanya jika   

semiprima dan reversibel. 

Bukti: 
( ) Diberikan   ring tereduksi. Jika      maka           
    . Misalkan     maka      . Karena       dan     

maka   adalah semiprima. Karena   adalah ring asosiatif,  

 (  )    maka (  )   . Sehingga terbukti bahwa   reversibel. 
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( ) Diberikan   semiprima dan reversibel. Misalkan 

 (  )  (  )   . Karena      , sehingga didapat jika      

maka    . Sehingga terbukti bahwa   tereduksi. 

 

3.2 Strong  -reversible Ring 

Definisi 3.2.1 Strong  -reversible Ring 

Misalkan   adalah ring dan   adalah endomorfisma pada  . 

  disebut strong reversible kanan jika   ( )    maka      dan 

  disebut strong reversible kiri jika  ( )    maka     , 

Untuk setiap      . Maka   disebut strong  -reversible ring jika 

ada endomorfisma   yang strong reversible kanan dan kiri. 

(Baser dan Kwak, 2010) 

 

Contoh 3.2.2 

Diberikan   * ̅  ̅+    . Jika ring  

   ( )  {.
  
  

/             } dan   endomorfisma ring yang 

didefinisikan oleh 

     ( )     ( ) 

.
  
  

/   .
  
  

/  (
  ̅

 ̅  
). 

Maka    ( ) merupakan suatu strong  -reversible ring. 

Bukti: 

Akan dibuktikan   adalah endomorfisma pada    ( ). 

Ambil   .
  
  

/    (
  
  

)          ( )  

 (   )   (.
  
  

/  (
  
  

)) 

  ((
      
      

)) 

 (    ̅
 ̅    

) 

 (  ̅
 ̅  

)  (  ̅
 ̅  

) 

  ( )   ( ). 

 (  )         (.
  
  

/ (
  
  

)) 
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  ((
          
          

)) 

 (
      ̅

 ̅      
) 

 (  ̅
 ̅  

) (  ̅
 ̅  

) 

  ( ) ( )  

Jadi,   adalah homomorfisma pada    ( ). Karena  

 :   ( )     ( ) maka   adalah endomorfisma. 

Misalkan diambil   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

),   . ̅  ̅
 ̅  ̅

/. 

1. strong  -reversible kanan 

  ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)     

Maka    . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   . 

2. strong  -reversible kiri 

  ( )   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) . ̅  ̅
 ̅  ̅

/  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)     

Maka    . ̅  ̅
 ̅  ̅

/ ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   . Dengan cara yang sama berlaku 

         ( ). Terbukti    ( ) merupakan strong  -reversible 

ring. 

 

Jika   reversible dan  -reversibel maka   strong  -reversible. 

Misalkan    -reversibel,      (  ( )     ( )   ) dan 

  reversibel, 

          

  ( )     ( )     
 ( )      ( )     

Sehingga didapat   ( )     ( )        . Terbukti jika 

  reversible dan  -reversibel maka   strong  -reversible. 

 

 

 

Definisi 3.2.3 Annihilator 

Misalkan   adalah ring komutatif. Suatu     disebut annihilator 

kiri jika terdapat suatu elemen yang bukan nol    , sedemikian 
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sehingga     . Suatu     disebut annihilator kanan jika terdapat 

suatu elemen yang bukan nol    , sedemikian sehingga     . 

(Bhattacharya, 1994) 

 

Proposisi 3.2.4 

Diberikan ring   dan   adalah endomorfisma dari  , didefinisikan 

sebagai berikut: 

      

   ( ) , 

   ,    .   ( ) merupakan annihilator kanan dan   ( ) 

merupakan annihilator kiri, maka pernyataan-pernyataan berikut 

adalah ekuivalen: 

(1)   adalah strong  -reversible. 

(2)   ( ( ))    ( ),   ( ( ))    ( ),     . 

(3)        ( ( ))    ( )   ( ( ))    ( ). 

(4) Untuk      ,   ( )     ( )        . 

Bukti: 

( )  ( ) Ambil     dan    .  

    ( ( ))    ( )    maka menurut ( ) berlaku 

    . Sehingga     ( ), didapat 

            ( ( ))    ( )   ( ) 

    ( )   ( )    maka menurut ( ) berlaku 

    . Sehingga     ( ( )) didapat  

  ( )    ( ( ))   (  ) 

Jadi dari ( ) dan (  ) didapat   ( ( ))    ( ). 

    ( ( ))   ( )    maka menurut ( ) berlaku 

    . Sehingga     ( ) didapat  

          ( ( ))    ( )               (   ) 

    ( )    ( )    maka menurut ( ) berlaku 

    . 

Sehingga     ( ( )) didapat 

  ( )    ( ( ))              (  ) 

 Jadi dari (   ) dan (  ) didapat   ( ( ))    ( ). 

( )  ( ) Ambil     dan    . 

Jika     ( ( )) maka menurut ( ) berlaku 

    ( ), didapat   ( ( ))    ( ). 

Jika     ( ) maka menurut ( ) berlaku 
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    ( ( )), didapat   ( )    ( ( )). Sehingga 

  ( ( ))    ( ). 

Kemudian jika     ( ( )) maka menurut ( ) berlaku 

    ( ), didapat   ( ( ))    ( ). 

Jika     ( ) maka menurut ( ) berlaku     ( ( )), 

didapat   ( )    ( ( )). Sehingga   ( ( ))    ( ). 

( )  ( ) Diberikan      , maka   ( )    

    ( )   ,   ,     

      ( ( ))    ( ) 

       

     ∑            . 

( )  ( ) Jika      ,      dan     , maka menurut ( ) 

berlaku   ( )     ( )                

sehingga   adalah strong  -reversible. 

 

Contoh 3.2.5 

Diberikan  ring        . Maka   adalah ring tereduksi 

komutatif. Diberikan   adalah automorfisma dari   yang 

didefinisikan oleh 

        

(   )   ((   ))  (   ). 

Maka   bukan strong  -reversible. 

Bukti: 

Untuk   (   )       
  ( )  (   ) (   )  (   )(   )  (   )    dan 

 ( )   (   )(   )  (   )(   )  (   )    tetapi 

   (   )(   )  (   )   . Jadi   bukan strong  -reversible. 

 

Proposisi 3.2.6 

Diberikan ring reversibel   dengan endomorfisma  . Pernyataan-

pernyataan berikut ekuivalen: 

1.   adalah strong  -reversible. 

2.   strong  -reversible kanan. 

3. Jika    ( )    atau   ( )    untuk   bilangan bulat 

positif dan      , maka     . Sebaliknya jika      

untuk       maka    ( )    dan   ( )    untuk 

beberapa    bilangan bulat positif. 
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4.               ( )   . 

Bukti: 
( )  ( )       , jika   ( )    maka     , sehingga jelas 

dari Definisi 3.2.1 jika   strong  -reversible maka   

strong  -reversible kanan. 
( )  ( ) Diberikan   strong  -reversible kanan,  

    ( )         dan   reversibel 

    ( )      ( )                 

   ( )          

 Sehingga    ( )      ( )    untuk   bilangan 

bulat positif dan      , maka     . 

      (       ) 

 (     )    (   ( )      ( )   ) 

untuk   bilangan bulat positif dan      .  

( )  ( ) Jelas dari ( ).        ( )   , untuk      .  
( )  ( ) Diberikan        ( )   , maka berlaku 

   ( )         untuk      . Karena   

reversibel           dan 

   ( )     ( )    untuk      . Sehingga 

berlaku   ( )         dan 

  ( )        . 

 

Teorema 3.2.7 

Diberikan endomorfisma   pada ring  . Anggap bahwa   adalah 

 -skew Armendariz Ring.   strong  -reversible jika dan hanya jika 

ring skew polinomial  ,   - dari   adalah reversibel. 

 

 

 

Bukti:  

( ) Diberikan   reversibel,  ( ) ( )    untuk 

  ( )  ∑    
  

    dan  ( )  ∑      
    dalam  ,   -. Karena   

adalah  -skew Armendariz, kita peroleh    
 (  )    untuk 

beberapa   dan  . Maka oleh Proposisi 3.2.6.,  ,   - reversibel. 
( ) Diberikan  ,   - reversibel maka   reversibel sebagai subring 

dari  ,   -. Misalkan bahwa    ( )          ,  ( )     dan 

 ( )    dalam  ,   -. Maka  ( ) ( )    ( )     ,   -. 
Karena  ,   - reversibel, kita peroleh    ( ) ( )     , dan 
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juga     . Jadi   strong  -reversible kanan. Jika      maka 

    atau    , sehingga  ( )    dan terbukti   strong  -

reversible. 

Contoh 3.2.8 

Diberikan   * ̅  ̅  ̅+    ,    ( )  {.
  
  

/               } 

dan   endomorfisma ring yang didefinisikan oleh 

     ( )     ( ) 

.
  
  

/   .
  
  

/  (  ̅
 ̅  

). 

   ( ) merupakan suatu  -skew Armendariz ring.    ( )  reversibel 

jika dan hanya jika    ( ),   - dari    ( ) adalah reversibel. 

Bukti: 

Misalkan diambil  

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  , 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  . 

Karena                ( ),    ( ) reversibel dan strong  -

reversible sehingga jika        maka        dan jika 

   (  )   (  )     maka       . Didapat  

 ( ) ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  . 

Maka  ( ) ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    

( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 
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  . 

Terbukti bahwa    ( ),   - dari    ( ) adalah reversibel. 

 

Akibat 3.2.9 

Misalkan   adalah ring Armendariz.   reversibel jika dan hanya jika 

 , - reversibel. 

Bukti: 

( ) Diberikan  ( )  ∑    
  

     ( )  ∑      
     , -, karena 

  Armendariz jika  ( ) ( )    maka             . Jika 

 ( ) ( )    maka             . Karena   reversibel maka  , - 

juga reversible. 
( ) Diberikan  , - reversibel maka   reversibel sebagai subring 

dari  , -. 
 

Contoh 3.2.10 

Diberikan   * ̅  ̅+     dan ring Armendariz  

   ( )  {.
  
  

/               }.    ( ) reversibel jika dan hanya 

jika    ( ), - reversibel. 

Bukti: 

Misalkan diambil, 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  , 

 ( )         ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( )  ( )     ( ), -, 

 ( ) ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  . 

 ( ) ( )  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)  ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 
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 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)    ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

)   ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

 ( ̅  ̅
 ̅  ̅

) 

  . 

Dengan cara yang sama           ( ), jika        maka 

      , sehingga    ( ) reversibel. Karena  ( ) ( )    maka 

 ( ) ( )    sehingga terbukti bahwa   reversibel jika dan hanya 

jika  , - reversibel. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan mengenai Strong  -reversible ring, 

dapat diambil kesimpulan bahwa untuk menentukan suatu ring yang 

Strong  -reversible, dapat diperiksa melalui beberapa sifat dan 

teorema antara lain:  

1. Untuk      ,   ( )     ( )        . 

2. Misalkan   adalah ring reversibel.    ( )   ,   ( )    

untuk   bilangan bulat positif dan      , jika dan hanya jika 

    . 

3. Misalkan   adalah  -skew Armendariz Rings.   strong  -

reversible jika dan hanya jika ring skew polinomial  ,   - 
dari   adalah reversibel. 

4. Jika   reversibel dan  -reversibel maka   strong  -reversible. 

 

4.2 Saran 

Strong  -reversible ring disini hanya dibahas sifat-sifatnya. 

Selanjutnya disarankan dibahas tentang perluasan dari strong 

 -reversible ring. 
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