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PENENTUAN SPEKTRUM DAN DIAMETER GRAF
MENGGUNAKAN NILAI EIGEN

ABSTRAK

Graf merupakan salah satu aplikasi yang ada dalam aljabar linear.
Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan
hubungan antara objek tersebut. Pada skripsi ini dibahas mengenai
graf, matriks, nilai eigen dan vektor eigen. Pencarian nilai eigen dan
vektor eigen digunakan untuk memperoleh spektrum graf dan
diameter graf. Dengan memuat nilai eigen pada baris pertama dan
banyaknya basis ruang vektor eigen pada baris kedua, diperoleh
spektrum graf. Pada diameter graf diperoleh jarak maksimum dari
semua pasangan simpul.

Kata kunci: diameter graf, graf, matriks adjacent, matriks Laplace,
nilai eigen, spektrum graf.
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ON DETERMINING SPECTRUM AND DIAMETER OF GRAPH
WITH EIGENVALUE

ABSTRACT

Graph is one of the applications in linear algebra. Graph is use to
representation discrete objects and connection between that objects.
This final project discusses about a problem in spectral graph. In
spectral graph discusses about graph, matrices, eigenvalue and
eigenvector. Finding eigenvalue and eigenvector are use to obtain
spectrum of graph and diameter of graph. With eigenvalue on first line
and the guantity of eigenvector space bases on second line, spectrum
of graph can be obtained. In diameter of graph obtained maximum
distance every pair of vertex.

Keywords: adjacent matrix, diameter of graph, eigenvalue, graph,
Laplacian matrix, spectrum of graph.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam perkembangan ilmu di bidang matematika dikenal satu
percabangan ilmu yaitu aljabar linear. Dalam aljabar linear istilah
matriks, nilai eigen, vektor eigen dan masih banyak istilah lagi
merupakan salah satu pokok bahasan yang dibahas di bidang
matematika. Dari aljabar linear diperoleh banyak aplikasi, salah satu
aplikasinya adalah graf.

Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah lama ada dan
sampai saat ini memiliki banyak terapan. Graf digunakan untuk
mempresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-
objek tersebut. Representasi visual dari graf adalah menyatakan objek
dengan titik sedangkan hubungan antar objek dinyatakan dengan garis
(Munir, 2010).

Pada graf yang merupakan aplikasi dari aljabar linear dapat
diperoleh matriks. Matriks yang digunakan dalam skripsi ini adalah
matriks Laplace dan matriks adjacent. Pada matriks Laplace yang
dihasilkan dari sebuah graf merupakan salah satu pokok bahasan yang
ada pada graf spektral. Pada graf spektral matriks Laplace selalu
dihubungkan dalam mencari nilai eigen.

Nilai eigen yang didapat kemudian diperluas pembahasannya
dengan dapatnya ditemukan spektrum dari graf dan diameter dari graf
tersebut. Untuk menemukan spektrum graf dan diameter graf dari nilai
eigen tadi dapat diperoleh vektor eigennya, lalu kemudian dapat
diperoleh spektrum graf dan diameter graf (Chung, 1994).

Pada skripsi ini akan dibahas sebagian kecil dari graf spektral, yaitu
hanya membahas nilai eigen dari matriks Laplace yang dapat
menemukan spektrum dan diameter dari graf. Pada penelitian
sebelumnya oleh Lovasz (2007) yang dibahas adalah pencarian nilai
eigen dari sebuah graf. Pada skripsi ini dicari manfaat dari pencarian
nilai eigen yaitu dapat diperoleh spektrum sebuah graf dan diameter
dengan menggunakan nilai eigen.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, permasalahan

yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana menentukan spektrum graf dengan menggunakan nilai
eigen?

2. Bagaimana menentukan diameter graf dengan menggunakan nilai
eigen?

1.3 Batasan Masalah

Dari permasalahan yang telah dirumuskan sebelumnya, maka
diberikan batasan masalah untuk menghindari melebarnya masalah.
Batasan masalah dalam skripsi ini adalah graf yang dibahas
merupakan graf sederhana.

1.4 Tujuan

Sesuai dengan rumusan masalah yang diberikan, maka tujuan
penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Menentukan spektrum graf menggunakan nilai eigen,
2. Menentukan diameter graf dengan menggunakan nilai eigen.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Skripsi ini memerlukan beberapa definisi untuk memudahkan
pembahasan mengenai nilai eigen yang diperoleh dari matriks Laplace
dan matriks adjacent dari graf.

2.1 Dasar Aljabar Linear

Sebelum masuk lebih jauh tentang aljabar linier yang dihubungkan
dengan graf, maka dibahas terlebih dahulu dasar-dasar dari aljabar
linear untuk memudahkan pemahaman.

Definisi 2.1.1 (Matriks)

Suatu matriks (matrix) berukuran m x n adalah suatu jajaran bilangan
berbentuk persegi panjang yang terdiri dari m baris dan n kolom.
Matriks tersebut ditulis dalam bentuk,

(Kolman, 1970)

Contoh 2.1.1
Matriks A sebagai berikut,

Az[é —24 (ﬂ

merupakan matriks berukuran 2 x 3.

Definisi 2.1.2 (Matriks simetrik / symmetric matrix)
Suatu matriks bujur sangkar A adalah simetrik (symmetric) jika
A=AT,

(Anton dan Rorres, 2004)

Contoh 2.1.2
Matriks A dengan ukuran 3 x 3 sebagai berikut,



merupakan matriks simetrik.

Definisi 2.1.3 (Matriks diagonal / diagonal matrix)
Suatu matriks bujursangkar yang semua entrinya yang tidak terletak
pada diagonal utama adalah nol disebut matriks diagonal (diagonal
matrix).

(Anton dan Rorres, 2004)

Contoh 2.1.3
Matriks identitas | dengan ukuran 3 x 3 merupakan matriks diagonal.

Definisi 2.1.4 (Nilai eigen dan vektor eigen)

Jika A adalah sebuah matriks n X n, maka sebuah vektor taknol pada
R™ disebut vektor eigen (eigenvector) dari A jika Ax adalah sebuah
kelipatan skalar dari x; jelasnya,

Ax = Ax (2.2)

untuk skalar sebarang A. Skalar A disebut nilai eigen (eigenvalue) dari
A, dan x disebut sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A.

(Anton dan Rorres, 2004)

Contoh 2.1.4
Matriks A dengan ukuran 2 x 2 sebagai berikut,
3 0
A=lz 4

diperoleh vektor x = B] yang merupakan vektor eigen terkait dengan
nilai eigen 1 = 3.
Definisi 2.1.5 (Matriks semidefinit positif)

Sebuah matriks simetrik A dikatakan semidefinit positif jika Vx € R",
xTAx =0 (2.2)

(Kelner, 2009)



Contoh 2.1.5
Matriks A dengan ukuran 2 x 2 sebagai berikut,

3 0 ]
8 -1
merupakan matriks semidefinit positif.

a=|

2.2 Graf

Lebih dahulu akan dijelaskan definisi mengenai graf yang
digunakan untuk memudahkan pemahaman.

Definisi 2.2.1 (Graf / graph)
Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis
dengan notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V7 adalah himpunan
tidak-kosong dari simpul-simpul (vertices) dan E adalah himpunan
sisi (edges) yang menghubungkan sepasang simpul.

(Munir, 2010)

Contoh 2.2.1
Graf G, sebagai berikut, 1

2 3
merupakan sebuah graf.

Definisi 2.2.2 (Graf sederhana / simple graph)
Graf yang tidak mengandung gelang (loop) maupun sisi ganda
(multiple edges) disebut graf sederhana.

(Munir, 2010)

Contoh 2.2.2
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 merupakan graf sederhana.



Definisi 2.2.3 (Graf tak-berarah / undirected graph)
Graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak-
berarah.

(Munir, 2010)

Contoh 2.2.3
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 merupakan graf tak-berarah.

Definisi 2.2.4 (Lintasan / path)
Lintasan yang panjangnya n dari simpul awal v, ke simpul tujuan v,
di dalam graf ialah barisan berselang-seling simpul-simpul dan sisi-
sisi yang berbentuk wvg,eq,vy,€5,Vs, ..., Vn_1,€n, v, Sedemikian
sehingga e; = (vy, V1), €32 = (V41,V3), ..., eq = (V5,_1, V) adalah sisi-
sisi dari graf.

(Munir, 2010)

Contoh 2.2.4
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh lintasan 1-2-3.

Definisi 2.2.5 (Terhubung / connected)

Graf tak-berarah G disebut graf terhubung (connected graph) jika

untuk setiap pasang simpul u dan v di dalam himpunan V terdapat

lintasan dari u ke v (yang juga harus berarti ada lintasan dari u ke v).

Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).
(Munir, 2010)

Contoh 2.2.5
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 merupakan graf terhubung.

Definisi 2.2.6 (Bertetangga / adjacent)
Dua buah simpul pada graf tak-berarah G dikatakan bertetangga
(adjacent) bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi.
Dengan kata lain, u bertetangga dengan v jika (u, v) adalah sebuah
sisi pada graf G.

(Munir, 2010)



Contoh 2.2.6

Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh,simpul 1 dan 2
bertetangga, simpul 1 dan 3 bertetangga dan simpul 2 dan 3
bertetangga.

Definisi 2.2.7 (Matriks adjacent / adjacency matrix)

Misalkan G adalah sebuah graf (sederhana dan tak berarah) dengan
himpunan simpul V(G) ={1,...,n}. Matriks adjacent dari G
ditunjukkan sebagai matriks n x n, Ag = (4;;), yang mana

4 _{ 1, jika i dan j bertetangga
gy=1o, selainnya
(Lovasz, 2007)

Contoh 2.2.7
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh matriks adjacent
sebagai berikut,

0 1 1
=11 o 1]
110

Definisi 2.2.8 (Bersisian / incident)
Untuk sembarang sisi e = (u, v), sisi e dikatakan bersisian dengan
simpul u dan simpul v.

(Munir, 2010)

Contoh 2.2.8
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1,dapat diperoleh sisi (1,2) bersisian
dengan simpul 1 dan 2.

Definisi 2.2.9 (Derajat / degree)
Derajat suatu simpul pada graf tak-berarah adalah jumlah sisi yang
bersisian dengan simpul tersebut. Dinotasikan, deg; menyatakan
derajat simpul i.

(Munir, 2010)



Contoh 2.2.9
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh, deg;, = 2,
deg, = 2,dan deg; = 2.

2.3 Graf Berbobot

Setelah pemaparan mengenai graf, dilanjutkan dengan penjelasan
menggunakan definisi mengenai graf berbobot. Matriks yang
digunakan pada graf berbobot sama dengan matriks yang digunakan
pada graf biasa. Akan tetapi pada entrinya akan berbeda karena pada
tiap sisi graf diberi bobot. Agar lebih memudahkan penjelasan maka
akan diperjelas definisi-definisi.

Definisi 2.3.1 (Graf berbobot)
Suatu graf G didefinisikan sebagai graf berbobot tak-berarah
G = (V,E,w) merupakan graf biasa yang semula graf G = (V,E)
dengan fungsi w : E » R*, dimana R* dinotasikan himpunan dari
angka real positif.

(Spielman, 2009)

Contoh 2.3.1
Graf G, sebagai berikut, 1

2 5 3
dapat diperoleh, e;, = 2,e,3 = 4,e,3 = 5.

Definisi 2.3.2 (Matriks adjacent berbobot)

Misalkan G adalah sebuah graf dengan himpunan simpul
V(G) = {1, ...,n}. Matriks adjacent dari graf berbobot G ditunjukkan
sebagai matriks n x n, Ag = (A;;), yang mana

c o _(w@)), jika(i,j)€eE
A(b)) = { 0, selainnya
(Spielman, 2009)



Contoh 2.3.2
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.3.1 dapat diperoleh matriks adjacent
berbobot sebagai berikut,

2 0 5
4 5 0

AG:

024]

Definisi 2.3.3 (Derajat matriks berbobot)
Derajat dari matriks berbobot graf G akan dinotasikan D, dan matriks
diagonalnya sedemikian sehingga,

dege(i,i) = X Ac(i,)) (2.3)
(Spielman, 2009)

Contoh 2.3.3
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.3.1 dapat diperoleh matriks diagonal
sebagai berikut,

0 2 0
0 0 2

dege =

200]

2.4 Keterhubungan Nilai Eigen dan Graf Berbobot

Berdasarkan contoh 2.3.2 dapat diketahui bahwa untuk graf
berbobot G = (V, E, w) maka diperoleh,

Lg = Z w(u,v)Lg,
(wv)€eE

matriks Laplace biasanya mengikuti persamaan diatas. Pada
keterangan bahwa untuk semua xeRY, diperoleh

70 i = Z w(u, v)(x(w) — x(v))?

(uwv)€eE

untuk vektor eigen x dari nilai eigen A dapat memberi pengertian,



xTLex = AxTx =0

ini menunjukkan bahwa nilai eigen dari matriks Laplace adalah tak-
negatif. Jadi, merupakan matriks semidefinit positif.

Lemma 2.4.1
Misal G = (V,E) adalah sebuah graf, dan  misal
0 =4, <4, <+ £ 4, adalah nilai eigen dari matriks Laplace. Maka
A, > 0 jika dan hanya jika G terhubung.

(Spielman, 2009)

Bukti.

(=) Ditunjukkan A, = 0 jika G terhubung. Jika G tidak terhubung,
maka dapat dijelaskan sebagai dua graf gabungan G, dan G,. Setelah
menomori kembali simpul, dapat dituliskan,

L 0
LG = G1 ]
2

0 Lg

Jadi, L; memiliki paling sedikit dua orthogonal vektor eigen dari nilai
eigen sama dengan 0, yaitu

0 1

[1] i [0]

dimana didapat partisi vektor sebagaimana didapat pada matriks L.

(<) Asumsikan bahwa G terhubung dan bahwa x adalah vektor eigen
L dari nilai eigen 0
LGX = O
didapat,
xTLgx = Z (x(w) —x(¥))?2=0
(wv)EE

demikian untuk tiap pasangan simpul (u,v) terhubung dengan sisi,
didapat x(u) = x(v). Sebagai setiap pasangan simpul u dan v adalah
terhubung dengan sebuah lintasan. Demikian x harus menjadi vektor

10



konstan dan dapat disimpulkan bahwa ruang eigen dari nilai eigen 0
memiliki dimensi 1. |

Definisi 2.4.1 (Jarak Graf)
Jarak pada sebuah graf G antara dua simpul u dan v ditunjukkan
sebagai panjang dari lintasan terpendek menghubungkan u dan v.
Dinotasikan dengan d (u, v).

(Chung, 1994)

Contoh 2.4.1
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh d(1,2) =1,
d(1,3) =1,dand(2,3) = 1.

Definisi 2.4.2 (Graf lingkaran / cycle)
Graf lingkaran (Cycle) adalah graf sederhana yang setiap simpulnya
berderajat dua. Graf lingkaran dengan n simpul dilambangkan dengan
Chp.

(Munir, 2010)

Contoh 2.4.2
Graf G, sesuai dengan Contoh 2.2.1 dapat diperoleh graf berderajat
dua dan dinotasikan dengan Cs.

Definisi 2.4.3 (Gabungan / union)
Misalkan G; = (V;,E;) dan G, = (V,, E,) dimana V; dan V, saling
asing. Gabungan dari G, dan G,, G = G; U G, = (V, E) didefinisikan
sebagai graf dengan himpunan titik v = V; U V, dan himpunan garis
E=E UE,.

(Vasudev, 2005)

Definisi 2.4.4 (Joint)
Misalkan G; = (V4, E;) dan G, = (V,, E;). Gabungan dari G, dan G,
G = G, + G, = (V,E) adalah graf G = G; U G, dan semua sisi yang
menghubungkan titik di V; dan titik di 17,.

(Vasudev, 2005)
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Definisi 2.4.5 (Graf teratur)
Graf yang setiap simpulnya mempunyai derajat yang sama disebut
graf teratur. Apabila derajat setiap simpul adalah r, maka graf tersebut
disebut graf teratur derajat r.

(Chartrand dan Zhang, 2005)

Definisi 2.4.6 (Matriks laplace / laplacian matrix)
Matriks Laplace dari graf ditunjukkan dengan matriks n X n,
Lg = (L;j), yang mana
L__:{di, jikai = j
YAy, jikai=j
dengan d; merupakan derajat dari simpul i dan A;; merupakan matriks
adjacent.
Jadi, diperoleh L; = D; — A;, dimana D, merupakan matriks
diagonal dari derajat graf G.
(Lovasz, 2007)

Definisi 2.4.7 (Spektrum Graf)

Misalkan A4,4,,...,4, adalah nilai eigen berbeda dari A,dengan
A > Ay > - > A,, dan misalkan m(4,), m(4;), ..., m(4,) adalah
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing A;, maka
matriks berordo (2 xn) yang memuat A;,4,,..,4, pada baris
pertama dan m(4,),m(1,),...,m(4,,) pada baris kedua disebut
spectrum graf G. Dinotasikan Spec(G), dapat dituliskan,

[ A A Ay
SP“(G)‘[m(Ao) m(y) - m(dy)
(Abdusakkir, dkk., 2009)

Definisi 2.4.8 (Diameter Graf)
Diameter dari sebuah graf G adalah jarak maksimum dari semua
pasangan dari simpul di G. Dinotasikan dengan D(G).

(Chung, 1994)
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Diameter graf (nilai eigen dan jarak antara dua subset)

Diameter dari sebuah graf dinotasikan dengan IDD(G) yang
merupakan jarak maksimum dari semua pasangan di G. Misalkan M
merupakan matriks n X n dengan baris dan kolom ditunjukkan dengan
simpul dari G. Andaikan G memenuhi aturan bahwa M (u, v) = 0 jika
u dan v tidak adjacent. Andaikan dapat ditunjukkan bahwa untuk
beberapa bilangan t, dan beberapa polinomial P,(x) dari derajat ¢
dimana polinomial P;(x) adalah (1 + x)*, kemudian diperoleh

Pe(M)(w,v) # 0 untuk u dan v
maka kita dapat menyimpulkan bahwa diameter D(G) memenuhi,

DG) <t
(Chung,1994)

Teorema 2.4.1
Jika G merupakan graf teratur dengan n simpul yang bukan merupakan
graf tidak lengkap. Maka,

(Chung, 1994)

Bukti.

Andaikan diperoleh M yang diperoleh dari jumlahan matriks adjacent
dan matriks identitas dan polynomial p,(x) menjadi (1 + x)¢
ketaksamaan mengikuti graf sederhana (biasa) yang mana bukan
merupakan graf lengkap sehingga diperoleh,

log——
1-4
pada dasarnya A bergantung pada A,. Dimisalkan, diperoleh 4 = 4;,
jika 1—21>=A4,,_4 —1 dengan menggunakan “spectrum shifiing”

. . 224 224
=] >
(Chung, 1994) maka ditunjukkan A Onatdy) = A
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244

Kemudian substitusikan A = ot

ke D(G) <

log(n—l)‘
1 )

1-1

D(G) <

D(G) <
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BAB IlI
METODE PENELITIAN

3.1 Langkah-Langkah Penelitian

Metode penelitian ini adalah studi literatur mengenai nilai
eigen, vektor eigen, graf, spektrum graf dan diameter graf. Adapun
langkah-langkah yang ditempuh untuk mengerjakan penelitian ini
adalah
Merumuskan masalah
Menentukan metode untuk menyelesaikan masalah
Studi literatur
Pengaplikasian metode
Interpretasi hasil
Kesimpulan

S~ wWNE

3.2 Diagram Alir Spektrum Graf

( Mulai )
\ 4
/ Input : Graf (G) /

A 4

A matriks adjacent
Dg;: matriks diagonal

\ 4

L: matriks Laplace
L-=D,— Ar:

A\ 4

Nilai eigen matriks L
Vektor eigen matriks L.

\4

|A| 15
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A

e

Output : spec(G)

Ya

Graf lengkap

dan graf
tidak teratir

Teorema 2.4.1 Ag: matriks adjacent
D(G) log(n — 1) v
B lo ﬁn—l * ﬁl Nilai eigen matriks A,
nm1 M Vektor eigen matriks A

A 4

]



v:vector eigen positif

elemen vektor
iz =y (

eigen positif

;

\4

t: jarak maksimum
Pr(ln) = ”17”2 -1

\ 4

DG) <t

A 4

Output : D(G)

\4

( Selesai )
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BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Pembahasan Graf tak Berbobot

Pada bab ini akan dibahas beberapa contoh graf tak berbobot yang
berkaitan dengan spektrum graf dan diameter graf.

4.1.1 Graf lingkaran dengan 4 simpul (C,)

1 2

3 4
Gambar 1. Graf G, merupakan graf lingkaran (C,).

(1) Matriks Laplace
Berdasarkan graf lingkaran C, diperoleh,

2 0 0O 01 10
0 2 0 o0 {1t 0 0 1
De=1o 0 2 o A =11 0 0 1
oo o 21 01 10
maka dapat diperoleh pula matriks Laplace,
L = Dg = Ag
2 -1 -1 0
Lo=|71 2 0 -1

S1000==12 f-1f
0O -1 -1 2

(2) Nilai eigen matriks Laplace

Setelah diperoleh matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan
vektor eigen yang terkait untuk mencari spektrum graf dan diameter
graf.

det(Al —Lg) = 0
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A2 2 & 1 0

1 01— 2 1|
S\ e VL

0 1 1 1-2

Kemudian diperoleh nilai eigen, 1, = 4, 4; = 2 dan 4, = 0. Dari
nilai eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang
terkait.

Untuk 4, = 4, dapat diperoleh vektor eigen
1
=
_1 ’
1

untuk A, = 2, dapat diperoleh vektor eigen

0 -1
-1 0
1 dan ol
0 1

untuk A, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

=

(3) Spektrum graf

Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
Laplace dapat diperoleh, untuk 1, = 4 diperoleh 1 basis ruang vektor
eigen, untuk A, = 2 diperoleh 2 basis ruang vektor eigen dan untuk
A, = 0 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf dapat
dituliskan sebagai berikut

20



4 2 0

spec (Cy) = [1 5 1l

(4) Diameter graf
Berdasarkan Teorema 2.4.1, penentuan diameter suatu graf dapat
menggunakan rumus

D(G) <
Dengan adanya rumus dari Teorema 2.4.1 diameter graf C, yaitu,

D(G) <

D(G) <1

Jika menggunakan rumus Teorema 2.4.1 pada hasil diameter harus
ditambahkan dengan 1. Jadi, dengan diperolehnya D(G) < 2 maka
dapat disimpulkan jarak maksimum pada graf C, adalah 2.

4.1.2 Graf lintasan dengan 3 simpul (P3)
1 2 3
*———— o ———— 9

Gambar 2. Graf G,merupakan graf lintasan (P3).

(1) Matriks Laplace
Berdasarkan graf lintasan P5 diperoleh,

1 0 O 0 1 0
D=0 2 0 Ag=[1 0 1
0 0 1 0 1 0

maka dapat diperoleh pula matriks Laplace,
21



(2) Nilai eigen
Setelah diperoleh matriks adjacent dan matriks Laplace maka akan
dicari nilai eigen dan vektor eigen yang terkait untuk matriks adjacent
dan matriks Laplace untuk mencari spektrum graf dan diameter graf.
Lebih dahulu dicari nilai eigen dari matriks Laplace,
det(Al —Lg) =0
[/’l -1 1 0 ]
det| 1 A—2 1 |=0
0 1 A-1
Kemudian diperoleh nilai eigen, 1, = 3, 4; = 1 dan A, = 0. Dari nilai
eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang
terkait.

Untuk 1, = 3, dapat diperoleh vektor eigen

untuk 4, = 1, dapat diperoleh vektor eigen

)

untuk 4, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

i

22



Selanjutnya dicari nilai eigen matriks adjacent,
det(Al —4;) =0
A -1 0
det[-1 A -—-1(=0
0 -1 2

Kemudian diperoleh nilai eigen, 1, = V2, 4; = 0 dan 1, = —/2.
Dari nilai eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen
yang terkait.

Untuk 1, = V2, dapat diperoleh vektor eigen
I[ ]I
15|
1]
untuk 4, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

-1

[ 0 ]’

1

untuk A, = —/2, dapat diperoleh vektor eigen

R

Nl

|[_ -i
(3) Spektrum graf
Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
Laplace dapat diperoleh, untuk 4, = 3 diperoleh 1 basis ruang vektor
eigen, untuk A; = 1 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen dan untuk
23



A, = 0 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf dapat
dituliskan sebagai berikut

310
spec (P3) = 1 1 1].
(4) Diameter graf
Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
adjacent dapat diperoleh vektor eigen bernilai positif yang nantinya
digunakan untuk mencari diameter graf.

o]z = J(Tli)z + (%)2 +124124 12)

Iv]|? = 4

2

P (A0) = |Ivll” — 1

P(2) =3
t=0
Po(29) = (1 +2¢)°
Py(20) =1
Py(Ao) =3

1 > 3 (tidak memenuhi)

t=1
Pi(A) = (1 + 2p)*
Pl(AO) = 2,4’14’2

P,(1y) =3
2,4142 > 3 (tidak memenuhi)

t=2
Py(A9) = (1 + Ap)?
PZ (Ao) - 5,8284

Py(Ay) =3
5,8284 > 3 (memenuhi)
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Jadi, dengan diperolehnya D(G) < 2 maka dapat disimpulkan jarak
maksimum pada graf P adalah 2.

4.1.3 Graf Joint dengan 7 simpul (P3 + C4)
2

/

A

5 6 7
Gambar 3. Graf Gsmerupakan graf joint (P3 + Cy).

1) Matriks Laplace
Berdasarkan graf Joint P; + C, diperoleh,

(e}
S

AG=

_ RO O RO OO O ulo
PO R PR PR RO OUTO OOO

R R R ORERLROOOCOO0 OO U
R R R R, OoOoOROOOCOO WU O
RO R PR RL PO OO OO
OCRORRLPRLRHRIOOOO OO

et ol o e R el e B es R an I 62 B en R an)

L 1 0
maka dapat diperoleh pula matriks Laplace,

Le = D¢ — Ag
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(2) Nilai eigen
Setelah diperoleh matriks adjacent dan matriks Laplace maka akan
dicari nilai eigen dan vektor eigen yang terkait untuk matriks adjacent
dan matriks Laplace untuk mencari spektrum graf dan diameter graf.
Lebih dahulu dicari nilai eigen dari matriks Laplace,

det(M —Lg) =

det

O R R R R

A-=5

A—6 1

0
1
1
1
1
1
0 A— 5

e e el i

== RO R |

Kemudian diperoleh nilai eigen dengan menggunakan software
Maple, 4o =7, 44 =5 dan A, = 0. Dari nilai eigen yang telah
diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang terkait.

Untuk 4, = 7, dapat diperoleh vektor eige

0 1 01
1 0 0
1 0 0
O0l,l] 1|dan]| O |,
0 0 1
-2 1-2 -2
odLod 1
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untuk 4, = 5, dapat diperoleh vektor eigen

r 07 r—17 0 T
-1 0 0
1 0 0
0|,|] 1]dan]| O |,
0 0 -1
0 0 0
L0 4 LO- L1 -
untuk A, = 0, dapat diperoleh vektor eigen
1
1
1
1l
1
1
L1

Selanjutnya dicari nilai eigen matriks adjacent,

det(Al —Ag) = 0
A -1 -1 0 -1 -1 -1
-1 2 0 -1 -1 -1 -1
1 0 2 -1 -1 -1 -1
detf0 -1 -1 2 -1 -1 -1|=0
-1 -1 -1 -1 2 -1 0
-1 -1 -1 -1 -1 2 -1
-1 -1 -1 -1 0 -1 A

Kemudian diperoleh nilai eigen dengan menggunakan software
Maple, A, = 2 +/10,1; = 2 — /10,1, = 0dan A; = —2. Dari nilai
eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang
terkait.
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Untuk 1, = 2 + +/10, dapat diperoleh vektor eigen
_1 1 =

=+ —=v10

3 > 6

11
~+=+10
36

untuk 2, = 2 — /10, dapat diperoleh vektor eigen

S s

N PR, RO PR RO

B

WP W RW| RW| R W] kW
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untuk 4, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

r171 1 0 7 r 0 7
0 0 —1
0 0 1
11,1 0 ldan | O |,
0ol 1—-1 0
0 0 0
ol L1 0

untuk 1; = —2, dapat diperoleh vektor eigen

1 0 7
-1 -1
-1 -1
0 |dan| 0 |
0 1
0 0
[ 0 | [ 1 |

(3) Spektrum graf
Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
Laplace dapat diperoleh, untuk 1, = 7 diperoleh 1 basis ruang vektor
eigen, untuk A; = 5 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen dan untuk
A, = 0 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf dapat
dituliskan sebagai berikut
7 5 0
spec (P3) = 3 3 1].
(4) Diameter graf
Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
adjacent dapat diperoleh vektor eigen bernilai positif yang nantinya
digunakan untuk mencari diameter graf.
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2

/ i(%+%x/ﬁ)2 + (%+%\/E)2 + <%+%\/E)Z +\I

"G G o) |

3 6
+12+124+12+12+12+12+12 412
llv||? = 13,1623

Pi(Ap) = lvl* — 1
P,(Ay) = 12,1623

t=0
Py(Ao) = (14 2)°
Po()lo) =1

Py() = 12,1623
1> 12,1623 (tidak memenuhi)

t=1
P1(/10) = (1 + /10)1
P, (1p) = 6,1623

Pi(Ap) = 12,1623
6,1623 > 12,1623 (tidak memenuhi)

t=2
P,(A9) = (1 4 2p)?
P,(A,) = 37,9737

P,(4) = 12,1623
37,9737 = 12,1623 (memenuhi)
Jadi, dengan diperolehnya D(G) < 2 maka dapat disimpulkan jarak

maksimum pada graf P; + C, adalah 2.

4.2 Pembahasan Graf Berbobot
Pada bab ini akan dibahas beberapa contoh graf berbobot yang
berkaitan dengan spektrum graf dan diameter graf.
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4.2.1 Graf lingkaran dengan 4 simpul (C,)

1 2
4
2 2
4

3 4
Gambar 4. Graf G,merupakan graf lingkaran (C,).

(1) Matriks Laplace

Berdasarkan graf lingkaran berbobot C, diperoleh dengan cara
yang sama dengan graf lingkaran tidak berbobot maka matriks
Laplace sebagai berikut,

2 -4 -2 0
=472 0 =2
-2 0 2 —4f

0 -2 -4 2

LG=

(2) Nilai eigen matriks Laplace

Setelah diperoleh matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan
vektor eigen yang terkait dengan cara yang sama dengan pencarian
nilai eigen pada graf tidak berbobot untuk mencari spektrum graf dan
diameter graf.

Kemudian  diperoleh  nilai ~ eigen, A4,=8, 1; =4,
A, = 0,dan A; = —4. Dari nilai eigen yang telah diperoleh dapat
pula diperoleh vektor eigen yang terkait.

Untuk 4, = 8, dapat diperoleh vektor eigen
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&

untuk A, = 4, dapat diperoleh vektor eigen

untuk 4, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

A
-1
1 b
1

untuk A; = —4, dapat diperoleh vektor eigen

SR N

(3) Spektrum graf

Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
Laplace dapat diperoleh, untuk A, = 8 diperoleh 1 basis ruang vektor
eigen, untuk A; = 4 diperoleh 2 basis ruang vektor eigen, 1, =0
diperoleh 1 basis ruang vektor eigen dan untuk A; = —4 diperoleh 1
basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf dapat dituliskan sebagai
berikut

8 4 0 —4
spec (C,) = 11 1 1].

(4) Diameter graf
32



Berdasarkan Teorema 2.4.1, penentuan diameter suatu graf dapat
menggunakan rumus

D(G) <

Dengan adanya rumus dari Teorema 2.4.1 diameter graf C, yaitu,

log(n —1
D(G) < |8 =D
1og’1”-1 N
An—l = )ll

log(4 —1)

D(6) = - A2

872

D(G) <1

Jika menggunakan rumus Teorema 2.4.1 pada hasil diameter harus
ditambahkan dengan 1. Jadi, dengan diperolehnya D(G) < 2 maka
dapat disimpulkan jarak maksimum pada graf C, adalah 2.

4.2.2 Graf lintasan dengan 3 simpul (P3)

i A 3
5 1

Gambar 5. Graf Gsmerupakan graf lintasan (P3).

(1) Matriks Laplace
Berdasarkan graf lintasan berbobot P; diperoleh dengan cara yang
sama dengan graf lintasan tidak berbobot maka matriks Laplace

sebagai berikut,
1 -5 0
Lg = [—5 2 —1].
0o -1 1
(2) Nilai eigen

Setelah diperoleh matriks adjacent dan matriks Laplace maka akan
dicari nilai eigen dan vektor eigen yang terkait dengan cara yang sama
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dengan pencarian nilai eigen pada graf tidak berbobot untuk mencari
spektrum graf dan diameter graf.
Lebih dahulu dicari nilai eigen dari matriks Laplace. Kemudian
__ 3+/105

diperoleh nilai eigen dari matriks Laplace, 15 = TR A, =1 dan
Ay = 342@. Dari nilai eigen yang telah diperoleh dapat pula
diperoleh vektor eigen yang terkait.
Untuk 1, = 3”2@, dapat diperoleh vektor eigen

-5+ 5v105

=1
1 )
| 1-+/105
|52 |

untuk A, = 1, dapat diperoleh vektor eigen

&

untuk A, = 3_iﬁ, dapat diperoleh vektor eigen
[5 + 5V105]
| 52 |
1 .
l 1+ /105 J
52

Selanjutnya dicari nilai eigen matriks adjacent. Kemudian
diperoleh nilai eigen, 1, = v/26, 1, = 0 dan A, = —/26. Dari nilai
eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang
terkait.
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Untuk A, = V26, dapat diperoleh vektor eigen

=

26

untuk A, = 0, dapat diperoleh vektor eigen

)

untuk 2, = —/26, dapat diperoleh vektor eigen

(3) Spektrum graf

Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks Laplace

dapat diperoleh, untuk 2, = 3+W

diperoleh 1 basis ruang vektor

eigen, untuk 4; =1 dlperoleh 2 basis ruang vektor eigen dan

12_3\/W

dapat dituliskan sebagai berikut

3 ++/105 | 3—

spec (P3) = 2
1 1

(4) Diameter graf

diperoleh 1 basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf
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Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
adjacent dapat diperoleh vektor eigen bernilai positif yang nantinya
digunakan untuk mencari diameter graf. Dengan cara yang sama pada
graf tidak berbobot untuk mencari diameter graf, maka diperoleh
D(G) < 2 maka dapat disimpulkan jarak maksimum pada graf Ps;
adalah 2.

4.2.3 Graf Joint dengan 7 simpul (P3 + C,)

Gambar 6. Graf Ggmerupakan graf joint (P3 + Cy).

Keterangan:
: memiliki bobot 1
: memiliki bobot 2
: memiliki bobot 3

(1) Matriks Laplace
Berdasarkan graf joint berbobot P; + C, diperoleh dengan cara
yang sama dengan graf joint tidak berbobot maka matriks Laplace
sebagai berikut,
B ™ SR AN /1 RS- S
L e A= 2
-2 0 5 -2 -3 -3 -3
Lg=|0 -2 -2 5 -3 -3 -3
-1 -2 -3 -3 5 -1 0
-2 -2 -3 -3 -1 6 -1
-2 -1 -3 -3 0 -1 5
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(2) Nilai eigen

Setelah diperoleh matriks adjacent dan matriks Laplace maka akan
dicari nilai eigen dan vektor eigen yang terkait dengan cara yang sama
dengan pencarian nilai eigen pada graf tidak berbobot untuk mencari
spektrum graf dan diameter graf.

Lebih dahulu dicari nilai eigen dari matriks Laplace. Kemudian
diperoleh nilai eigen dengan menggunakan software Maple
Ao = 11,2994, A, = 8,6691, Ay =7,1504, A3 =
5,4760, Ay = 5,3021,1¢ = 3,8549 dan A, = —5,7519. Dari
nilai eigen yang telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang
terkait.

Untuk 4, = 11,3, dapat diperoleh vektor eigen
- 0,1826 1
0,1826
0,4274
0,4274 |,
—0,4205
—0,4630
[ —0,4205

untuk A, = 8,7, dapat diperoleh vektor eigen
r 0,4463

—0,4463
—0,5348
0,5348
0,1216
0
—(0,1216
untuk 4, = 7,2, dapat diperoleh vektor eigen
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10,1764 1
0,1764
—0,1021
—0,1021
0,3988
—0,7739
L 0,3988

untuk 1; = 5, 5, dapat diperoleh vektor eigen
r 0,2647 1

—0,2647
0,3474
—0,3474|,
0,5561
0
[—0,5561-

untuk 1, = 5,3, dapat diperoleh vektor eigen
r 0,5944 1

0,5944
—0,3193
—0,3193
—-0,1671

0,1829
1—0,16714

untuk A5 = 3,9, dapat diperoleh vektor eigen
'—0,4803

0,4803
—0,3055
0,3055 |,
0,4195
0
[—0,4195.
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Untuk 4, = —5,8, dapat diperoleh vektor eigen
10,2867
0,2867
0,4527
0,4527|.
0,3691
0,3915
10,3691

Selanjutnya dicari nilai eigen matriks adjacent dengan
menggunakan software Maple. Kemudian diperoleh nilai eigen,
Ao = 10,9152, A, =1,1451,1, = —0,2516,13 = —0,4760,1, =
—1,5481, A5 = —3,6691 dan 14 = —6,1155. Dari nilai eigen yang
telah diperoleh dapat pula diperoleh vektor eigen yang terkait.

Untuk 1, = 10,9, dapat diperoleh vektor eigen
11,2842

1,2842
1,4481
1,4481
1,3626
1,4169
11,3626

)

untuk 4; = 1,1, dapat diperoleh vektor eigen
- 0,4803 7
—0,4803
0,3055
—0,3055
—0,4195
0
L 0,4195 |

untuk 1, = —0,3, dapat diperoleh vektor eigen
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r 0,5642 1
0,5642
—0,3192
—0,3192
—0,2054
0,2741
L—0,2054

untuk 1; = —0,5, dapat diperoleh vektor eigen

—0,26477
0,2647
—0,3474
0,3474 |,
—0,5561

0
L 0,5561 |

untuk 4, = —1,5, dapat diperoleh vektor eigen
'—0,26277

—0,2627
0,0941
0,0941

—0,3535
0,7709

—0,3535

untuk A = —3,7, dapat diperoleh vektor eigen
r—0,44631

0,4463
0,5348
—0,5348
—0,1216
0
L 0,1216 A

untuk 1, = —6,1, dapat diperoleh vektor eigen
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1—0,17841
—0,1784
—0,4341
—0,4341|.

0,4487
0,3959
L 0,4487

(3) Spektrum graf

Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
Laplace dapat diperoleh, untuk A, = 11,3 diperoleh 1 basis ruang
vektor eigen, untuk A; = 8,7 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen,
A, = 7,2 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen, A; = 5,5 diperoleh 1
basis ruang vektor eigen, A, = 5,3 diperoleh 1 basis ruang vektor
eigen, A5 = 3,9 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen dan untuk
A¢ = —5,8 diperoleh 1 basis ruang vektor eigen. Jadi, spektrum graf
dapat dituliskan sebagai berikut,

11,3 87 72 55 53 39 -58
spec (€4 + Py = | 53]

1 1 1 1 1 1

(4) Diameter graf

Berdasarkan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen matriks
adjacent dapat diperoleh vektor eigen bernilai positif yang nantinya
digunakan untuk mencari diameter graf. Dengan cara yang sama pada
graf tidak berbobot untuk mencari diameter graf, maka diperoleh
D(G) < 2 maka dapat disimpulkan jarak maksimum pada graf
P; + C, adalah 2.
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BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan rumusan masalah dan pembahasan yang telah

dipaparkan dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut.

1. Spektrum graf merupakan matriks berordo 2 X n yang memuat
nilai eigen pada baris pertama dan banyaknya basis untuk ruang
vektor eigen. Pembobotan pada graf tidak mempengaruhi dalam
memperoleh spektrum graf.

2. Diameter graf merupakan jarak maksimum antar simpul pada
sebuah graf. Untuk memperoleh diameter graf dengan
menggunakan dua cara. Jika graf tersebut merupakan graf teratur
dan graf tidak lengkap digunakan rumus dari Teorema 2.4.1. Jika
graf tersebut tidak lengkap digunakan matriks adjacent untuk
mencari diameter. Pada penggunaan Teorema 2.4.1 untuk
pencarian diameter perlu ditambah dengan 1 agar hasilnya sesuai
dengan jarak maksimum pada gambar. Pembobotan pada graf
tidak mempengaruhi dalam memperoleh diameter graf.

5.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, mencari manfaat nilai eigen selain
untuk memperoleh spektrum graf dan diameter graf.
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