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BAB II 

DASAR TEORI 

 

Dalam penulisan skripsi ini diperlukan beberapa konsep yang 

harus didefinisikan terlebih dahulu untuk memudahkan dalam 

pembahasan mengenai sentralisator pada pemetaan 2-torsion free 

gamma ring semi prima. Adapun definisi-definisi dasar yang harus 

diketahui sebagai berikut. 

 

2.1 Pemetaan dan Operasi Himpunan 

Pemetaan dan operasi himpunan  memiliki kaitan yang sangat 

erat, karena operasi pada himpunan didefinisikan sebagai suatu 

pemetaan. Operasi pada himpunan merupakan syarat terbentuknya 

struktur aljabar. Berikut diberikan definisi dari pemetaan dan operasi 

pada himpunan. 

 

Definisi 2.1.1 (Pemetaan) 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan yang tidak kosong. Suatu relasi 

 𝑓 dari 𝐴 pada 𝐵 disebut pemetaan jika untuk setiap elemen 𝑥 di 𝐴 

terdapat dengan tunggal elemen 𝑦 di 𝐵 sedemikian sehingga 𝑥 dalam 

relasi 𝑓 ke 𝑦. Pemetaan dari 𝐴 ke 𝐵 dituliskan sebagai : 

𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 

 (Bhattacharya,dkk., 1994) 

Contoh 2.1.2  

Diberikan himpunan bilangan bulat ℤ = {… , −3, −2, −1,0,1,2,3, … } 

dan relasi  

𝑓: ℤ ⟶ ℤ 

𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥), 

dengan 

𝑓(𝑥) = {
−1 , 𝑥 < 0
0    , 𝑥 = 0
6    , 𝑥 > 0

 . 

Maka 𝑓adalah suatu pemetaan. 
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Bukti. 

Ambil sebarang 𝑥 ∈ ℤ, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ 

terdapat dengan tunggal 𝑓(𝑥) ∈ ℤ. Misalkan untuk 𝑥 < 0 maka 

𝑓(𝑥) = −1, untuk 𝑥 = 0 maka 𝑓(𝑥) = 0, dan untuk 𝑥 > 0 maka 

𝑓(𝑥) = 6. Karena  untuk setiap 𝑥 anggota bilangan bulat pada 

domain terdapat dengan tunggal 𝑓(𝑥) di daerah kodomain. Maka 

terbukti bahwa 𝑓 adalah suatu pemetaan. 

■ 

 

Definisi 2.1.3 (Operasi biner) 

Misalkan 𝑆 merupakan struktur aljabar (𝑆,∗). Operasi biner (*) pada 

himpunan 𝑆 adalah pemetaan dari 𝑆 × 𝑆 ke 𝑆. Notasi yang digunakan 

untuk menyatakan operasi biner (*) adalah + ,• ,⊕ ,⊗  dan 

sebagainya. Penulisan operasi biner pada suatu pemetaan yaitu: 

∗ : 𝑆 × 𝑆 → 𝑆  

    (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝑆. 

(Bhattacharya,dkk., 1994) 

 

Definisi  2.1.4 (Operasi Terner/Ternary) 

Misalkan 𝑆 merupakan struktur aljabar (𝑆,∗). Operasi terner/ternary 

(*) pada himpunan 𝑆 adalah pemetaan dari 𝑆 × 𝑆 × 𝑆 ke 𝑆. Notasi 

yang digunakan untuk menyatakan operasi terner (*) adalah + ,• ,⊕
 ,⊗  dan sebagainya. Penulisan operasi terner/ternary pada suatu 

pemetaan yaitu: 

∗ : 𝑆 × 𝑆 × 𝑆 → 𝑆  

      (𝑎, 𝑏, 𝑐)  ↦ 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ∈ 𝑆. 

(Bhattacharya,dkk., 1994) 

 

Definisi 2.1.5 (Pemetaan Aditif) 

Misalkan 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 adalah suatu pemetaan. Pemetaan 𝑓 disebut 

aditif jika pemetaan tersebut mempertahankan operasi terhadap 

penjumlahan dan memenuhi kondisi berikut : 

𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

untuk setiap 𝑥,𝑦 ∈ 𝐴. 

(Gelbaum dan Olmsted, 1990) 
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2.2 Grup 

Grup merupakan struktur aljabar yang sederhana karena 

dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi beberapa 

aksioma tertentu. Berikut adalah definisi dan contoh yang berkaitan 

dengan grup. 

 

Definisi 2.2.1 (Semigrup) 

Misalkan 𝐺 merupakan suatu himpunan tidak kosong, dengan satu 

operasi biner (∗). Struktur aljabar (𝐺,∗) disebut semigrup jika 

memenuhi : 

i) Tertutup yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎 ∗
𝑏 ∈ 𝐺 

ii) Assosiatif yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) 
(Howie, 1995) 

 

Definisi 2.2.2 (Grup) 

Suatu semigrup (𝐺,∗) disebut grup jika memenuhi : 

i) Eksistensi elemen identitas, dinotasikan 𝑒 yaitu terdapat 𝑒 ∈ 𝐺 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎. 

ii) Eksistensi elemen invers yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 terdapat 

𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒. 

(Fraleigh dan Victor, 1994) 

 

Contoh 2.2.3 

Diberikan himpunan semua matriks bilangan bulat berukuran 2 × 2 

yaitu  𝑀2(ℤ) = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] │ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ}.  

Maka himpunan (𝑀2(ℤ), ⦁) merupakan grup. 

 

Bukti. 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ) yaitu  

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] , 𝐵 = [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] , 𝐶 = [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]. 

(𝑀2(ℤ), ⦁) merupakan grup jika memenuhi aksioma berikut : 
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i. Tertutup terhadap pergandaan. 

𝐴𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] = [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] ∈ 𝑀2(ℤ)  

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku 𝐴𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ). 

ii. Assosiatif terhadap pergandaan. 

(𝐴𝐵 )𝐶 = 

= ([
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

]) [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
(𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑖 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑘 (𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑗 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑙

(𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑖 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑘 (𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑗 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑙
] 

= [
𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑔𝑖 + 𝑎𝑓𝑘 + 𝑏ℎ𝑘 𝑎𝑒𝑗 + 𝑏𝑔𝑗 + 𝑎𝑓𝑙 + 𝑏ℎ𝑙
𝑐𝑒𝑖 + 𝑑𝑔𝑖 + 𝑐𝑓𝑘 + 𝑑ℎ𝑘 𝑐𝑒𝑗 + 𝑑𝑔𝑗 + 𝑐𝑓𝑙 + 𝑑ℎ𝑙

] 

= [
𝑎𝑒𝑖 + 𝑎𝑓𝑘 + 𝑏𝑔𝑖 + 𝑏ℎ𝑘 𝑎𝑒𝑗 + 𝑎𝑓𝑙 + 𝑏𝑔𝑗 + 𝑏ℎ𝑙
𝑐𝑒𝑖 + 𝑐𝑓𝑘 + 𝑑𝑔𝑖 + 𝑑ℎ𝑘 𝑐𝑒𝑗 + 𝑐𝑓𝑙 + 𝑑𝑔𝑗 + 𝑑ℎ𝑙

] 

= [
𝑎(𝑒𝑖 + 𝑓𝑘) + 𝑏(𝑔𝑖 + ℎ𝑘) 𝑎(𝑒𝑗 + 𝑓𝑙) + 𝑏(𝑔𝑗 + ℎ𝑙)

𝑐(𝑒𝑖 + 𝑓𝑘) + 𝑑(𝑔𝑖 + ℎ𝑘) 𝑐(𝑒𝑗 + 𝑓𝑙) + 𝑑(𝑔𝑗 + ℎ𝑙)
]  

= [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒𝑖 + 𝑓𝑘 𝑒𝑗 + 𝑓𝑙
𝑔𝑖 + ℎ𝑘 𝑔𝑗 + ℎ𝑙

] 

= [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ([
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]) = 𝐴(𝐵𝐶).  

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶). 

iii. Terdapat elemen identitas pergandaan 𝑒 = [
1 0
0 1

] 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝐴 ∈ 𝑀2(ℤ) berlaku 𝐴⦁𝑒 =

𝑒⦁𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ⦁ [
1 0
0 1

] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]. 

iv. Setiap elemen mempunyai invers yaitu untuk setiap          

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∈ 𝑀2(ℤ) maka 𝐴−1 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] dengan 

syarat 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 sedemikian sehingga berlaku              

𝐴⦁𝐴−1 = 𝐴−1⦁𝐴 = [
1 0
0 1

] = 𝑒. 

Terbukti bahwa (𝑀2(ℤ), ⦁) merupakan grup. 

■ 
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Definisi 2.2.4 (Grup Komutatif) 

Grup (𝐺,∗) dikatakan komutatif jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 

sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. 

(Fraleigh dan Victor, 1994) 

  

Contoh 2.2.5 

Diberikan himpunan ℤ5 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. Maka (ℤ5, +)  merupakan 

grup komutatif. 

 

Bukti. 

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan pada ℤ5 

+ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

�̅� 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 

�̅� 2̅ 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 

�̅� 3̅ 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

�̅� 4̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

 

Berdasarkan Tabel 2.1 sifat grup komutatif terpenuhi, yaitu : 

i. Tertutup terhadap penjumlahan 

Jelas pada Tabel 2.1 bahwa penjumlahan untuk setiap elemen 

ℤ5 bersifat tertutup. 

ii. Assosiatif terhadap penjumlahan 

Misalkan 𝑎 = 1̅, 𝑏 = 2̅, 𝑐 = 4̅  maka : 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = (1̅ + 2̅) + 4̅ = 3̅ + 4̅ = 2̅, 

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 1̅ + (2̅ + 4̅) = 1̅ + 6̅ = 2̅. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ5 berlaku 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

iii. Terdapat elemen identitas terhadap penjumlahan 

Terdapat 𝑒 = 0̅ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ5 

berlaku 0̅ + 𝑎 = 𝑎 + 0̅ = 𝑎. 

iv. Terdapat elemen invers terhadap penjumlahan 

Untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ5 mempunyai invers 𝑎−1 di ℤ5 dan berlaku 

𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 𝑒 = 0̅, yaitu: 
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Invers dari 0̅ adalah 0̅ karena berlaku 0̅ + 0̅ = 0̅. 

Invers dari 1̅ adalah 4̅ karena berlaku 1̅ + 4̅ = 4̅ + 1̅ = 0̅. 

Invers dari 2̅ adalah 3̅ karena berlaku 2̅ + 3̅ = 3̅ + 2̅ = 0̅. 

Invers dari 3̅ adalah 2̅ karena berlaku 3̅ + 2̅ = 2̅ + 3̅ = 0̅. 

Invers dari 4̅ adalah 1̅ karena berlaku 4̅ + 1̅ = 1̅ + 4̅ = 0̅. 

v. Komutatif terhadap penjumlahan 

Misalkan 𝑎 = 1̅, 𝑏 = 4̅ maka : 

(𝑎 + 𝑏) = (1̅ + 4̅) = 0̅, 

(𝑏 + 𝑎) = (4̅ + 1̅) = 0̅. 
Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ5 berlaku 𝑎 +
𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

Terbukti bahwa ℤ5 merupakan grup komutatif.       

 ■ 

 

Teorema 2.2.6 (Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah suatu grup, maka  

i. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 maka (𝑎−1)−1 = 𝑎. 

ii. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 maka (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1. 

(Bhattacharya,dkk., 1994) 

 

Bukti. 

i. Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐺 maka terdapat 𝑎−1 ∈ 𝐺 sedemikian 

sehingga 𝑎−1𝑎 = 𝑎𝑎−1 = 𝑒 

*)  𝑎𝑎−1 = 𝑒  *) 𝑎−1𝑎 = 𝑒 

(𝑎𝑎−1)(𝑎−1)−1 = 𝑒(𝑎−1)−1   (𝑎−1)−1𝑎−1𝑎 = (𝑎−1)−1𝑒 

𝑎(𝑎−1(𝑎−1)−1) = (𝑎−1)−1   ((𝑎−1)−1𝑎−1)𝑎 = (𝑎−1)−1 

𝑎𝑒 = (𝑎−1)−1   𝑒𝑎 = (𝑎−1)−1 

𝑎 = (𝑎−1)−1   𝑎 = (𝑎−1)−1 

ii. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. 

Untuk membuktikan (ii), hal tersebut sama dengan 

menunjukkan bahwa: 

(𝑎𝑏)(𝑎𝑏)−1 = (𝑎𝑏)−1𝑎𝑏 = 𝑒 dan 

(𝑎𝑏)(𝑏−1𝑎−1) = (𝑏−1𝑎−1)𝑎𝑏 = 𝑒  

 

 

*)  (𝑎𝑏)(𝑏−1𝑎−1) *) (𝑏−1𝑎−1)𝑎𝑏 
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= 𝑎(𝑏(𝑏−1𝑎−1))   = ((𝑏−1𝑎−1)𝑎)𝑏 

= 𝑎((𝑏𝑏−1)(𝑎−1))   = ((𝑏−1)(𝑎−1𝑎)𝑏) 

= 𝑎(𝑒𝑎−1)   = (𝑏−1𝑒)𝑏 

= 𝑎𝑎−1 = 𝑒  = 𝑏−1𝑏 = 𝑒 
 

2.3 Ring 

Ring merupakan struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua 

operasi biner penjumlahan dan pergandaan serta memenuhi beberapa 

aksioma tertentu. Berikut adalah definisi dan contoh serta hal-hal 

yang berkaitan dengan ring. 

 

Definisi 2.3.1 (Ring) 

Misalkan 𝑅 adalah suatu himpunan tidak kosong, dengan dua operasi 

biner. Struktur aljabar (𝑅, +,•) disebut ring jika memenuhi : 

1. (𝑅, +) merupakan grup komutatif. 

2. (𝑅,•) merupakan semigrup. 

3. Bersifat distributif yaitu untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 sedemikian 

sehingga (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 dan 𝑐(𝑎 + 𝑏) = 𝑐𝑎 + 𝑐𝑏. 

(Fraleigh, 2003) 

 

Contoh 2.3.2 

Diberikan himpunan semua matriks bilangan bulat berukuran 2 × 2 

yaitu  𝑀2(ℤ) = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] │ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ}.  

Maka himpunan (𝑀2(ℤ), +, ⦁) merupakan ring. 

 

Bukti. 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ) yaitu  

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] , 𝐵 = [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] , 𝐶 = [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]. 

1. (𝑀2(ℤ), +) grup komutatif. 

i. Tertutup terhadap penjumlahan. 

𝐴 + 𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] = [
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

] ∈ 𝑀2(ℤ)  

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku 𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ). 

ii. Assosiatif terhadap penjumlahan. 
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(𝐴 + 𝐵) + 𝐶  = ([
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

]) + [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

 = [
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

] + [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

 = [
(𝑎 + 𝑒) + 𝑖 (𝑏 + 𝑓) + 𝑗
(𝑐 + 𝑔) + 𝑘 (𝑑 + ℎ) + 𝑙

] 

 = [
𝑎 + (𝑒 + 𝑖) 𝑏 + (𝑓 + 𝑗)

𝑐 + (𝑔 + 𝑘) 𝑑 + (ℎ + 𝑙)
] 

 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑒 + 𝑖 𝑓 + 𝑗
𝑔 + 𝑘 ℎ + 𝑙

] 

 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + ([
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] + [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]) 

 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku  (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 =
𝐴 + (𝐵 + 𝐶). 

iii. Terdapat elemen identitas penjumlahan 𝑒 = [
0 0
0 0

] 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝐴 ∈ 𝑀2(ℤ) berlaku 𝐴 + 𝑒 =

𝑒 + 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
0 0
0 0

] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]. 

iv. Setiap elemen mempunyai invers yaitu untuk setiap            

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∈ 𝑀2(ℤ) maka 𝐴−1 = [
−𝑎 −𝑏
−𝑐 −𝑑

] sedemikian 

sehingga berlaku 𝐴 + 𝐴−1 = 𝐴−1 + 𝐴 = [
0 0
0 0

] = 𝑒. 

v. Komutatif terhadap penjumlahan. 

𝐴 + 𝐵  = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] = [
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

]  

= [
𝑒 + 𝑎 𝑓 + 𝑏
𝑔 + 𝑐 ℎ + 𝑑

] = [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] + [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = 𝐵 + 𝐴. 

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ ℤ, berlaku 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴. 

2. (𝑀2(ℤ), ⦁) semigrup. 

i. Tertutup terhadap pergandaan. 

𝐴𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] = [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] ∈ 𝑀2(ℤ)  

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku 𝐴𝐵 ∈ 𝑀2(ℤ). 

ii. Assosiatif terhadap pergandaan. 
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(𝐴𝐵 )𝐶 = 

= ([
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

]) [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
(𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑖 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑘 (𝑎𝑒 + 𝑏𝑔)𝑗 + (𝑎𝑓 + 𝑏ℎ)𝑙
(𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑖 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑘 (𝑐𝑒 + 𝑑𝑔)𝑗 + (𝑐𝑓 + 𝑑ℎ)𝑙

] 

= [
𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑔𝑖 + 𝑎𝑓𝑘 + 𝑏ℎ𝑘 𝑎𝑒𝑗 + 𝑏𝑔𝑗 + 𝑎𝑓𝑙 + 𝑏ℎ𝑙
𝑐𝑒𝑖 + 𝑑𝑔𝑖 + 𝑐𝑓𝑘 + 𝑑ℎ𝑘 𝑐𝑒𝑗 + 𝑑𝑔𝑗 + 𝑐𝑓𝑙 + 𝑑ℎ𝑙

] 

= [
𝑎𝑒𝑖 + 𝑎𝑓𝑘 + 𝑏𝑔𝑖 + 𝑏ℎ𝑘 𝑎𝑒𝑗 + 𝑎𝑓𝑙 + 𝑏𝑔𝑗 + 𝑏ℎ𝑙
𝑐𝑒𝑖 + 𝑐𝑓𝑘 + 𝑑𝑔𝑖 + 𝑑ℎ𝑘 𝑐𝑒𝑗 + 𝑐𝑓𝑙 + 𝑑𝑔𝑗 + 𝑑ℎ𝑙

] 

= [
𝑎(𝑒𝑖 + 𝑓𝑘) + 𝑏(𝑔𝑖 + ℎ𝑘) 𝑎(𝑒𝑗 + 𝑓𝑙) + 𝑏(𝑔𝑗 + ℎ𝑙)

𝑐(𝑒𝑖 + 𝑓𝑘) + 𝑑(𝑔𝑖 + ℎ𝑘) 𝑐(𝑒𝑗 + 𝑓𝑙) + 𝑑(𝑔𝑗 + ℎ𝑙)
]  

= [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒𝑖 + 𝑓𝑘 𝑒𝑗 + 𝑓𝑙
𝑔𝑖 + ℎ𝑘 𝑔𝑗 + ℎ𝑙

] 

= [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ([
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]) = 𝐴(𝐵𝐶).  

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶). 

3. (𝑀2(ℤ), +) distributif 

(𝐴 + 𝐵)𝐶 = ([
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] + [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

]) [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
𝑎 + 𝑒 𝑏 + 𝑓
𝑐 + 𝑔 𝑑 + ℎ

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

] 

= [
(𝑎 + 𝑒)𝑖 + (𝑏 + 𝑓)𝑘 (𝑎 + 𝑒)𝑗 + (𝑏 + 𝑓)𝑙

(𝑐 + 𝑔)𝑖 + (𝑑 + ℎ)𝑘 (𝑐 + 𝑔)𝑗 + (𝑑 + ℎ)𝑙
] 

= [
𝑎𝑖 + 𝑒𝑖 + 𝑏𝑘 + 𝑓𝑘 𝑎𝑗 + 𝑒𝑗 + 𝑏𝑙 + 𝑓𝑙
𝑐𝑖 + 𝑔𝑖 + 𝑑𝑘 + ℎ𝑘 𝑐𝑗 + 𝑔𝑗 + 𝑑𝑙 + ℎ𝑙

] 

= [
𝑎𝑖 + 𝑏𝑘 + 𝑒𝑖 + 𝑓𝑘 𝑎𝑗 + 𝑏𝑙 + 𝑒𝑗 + 𝑓𝑙
𝑐𝑖 + 𝑑𝑘 + 𝑔𝑖 + ℎ𝑘 𝑐𝑗 + 𝑑𝑙 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑙

]  

= [
𝑎𝑖 + 𝑏𝑘 𝑎𝑗 + 𝑏𝑙
𝑐𝑖 + 𝑑𝑘 𝑐𝑖 + 𝑑𝑙

] + [
𝑒𝑖 + 𝑓𝑘 𝑒𝑗 + 𝑓𝑙
𝑔𝑖 + ℎ𝑘 𝑔𝑗 + ℎ𝑙

] 

= ([
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]) + ([
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] + [
𝑖 𝑗
𝑘 𝑙

]) 

= 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶. 

Jadi untuk setiap 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ), berlaku (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 +

𝐵𝐶. Analog untuk 𝐶(𝐴 + 𝐵) = 𝐶𝐴 + 𝐶𝐵. 
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Terbukti bahwa himpunan (𝑀2(ℤ), +, ⦁) adalah ring. 

■ 

Definisi 2.3.3 (Ring dengan Elemen Identitas) 

Jika terhadap pergandaan (𝑅, ⦁) memuat elemen identitas maka 𝑅 

disebut ring dengan elemen identitas. 

(Whitelaw, 1995) 

 

Definisi 2.3.4 (Ring Komutatif) 

Jika terhadap pergandaan (𝑅, ⦁) berlaku 𝑎⦁𝑏 = 𝑏⦁𝑎 untuk 

setiap  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  maka 𝑅 disebut ring komutatif.  

(Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.3.5 

Diberikan ℤ5 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. Maka (ℤ5, +, ⦁) adalah ring dengan 

elemen identitas dan ring komutatif. 

 

Bukti. 

1. Sudah dijelaskan pada Contoh 2.2.5 bahwa (ℤ5, +) merupakan 

grup komutatif. 

2. (ℤ5, ⦁)  

Tabel 2.2 Operasi pergandaan pada ℤ5 

⦁ �̅� �̅� �̅� �̅� �̅� 

�̅� 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 0̅ 

�̅� 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

�̅� 0̅ 2̅ 4̅ 1̅ 3̅ 

�̅� 0̅ 3̅ 1̅ 4 2̅ 

�̅� 0̅ 4̅ 3̅ 2̅ 1̅ 

Berdasarkan Tabel 2.2 dapat disimpulkan : 

i. Tertutup terhadap pergandaan 

Jelas pada Tabel 2.2 bahwa pergandaan untuk setiap elemen 

ℤ5 bersifat tertutup. 
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ii. Assosiatif terhadap pergandaan 

Ambil 𝑎 = 1̅, 𝑏 = 3̅, 𝑐 = 4̅ maka : 

(𝑎𝑏)𝑐 = (1̅ • 3̅) • 4̅ = 2̅, 

𝑎(𝑏𝑐) = 1̅ • (3̅ • 4̅) = 2̅. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ5, berlaku 
(𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐). 

iii. Terdapat elemen identitas terhadap pergandaan 

Terdapat elemen identitas terhadap pergandaan yaitu 𝑒 = 1̅ 

sedemikian sehingga berlaku 𝑎 • 1̅ = 1̅ • 𝑎 = 𝑎 untuk 

sebarang 𝑎 ∈ ℤ5. 

iv. Komutatif terhadap pergandaan 

Ambil 𝑎 = 1̅, 𝑏 = 4̅ maka: 

(𝑎𝑏) = (1̅ • 4̅) = 1̅, 

(𝑏𝑎) = (4̅ • 1̅) = 1̅. 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ5, berlaku 𝑎𝑏 =
𝑏𝑎. 

3. (ℤ5, +, ⦁) distributif 

Ambil 𝑎 = 1̅, 𝑏 = 2̅, 𝑐 = 4̅ maka : 

𝑎(𝑏 + 𝑐) = 1̅(2̅ + 4̅) = 1̅ 

(𝑎𝑏) + (𝑎𝑐) = (1̅ • 2̅) + (1̅ • 4̅) = 1̅ 

Dengan cara yang sama untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ5, berlaku 

𝑎(𝑏 + 𝑐) = (𝑎𝑏) + (𝑎𝑐). 

Analog untuk (𝑏 + 𝑐)𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎. 

Terbukti bahwa (ℤ5, +, ⦁) merupakan ring komutatif. Berdasarkan 

Definisi 2.3.3, ℤ5  juga merupakan ring dengan elemen satuan.  

■ 

 

2.4 Komutator 

Komutator memiliki pengertian yang hampir sama dalam teori 

grup dan teori ring. Berikut adalah pengertian komutator dalam grup 

dan ring beserta contoh dan teoremanya. 

 

Definisi 2.4.1 ( Komutator pada Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah grup dan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. Komutator dari pasangan 

terurut (𝑎, 𝑏) ditulis [𝑎, 𝑏] yaitu 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1. 

(Hazewinkel,dkk., 2001) 
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Teorema 2.4.2 (Komutator pada Grup) 

Misal 𝐺 adalah grup, untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku : 

i. [𝑎, 𝑏] = 𝑒 ⟺ 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 

ii. 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎[𝑎, 𝑏] 
iii. [𝑏, 𝑎] = [𝑎, 𝑏]−1 

(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

Bukti. 

i.  (⇒) [𝑎, 𝑏] = 𝑒    (⇐)    𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 

𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1𝑏 = 𝑒𝑏  [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 

𝑎𝑏𝑎−1 = 𝑏  = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 

𝑎𝑏𝑎−1𝑎 = 𝑏𝑎  = 𝑏𝑏−1 

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎  = 𝑒 

Terbukti bahwa [𝑎, 𝑏] = 𝑒 ⟺ 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. 

ii. 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑒𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 = 𝑎[𝑎, 𝑏]  
Terbukti bahwa 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎[𝑎, 𝑏]. 

iii. [𝑏, 𝑎] = 𝑏𝑎𝑏−1𝑎−1 

= (𝑏−1)−1(𝑎−1)−1(𝑏)−1(𝑎)−1  

= (𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1)−1  

= [𝑎, 𝑏]−1  

Terbukti bahwa [𝑏, 𝑎] = [𝑎, 𝑏]−1 

■ 

 

Contoh 2.4.3 

Misalkan 𝐺 adalah suatu grup. Elemen identitas "𝑒" adalah 

komutator karena 𝑒 = [𝑒, 𝑒] = 𝑒𝑒𝑒−1𝑒−1 = 𝑒. 

Pada Teorema 2.4.2 (i) menyatakan bahwa  jika 𝐺 adalah grup 

komutatif maka komutator dari 𝐺 adalah elemen identitas saja. 

■ 

 

Definisi 2.4.4 (Komutator pada Ring) 

Misal 𝑅 adalah suatu ring. Komutator dari dua elemen 𝑎 dan 𝑏 di 𝑅 

ditulis [𝑎, 𝑏] yaitu 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎. 

  (Hazewinkel,dkk., 2001) 
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Teorema 2.4.5 (Komutator pada Ring) 

Misal 𝑅 adalah ring, untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku : 

i. [𝑎, 𝑎] = 0 

ii. [𝑎, 𝑏] = −[𝑏, 𝑎] 
iii. [𝑎, [𝑏, 𝑐]] + [𝑏, [𝑐, 𝑎]] + [𝑐, [𝑎, 𝑏]] = 0 

iv. [𝑎 + 𝑏, 𝑐] = [𝑎, 𝑐] + [𝑏, 𝑐] 
v. [𝑎, 𝑏𝑐] = [𝑎, 𝑏]𝑐 + 𝑏[𝑎, 𝑐] 

vi. [𝑎𝑏, 𝑐] = 𝑎[𝑏, 𝑐] + [𝑎, 𝑐]𝑏 

vii. [𝑎𝑏𝑐, 𝑑] = 𝑎𝑏[𝑐, 𝑑] + 𝑎[𝑏, 𝑑]𝑐 + [𝑎, 𝑑]𝑏𝑐 
(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

Bukti. 

i. [𝑎, 𝑎] = 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 = 0 

ii. [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 

= −(𝑏𝑎 − 𝑎𝑏)  

= −[𝑏, 𝑎]  

iii. [𝑎, [𝑏, 𝑐]] + [𝑏, [𝑐, 𝑎]] + [𝑐, [𝑎, 𝑏]] 

= [𝑎, (𝑏𝑐 − 𝑐𝑏)] + [𝑏, (𝑐𝑎 − 𝑎𝑐)] + [𝑐, (𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)]  
= (𝑎(𝑏𝑐 − 𝑐𝑏) − (𝑏𝑐 − 𝑐𝑏)𝑎) + (𝑏(𝑐𝑎 − 𝑎𝑐) −

(𝑐𝑎 − 𝑎𝑐)𝑏) + (𝑐(𝑎𝑏 − 𝑏𝑎) − (𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)𝑐)  

= 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑐𝑏 − 𝑏𝑐𝑎 + 𝑐𝑏𝑎 + 𝑏𝑐𝑎 − 𝑏𝑎𝑐 − 𝑐𝑎𝑏 + 𝑎𝑐𝑏 +
𝑐𝑎𝑏 − 𝑐𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑎𝑐  

= 0  

iv. [𝑎 + 𝑏, 𝑐]  = (𝑎 + 𝑏)𝑐 − 𝑐(𝑎 + 𝑏) 

= 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑐𝑏  

= 𝑎𝑐 − 𝑐𝑎 + 𝑏𝑐 − 𝑐𝑏  

= [𝑎, 𝑐] + [𝑏, 𝑐]  
v. [𝑎, 𝑏𝑐]  = 𝑎𝑏𝑐 − 𝑏𝑐𝑎 

= 𝑎𝑏𝑐 − 𝑏𝑎𝑐 + 𝑏𝑎𝑐 − 𝑏𝑐𝑎  

= (𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)𝑐 + 𝑏(𝑎𝑐 − 𝑐𝑎)  

= [𝑎, 𝑏]𝑐 + 𝑏[𝑎, 𝑐]  
vi. [𝑎𝑏, 𝑐]  = 𝑎𝑏𝑐 − 𝑐𝑎𝑏 

= 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑐𝑏 + 𝑎𝑐𝑏 − 𝑐𝑎𝑏  

= 𝑎(𝑏𝑐 − 𝑐𝑏) + (𝑎𝑐 − 𝑐𝑎)𝑏  

= 𝑎[𝑏, 𝑐] + [𝑎, 𝑐]𝑏  
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vii. [𝑎𝑏𝑐, 𝑑]  = 𝑎𝑏𝑐𝑑 − 𝑑𝑎𝑏𝑐 

= 𝑎𝑏𝑐𝑑 − 𝑎𝑏𝑑𝑐 + 𝑎𝑏𝑑𝑐 − 𝑎𝑑𝑏𝑐 + 𝑎𝑑𝑏𝑐 − 𝑑𝑎𝑏𝑐  

= 𝑎𝑏(𝑐𝑑 − 𝑑𝑐) − 𝑎(𝑏𝑑 − 𝑑𝑐)𝑐 + (𝑎𝑑 − 𝑑𝑎)𝑏𝑐  

= 𝑎𝑏[𝑐, 𝑑] + 𝑎[𝑏, 𝑑]𝑐 + [𝑎, 𝑑]𝑏𝑐  
■ 

 

Contoh 2.4.6 

Misalkan 𝑅 adalah ring dengan elemen identitas 𝑒. Elemen identitas 

"𝑒" adalah komutator karena 𝑒 = [𝑒, 𝑒] = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 = 0. 

Pada Teorema 2.4.5 (i) menyatakan bahwa  jika untuk elemen 

pasangan terurut yang sama di 𝑅 maka komutator dari elemen 

tersebut adalah elemen identitas terhadap penjumlahan. 

■ 

 

2.5 Senter 

Senter dalam suatu aljabar menjelaskan sifat komutatif dalam 

suatu himpunan. Dalam teori grup dan teori ring pengertian senter 

hampir sama. Berikut definisi dari senter dalam grup dan ring beserta 

contohnya. 

 

Definisi 2.5.1 (Senter pada Grup) 

Misalkan 𝐺 adalah grup dengan opersai biner tertentu. 𝑍(𝐺) 

merupakan senter dari grup 𝐺 didefinisikan sebagai : 

𝑍(𝐺) = {𝑧 ∈ 𝐺 | 𝑧𝑔 = 𝑔𝑧, ∀𝑔 ∈ 𝐺} 
(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

Teorema 2.5.2 (Senter) 

𝐺 adalah grup abelian jika dan hanya jika 𝑍(𝐺) = 𝐺. 

 

Bukti. 

(⇒) Diketahui 𝐺 adalah grup komutatif 

Akan dibuktikan 𝑍(𝐺) = 𝐺, 

i. 𝑍(𝐺) ⊆ 𝐺 

ii. 𝐺 ⊆ 𝑍(𝐺) 
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Bukti. 

i. Ambil sebarang 𝑧 ∈ 𝑍(𝐺). 

Maka 𝑧 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑧, ∀𝑔 ∈ 𝐺. 

Karena 𝐺 grup komutatif, maka 𝑧 ∈ 𝐺. 

Jadi terbukti bahwa 𝑍(𝐺) ⊆ 𝐺. 

ii. Ambil sebarang 𝑔 ∈ 𝐺. 

Karena 𝐺 grup komutatif maka 𝑔′𝑔 = 𝑔𝑔′, untuk setiap 𝑔′ ∈
𝐺. 

Karena bersifat komutatif dengan semua elemen dalam 𝐺 

maka 𝑔 ∈ 𝑍(𝐺) dan terbukti bahwa 𝐺 ⊆ 𝑍(𝐺). 

(⇐) Diketahui 𝑍(𝐺) = 𝐺. 

Akan dibuktikan bahwa 𝐺 adalah grup komutatif. 

Untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑍(𝐺) = 𝐺 maka berlaku 𝑧 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑧, 
 ∀𝑔 ∈ 𝑍(𝐺) = 𝐺. 

Jadi terbukti bahwa 𝐺 adalah abelian. 

■ 

 

Contoh 2.5.3  

Diberikan grup (ℤ5 − {0},•). Semua elemen dari ℤ5 − {0} adalah 

senter. 

 

Bukti. 

Dapat di lihat pada Tabel 2.2 bahwa (ℤ5 − {0},•) merupakan grup 

komutatif. Berdasarkan Teorema 2.5.2 jika 𝐺 merupakan grup 

komutatif maka 𝑍(ℤ5 − {0}) = ℤ5 − {0}. 

Terbukti bahwa semua elemen dari ℤ5 − {0} adalah senter. 

■  

 

Contoh 2.5.4 

Diberikan 𝐺 = (𝑀2(ℤ),•) adalah grup. Maka (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) 

adalah elemen senter dari 𝐺 yaitu 𝑍(𝐺).  
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Bukti. 

Dapat di lihat dari Contoh 2.2.3 bahwa (𝑀2(ℤ),•) adalah grup. Akan 

dibuktikan (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝑍(𝐺). Misal 𝑍1 = (
1 0
0 1

) dan 𝑍2 =

(
0 0
0 0

). Ambil sebarang 𝐶 ∈ (𝑀2(ℤ) yaitu (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
).  

Maka : 

𝑍1𝐶 = 𝐶𝑍1   = (
1 0
0 1

) (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) = (

𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) (

1 0
0 1

)  

= (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
)  

dan 

𝑍2𝐶 = 𝐶𝑍2  = (
0 0
0 0

) (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) = (

𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) (

0 0
0 0

)  

= (
0 0
0 0

)  

Karena berlaku untuk semua elemen di 𝐺. Maka terbukti bahwa 

(
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝑍(𝐺).  

■ 

 

Definisi 2.5.5 (Senter pada Ring) 

Misalkan 𝑅 adalah ring. 𝑍(𝑅) merupakan senter dari ring 𝑅 

didefinisikan sebagai :  

𝑍(𝑅) = {𝑧 ∈ 𝑅 | 𝑧𝑟 = 𝑟𝑧, ∀𝑟 ∈ 𝑅} 
(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

Contoh 2.5.6 

Diberikan (ℤ5, +,•) adalah ring. Semua elemen dari ℤ5 adalah 

senter. 

 

Bukti. 

Telah dibuktikan pada Contoh 2.3.4 bahwa (ℤ5, +,•) adalah ring 

komutatif. Karena 𝑅 merupakan ring komutatif maka 𝑍(ℤ5) = ℤ5. 

Terbukti bahwa semua elemen dari ℤ5 adalah senter. 

■ 
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Contoh 2.5.7 

Diberikan 𝑅 = (𝑀2(ℤ), +,•) adalah ring. Maka (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) 

adalah elemen senter dari 𝑅 yaitu 𝑍(𝑅). 
 

Bukti. 

Dapat di lihat dari Contoh 2.3.2 bahwa (𝑀2(ℤ), +,•) adalah ring. 

Akan dibuktikan (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝑍(𝑅). Misal 𝑍1 = (
1 0
0 1

) dan 

𝑍2 = (
0 0
0 0

). Ambil sebarang 𝐶 ∈ 𝑀2(ℤ) yaitu (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
).  

Maka : 

𝑍1𝐶 = 𝐶𝑍1   = (
1 0
0 1

) (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) = (

𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) (

1 0
0 1

)  

= (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
)  

dan 

𝑍2𝐶 = 𝐶𝑍2  = (
0 0
0 0

) (
𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) = (

𝑎1 𝑏1

𝑐1 𝑑1
) (

0 0
0 0

)  

= (
0 0
0 0

)  

Karena berlaku untuk semua elemen di 𝑅. Maka terbukti bahwa 

(
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝑍(𝑅).  

■ 

 

2.6 Sentralisator 

Konsep sentralisator pada teori grup, teori ring dan pemetaan 

mempunyai definisi yang sedikit berbeda. Berikut diberikan lebih 

jelas definisi sentralisator pada grup, ring dan pemetaan beserta 

contohnya.  

 

Definisi 2.6.1 (Sentralisator pada Grup)  

Misalkan 𝐺 adalah suatu grup dan 𝑆 adalah suatu subset dari 𝐺. 

𝐶𝐺(𝑆) merupakan sentralisator dari 𝑆 pada 𝐺 didefinisikan sebagai : 

𝐶𝐺(𝑆) = {𝑔 ∈ 𝐺 | [𝑔, 𝑠] = 𝑒, ∀𝑠 ∈ 𝑆} 
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dengan [𝑔, 𝑠] = 𝑔𝑠𝑔−1𝑠−1 = 𝑔𝑠(𝑠𝑔)−1 = 𝑒 adalah komutator. 

(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

Contoh 2.6.2  

Diberikan 𝐺 = (ℤ5 − {0},•) adalah grup dan 𝑆 = {1,3} merupakan 

subset dari 𝐺. Semua elemen dari ℤ5 − {0} adalah sentralisator. 

 

Bukti. 

Dapat di lihat pada Tabel 2.2 bahwa (ℤ5 − {0},•) merupakan grup 

komutatif. Karena 𝐺 merupakan grup komutatif maka 𝐶𝐺(𝑆) = 𝐺. 

Terbukti bahwa semua elemen dari ℤ5 − {0} adalah sentralisator. 

■ 

 

Definisi 2.6.3 (Sentralisator pada Ring) 

Misalkan 𝑅 adalah suatu ring dan 𝑄 adalah suatu subset dari 𝑅. 

𝐶𝑅(𝑄) merupakan sentralisator dari 𝑄 pada 𝑅. 

𝐶𝑅(𝑄) = {𝑟 ∈ 𝑅 | [𝑟, 𝑞] = 0, ∀𝑞 ∈ 𝑄} 

dengan [𝑟, 𝑞] = 𝑟𝑞 − 𝑞𝑟 = 0 adalah komutator.  

(Hazewinkel,dkk., 2001) 

 

 

Contoh 2.6.4 

Diberikan 𝑅 = (ℤ5, +,•) adalah ring dan 𝑄 = {1,3} merupakan 

subset dari 𝑅. Semua elemen dari ℤ5adalah sentralisator. 

 

Bukti. 

Telah dibuktikan pada Contoh 2.3.4 bahwa (ℤ5, +,•) adalah ring 

komutatif. Karena 𝑅 merupakan ring komutatif maka 𝐶𝑅(𝑄) = ℤ5. 

Terbukti bahwa semua elemen dari ℤ5 adalah sentralisator. 

■ 
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Contoh 2.6.5 

Diberikan 𝑅 = (𝑀2(ℤ), +,•) adalah ring dan 𝐾 = {(
𝑎 0
𝑏 0

)| 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} 

merupakan subset dari 𝑅. Maka (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) adalah elemen 

sentralisator dari 𝐾 dalam 𝑅 yaitu 𝐶𝑅(𝐾). 

Bukti. 

Dapat di lihat dari Contoh 2.3.2 bahwa (𝑀2(ℤ), +,•) adalah ring. 

Akan dibuktikan (
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝐶𝑅(𝐾). Misal 𝐴1 = (
1 0
0 1

) dan 

𝐴2 = (
0 0
0 0

) ∈ 𝑅. Ambil sebarang 𝐵 ∈ 𝐾 yaitu (
𝑎1 0
𝑏1 0

). 

Maka :  

[𝐴1, 𝐵]   = [(
1 0
0 1

) , (
𝑎1 0
𝑏1 0

)]  

= (
1 0
0 1

) (
𝑎1 0
𝑏1 0

) − (
𝑎1 0
𝑏1 0

) (
1 0
0 1

)  

= (
𝑎1 0
𝑏1 0

) − (
𝑎1 0
𝑏1 0

) = (
0 0
0 0

)  

dan 

[𝐴2, 𝐵]   = [(
0 0
0 0

) , (
𝑎1 0
𝑏1 0

)]  

= (
0 0
0 0

) (
𝑎1 0
𝑏1 0

) − (
𝑎1 0
𝑏1 0

) (
0 0
0 0

)  

= (
0 0
0 0

) − (
0 0
0 0

) = (
0 0
0 0

).  

Karena berlaku untuk semua elemen di 𝐾. Maka terbukti bahwa 

(
1 0
0 1

) , (
0 0
0 0

) ∈ 𝐶𝑅(𝐾). 

■ 

 

Definisi 2.6.5 (Sentralisator pada Pemetaan) 

Misalkan 𝑅 adalah suatu ring. Jika terdapat suatu pemetaan aditif 

yaitu : 

𝑇 ∶   𝑅 ⟶  𝑅  

𝑥 ⟼ 𝑇(𝑥)  

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 
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𝑇 disebut sentralisator kiri jika 𝑇(𝑥𝑦) = 𝑇(𝑥)𝑦 dan 𝑇 disebut 

sentralisator kanan  jika 𝑇(𝑥𝑦) = 𝑥𝑇(𝑦). Jika 𝑅 merupakan ring 

komutatif maka sentralisator kiri sama dengan sentralisator kanan. 

(Vukman, 1999) 

 

Contoh 2.6.6 

Diberikan 𝑅 = (ℤ5, +,•) adalah ring komutatif dan pemetaan aditif : 

𝑇 ∶   𝑅 ⟶  𝑅  

�̅� ⟼ 𝑇(�̅�)  

dengan  𝑇(�̅�) = 2̅�̅� untuk setiap �̅� ∈ 𝑅. Maka 𝑇 adalah sentralisator. 

 

Bukti. 

Dapat dilihat dari Contoh 2.3.5 bahwa (ℤ5, +,•) adalah ring 

komutatif. Maka 𝑇(�̅��̅�) = 2̅�̅��̅� dan 𝑇(�̅�)�̅� = 2̅�̅��̅� disebut 

sentralisator  kanan.  Karena  𝑅  adalah  ring  komutatif  maka 

�̅�𝑇(�̅�) = �̅�2̅�̅� = 2̅�̅��̅� maka disebut sentralisator kiri. Jadi 𝑇 

merupakan sentralisator pada pemetaan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


