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EKSISTENSI TITIK TETAP DALAM
RUANG METRIK PARSIAL

ABSTRAK
Dalam skripsi ini dipelajari eksistensi dan ketunggalan titik
tetap suatu pemetaan dalam ruang metrik parsial yang dilengkapi 2

metrik parsial.
Kata kunci : titik tetap, ruang metrik parsial, metrik parsial.
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THE EXISTENCE OF FIXED POINT IN
THE PARTIAL METRIC SPACES

ABSTRACT

This thesis studies about the existence and singularity fixed
point a mapping in the partial metric spaces with two partial metrics.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Titik tetap memiliki peranan yang sangat penting dalam
menyelesaikan beberapa masalah matematis. Beberapa permasalahan
matematis yang dapat diselesaikan dengan prinsip titik tetap antara
lain masalah persamaan linier, persamaan differensial biasa,
persamaan differensial parsial dan persamaan integral.

Salah satu teorema titik tetap yang terkenal adalah teorema titik
tetap banach. Teorema tersebut menjamin eksistensi dan ketunggalan
titik tetap untuk fungsi yang terdefinisi dalam ruang lengkap dan
fungsi yang kontraktif (Oltra, 2004).

Dalam skripsi ini dipelajari eksistensi dan ketunggalan titik
tetap suatu pemetaan dalam ruang metrik parsial yang dilengkapi 2
metrik parsial (Karapinar, 2011).

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, dapat disusun rumusan

masalah sebagai berikut.

1. Bagaimana definisi ruang metrik parsial?

2. Bagaimana kekonvergenan barisan di dalam ruang metrik
parsial?

3. Bagaimana eksistensi dan ketunggalan titik tetap suatu
pemetaan di dalam ruang metrik parsial?

1.3 Batasan Masalah
Pada skripsi ini, pembahasan dibatasi hanya pada ruang metrik
parsial.

1.4 Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

Mengetahui definisi ruang metrik parsial.

2. Mengetahui kekonvergenan barisan di dalam ruang metrik
parsial.

3. Mengetahui eksistensi dan ketunggalan titik tetap suatu
pemetaan di dalam ruang metrik parsial.

=
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2.1 Ruang Metrik

Definisi 2.1.1 (Ruang Metrik)

Diberikan himpunan tidak kosong X. Fungsi d : X x X — R disebut
metrik pada X jika memenuhi aksioma-aksioma :

M1. d(x,y) > 0 untuk setiap X,y € X ;

M2. d(x,y) = 0 jika dan hanya jikax =y ;

M3. d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X ;

M4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x,y dan z € X.

Himpunan X yang dilengkapi dengan fungsi jarak d, disebut
ruang metrik dan dinyatakan dengan (X,d) (Muslikh, 2012).

2.2 Barisan

Definisi 2.2.1 (Barisan)

Diberikan ruang metrik X dan himpunan bilangan asli N. Barisan
titik di dalam ruang metrik X adalah fungsi f : N - X dengan
f(n) = x, € X untuk setiap n € N (Muslikh, 2012).

Definisi 2.2.2 (Kekonvergenan Barisan)

Suatu barisan (x,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen

jika terdapat suatu titik x € X sedemikian rupa sehingga untuk setiap

€ > 0 terdapat bilangan N € N sehingga untuk setiap n > N berlaku
d(x, X)<e (Muslikh, 2012).

Teorema 2.2.3
Jika barisan (x,) dalam (X,d) konvergen maka limit barisannya
tunggal (Soemantri 1988).

Bukti:
Misalkan (x,) konvergen ke titik x dan y, akan dibuktikan x =y
(tunggal). Diberikan sebarang e > 0. Karena x,, konvergen ke x dan y
maka terdapat N; € N dan N, € N sehingga untuk setiap n > N;
berlaku
d(x, X)<e/2, @
3



dan untuk setiap n > N, berlaku
d(xy y) <e/2. )
Jika bilangan N = maks {N;, N} maka dari ketaksamaan (1), (2) dan
ketaksamaan segitiga diperoleh
d(xy) <d(xp X) +d(x, y) <e/2+e/2=¢,
untuk setiap n > N. Jadi d(x,y) < . Karena & > 0 sebarang maka x =y
(tunggal).

Definisi 2.2.4 (Barisan Cauchy)
Barisan (x,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy
jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan N € N sedemikian sehingga
untuk setiap n, m> N berlaku

d(xp, X)) <€ (Muslikh, 2012).

Teorema 2.2.5

Setiap barisan yang konvergen dalam suatu metrik (X,d) merupakan
barisan Cauchy (Soemantri 1988).

Bukti:

Misalkan x, — X. Maka untuk setiap € > O terdapat N € N
sedemikian hingga untuk setiap n > N berlaku
d(x, X) <&g/2,
ambil m > n > N, maka juga berlaku d(x,, ,X) < &/2. Dengan
pertidaksamaan segitiga, maka untuk m, n > N berlaku
d(xy, ,x,) < d(x, X) +d(X,x,) <e/2+e/2 =¢.

Dengan demikian, (x,,) adalah barisan Cauchy. Teorema di atas tidak
berlaku sebaliknya.

2.3 Ruang metrik yang lengkap

Definisi 2.3.1 (Kelengkapan)

Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di
dalamnya konvergen (Muslikh, 2012).



2.4 Pemetaan
Definisi 2.4.1 (Pemetaan)

Fungsi f dari himpunan A ke dalam himpunan B adalah suatu
pengawanan sedemikian sehingga untuk setiap elemen x € A
dikawankan secara tunggal dengan elemen y € B. Ditulis y = f(x) dan
f(x) dinamakan nilai f di x, ditulis f : A — B (Muslikh, 2012).

Definisi 2.4.2 (Pemetaan Kontinu)

Misalkan X = (X,d) dan Y = (Y,d) merupakan ruang metrik. f : X —Y
dikatakan kontinu pada suatu titik X, € X jika untuk setiap ¢ > 0
terdapat & > 0 sedemikian sehingga

d(f(x),f(x0)) < €
untuk setiap X yang memenubhi
d(x,xg) < 6.

f dikatakan kontinu di X jika f kontinu disetiap titik pada X
(Kreyszig, 1978).

Definisi 2.4.3 (Komposisi Pemetaan)

Dimisalkan fungsi f : A — B dan g : B — C, selanjutnya dapat kita
definisikan fungsi baru h : A — C dengan formula h(x) = g{f(x)}.
Fungsi h yang demikian disebut komposisi g dengan f dan
dinotasikan dengan g o f (Muslikh, 2012).

Definisi 2.4.4 (Pemetaan Kontraksi)

Misalkan ruang metrik (X,d). Pemetaan f : X — X dinamakan
pemetaan kontraksi, jika ada suatu bilangan riil ¢ dengan 0 <c <1
sedemikian sehingga :

d(f(x), f(y)) <cd(x,y), V x,y € X  (Kreyszig, 1978).



Lemma 2.4.5
Jika f : X — X suatu kontraksi, maka f kontinu (Kreyszig, 1978).
Bukti:

Ambil sebarang xo € X. Untuk &€ > 0 pilih § < ¢/ k > 0, sehingga
d(x,Xo) < 6. Karena f merupakan pemetaan kontraksi maka

d(f(x),f(x0)) < kd(X,Xo)
untuk setiap X, Xo € X dan dengan nilai d(x,xo) < § maka
d(f(x),f(x0)) < kd(x,xo)
<ké
<kelk
=€
Jadi untuk setiap £ > 0 terdapat 6 < &/ k>0 sehingga
d(f(x),f(xo)) <.
Menurut definisi 2.4.2 maka f adalah pemetaan yang kontinu.

2.5 Titik Tetap
Definisi 2.5.1 (Titik Tetap)

Diberikan ruang metrik (X,d) dan suatu pemetaan f : X — X. Titik
x € X disebut titik tetap f jika x = f(x) (Takashi dan Hiroyuki,
2010).

Teorema 2.5.2 (Titik Tetap Banach pada Ruang Metrik)

Misalkan (X,d) adalah ruang metrik lengkap. Jika f : X — X adalah
pemetaan kontraksi pada X, maka f mempunyai titik tetap yang
tunggal (Kreyszig, 1978).

Bukti:

Ambil x, € X dan dibentuk barisan (x,) dengan suku-suku sebagai
berikut

6



Xo, X1= f(Xo), X2 = f(X1), -, Xn = f(Xp-)-
Akan ditunjukkan bahwa (x,,) adalah barisan Cauchy.
d(Xm+1 5 Xm) = d(f(Xm), f(Xm-1))
< ad(Xm, Xm-1)
= ad(f(Xm-1), f(Xm2))

< a” d(Xm1 , Xm-2)

< o™ d(xq, Xo)- ®3)
Ambil € > 0, karena f kontraksi maka
d(f(x), f(y)) < ad(x.y),

dimana 0 < o < 1. Ambil bilangan n, m € N, dengan n > m maka
dengan sifat ketaksamaan segitiga pada metrik dan ketaksamaan (3),
didapatkan

d(Xma Xn) < d(xm, Xm+1) + d(xm+1, Xm+2) +..t d(Xn-Z, Xn-l) + d(xn-ly Xn)
<@ +a™ + .+ a" + o™ d(xe, Xo)
<a"(A+a+a®+ ...+ o™ d(xe, Xo)

n-m-1

=(Xm Zai d(X1, Xo)
<a" iai d(xe, Xo) 4)

Karena 0 < a < 1, maka deret Zai pada ketaksamaan (4)
i=1

1 . .
konvergen ke e sehingga didapat



am

d(Xm, Xn) < d(X1, Xo)

-
untukn>m=>N.
Misal d(x, Xo) = ¢, maka

ca™

d(Xm, Xn) <

l-a

dipilih N € N dengan

N < “|ogg(1—_a)
C

Maka diperoleh

m N _
(X Xo) < ca < cCa \ c 8(1 a): .
l-aa l-a l-a (o

dengan demikian (x,,) barisan Cauchy.

Karena X lengkap, (x,) konvergen, katakan x, — x. Akan
ditunjukkan bahwa x adalah titik tetap dari pemetaan f. Dari sifat
ketaksamaan segitiga pada definisi (2.1.1) dan prinsip kontraksi
(2.4.2), didapatkan :

d(x,f(x)) < d(x,x,) + d(xn,f(x))
< d(X,Xn) + ad(Xn.1,X).
Karena x, — X, berlaku :
d(x,f(x)) < €/2 + a(e/2) = (L + a)(e/2) < 2(¢/2) = &.

Karena ¢ > 0 sebarang, d(x,f(x)) = 0. Berdasarkan sifat metrik
didapatkan x = f(x). Jadi, menurut definisi (2.5.1), x merupakan titik
tetap dari pemetaan kontraksi f.

Andaikan x dan y adalah titik tetap dari f, sehingga berlaku
x = f(x) dany = f(y)"
dengan demikian
d(x.y) = d(f(x).f(y)) < ad(x.y).



Karena « adalah bilangan real yang tetap, haruslah d(x,y) = O.

Sehingga berdasarkan sifat metrik didapatkan y = x. Dengan
demikian terbukti bahwa pemetaan kontraksi pada X yang lengkap

mempunyai titik tetap yang tunggal.
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3.1. Ruang Metrik Parsial

Definisi 3.1.1 (Ruang Metrik Parsial)

Sebuah ruang metrik parsial adalah sepasang (X, p) dimana X adalah
himpunan tak kosong dan fungsi p : X x X — R* yang memenubhi:
(PM1) p(x,y) = p(y,x) (simetri)

(PM2) p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) jika dan hanya jika x =y (kesamaan)
(PM3) p(x,x) < p(y,x) (jarak ke diri sendiri kecil)

(PM4) p(x,2) + p(y,y) < p(x.y) + p(y,z) (ketaksamaan segitiga)

Untuk semua x, y, Z € X.

Lemma 3.1.2
Misalkan (X,p) adalah sebuah ruang metrik parsial yang lengkap.
Maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku.

i. Jika p(x,y) =0makax =y

ii. Jika x #y, maka p(x,y) > 0

Bukti:

i. Diberikan p(x,y) = 0. Dari (PM3), sehingga p(x,X) < p(x,y) = 0
dan p(y,y) < p(x,y) = 0. Jadi, p(x,x) = p(x,y) = p(y.y). Sebab itu,
dari (PM2) diperoleh x = y.

ii. Diberikan x # y. Dari definisi p(X,y) > 0 untuk semua X, y € X.
Asumsikan p(x,y) = 0. Dari bagian (i), x = y yang merupakan
sebuah kontradiksi. Oleh sebab itu, p(x,y) > 0 pada saat x £ Y.

Contoh 3.1.3
Misal X = R. Didefinisikan fungsip : R X R — R* sebagai berikut:
| x—y|+]x|+]y]

p(x,y) = > ,Vx,y € R,

maka p merupakan metrik parsial.

Bukti:

Ambil sebarang V x,y,z € R. Akan ditunjukkan p adalah metrik
parsial

11



Cx—y |+ x|+ ]y
B 2

L.p(x,y)

_ly=xl+lyl+lx|
2

=p(y,x)
ii. (=) p(x,x) =p(x,y) = p(y,y), menjadi

el lxl+ ] |x=yl+ ]zl #]y] _

2
ly—y|+]yl+|y]

5 .
Sehingga diperoleh

B
HE==2te

(5)

_lxyl+[xl+]y]
ly|= b
maka | x|=]y].

(6)

Dari (6) dan |X | = | y| menjadi

ly|= o=yl +lxl+ [y _|x=yl+[yl+ly]
y 2 2
|x=yl+2]y| [x=y]
= E +
- ——+ lyl.
Sehingga diperoleh

|x—y| _
St

0

|x-y| =0,

maka x = y.

12



(S)x=y

ly=yl+lyl+]y]
p(x,x) =p(y,y) = 5 = vl

p(e,y) =py) = |yl
Jadi p(x,x) = p(x,y) = p(y, ).

x—y+y+x 1
iii. p(x,x) = |x|= |—|=E|x—y+x+y|
|x=y|+|x+y| |x—y|+]|x]+]|y]
< . < 5 =p(x,y)
. |x—z|+|x|+]z|
iv. p(x,z) + p(y,y) = 3 + |}’|

_lx=z]+ x| +]z] + 2]y
2

_ Lx=yry=zl+lx|+ ]z +2]y]
2

_layltly-z]+]x|+]z|+2]y]
~ 2

ey |+ x| +]y]
7 2

o Dy=zl+lyl+le]
2
=pxy) + p(y, 2).
Karena memenuhi empat aksioma pada definisi 3.1.1 maka p(x,y)
_ =yl x4y
N 2

merupakan metrik parsial.

: o |x—y |+ x| +]y]
Selanjutnya akan ditunjukkan p(x,y) = > bukan

metrik. p(x, y) bukan metrik karena tidak memenuhi aksioma (M2)
13




yaitu d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y. Ketika x = y maka p(x, y)
\ Ny=yl+lyl+ly] _ 2]y
=p(y) = =

2 2
selalu 0).

= | y | (hasilnya tidak

Contoh 3.1.4
Misalkan (X,p) ruang metrik parsial. Fungsi d, : X x X — R"
didefinisikan
dp(X,y) = 2p(x,y) — p(X,X) —p(y.y)
adalah metrik dalam X.

Bukti:
i do(xy) = 2p(x,y) — p(x,x) — p(y,y) > 0
ii. a dy(xy)=0

do(x,y) = 2p(x,y) — p(x.x) —p(y.y) = 0
dari (PM3), agar 2p(x,y) — p(x,x) — p(y,y) =0
haruslah
p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) sehingga x =y,
b. x=y
do(X,y) = 2p(x,y) — p(x.x) — p(y.y)
=2p(y.y) - 2p(y.y)
i, dy(xy) = 2p(x,y) — p(x,x) — p(y.y)
dari (PM1) menjadi
do(X,y) = 2p(y,x) — p(y.y) — p(X,x)
i = dp(y,X)
iv. do(x,y) = 2p(xy) — p(x.x) — p(y.y)
= 2p(Xx,y) — p(x,x) — 2p(z,2) + 2p(z,2) - p(Y:y)
= 2p(x,y) + 2p(z,2) —p(x,x) —2p(z,2) —p(y.y)
dari (PM4) menjadi
do(x,y) <2p(x,2) + 2p(z,y) —p(x,X) —2p(z,2) - p(Y.y)
=2p(X,2) — p(x,X) — p(z.2) + 2p(z.y) — p(z,2) —p(y.y)
=dp(x,2) + dp(z.y)

Definisi 3.1.5

Misalkan (X,p) adalah ruang metrik parsial. Topologi yang
dihasilkan oleh basis bola buka metrik parsial B = {B,(x,¢) : x €
X, e > 0} disebut sebagai topologi yang diinduksi oleh p dan dikenal
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sebagai suatu topologi metrik parsial 7' (p). Bola terbuka berbentuk
Bo(X,€) = {y € X : p(X,y) < p(x,X) + €} untuk semua x € X dan € > 0.
Bola tertutup berbentuk By[x,e] = {y € X : p(x,y) < p(x,x) + £} untuk
semua x € X dan € > 0.

3.2. Barisan

Definisi 3.2.1 (Kekonvergenan Barisan)

Barisan titik (x,) di dalam ruang metrik parsial (X,p)
dikatakan konvergen ke a € X, jika untuk setiap € > 0 maka
terdapat N € N sedemikian sehingga n = N berlaku

p(xnl Cl) p p(a' a) <E&.
Barisan (x,,) yang konvergen ke a dapat ditulis

lim p(x,, @) =p(a, a).

Definisi 3.2.2 (Konvergen Sejati)

Barisan titik (x,) di dalam ruang metrik parsial (X,p) dikatakan
konvergen sejati ke a € X, jika untuk setiap € > 0 maka terdapat
N € N sedemikian sehingga n = N berlaku

p(xy,a) —p(a,a) < e

Dan
p(xn, x,) -p(a,a) <e.

Definisi 3.2.3 (Barisan Cauchy)

Barisan titik (x,,) di dalam ruang metrik parsial (X,p) dikatakan
Cauchy jika terdapat « € R sedemikian sehingga untuk setiap € > 0
terdapat N € N sehingga untuk semua n,m > N,

|p(xn;xm) K al <é.

Dengan kata lain, {x,,) adalah Cauchy jika barisan p(x,, x,,)
konvergen ke a untuk n, m — oo, atau lim,, ;e p(xp, Xp,) = @.
Jika (X, p) adalah ruang metrik maka a = 0.
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Lemma 3.2.4

Suatu barisan (x,) di dalam (X,p) merupakan barisan Cauchy jika
dan hanya jika (x, ) adalah Cauchy dalam sebuah ruang metrik (X,dp)
dimana d, (x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) —p,¥).

Bukti:

(=) Pertama ditunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy dalam (X,p)
adalah barisan Cauchy dalam (X,d,). Diberikan (x,) merupakan
barisan Cauchy dalam (X,p), maka ada a € R sedemikian sehingga,
diberikan & > 0, ada N € N dengan |p(x,,x,,) - a| < &/2 untuk
semua n,m > N. Karena itu

dp (xn: xm) N Zp(xn' xm) - p(xn'xn) — p(xmr xm)
= p(xn' xm) + p(xn' xm) [ p(xnr xn) \ p(xmr xm)

= p(xn, Xm) + P, Xm) — P(xn, X5) — P(Xom, X)) — 22
+2a

= p(xn' xm) —at p(xn'xm) —a-— (p(xn' xn) N\ a)
_ (p(xm» xm) - a)

= [(p(xn' xm) N a) N (p(xn' xn) \ a)] & [(p(xn: xm) “ a) —
(p(xm' xm) 3 a)]

= | (p(xn'xm) Y a) B (p(xn: xn) - a) | + | (p(xn' xm) - a)
- (p(xm»xm) \ a) |

<el2+el2=¢

untuk semua n,m > N. Oleh karena itu (x,) adalah barisan Cauchy
dalam (X,dy).
(<) Sekarang akan dibuktikan bahwa setiap barisan Cauchy (x,,)
dalam (X,d,) adalah barisan Cauchy dalam (X,p). Diberikan & = %4,
maka ada ny € N sedemikian sehingga d, (xp, Xp,) < %2 untuk m,n >
n, . Oleh karena itu diperoleh
p(xn: xn) = p(xn' xn) - p(xnorxno) + p(xnorxno)

= | p(xn:xn) - p(xnoixno) | + p(xnorxno)

— | p(xn' xn) + dp (xn: xno) + p(xn'xn) - Zp(xn'xno) |

+ P(Xngs Xn,)
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= | dp (xn:xno) +2p(xp, xn) - Zp(xn:xno) | + p(xno'xno)

5 | dp(xnrxno) + Zp(xn:xno) - 2p(xn'xn) | N p(xno'xno)

S | dp(xnrxno) + 2p(xn,xn0) - p(xn' xn) - p(xno'xno) |

+ P(Xny» Xny)

= de(xnvxno) + p(xnovxno)

<14 p(xng, Xn,)-
Maka dari itu barisan (p(x,, x,)) terbatas dalam R dan juga ada a
€ R sedemikian sehingga subbarisan (p(x,,, x,,)) konvergen ke a.
Disisi yang lain, karena (x,,) barisan Cauchy di (X,dy), diberikan
e > 0adan, € N sedemikian sehingga d, (xp, xp,) < £/2 untuk
semua m,n > n.. Hingga diperoleh

| p(xn' xn) - p(xm'xm) | < de (xn: xm) <e&.

Itulah, barisan (p(x,, x,,)) Cauchy di R. Oleh karena itu
lim p(xy,x,) =
Disisi lain, karena
| PCtn, xm) -2 | =] 2p(xn, %m) - PO, Xn) - PGt Xm) +
P(Xn, Xn) + POt Xim) = P, Xm) -2 |
< | 2p(xn, Xm) - PG, %n) - P, Xm) |+
| PO, %) + P, ¥m) - P(n, Xm) -2 |
= dp (X Xm) + | PO, %) + P Xm) -
P(Xn Xm) -2 |
< dyp (X, X) + | PO %)+ P, Xm) -
PCn Xm) -2 |
= dp (X, Xm) + | Pltn, %) -2 |
<egl2+¢l2=¢.

Diperoleh limy, 00 P(Xn, X)) = @ dan juga (x,) adalah barisan
Cauchy di (X,p).
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3.3. Ruang Metrik Parsial yang Lengkap

Definisi 3.3.1 (Kelengkapan)
Ruang metrik parsial (X,p) dikatakan lengkap jika setiap barisan
Cauchy (x,,) dalam X konvergen.

Definisi 3.3.2

Barisan Cauchy (x,) dikatakan konvergen jika ada X €X
sedemikian sehingga lim;, ;e P(Xp, X)) = im0 p(Xp, X) =
p(x, x).

Lemma 3.3.3

Ruang metrik parsial (X,p) lengkap jika dan hanya jika ruang metrik
(X,dp) lengkap dimana d,, (x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) —p(,y).
Bukti:

(=) Pertama dibuktikan bahwa kelengkapan (X,p) menyatakan
kelengkapan (X,d,). Tentu saja, jika (x,) barisan Cauchy di (X,p),
maka barisan tersebut juga barisan Cauchy di (X,d,). Karena (X,p)
lengkap, dapat ditarik kesimpulan bahwa ada x € X sedemikian
sehingga limy, ;00 P (n, X)) = limy o p(x, x) = p(x, x). Maka,
diberikan € > 0, ada n, € N sedemikian sehingga

max{ | pGen, X) =P, %) |, [ PG %) = () |3 <672
untuk setiap n > n.. Sebagai sebuah akibat diperoleh
dp (Xn, X) = 2p(Xp, X) — (X, xn) — P(x, %)
=p(on, ¥) — p(xn, %) + p(xn, x) — p(x, %)
<gf2+gf2=¢
untuk setiap n > n.. Oleh karena itu (X,d,) lengkap.

(&) Kemudian dibuktikan bahwa kelengkapan (X,d,) menyatakan
kelengkapan (X,p). Tentu saja, jika (x,) adalah barisan Cauchy
dalam (X,d,), maka barisannya juga barisan Cauchy di (X,p). Karena
(X,dy) lengkap, ditarik kesimpulan bahwa ada x € X sedemikian
sehingga lim,,_,.,d,, (x5, x) = 0. Sekarang akan diperlihatkan bahwa
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lim,, 0P (X5, ) = p(x,x). Diberikan € >0, maka ada N € N
sedemikian sehingga d, (x,, x) < € untuk semua n > N. Hingga

P(xn, x) = p(x,X) = dp (xXn, X) = pn, %) + pxp, Xp)
=< dp(xn:x) - p(xn: xn) + p(xn: xn)
=dp(xp,x) <e

untuk n > N. Ini memperlihatkan bahwa (X,p) lengkap.

Lemma 3.3.4

Jika x, — z dalam suatu ruang metrik parsial (X,p) sedemikian
sehingga p(z,z) = 0, maka lim,,_ . p(x,,¥) = p(z,y) untuk setiap
y e X.

Bukti:

Pertama, catat bahwa lim,,_,, p(x,,2z) = p(z,z) = 0. Dari prinsip
ketaksamaan segitiga, didapat

P(xn, ¥) < Plxn, 2) + p(zY) - P(z,2) < p(xn, 2) + P(z.Y)
P(xn, ¥) - P(2Y) < plxn, 2)

dan

P(z,¥) < P(z,x7) + P(xn.Y) - POn Xn,) < P(xn, 2) + Pxn,Y)
P(z,¥) - p(xn.y) < p(xp, 2)

P(xn, 2) <p(xny) - p(z,y)

-P(xn,2) <p(xn,Y) - P(2,¥) < plxn, 2)

| pCny) - Pz y) | < Pl 2)

limyoeo | P, y) = p(zy) | lim Py, 2)

[limyesco DG, y) = P2 ) |< lim p(xy, 2)

im0 p(Xn, y) = 0(2,¥)
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untuk setiap y € X.

3.4. Pemetaan

Definisi 3.4.1 (Pemetaan Kontraksi)

Diberikan ruang metrik parsial (X,p). Suatu fungsi f : X — X disebut
kontraksi jika terdapat 0 < ¢ < 1 sedemikian sehingga untuk semua Xx,
y € X berlaku

P(f(), f(y)) = cp(x.y).

3.5. Teorema-teorema Titik Tetap
Teorema 3.5.1

Diberikan f adalah suatu pemetaan dari ruang metrik parsial (X,p)
yang lengkap ke dirinya sendiri sedemikian sehingga ada bilangan
riil ¢ dengan 0 < ¢ < 1, yang memenubhi

P(F(x),f(y)) < cp(x.y)
untuk semua x,y € X. Maka f mempunyai titik tetap yang tunggal.
Bukti:

Ambil X, € X dan dibentuk barisan (x,) dengan suku-suku sebagai
berikut

Xo, X1 = f(Xo), X2 = f(Xe) = f(f(Xo)) = f *(Xo), ... , Xn =T "(Xo)
Akan ditunjukkan bahwa (x,,) adalah barisan Cauchy.
p(x1,%2) = p(f (%), £ (1)) < € p(X0,%1)
p(x2,x3) = p(f (), f(2)) < € p(aty, xz)
< ¢ (cp(xo,x1)) = ¢? p(xg,x1)
Secara umum diperoleh

P(xn, Xpy1) < c"p(xg, x1) (7)

Ambil n,m € N dengan n > m, maka dengan ketaksamaan segitiga
dan (7) didapatkan :

p(xm' xn) < p(xml xm+1) + p(xm+1:xn) - p(xm+1:xm+1)
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IA

c"p(x0,x1) + P(Xm+1, Xn) — P(Xms1, Xins1)
c™p(xg, %1) + P(Xms1, Xn)

c™p(xo, %1) + P(Xms1, Xma2) + P(Xmy2, Xn)
— P(Xm+2, Xm+2)

< c™p(xg,x1) + ¢ p(xg,x1) + P(Xmt2s Xn)

IA

IA

—P(Xms2, Xms2)

< ¢, x1) + €™ p(xo, %) + P(Kmmr2) Xn)

< c™p(xg, 1) + ™ p(xg,%1) + P(Xma2) Xmss)
+ p(Xm+3 Xn) — P(Xms3 Xma3)

< c™p(xo,x1) + ¢ p(xo, x1) + ¢Hp(xo, x1)
+ p(Xm+3, Xn) — P(Xm+3, Xm+3)

< c™p(x0,x1) + ™ p(xg,x1) + ™2 p(x0, %1)
+ p(Xm+3, Xn)

< c™p(xo,x1) + (o, x1) + ¢ FPp(xo, 1)

+ ot " 2p(xg, 1) + " p(xg, x1)

cmA+c+ ..+c™ 24+ M Dp(xg, x1)

n—-m-1

= c™ Zcip(xo,xl) (8)

n-m-1
Karena 0 <c <1, maka deret ZCi pada ketaksamaan (8)
i=0

konvergen ke % sehingga didapat :
—-C

m

p(xo, xl)'

p(xm: xn) S
l-c

Dimisalkan p(xy,x;) = r, untuk n > m > N diperoleh
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rc”

=

p(xm'xn) S
Dipilih N € N dengan
N <C|OQM
r

e(1—-c
cN<( )
r

N
sehingga T T ell=c) R 2
l1-¢c 1-c r

Maka diperoleh

m N
re S-EL-<€.

l-c 1-c

Dengan demikian (x,,) adalah barisan Cauchy.

Karena X lengkap, (x,) konvergen, katakan x, — x. Akan
ditunjukkkan bahwa x € X adalah titik tetap pemetaan f. Menurut

definisi (3.2.1) berlaku

P, x,) <

p G, %) = p(x, %) < g 9)

PG, %) = PCom, Xn) < (10)
Untuk setiap e > 0 dann > N.
Dengan (9) dan (10) diperoleh
p(f(x), %) — p(x,x) < p(fx),f(xn)) + p(f (xn), X)
= p(f (xn), f (%)) = p(x, %)
= (p(f (), fGn)) — p(x, )
+ (p(f G, ) = (f G, £ Gn)) )
< ¢ (p(x, %) — p(x, %))
+c (p(xn: x) N p(xn'xn))

2
Untuk semuan > N dan € > 0, sehingga

p(f(x)lx) - p(x»x) = 01

Sc(ﬁ-F§>f£ce<s

atau
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p(f(x),x) = p(x,x). (11)
Demikian juga

p(f (), x) = p(f (%), £ (1)) < p(f (), f (xn)) + p(f (), X)
- p(f(xn)rf(xn)) > p(f(x):f(x))
=p(f (), f () = p(f (), f(x))
+ p(f(xn)'x) - p(f(xn)vf(xn))
< ¢ (pCn, %) = p(x, %))
+c (p(xn'x) ) A p(xn'xn))

<c £+£ <ce<e.
2 2

Untuk semuan = N dan € > 0, sehingga

p(f (%), x) = p(f(x), f(x)) = 0,
p(f(x),x) = p(f(x), f(x)). (12)

Berdasarkan persamaan (11) dan (12), diperoleh

p(f(x), x) = p(x,x) = p(f (%), f(x)).
Menurut aksioma PM2 diperoleh f(x) = x, sehingga f mempunyai
titik tetap x € X.
Andaikan x dan y adalah titik tetap sedemikian sehingga x = f(x)
dany = f(y) dimana y € X, akan ditunjukkan x = y tunggal.

p(y) —p(,y) =p(fx), fO)) —p(f(), fF )

<c(p(xy)-p(».y)).
Karena0 < ¢ < 1, sehingga

P(xr}’) _P(er) = 01

atau

atau

p(x,y) =py.y). (13)
Demikian juga dengan

p(x,y) = pC,x) = p(f(x), f)) — (f(x), f(x))

<c(p(xy) = p(xx)).
Karena0 < ¢ < 1, sehingga

p(x»}’) - p(xrx) =0,

p(x,y) = p(x,x). (14)
Berdasarkan persamaan (13) dan (14) diperoleh

p(x,x) =p(x,y) =p(,y).

atau
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Menurut PM2 diperoleh x = y. Sehingga titik tetap dari pemetaan f
adalah tunggal.

Teorema 3.5.2

Diberikan himpunan X yang tidak kosong, pi, p. metrik parsial pada
XdanT: X — X, jika kriteria dibawah ini terpenuhi:

i. (X,p1) lengkap
il. pa(Xy) < pa(X,y) untuk setiap x,y € X
iii. T kontinu terhadap p;
iv. T pemetaan kontraksi terhadap p,, sedemikian sehingga
P2(T(X), T(y)) < cpa(X,y) untuk setiap x,y € X, dimana 0 <c<1

maka T memiliki titik tetap yang tunggal.

Bukti:
Misalkan x € X. Kita bangun suatu barisan (x,,) dengan cara berikut.
(S1) X =x

(S2) X, = T(Xn1)=T " (Xo)
untuk setiap n € R maka, dari asumsi (iv) kita dapatkan
p2(xn+1' xn) = p2(T(xn)» T(xn—l))

= CpZ(xn: xn—l)

< ¢" pa(T (%), Xo) (15)

Ambil n,m € N dengan n > m, maka dengan ketaksamaan segitiga
dan (15) didapatkan :

P2(m Xn) < P2(Xm Ximne1) + D2(ma1, Xn) — D2(Xma1 Xme1)
< ¢"pa(xo, x1) + P2 (X1, %n) — P2(Xm+1, Xme1)
< c™pa(xo,%1) + P2 (ma1, Xn)
< ¢"pa(xo,x1) + P2 (X1, Xm+2) + D2 (Kins2, Xn)

— P2 (X2, Xm+2)
24



< ¢™pa(x0,%1) + €™y (X0, 1) + D2 (ni2, Xn)
— P2(Xm+2) Xma2)

< c™pa(xo, X1) + €™y (X0, X1) + D2 (g2, %)

< cMpa(xo, %1) + ¢ o (x0,%1) + D2 (X2, Xma3)
+ D2t X)) — D2 (Xim+3, Xm+3)

< ¢™py(xg, x1) + ™ py(xg, %) + 2

P2 (X0, X1)
+ 02 (cmr3, Xn) — P2 (Xma3, Xma3)

< c™py(xg,x1) + ™,y (xg,21) + ™2

P2 (%o, x1)
+ P2 (Xm3, Xn)

< c™py(x0,%1) + ™ Py (0, X1) + PP, (X0, %1)
+ ot 2y (x0,x1) + ™ py (%0, X1)

cmMA+c+ ot ™2 4+ M Dy (0, x1)

n-m-1

= cm Zcipz(xo'xﬂ- (16)

n-m-1
Karena 0 <c¢ <1, maka deret ZCi pada ketaksamaan (16)
i=0

konvergen ke % sehingga didapat :
-c

m

P2 (X, Xn) < ¢ p2(x0,%1).

Dimisalkan p, (x, x;) = r, untuk n > m > N diperoleh

m

rc
1-¢

pz (xm' xn) S

Dipilih N € N dengan
N <C|09M
r
N < &(1l—o0)
r
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N
sehingga (e AL g(l—c):&
l1-¢ 1-c r
Maka diperoleh
m N
D2 (X, %) < re < re < e
l-c l1-c

Sehingga lim,, , 500 P2 (X0, X)) = 0, dengan demikian (x,,) adalah
barisan Cauchy dalam (X,pz). Dari asumsi (ii) lim,, 1, 00 D1 (X, X1m)
= 0, yaitu (x,) adalah barisan Cauchy dalam (X,p;). Jadi, dari asumsi
(i) dan lemma 3.2.4 dan lemma 3.3.3, konvergen dalam (x,d,;) untuk
titik z € X dari lemma 3.3.2 pula

P1(2,2) = limy 00 P1 (X, 2) = liMyy 1y 00 P1 (X, X)) 17)
Karena lim,, y, 00 D1 (X, X)) = 0, maka dari (17) kita punya py(z,z)
=0.
Dari kekontinuan T dan juga lemma 3.3.4, kita mendapatkan
Puz,2) =liMp o0 Py (2, Xn41) = limy o p (2, T (%))
= Pz, T(limys oo T™(0))) = P2z, T(limy, 0 X7,))
= pu(z,T(2)).

Karena itu py(T(2), z) = p1(z,z) = 0. Disebabkan Lemma 3.1.2 titik z
adalah sebuah titik tetap yang tunggal dari T. Andaikan tidak yaitu
terdapat z,y € X sedemikian sehingga T'(z) = z dan T'(y) = y. Maka,

P2z, y) = pAT(2), T(y)) < cpaAzy). Demikian, po(z,y) = 0. Dari
Lemma3.1.2,z=Yy.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Diberikan f adalah suatu pemetaan dari ruang metrik
parsial (X,p) yang lengkap ke dirinya sendiri sedemikian
sehingga ada bilangan riil ¢ dengan 0 < ¢ < 1, yang memenuhi

P(f(x),f(y)) < cp(x.y)

untuk semua x,y € X. Maka f mempunyai titik tetap yang
tunggal.

Begitu juga diberikan himpunan X yang tidak kosong yang
dilengkapi metrik parsial p; & p, dan T : X — X, jika Kkriteria
dibawah ini terpenuhi:

V. (X,p) lengkap
Vi. pi(Xy) < pa(X.y) untuk setiap x,y € X
vii. T kontinu terhadap p;
viii. T pemetaan kontraksi terhadap p,, sedemikian sehingga p,(T(X).
T(y)) < kpa(x,y) untuk setiap x,y € X, dimana 0 <k <1

maka T memiliki titik tetap yang tunggal.

4.2 Saran

Eksistensi dan ketunggalan titik tetap dalam skripsi ini dibahas
oleh dua teorema. Selanjutnya disarankan eksistensi dan ketunggalan
titik tetap dibahas oleh teorema-teorema yang lainnya.
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