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BIFURKASI HOPF PADA SISTEM PREDATOR PREY
DENGAN PENGARUH ALELOPATI

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas bifurkasi Hopf pada mogtedator
prey dengan adanya pengaruh alelopati. Diasumskedtator dapat
menghasilkan alelokimia yang dapat menghambat péaban atau
perkembangan populagiey. Pengaruh waktu tunda diskritdalam
model ini juga dikaji, di mana waktu tunda ini meakan waktu
bagi predator untuk menghasilkan alelokimia. Terdapat dua laju
pertumbuhan populasi yang dikaji, yaitu laju pefuman populasi
prey x(t) dan laju pertumbuhan populgsiedator y(t), sehingga
diperoleh sistem persamaan diferensial nonlineaddan dengan
dua persamaan. Analisis dinamik model seperti pherban titik
kesetimbangan, syarat eksistensi titik kesetimbamiga kestabilan
titik kesetimbangan diselidiki dalam pembahasan.déodengan
waktu tunda dapat menghasilkan bifurkasi Hopf, dnen bifurkasi
tersebut terjadi saat melewati waktu tunda kritis,. Pada bagian
akhir dilakukan simulasi numerik untuk menguji hasialisis yang
diperoleh.

Kata kunci: bifurkasi Hopf, model predator prey, alel opati
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HOPF BIFURCATION A PREDATOR PREY SYSTEM WITH
ALLELOPATHY EFFECT

ABSTRACT

This final project discussed Hopf bifurcation on predator prey
model with Allelopathy effect. Predator is assumed to be able to
produce allelochemic that can inhibit the growth or development of
prey population. The influence of discrete time delay t in this model
Is also discussed. Time delay is time for predator to produce
allelochemic. There are two growth rates of population, the growth
rate population of prey x(t) and the growth rate population of
predator y(t), so it results a delayed nonlinear differential equation
system with two equations. Dynamical analysis of model such as
calculation of equilibrium point, conditions of equilibrium point
existence and the stability of equilibrium point are investigated.
Model with delay may result Hopf bifurcation which occurs when t
passes through to critical time delay z,. Finally, some numerical
simulations are given to test analysis result.

Keywords: Hopf bifurcation, predator prey model, allelopathy
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Interaksi antar populasi di alam digambarkan dadaatu model
rantai makanan. Salah satu interaksi pada rant&amas adalah
proses mangsa memangsa. Model matematika yangattgoimuntuk
menggambarkan pertumbuhan populasi dalam prosesgsaan
memangsa disebut modetedator prey. Prey merupakan populasi
yang dimangsa, sedangkarmedator adalah populasi pemangsa.

Pada saat interaksi berlangsung, beberapa spesdzdor atau
spesiesprey mampu menghasilkan suatu zat kimia yang bersifat
sebagai penghambat atau perangsang perkembangsiessfzen.
Interaksi predator prey tersebut disebut alelopati. Alelopati
(Allelopathy) merupakan suatu interaksi antar populasi yangfaers
merangsang atau menghambat perkembangan tumbuhan da
mikroorganisme lain. Perangsangan atau penghambataebut
berupa pelepasan senyawa kimia yang disebut alelokiSebagai
contohdinoflagellata, dinoflagellata merupakan jenis plankton yang
hidup di perairan laut. Plankton ini dapat mendkasi racun saraf
atau neurotoksin yang berbahaya bagi makhluk hhga perairan
laut. Pengeluaran toksin dari plankton ini menjilba gejala
pasang merah air laut. Widayani (2012) telah mengkaalisis
dinamik modelpredator prey dengan perlindungan terhadppey
terinfeksi. Pada kajiannylaanyaprey terinfeksi yang dapat dimangsa
olehpredator, karengprey terinfeksi bergerak lebih lamban sehingga
lebih mudah dimangsa olg@hnedator.

Pada skripsi ini dibahas bifurkasi Hopf pada mopiedator
prey dengan pengaruh alelopati. Pada kajian skripsdigertakan
waktu tunda sebagai waktu bagredator untuk memproduksi
alelokimia yang digunakan untuk menghambat perkegdna
spesiesprey. Model matematika yang terbentuk terdiri dari laju
pertumbuhan spesiggedator dan laju pertumbuhan spesigsey.
Model matematika tersebut berupa sistem persamd#arertsial
biasa nonlinear dengan waktu tunda. Dari modetbensdilakukan
analisis dinamik dengan menentukan titik kesetighan dan
menganalisis kestabilannya. Persamaan diferengafjash waktu
tunda ini menghasilkan dinamika yang lebih kompleleipada
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persamaan diferensial biasa. Keadaan titik kesatmgdn yang stabil
tanpa waktu tunda dapat berubah menjadi tak stignigan adanya
waktu tunda yang melebihi waktu tunda kritis. Untakmbuktikan

hasil analisis dilakukan simulasi numerik dengannggeinakan

software Matlab.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, pokok permzsalgang
dibahas pada skripsi ini adalah
1. bagaimana konstruksi modaledator prey dengan pengaruh
alelopati,
2. bagaimana syarat eksistensi titik kesetimbangan emod
predator prey dengan pengaruh alelopati,
3. bagaimana kestabilan titik kesetimbangan maquietiator
prey dengan pengaruh alelopati,
4. bagaimana simulasi nhumerik modaledator prey dengan
pengaruh alelopati.

1.3 Batasan Masalah
Pembahasan skripsi ini dibatasi oleh beberapa bbhgai
berikut
1. spesies predator menghasilkan alelokimia yang dapat
menghambat perkembangan spepres,
2. waktu tunda diskrit dinyatakan sebagai waktu lpmgilator
untuk memproduksi alelokimia,
3. pertumbuhamprey mengikuti pertumbuhan logistik,
4. spesiepredator mengalami kematian alami.

1.4 Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah

1. mengkonstruksi modelpredator prey dengan pengaruh
alelopati,

2. menentukan syarat eksistensi titik kesetimbangardeio
predator prey dengan pengaruh alelopati,

3. menganalisis kestabilan titik kesetimbangan maatedator
prey dengan pengaruh alelopati,

4. melakukan simulasi numerik modptedator prey dengan
pengaruh alelopati.



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial
Definisi 2.1.1 (Persamaan Diferensial)

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
turunan-turunan dari beberapa fungsi yang tidaletdiui dengan
satu atau lebih turunannya (Finizio dan Ladas, 1982

Definis 2.1.2 (Persamaan Diferensial Biasa)

Persamaan diferensial biasa adalah persamaarerdifer
yang memuat hanya satu peubah bebas. Persamaa@msidié biasa
orde satu adalah suatu persamaan yang dapat diidis) bentuk

dx
)i F(t, x), (2.1)

denganx dan % adalah fungsi dati (Finizio dan Ladas, 1982).

Definis 2.1.3 (Persamaan Diferensial Biasa Linear)

Persamaan diferensial biasa orde satu dengarbebbabas
dan variabel tak bebas disebut linear, jika persamaan tersebut
dapat dinyatakan dalam bentuk

dx
ar () 5 +ag(Ox = F(O),

denganay(t), a;(t) dan F(t) adalah fungsi linear yang hanya
bergantung terhadap(Nagle, dkk., 2012).

Definisi 2.1.4 (Persamaan Diferensial Biasa Nonlinear)
Persamaan diferensial biasa nonlinear adalah mpaesa
diferensial biasa yang mempunyai derajat atau gEndgri turunan
tertinggi persamaan tersebut lebih dari satu atedapat perkalian
antara variabel tak bebas dengan turunannya (Naiite,2012).

Definis 2.1.5 (Sistem Persamaan Diferensial)

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensadalah
sistem diferensial biasa yang terdiri dari persamaan diferensial
biasa dengam fungsi yang tidak diketahui. Bentuk umum sistem
persamaan diferensial biasa linear berdimereialah



dx
—= a1 (0)x1 + a2 (Dxy + -+ agn(O)x, + f1(2)

dt
dx
d_t2 = a1 (0)x1 + azz(0)x; + -+ + azn(O)xy, + f2(6) (2.2)
dx,
dat an1 (O)x1 + an2(O)x2 + -+ + App (Oxy + fo(0).

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.2 Sistem Dinamik
Definis 2.2.1 (Sistem Dinamik)

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapattadike
kondisinya di masa yang akan datang jika diberigaatu kondisi
pada masa sekarang atau masa lalu (Nagle, dkkk).201

Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomous)
Sistem persamaan diferensial berbentuk

dx Fxy)

—_—— x’y

s (2.3)
2 = 6y

dt rYs

denganF dan G adalah fungsi bernilai riil yang tidak bergantung
secara eksplisit pada variabel tak beba$sebut sistem otonomous
(Brauer dan Nohel, 1967).

Definisi 2.2.3 (Titik K esetimbangan)

Diberikan suatu sistem otonomous (2.3). Titik= (x*,y*)
yang memenuhiF(x*,y*) =0 dan G(x*,y*) =0 disebut titik
kesetimbangan sistem (2.3) (Nagle, dkk., 2012).

Definis 2.2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik kesetimbangand* = (x*,y*) pada sistem otonomous
(2.3) dikatakan
a. stabil, jika ve> 0,36 > 0 sedemikian sehingga untuk
setiap solusi = X(t) yang memenuhi
1%(0) — x*|| < &,
maka berlaku
[|X(t) — X*|| < &Vt =0,



b. stabil asmtotik, jika (x*,y*) stabil dardn > 0 sedemikian
sehingga setiap solugi= x(t) yang memenuhi
1X(0) —%*Il <7,
maka
%im x(t) = X%,
c. tidak stabil, apabila titik tersebut tidak memenuhi (a)
(Nagle, dkk., 2012).

2.2.1 Sistem Otonomous L inear
Suatu sistem otonomous linear dengan persamaan
berbentuk

dx,
E = a11x1 + a12x2 + oo + alnxn
dx,
E — alel + azzxz + ° + aznxn (24)
dx,
W = Ap1X1 + ApaXy + o+ Apnxy,
. d_) . -
yang dapat dinyatakan sebag’:a|= Ax, dengan
aqq aq; o Qqn X1
a a cese a y X
A=|"1 %2 TP dan =72
Ap1  Qp2 -+ Qpp Xn
Teorema 2.1

Misalkan1,,4,,:--, 1,, adalah nilai eigen matriks koefisieh
sistem otonomous linear (2.4) dengadet(A) # 0. Titik
kesetimbanga™ bersifat
1. stabil asimtotik, jika bagian riili;,1,, ---, 1,, negatif,

2. stabil tetapi bukan stabil asimtotik, jika 41,45, :*-, 4,, memiliki
bagian riil tak positif,
3. tidak stabil, jika sedikitnya satu nilai eigen memiliki bagig
yang positif.
(Edwards dan Penney, 2001).



2.2.2 Sistem Otonomous Nonlinear
Perhatikan sistem otonomous berikut

. (2.5)

dengan fungsF danG adalah fungsi yang memiliki turunan parsial
yang kontinu di titik kesetimbangaix*,y*). Jika F dan G fungsi
nonlinear, maka sistem dapat dilinearkan dengaretdé&aylor.
FungsiF danG di sekitar titik kesetimbangaix*, y*)adalah

Fioy) = Fc,y) + 280 (= x) + ZED () — y) + gy (x,y),  (2.6)
G(x, y)—G(x,y)+"“" D —x) + EEL (y -y + 9y (), (2.7)
dengany, (x,y) dan<p2(x y) adalah suku sisa. Untuk hampiran orde
satu terhadap danG, suku sisa memenuhi sifat

6G(x V)

X
A ([ffvgu) 2\
XX
[ 28
@ (2.8)
lmg T O,
LT

dengarw = (x — x*,y — y")T.
Dengan menggunakan persamaan (2.6) dan (2.7) serta
dx_d(xx)dy d(yy)

mengingat — , maka persamaan (2.5) dapat
ditulis dalam bentuk matrlks
) aF(x )

ix—x*]_[F(x*,y)] (x—x)+——"—=@ -y '\
acly —y*| G (x*, y*) aG(xy)( )+6G(Xy)( 9

¢1(x,y)

®2(%,y)
atau

[x = x F(x*,y*)
dt G(x*,y*)

aF(x ) aF(x y )‘ (2.9)

(x—x )] [wl(x, )

aG(x y) BG(x ,y I =yI1 " Le(6n]

_aF(x o or s’y

Matriks e o ‘ disebut matriks Jacobi atayartial

96"y 9G(x"y")
q . L ot . at - .
derivative matrix dan dinotasikan dengar(x*,y*). Karena
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F(x*,y")= G(x*,y*) =0 dan jika dimisalkanu = x —x*dan
v =y —y" makaw = (u,v)T, persamaan (2.9) dapat ditulis dalam
bentuk

du [aF(x* y*) aF(x* ¥)]
dt l |[u] »,(xy)
dv ac(x* y*) ac(x* y*) o,y
dt. ot ot
Bentuk di atas dapat ditulis sebagai
dw A l
7 - JGLYIOw t o (2.10)

Untuk (x,y) yang berada cukup dekat dendan, y*), (u, v)
bernilai kecil sehinggal|@|| < |lw]l. Oleh karena itu,p dapat
diabaikan dan sistem nonlinear (2.10) dapat dihardpngan sistem
linear

—

w * *\T
FraAGI LA (2.11)

Jikax = x*, y=y* maka ¢*,v*) = (0,0) sehingga sistem linear
(2.11) memiliki titik kesetimbangaru*,v*) = (0,0) (Boyce dan
DiPrima, 2009).

Teorema 2.2
Titik kesetimbangan sistem otonomous nonlinear5)(2.
bersifat
1. stabil, jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkatalah
stabil,
2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan
adalah tidak stabil.
(Edwards dan Penney, 2001).

2.3 M odel Predator Prey Dua Spesies

Persamaan diferensial biasa yang menggambarkarakst
antara dua spesies, yaitu spegiesiator dan spesieprey pertama
kali diperkenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 daitevra pada
tahun 1926 dan dikenal sebagai mquetiator-prey Lotka-Volterra.
Populasiprey pada waktut dinyatakan dengaw(t) dan populasi
predator pada waktut dinyatakan dengam(t). Prey diasumsikan

7



tumbuh secara eksponensial saat tidak terjadi pgsaan oleh
predator. Pertumbuhan eksponensialey dinyatakan dengawx.
Pemangsaan terhadgpey diasumsikan sama dengan laju interaksi
prey dan predator yang dinyatakan dengamxy. Jadi, laju
pertumbuhan populaprey dapat dituliskan sebagai

d

d_’; = ax — pxy. (2.12)
Pertumbuhampredator dinyatakan oleh laju interakgrey dan

predator yang dinyatakan dengagwxy. Predator akan mengalami
kematian alami dengan laju yang dinyatakan dergan saatprey
tidak ada. Dengan demikian, laju pertumbuhan papydeedator
dapat ditulis sebagai

d

d_i, = —by + qxy. (2.13)
Dari persamaan (2.12) dan (2.13) diperoleh maatetlator prey

Lotka-Volterra berupa sistem persamaan diferensial

dx

— = ax — pxy
P (2.14)
N —by + qx

i, y +qxy,

dengan
a = laju kelahiran alamprey,
p = laju interaksi pemangsaarey,
b = laju kematian alanpredator,
q = laju pertumbuhapredator.
Semua parametes p, b, dang bernilai positif.
(Edwards dan Penney, 2001).

2.4 M odel Pertumbuhan Logistik
Menurut Boyce dan DiPrima (2009), pertumbuhan pagul
secara kontinu dengan sumber daya yang melimpaln tedak
terbatas dapat dimodelkan dalam bentuk
dx

= (2.15)
denganx = ¢(t) adalah jumlah populasi spesies pada sainr
adalah laju pertumbuhan atau penurunan populaganarg
pada tanda positif atau negatif. Solusi persamad’) adalah

x(t) = xpe™™.



Model pertumbuhan di atas disebut pertumbuhan
eksponensial. Namun, jelas bahwa kondisi ini tidapat terjadi
terus menerus. Pada akhirnya keterbatasan ruaaiganan, atau
sumber daya lain akan menghentikan tingkat pertinabuDengan
menggantikarr pada persamaan (2.15) sebagai fungsi

, maka diperoleh

_ (2.16)

Persamaan (2.16) disebut persamaan Verhulst ataanp@an
logistik. Persamaan logistik seringkali dituliskan
— — (2.17)

dengan menyatakan tingkat pertumbuhan intrinsik
populasiK adalahcarrying capacity (daya dukung lingkungan).

Jika jumlah populasi awal , maka model logistik
menyatakan bahwa ukuran populasi meningkat mewgajuying

capacity . Grafik model ini memiliki titik belok di  —, di mana
grafik akan cekung ke atas jika — dan cekung ke bawah jika

—. Tetapi jika nilai awal , maka model logistik

menyatakan bahwa jumlah populasi akan berkurang ujmen
carrying capacity , seperti diperlihatkan pada Gambar 2.1.

A

v

Gambar 2.1 Kurva model pertumbuhan logistik



2.5Kriteria Routh Hurwitz

Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan tieaisti
berbentuk

M+ a A+ @A™ ?%+ -+ a,_ A+a, =0. (2.18)
Solusi sistem otonomous tersebut akan stabil jigenus akar
persamaan (2.18) bernilai negatif, atau dengan letal,, <0,
m = 1,2,... . Persamaan (2.18) umumnya sulit untuk diselesaika
sehingga sulit pula untuk menentukan nilai eigen@jeh karena itu
digunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukamda nilai
eigen, seperti yang dinyatakan dalam teorema keriku

Teorema 2.3

Dengan menggunakan koefisien-koefisien persamaan

karakteristik (2.18), dibangun matriks sebagai berikut.

Hy = [aq],
HZ = [al ! ]J
as a
aq, 1 0
H3 T a3 a2 al]) ]
as a, as
aq 1 0 - 0
Hy, = (1:3 a:z :a1 - :0
0O 0 0 - an

Jika det(H,) >0, maka 1,, <0,m=1,..,n. Untuk n =2,
persamaan (2.18) menjadi

AZ + all + az - O (219)
Sehingga diperoleh matriks  koefisien-koefisien @er@an
karakteristik (2.19) sebagai berikut.

a 1
Hy = [a4], H; = 01 az]'

Akar-akar persamaan (2.19) akan bernilai neg#tf gian hanya jika
semua koefisierm; dana, bernilai positif dana;a, > 0 (Murray,
2002).
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2.6 Persamaan Diferensial Tundaan
Persamaan diferensial dengan waktu tunda dinyatd&kam
bentuk
n dk

Z a7z ¥(0) + Z bz 2t —1) =0, (2.20)

k=0
denganr adalah waktu tunda dan

0
770 —x(t) = x(t).

Misalkanx(t) = e’“ maka

Zalk lt+zb kM=) —

k=0 k—O

n
et (Z a, A% + Z bk)lke‘h) =0,

k=0 k=0
Karenae?t # O maka

Z a Ak + Z b Ake (2.21)

Persamaan (2 21) dlsebut persamaan karakterissiapaan (2.20).

Misalkan
n

n
P,(1) = Z @Ak dan  P,(2) = Z beAk,

k=0 k=0

maka persamaan (2.21) dapat ditulis kembali sebagai

Pi(1) + Py(L)e ™ = 0. (2.22)
Sistem persamaan diferensial dengan waktu tundyatdikan
sebagai

11



dx1 (t)

= fi(x(@®), x(t — 1))

dxz( ) _fz(x(t) Xt =1) (2.23)

dxn( )

= fu(x(8),x(t — 1))
(Kuang, 1993).

2.7 Eksistens Nilai Tundaan Kritis

Jika T =0 maka sistem persamaan (2.23) akan menjadi
sistem persamaan diferensial biasa tanpa waktwafutidnana jenis
kestabilannya dapat dianalisis menggunakan TeogghaVienurut
Forde (2005), untuk # 0 akar karakteristiki akan mengalami
perubahan. Misalkai = n + iw, sistem (2.23) bersifat stabil jika
n < 0 dan tidak stabil jikan > 0. Penambahan waktu tunda pada
sistem (2.23) mengakibatkan adanya nilai tundadtis.krNilai
tundaan kritis ini menyebabkan terjadinya transisri n < 0 ke
n > 0. Dengan demikian, untuk mengamati terjadinya penah
tersebut dipilip = 0. Oleh karena itu, akar persamaan karakteristik
untuk sistem (2.23) akan menjadi akar karakteristi&giner murni
di mana bagian riil dari akar persamaan adalah Ineidasarkan
Teorema 2.1, jenis kestabilan pada sistem (2.2@3ktidapat
ditentukan namun masih dapat dianalisis.

Misal akar persamaan (2.22) adaldh=iw > 0,w € R,
maka persamaan (2.22) menj&iw) + P, (iw)e T = 0.

Jika bagian polinomial dinyatakan dalam bagian ddn
Imajinernya serta suku eksponen diubah dalam beangdnometri,
maka diperoleh

Ry (@) + iQ;(w) + (Ry(w) + iQ,(w))(cos wT — i sinwt) = 0, (2.24)

dengan
Ry (w) =3;(-1)* a0,
0@ = ) (~Dia,0¥*,

J .
Ry(w) = X;(=1)/*by ;0

12



Qu(@) = ) (~ Dby
J
Agar persamaan (2.24) berlaku, bagian riil dan iimeajharus
sama dengan nol sehingga
R;(w) + Ry (w) cos wT + Q,(w) sinwt = 0,
Q1(w) — Ry(w) sin wt + Q,(w) cos wt = 0,
atau
—R,(w) = Ry(w) cos wt + Q5 (w) sin wr, (2.25)
Q:(w) = R,(w)sinwt — Q,(w) cos wTt. '
Jika persamaan (2.25) dikuadratkan, maka diperoleh
(Rl(a)))z = (R, (a)))z cos? wt + (Q, (a)))2 sin? wt + (2.26a)
2R, (w)Q;(w) sin wt cos wT
dan
2 A 2
(Q1(@))" = (Rz(w))" sin? wt + (Q2(w))” cos? wt — (2.26h)
2R, (w) Q3 (w) sin wt cos wT .
Selanjutnya, persamaan (2.26a) dan (2.26b) dijumalalan
diperoleh
2 2 2 2
(Ry(@)” + (01(@)" = (R2(@))” + (Q2(w)) " (2.27)

Misal Wo memenuhi persamaan (2.27) dan

d=J(R2(w))2+(Q2(w))2, maka persamaan (2.25) dapat ditulis
kembali dalamw, sebagai

R
—Ry(wg) =d < Z(dwO) coS wyT + C (dw()) Sinwgt |,
R
Q:(wy) =d ( Z(dwO) Sin wyT + 2 E;UO) cos a)OT).
Misal @ = cos 3 dan %9—) = sin 3, maka
—R; (wg) = d(cos B cos wyT + sin B sin wyT) (2.28a)
dan
Q1 (wg) = d(cos B sin wyt + sin f cos w,T). (2.28b)

Dengan menggunakan sifat-sifat trigonometri dipsrol
—Ry(wy) = d cos(woT — B)

dan
Q1(wp) = dsin(wot — ) .
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Nilai tundaan kritist* dapat diperoleh dari persamaan (2.28),
yaitu dengan mengalikan (2.28a) dengan 8 dan (2.28b) dengan
sin f kemudian kedua persamaan dikurangkan, sehinggaotib
—R;(wy) cos f — Q(wy) sin B = d cos? B cos wyT + d sin? B cos w,T

—R 1 (wg) cos B — Q1(wy) sin B = d cos wyT
—Ry(w) cos B — Q1(w,) sin B

WoT = arc cos p +2jm,j = 0,1, ...
. {—Rl(wo) cos f — Q1 (wy) sin ﬁ} 2jm (2.29)
T;" = -—arccos Ty
(L)O d w[]
j=01,..

Persamaan (2.29) menunjukkan bahwa terdapat taiknbge
nilai tundaan kritist* yang memenuhi persamaan (2.24). Karena
terdapat tak berhingga nilgi, dipilih j = 0agar efektif. Nilai
tundaant® = 7, inilah yang merupakan nilai tundaan kritis. Sétela
nilai tundaan kritist* ditemukan, selanjutnya akan ditentukan
apakah nilai tundaan kritis° memenuhi kondisi transversal.

2.8 Bifurkas Hopf

Bifurkasi Hopf adalah berubahnya jenis kestabdaatu titik
kesetimbangan suatu persamaan diferensial dikasenakinculnya
sepasang nilai eigen yang bernilai imajiner. Sysyatat terjadinya
bifurkasi Hopf diberikan dalam Teorema 2.4.

Teorema 2.4 (Kondisi Transversal)

Pandang sistem dengan waktu tunda (2.23) yangiienog
pada parameter waktu tunda. Misalkan terdapat titik
kesetimbangant* dengan nilai eigem(7) = n(t) + iw(r). Bila
terdapat nilai tundaan kritig,, sehinggay(zy) = 0 danw(zy,) =
wy, Serta

#0,

d
E Re (/1(‘[)) LA

maka jenis kestabilan dari titik kesetimbang&h(x*,y*) akan
berubah bila waktu tundaberubah di sekitar nilai tundaan kritig
(Robinson, 2004).
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2.8.1 Bifurkas Hopf Subcritical
Misalkan suatu sistem dengan waktu tunda memiliki
persamaan karakteristik seperti pada persamaa®)(JiRa terdapat
waktu tunda sehingga muncul suktat cycle tak stabil pada
sistem tersebut sebelum waktu tunda melewati nilzdaan kritis
maka sistem tersebut mengalami bifurkasi Heyticritical.
Misalkan persamaan karakteristik (2.22) mempunyai

sepasang nilai eigen pada , Sehingga

mempunyai struktur orbit yang ditunjukkan dalam Gan?.2.
Parameter waktu tunda menyebabkan nilai eigen pada

sistem mempunyai bentuk . Sama dengan

bifurkasi HopfSupercritical, struktur orbit dadimit cycle yang tak
stabil dari sistem juga akan berubah seiring pédraibanilai
parameter.

Bifurkasi Hopf membahas matriks Jacobi yang beakait
dengan linearisasi sistem (2.23) yang mempunyasaipgan nilai
eigen imajiner murni dan nilai eigen lainnya memgainbagian riil
negatif (Kuznetsov, 1998).

@
N

X, X,

an p
7=

N\

Gambar 2.2 Bifurkasi Hopf subcritical

2.8.2 Bifurkas Hopf Supercritical

Misalkan suatu sistem dengan waktu tunda memiliki
persamaan karakteristik seperti pada persamaa®)(JdiRa terdapat
waktu tunda sehingga muncul sudimnit cycle stabil pada
sistem tersebut ketika waktu tunda melewati niladaan kritis
maka sistem tersebut mengalami bifurkasi Haypercritical.
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Misalkan persamaan karakteristik (2.22) mempungpasang nilai
eigen pada , sehingga mempunyai
struktur orbit yang ditunjukkan dalam Gambar 2.3.

X,

aN
<y

&
N7

Gambar 2.3 Bifurkasi Hopf supercritical

N

Parameter waktu tunda menyebabkan nilai eigen giatkm
mempunyai bentuk . Hal ini berakibat pada
perubahan struktur orbit dan munculnieit cycle stabil dari
sistem seiring dengan perubahan nilai parametezr(&sov, 1998).
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BAB I11
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas modgiredator prey dengan pengaruh
alelopati. Skripsi ini lebih membahas analisis diila yaitu
penentuan titik kesetimbangan model dan kestabikiik
kesetimbangan model. Diasumsikaredator dapat menghasilkan
alelokimia yang menghambat pertumbuhan atau perkeganprey.
Waktu tunda diskrit juga diberikan sebagai waktuodoiksi
alelokimia oleh predator. Model pertumbuhan dua spesies ini
diasumsikan mengikuti sistenpredator prey Lotka Volterra. Pada
tahap akhir pembahasan dilakukan simulasi numerik.

3.1 Konstruks M odel
3.1.1 Modéd populasi prey

Populasiprey pada saat dinyatakan dengam(t). Jumlah
prey pada populasi diasumsikan mengikuti pertumbuharstitg
dengan laju pertumbuhamprey sebesark; dan daya dukung

lingkungan sebesa{;ﬁ, sehingga pertumbuhan populg@sey dapat
1

dinyatakan dengan
dx

— = x(Oks — aix(0)]

Pertumbuhamrey dipengaruhi oleh interaksi antgueedator
dan prey dengan laju pemangsagmey sebesarf;,. Sebelum
berinteraksi denganprey, predator dapat menghasilkan suatu
alelokimia yang dapat menghambat pertumbupesy. Predator
hanya mengeluarkan alelokimia spety ada. Laju penghambatan
prey oleh predator dinyatakan sebesar,xy. Pada interaksi ini
terdapat pengaruh waktu tunda pada popuydesiator. Didapatkan

pertumbuhan populaprey
d
= = ¥Olks — @ x(©O] = fuox(Oy(E ~ 1) G

dt
—x?(Oy(t — 1.
3.1.2 Model populasi predator

Populasipredator pada saat dinyatakan dengap(t). Jumlah
populasi predator berkurang karena kematian alami dengan laju
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sebesark, dan interaksi antpredator sebesarf,;, sehingga
pertumbuhan populapredator dapat dinyatakan dengan
dy

FTi y(@®)[—kz = B21y(@)].

Pertambahan populagiredator dipengaruhi oleh interaksi
antarapredator dan prey dengan laju interaksi sebesas. Pada
interaksi ini terdapat pengaruh waktu tundadi populasiprey.
Waktu tunda tersebut dinyatakan sebagai waktu twumdak proses
kematian dariprey dikarenakan terkena alelokimia damiedator.
Sehingga pertumbuhan populpsedator dapat dinyatakan dengan

dy

¢ = YOl=kz = B21y(O] + azy()x(t — 7). (3.2)
3.1.3 Model predator prey dengan pengar uh alelopati

Model predator prey dengan pengaruh alelopatialah

dx

- = XOlk; — azx(t) = B2yt — 1) = y1x(Oy(t — 7)]
dy (3.3

- y(©O)[—k;, + arx(t — 1) — f21y(D)],

dengark, k,, @y az, f12, f21,v1 > 0.

3.2 Titik Kesetimbangan Sistem
Sistem persamaan (3.3) tanpa waktu tuGda 0) dapat
dituliskan kembali sebagai berikut

% = x(O)[ks — a1x(8) = B12y(8) = y1x(D)y(2)]

dy
=5 = YOk, + 0x(0) = By (@], (3.4)
Titik kesetimbangan sistem (3.4) diperoleh sjaiat % =0,

sehingga sistem (3.4) menjadi

x(t)[k1 — azx(t) — P12y (6) — y1x(O)y(t)] = 0 (3.5a)
y(©)[—kz + azx(t) — B21y()] = 0. (3.5b)
Dari persamaan (3.5a) didapatkan
x=0 (3.6a)
atau
o A= (3.6b)
a, +v1y
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Dari persamaan (3.5b) didapatkan
y=0 (3.7a)
atau
—k, +
yzz—azx. (3.7b)
21
Kombinasi keempat solusi diatas menghasilkan 3k titi
kesetimbangan yang eksis. Pada subbab 3.2.1 saf@a3
ditunjukkan cara memperoleh ketiga titik kesetingsmtersebut.

3.2.1 Titik kesetimbangan E (0, 0)
Titik kesetimbangan triviak, diperoleh dari kombinasi solusi
(3.6a) dan (3.7a). Karena= 0 dany = 0, maka (x, y) = (0,0).

3.2.2 Titik kesetimbangan El(%, 0)
1

Titik kesetimbangan bebas predatéh diperoleh dari

kombinasi solusi (3.6b) dan (3.7a). Subtitusi= 0 ke dalam
x = kizhizy menghasilkan = ! 1, maka diperoleltx, y) = (%0)
1

a1 ty1y

3.2.3 Titik kesetimbangan E,(x*, y*)
Titik kesetimbanganE, merupakan titik kesetimbangan
interior. Titik kesetimbangarf, diperoleh dari kombinasi solusi

(3.6b) dan (3.7b) ataw = lfy“y dan y = =2r%2%  gyptitusi

1Y 21

k1—B12y —katazx
= ke dalany = , yaitu
a+y1y my = B21 y 'B
—k, + az(a, +y112}3’)
y ==
B21 8
n y
— _k + <—12>’
YB21 2 T @ + 71y

YB21(a1 +v1Y) = —kz + az(ky — B12Y),
0= =511y — (Baras + ko¥1 + azf12)y + (azky — kaay).
Didapatkan

(B211+Ka V145 B12) n \](—(ﬁ21“1+k21’1+“2ﬁ12))2+4(ﬁ211’1)(“2k1—k2“1)

Y12 —2B2171 = —2B2171

y akan bernilai positif jika,k,; — k,a; > 0, yaitu
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y* = (Ba1a1 + ka1 + a3By,) — \/—(321“1 + k1 + a3B12)% + 4(Boa 1) (azky — kpay)
—2B2111 (38)

Subtitusi persamaan (3.8) ke dalam persamaaﬁ‘o%ﬁ menghasilkan
1 1

7) | —(Ba10q — kyy1 + apfy;) + \/(,321“1 + kays + azf15)? + 4(Br1v1) (azky — kyay) (3 9)
2571 ’

Diperoleh titik interiorE, (x*, y*) = (%#)
271 2171

X

dengan

Iy = Bareq — kays + @z,

I, = Brras+kays + azfiz,

Is = (Ba1a1 + Koy + @2B12)* + 4(Ba1v1) (azky — kpay).

3.3 AnalisisKestabilan Titik K esetimbangan

Sebelum menentukan kestabilan titik kesetimbantgtebih
dahulu dilakukan perhitungan matriks Jacobi datesn (3.4).
Matriks Jacobi dari sistem (3.4) adalah
ki —2ayx — B2y — 2y, xy —Bi2x — Y1
X, = o
J6ey) ay —ky + azx —2B5,y

3.3.1 Titik kesetimbangan E (0, 0)

Matriks Jacobi sistem (3.4) 8}, adalah
ki O
oo=[5
Persamaan karakteristik dari matrjk&,) adalah
Akar karakteristik dari persamaan di atas adalah
A] = k] > Oataulz = —kz < 0.

Dari penjelasan di atas titik kesetimbang&) pada sistem
persamaan (3.4) bersifat tidak stabil pelana.
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3.3.2 Titik kesetimbangan El(%, 0)
1

Matriks Jacobi dari sistem (3.4) Bj adalah

[ Przk;  viki’]
k —k; = -
]< 1 O) 0(1 Of] )
aq a’gk]
0 —k, +——
a;

Persamaan karakteristik dari matrjkg;) adalah

azk,
(,1+k,)(/1+k2—a—) 0.
1
Akar karakteristik dari persamaan di atas adalah
wl

Ay =—k; <O0atauld, = —k, +

1
Dari penjelasan di atas titik kesetimbanggn pada sistem (3.4)
bersifat stabil jjkka memenuhi syatatk, — k,a; < 0.

3.3.3 Titik kesetimbangan E, (x*,y")

Untuk menganalisis kestabilan titik kesetimbangap
dilakukan linearisasi sistem (3.3) dengan transésim
x(t) = x™ + x.(t)
y(©) =y" +x,(0)
Setelah dilakukan linierisasi seperti pada Lampiran
diperoleh hasil linierisasi

du
— =AU(t) + CU(t — 1),

dt
dengan
x1(t)] [6111 ] [ 0 ¢
U(t =[ A= .

© AN az; 1 0
Dimana entri-entrd danC adalah
ay1 =M= —ayx" =y x7y",
Az, = E = —f2y",

- _ * *2

€12 =N =—f1x" —y1x

C21 = D = azy*.
Persamaan karakteristik dari hasil linearisasiesist(3.3)
(perhitungan dapat dilihat pada Lampiran 2) adalah
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2%+ a; A+ ag + bye 2" =0, (3.10)
dengan
bo = —ND = (By1x" + V1x*ayy*
ag = ME = By (a1 X" + y1x7y")
a;=—-M+E)=a1x" +y,1x°y" + B1y"

3.3.3.1 Titik kesetimbangan E, (x*, y*) tanpa waktu tunda (zr = 0)
Untukt = 0, persamaan karakteristik (3.10) menjadi
A +ad+ay+by=0, (3.11)
dengan
A = Py (X" + y1xy"), a0 = a1x" + Y1 X7y" + By,
bo = (Borx™ +y1x*Hazy”
Akar-akar dari persamaan (3.11) dianalisis dengdterla Routh-
Hurwitz. Berdasarkan Teorema 2.3, titik kesetimlaamg, (x*, y*)
stabil jika dan hanya jika
(i) ag,a; >0,
(i) (ag + bg)a; > 0.
Karena semua parameter bernilai pogitif;, a;,7; > 0), maka
(i) ap > 0 atauB,y* (a1 x* +y1x*y*) >0
a; > 0 ataua x* + y1x*y* + Bo1y" > 0
by >0 atau(ﬂnx* + ylx*z)azy* >0
(i) (ag + bo)ay = (B21y" (a1 x™ + y1x"y") +
(Baaxvax ) azy)(arx® +y,x*y* + B1y™) > 0.

3.3.3.2 Titik kesetimbangan E, (x*, y*) dengan waktu tunda (z # 0)

Persamaan karakteristik dari hasil linearisasiesygi3.3)
adalah persamaan (3.10)

A +a;d+ag+be =0
dengan
bo = (Brax" + y1x* ) azy”,
ag = P21y (@1 X" +y1x"y"),
ar = X" +y1 X"y + fary”

Perilaku kestabilan titik kesetimbangdfy(x*,y*) ditentukan
oleh tanda bagian real solusi persamaan (3.1®alkéind =7 + iw
adalah akar persamaan (3.10). Titik kesetimbangax*,y*) akan
stabil jika n < 0. Apabila terdapat suatu nilai tunda> 0 yang
menyebabkam(t) = 0 sehinggal = iw(t) merupakan akar imajiner
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murni persamaan (3.10), maka titik kesetimbangBEp(x*,y™)
mengalami perubahan kestabilan, jika disubtitusikaniw dengan
w > 0 ke dalam persamaan (3.10) diperoleh,
A +ad+ag+be =0
(iw)? + a; (iw) + ag + bye 20T = 0
—w? + ajiw + ay + bye 2T =0
—w? + ayiw + ag + by(cos2wt — isin2wt) = 0
—w? + aiw + ay + bycos2wt — byisin2wt = 0
—w? + ay + bycos2wt +(a;w — bysin2wt)i =0  (3.12)
Persamaan (3.12) akan bernilai nol jika bagian ceah
imajinernya juga bernilai nol, yaitu
—w? + ay + bycos2wt =0
w? — ay = bycos2wr, (3.13)
dan
a,w — bysin2wt =0
a,w = bysin2wt (3.149)
Eliminasi terhadapt dilakukan dengan mengkuadratkan
persamaan (3.13) dan (3.14), sehingga diperolesaperan untuk
menentukarnw sebagai berikut,
(ap — w?)? = (—bycos2wr)?

ay? — 2apw? + w* = bycos*2wt (3.15)
(a,w)? = (bysin2wt)?
(a,0)?% = bysin?2wt (3.16)

Kemudian jumlahkan persamaan (3.15) dengan (3if&jaleh
ay? — 2apw? + w* + (a,w)? = by? (cos22wT + sin?2wt)
ao? + (a,% = 2ap)w? + w* = by?
w* + (a1 = 2ag)w? + (ap? = by?) = 0. (3.17)
Dari persamaan (3.17) diperoleh

2
5 —((112 — 2ay) \/(—(a12 K 2010)) - 4(“02 - boz) (3.18)
— 2 .

Akan terdapat bilangan positif, yang memenuhi persamaan
(3.12) jika (ag? — by*) < 0. Dengan demikian persamaan tersebut
memiliki akar imajineriw,. Dengan mensubtitusikan, ke dalam
persamaan (3.13) dan (3.14), diperoleh nilai tkadss .

w
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wo? — ag = bycos2w,T,
a,wy = bySin2wyT. S’
Dengan mengalikan baris pertama dentatan baris kedua dengan
0, diperoleh
(a)oz —ag)1l = 1(bycos2wy,t)
(a1wg)0 = 0(bgsin2w,T),
kemudian baris pertama dan kedua dikurangkan, algfer
(a)oz —ag) = (bgcos2wyT),
((Uo2 — ap)

= C0S2wyT,
bg

2

Wo Qo .
2w,T = arccos <b—> + 2jm,
0

1 wo? — ay
To = 5—arccos | ————|.

Wo by
Jadi dapat ditemukan nilaj yang memenuhi persamaan (3.10).
Karena pada nilai tunda kritis persamaan (3.10) uagrakar
imajiner, maka dimungkinkan pada titik kritis tdosé terjadi
bifurkasi. Bifurkasi terjadi jika persamaan (3.18¢menuhi kondisi
transversal, yaitu kondisi dimana

d
ERe (A(T)) > 0.

T=Tp
Bukti:
Kuang (1993) menyatakan bahwa

(d \[1 d
sign {E Re (A(T)) } = sign {Re(a A(1))

T=To,l=i7'] ‘L'=‘L'0,ﬂ.=i7']}
d
= sign{Re (- A@)H )
T=Tp,

Untuk membuktikan bahwa kondisi transversal terpemukup
dibuktikan bahwa

R (d A(m)! >0
e(— T
dt T=Ty,

Persamaan karakterstik dari sistem dengan waktlatadalah
AZ + all + ao + boe_ZAT S 0
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Jika A merupakan fungsi dalam A = A(r),i—i dapat dicari dengan
menggunakan turunan implisit dari persamaan karsktedi atas
sebagai berikut.

da
(224 a; — ZTboe_ZM)E —2Abge 4 =0

(22 +a;, — ZTbOe_ZM)% = 2Abye?4T
di 2Abye 24t
dt 21+ a, — 2thye247)
dA™t (21 + ay — 2thye~24)
dr 2Abge AT
dA™t  2d+a;  2thye M
dr  21bge 2A  2)bye-2A*
dAt (2A+a)e*T 1

dtr  21b, 1
Untuk T = 7, nilai A(ty) = iw,, sehingga diperoleh
da~! _ Qiwg +ay)(cos2wt + isin2wt) T
drin~ 2 2iwgby iwg
T=Tp

2W(COS2W(Ti — 2W(SIN 2WoT + A1C0S2WT + a1iSIN2WyT T

(dl"l
Re| —

2w(CO0S2w(T + a1Sin2wyT

T=To> 2wobg
2 —_—
2w, (wo ao) +a (a})wo)
0 0
2wobg
T 2(wo” — ag) + a,2
4 2b,>
2w¢% — 2ay + a,?
— 0 20 1 >0
2bg
Persamaan karakteristik (3.10) memenuhi kondishstrersal,
sehingga bagian real dari akar karakteristik akeruliah. Karena
titik kesetimbangarg, (x*,y*) memiliki nilai tunda kritist, dan
memenuhi kondisi transversal, maka terjadi bifuirkéepf di sekitar
titik kesetimbangark, (x*,y*). Saat nilai tunda kriti® <t < 7,
25
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titik kesetimbangan E,(x*,y*) stabil asimtotik dengan orbit
berbentuk spiral. Saat nilai tunda kritis= 7, titik kesetimbangan
E,(x*,y*) memiliki sepasang akar imajiner murni yang
menyebabkan terjadinya orbit periodik di sekitak kesetimbangan
tersebut. Saat nilai tunda kritis> 7, terbentuk suatlimit cycle di
sekitar titik kesetimbangal, (x*, y*) dikarenakan bagian real dari
akar persamaan karakteristik bernilai positif. Pehasan di atas
dapat dirangkum dalam Tabel 3.1.
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Tabel 3.1 Syarat Eksistensi dan Kestabilan Titikdé{enbangan
Titik tetap Syarat Eksistens Jenis Syarat Kestabilan
Kestabilan
MODEL TANPA TUNDAAN
E(»(0,0,) - Tidak stabil -
pelana

kq - Stabil ark, —kya; <0

E1 (a_’ 0) 271 2%1
1

E,(x*,y") ayky —kya; >0 Stabil

MODEL DENGAN TUNDAAN

Ey(0,0) - 3 .
k4 - | _
E (a_1' 0)
E,(x*,y")  |azks —ky,a; >0 Stabil untuk i) ag? — by> < 0
0=7<7 i)ty = iarecos (%;ao)
Tidak stabil
untukz > t,
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3.4 Simulasi Numerik dan Kajian Perilaku Solusi

Pada sub bab ini, disimulasikan suatu solusi siatem (3.3)
tanpa waktu tunda dan dengan waktu tunda. Rangkwadrhasil
analisis model tanpa waktu tunda maupun denganuwakida
terdapat pada Tabel 3.1. Untuk mensimulasikan Bhasilisis model
tanpa waktu tunda digunakan metode Runge Kutta drgmda
software MATLAB R2010a. Source code dari program dapat dilihat
pada Lampiran 3. Sedangkan unsolrce code dari program model
dengan waktu tunda dapat dilihat pada Lampiran 4.

3.4.1 Smulasi model tanpa waktu tunda
Pada simulasi model tanpa waktu tunda digunakdai ni
parameter , , : - )
, dan
Pada Tabel 3.1 tampak jelas bahwa syarat kestabildak
terpenuhi karena

sehingga jelas titik kesetimbangan  bersifat tistalbil pelana.
Syarat eksistensi titik kesetimbangan  terpenuterka

karena titik kesetimbangan stabil tanpa syarat amaikik
kesetimbangan akan selalu bersifat stabil untl&i parameter
yang dlberlkan pada simulasi ini seperti ditunjukkzambar 3.1.

. J ! ! ! ! 'Nllaldwal(l.‘SlJ‘tS
\ : ; ) : " 1

o
=
[

o
=

o
[
i}

o
w

Predator
o o
o Z o Qo
- (4, ] N (4]

o
o
i}

o

Prey

Gambar 3.1 Potret fase model tanpa waktu tunda
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Dari Gambar 3.1 terlihat bahwa ketiga titik kesdthngan

eksis. Titik kesetimbangan bersifat stabil
asimtotik dari berbagai nilai awal, namun titik &Bmbangan
dan tidak stabil pelana. Dapat dilihat dari niaial

, titik  dan  awalnya didekati tetapi kemudian dia
dan potret fase solusi mendekati titik kesetimbang yang stabil.
Gambar 3.1 menunjukkan bahwa nipgéy akan konvergen ke nilai
kesetimbangannya, yakni 1.0765. Begitu pula demgjan predator
akan menuju ke nilai stabil, yakni 0.2431. Halberarti bahwa, jika
parameter pada simulasi ini terjadi di alam makéardajangka
panjang populasiprey dan populasipredator akan terus hidup
berdampingan dalam suatu habitat.

3.4.2 Simulasi model dengan waktu tunda
Untuk nilai parameter yang diberikan pada simulasi.1,
syarat kestabilan (i) terpenuhi, yakni

Dari hasil perhitungan diperoleh nilai tundaan igrit

Hasil simulasi untuk atau diperlihatkan pada Gamb
3.2.
07 T : :
Nilai awal (0.1,6.5) ; ; :
L i B e e S
osbaB il i iEabresgaey)
AN A 4 S s
E 1 B S e Vs V. N WA S A, -
(1)) " R A, SR, N O s S N R N ¥ S A, -
(110 S N LA . A S st S SO S,
E0 (0,0) : +E1 (L}D\
N S T T T T SN SN R R M
0 02 0.4 06 08 1 1.2 14 16 18 2

Rrey
Gambar 3.2 Potret fase model untuk

Dari Gambar 3.2 jelas terlihat bahwa titik bersiszabil
asimtotik karena didekati oleh trayektori di sefit@m. Selain itu
terlihat bahwa sifat kestabilan titik kesetimbangandan  adalah
tidak stabil.
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Simulasi untuk diambil saat . Potret fase saat
ditunjukkan oleh Gambar 3.3. Dari Gambar 3.2 dan
Gambar 3.3 tampak terjadi perubahan kestabilan daakibat nilai
yang meningkat dan melebihi nilai tunda kritisuata. Pada saat
titik bersifat stabil asimtotik, tetapi saat
pada Gambar 3.3 terlihat bahwa orbit solusi untuk
nilai awal menuju kelimit cycle, sedangkan orbit
solusi untuk nilai awal bergerak menjauhi titik and
mendekatilimit cycle. Dari ilustrasi tersebut jelas terjadi bifurkasi
dan jenis bifurkasi yang terjadi adalah bifurkidepf Supercritical.
0.29 T . T T T T
' Nllalawal Q. 05[1275) ' :

TR i

Predator

E2 (1.0765,0.2431)! : : :
1 1 1 1 1 1 1
102 104 106 108 11 112 114 116
Prey

Gambar 3.3 Potret fase model untuk
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan tujuan pengerjaan skripsi ini yanghtelaraikan

pada Bab | dan hasil pembahasan pada Bab Ill, nuat
disimpulkan

1.

Model predator prey dengan adanya pengaruh alelopati berupa
sistem persamaan diferensial nonlinear dengan eéusamaan
dan tujuh parameter.

. Pada model tanpa waktu tunda diperoleh 3 titik tked@mngan,

yakni titik kesetimbangan trivial, titik kesetimbgan bebas
predator, dan titik kesetimbangan interior. Titigsktimbangan
trivial dan titik kesetimbangan bebas predatorlsed&sis, namun
titik kesetimbangan interior memerlukan syarat stkesisi. Titik
kesetimbangan interior terjamin eksis apabila pathegan laju
kematian predator dan prey dengan laju kelahiramialprey
kurang dari laju interaksi antar predator prey.

. Titik kesetimbangan trivial tidak pernah stabiltimya populasi

predator maupun populasi prey tidak akan pernahalpun
sedangkan titik kesetimbangan bebas predator &aerstabil
asimtotik bila titik kesetimbangan interior tidaksés. Pada
model tanpa waktu tunda, kestabilan titik kesetingaa interior
terjamin tanpa syarat. Pada model dengan waktuafutitk
kesetimbangan interior bersifat stabil asimtotiktukn semua
0 < 7 < 1, jika syarat kestabilan terpenubhi.

Simulasi numerik yang dilakukan baik untuk modeip@ waktu
tunda maupun dengan waktu tunda menunjukkan hasib y
sesuai dengan hasil analisis dan jenis bifurkasgydihasilkan
adalah bifurkasi Hopdupercritical.

4.2 Saran

Pada penulisan selanjutnya hal yang dapat dikenkbandari

skripsi ini adalah dapat meneliti lebih lanjut menai jenis bifurkasi
yang terjadi.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Penurunan Linearisasi Model dengan Waktu

Tunda
d
= = x(O)lf = ax() = Byt = ©) = yx(@Oy(E = D] = £(5,9)

o y(@®) ks + azx(t — 1) — By ()] = g(x, ),

Sistem (3.3) dilinearisasi dengan menggunakanfyemasi
x(t) = x4+ x.(t) x(t—1)=x"+x(t—-1)
Yy =y +x()  yE-1) =y +x(t-1)
Sehingga sistem (3.3) menjadi
d(x* + x, (¢
(xTxl()) = (x* + xl(t))[k1 - al(x* + xl(t))
= ﬁlz(y* + x,(t — T))
1@ +x@)) + x5, -1)],

EER Py B AN o

dt
. / — B (y" + x5(1))].
Karena’% = ddit =0, x" # 0, dany” # 0 maka
dx,(t
% = [—ax" =y X"y ] () + [ fiax” — V1(x*)2]x2(t -1)
+ [—ay = 1y 1% 2 (8) + [ Paz = 2yax ] (O x,(t — 7)
+ [_V1]x12(t)x2 (t-1)
dx,(t)

= [ay ]2 (t = 1) + [=B1y 122 (t) + [ 21 ]2 ()

+ [az]x (8 = Dx, (2).
Dengan asumsi bahwa nilai dati danx, adalah nilai yang kecil,
maka perkalian dari dua variabelx, dan perkalianc;? danx,?
diabaikan, sehingga diperoleh

dt

dxl(t) * EPE T * *\ 2
T [—ayx™ = yax Y ]xs (€) + [=Przx”™ — y1(x")*]x2(t — 7)
dx,(t) . X
dt =By %2 (O)+ay x, (t — ),
atau dapat dituliskan kembali dalam bentuk
du
dgt) =AU(t) + CU(t — 1),

dimana
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Lampiran 2. Perhitungan Persamaan K arakteristik Sistem
dU -t

e I A [/ Y1)

dt by e™"" 22

Persamaan karakteristik sebagai berikut

|L —}{Il — all _/’{ blze_lr

b21€_lr a22 - A
—ax" =y x7y” azy*e_'”
_,82137*3_/1 —Piax" — V1x*2
|L = Al = (a;; —D(az —4) — (b21e_h)(b123_h) =0
A110z7 — (a1 + az)A + 2 - b21b123_2h =0
/’{2 + a1/1 + ao + boe_ZAT = 0

=] =0

T

dimana
a; = —(—ax* =y X7y" — Br1y")
= (a1x" + le*y* + .82137*)
ag = (a1 x* = y1x" Y ) (—F21Y")
= (X" + 71X Y21 y"
by = —(@2y") (=B1,x" = 7,(x)?) = (@) (B1x" + 7, (X))
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Lampiran 3. Program Matlab M odel Tanpa Waktu Tunda

%memasukkan nilai parameter dan persamaan
function  dy=alelopati(t,y)

alphal=2.5;

alpha2=1.2;

betal2=1;

beta21=1.2;

gammal=2.6;

k1=2;

k2=1;
dy(1)=k1*y(1)-alphal*(y(1)"2)-betal2*y(1)*y(2)-
gammal*(y(1)"2)*y(2);
dy(2)=-k2*y(2)+alpha2*y(1)*y(2)-beta21*(y(2)"2);

%Perhitungan solusi sistem persamaan dengan Runge

Kutta Orde 4

function  [T,Z]=rks4(alelopati,a,b,za,M)

h=(b-a)/M;

Z=zeros(M+1,length(za));

T=a:h:b;

Z(1,)=za;

for j=1:M
kil=h*feval(alelopati, T(j),Z(,:));
k2=h*feval(alelopati, T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);
k3=h*feval(alelopati, T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);
k4=h*feval(alelopati, T(j)+h,Z(j,:)+k3);
Z(j+1,))=2(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end;

%Program Utama

[t y]=rks4( ‘alelopati' ,0,150,[0.9,0.2],1000);
alphal=2.5;

alpha2=1.2;

betal2=1;

beta21=1.2;

gammal=2.6;

k1=2;

k2=1;

figure(1);

plot(t,y, 'Linewidth' ,2);
hold on;

xlabel(  'Waktu (t)' );
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ylabel( 'Jumlah Populasi' );
grid on

axis square

legend( 'Prey' , 'Predator’  );

figure(2);

plot(y(:,1),y(:,2), ‘LineWidth' ,2);
hold on

plot(y(1,1),y(1,2), 'g* , 'LineWidth' ,5);

I1=beta21*alphal+alpha2*betal2-gammal*k2;
I2=beta21*alphal+k2*gammal+alpha2*betal2;
13=sqrt((I12"2)+4*beta21*gammal*(alpha2*kl-
k2*alphal));

plot(0,0, 'b* | 'LineWidth' ,5);
plot(k1/alphal,O, '™, 'LineWidth' ,5);
plot((-11+13)/(2*alpha2*gammal),(12-13)/(-
2*beta2l*gammal), 'b* , 'LineWidth' ,5);
hold off

hold on

xlabel(  'Prey' );

ylabel( 'Predator’  );

grid on

axis([0 0.9 0 0.5])
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Lampiran 4. Program Matlab Model dengan Waktu Tunda

function  dydt=fungsitunda(t,y,Z)
ylagl=Z(;,1);

dydt=zeros(2,1);

alphal=1;

alpha2=1.2;

betal2=1;

beta21=1.2;

gammal=2.6;

k1=2;

k2=1;

dydt(1)=k1*y(1)-alphal*(y(1)"2)-
betal2*y(1)*ylagl(2)-gammal*(y(1)"2)*ylagl(2);
dydt(2)=-k2*y(2)+alpha2*ylag1(1)*y(2)-
beta21*(y(2)"2);

end

function  ttk=alelopatitunda(t)

alphal=1;

alpha2=1.2;

betal2=1;

beta21=1.2;

gammal=2.6;

k1=2;

k2=1;
I1=beta21*alphal+alpha2*betal2-gammal*k2;
I12=beta21*alphal+k2*gammal+alpha2*betal?2;
13=sqrt((I12"2)+4*beta21*gammal*(alpha2*kl-
k2*alphal));
ttk(1)=(-11+13)/(2*alpha2*gammal);
ttk(2)=(12-13)/(-2*beta21*gammal);

end

clc;

clear;

alphal=1;

alpha2=1.2;

betal2=1;

beta21=1.2;

gammal=2;

k1=2;

k2=1,
I1=beta21*alphal+alpha2*betal2-gammal*k2
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I2=beta21*alphal+k2*gammal+alpha2*betal2
13=(12"2)+4*beta21*gammal*(alpha2*k1-k2*alphal)
u=(-11+sqrt(13))/(2*alpha2*gammal);
v=(12-sqrt(13))/(-2*beta21*gammal);

figure(1);
%options=ddeset('RelTol',1e-3,'AbsTol',1e-
6,'InitialY';[1.06,0.25]);

options=ddeset(  'RelTol' ,1le-3, 'AbsTol' , 1le-

6, 'InitialY' ,[1.1,0.27]);
sol=dde23(@fungsitunda,1.43,@alelopatitunda,[0,2500
],options);

plot(sol.y(1,:),s0l.y(2,:), 'g" , 'LineWidth' ,1);
hold on

xlabel(  'Prey' );

ylabel( 'Predator’ );

grid on;

hold on;

plot(u,v, ‘ro' , 'LineWidth' ,2); % Plot titik EA*
%plot(1.06,0.25,'k*, 'LineWidth',2);

plot(1.1,0.27, 'k* ., 'LineWidth* - ,2);
plot(0,0, '‘b* , 'LineWidth' ,2);
plot(k1/alphal,0, 'b*' -, 'LineWidth' ,2);

%axis([0 2 0 0.6])
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