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BAB I 
PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

     Makhluk hidup sebagai makhluk sosial tidak dapat hidup tanpa 
peran makhluk hidup lainnya. Salah satu interaksi antar makhluk 
hidup dalam suatu ekosistem adalah proses mangsa memangsa yang 
jika diurutkan akan membentuk suatu model rantai makanan. 
Pertumbuhan populasi dalam proses mangsa memangsa tersebut 
digambarkan dengan model matematika, yaitu model predator-prey. 
Prey merupakan spesies yang dimangsa, sedangkan predator adalah 
spesies yang memangsa. 
     Model predator-prey ini pertama kali diperkenalkan oleh Lotka 
pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun 1926, sehingga model ini 
disebut juga dengan model Lotka-Volterra (Boyce dan DiPrima, 
2009). Model ini merupakan salah satu model sistem dinamik yang 
dibentuk dari perubahan jumlah populasi di setiap tingkat tropik 
karena adanya pertumbuhan dan kematian. Pada kenyataannya 
interaksi antar makhluk hidup tidak hanya terjadi di antara dua 
spesies saja, namun interaksi mangsa memangsa juga dapat 
melibatkan beberapa spesies. Semakin banyak spesies yang terlibat 
dalam sistem tersebut maka sistem akan semakin kompleks. 
     Paramitharani (2009) telah melakukan analisis kestabilan titik 
kesetimbangan pada model rantai makanan tiga spesies yang terdiri 
dari prey, predator, dan top-predator, dengan asumsi predator hanya 
memangsa prey dan top-predator hanya memangsa predator. 
Berdasarkan analisis yang dilakukan populasi pada rantai makanan 
tersebut akan stabil pada saat top-predator punah. Model interaksi 
predator-prey tiga spesies, dengan spesies ketiga adalah omnivora 
yang merupakan pemangsa prey dan bangkai predator dibahas oleh 
Andayani (2012). Pada model tersebut kehadiran omnivora tidak 
menghambat pertumbuhan populasi predator dan diperoleh tiga 
macam titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan trivial, titik 
kesetimbangan batas, dan titik kesetimbangan interior. 
     Berbeda dari penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh 
Paramitharani (2009) dan Andayani (2012), pada skripsi ini dibahas 
model predator-prey tiga spesies pada jaring-jaring makanan yang 
terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-predator. Prey 
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adalah spesies yang dimangsa oleh dua predator, yaitu intermediate-
predator dan top-predator, intermediate-predator merupakan spesies 
pemangsa tingkat tengah yang memangsa prey tetapi juga dimangsa 
oleh top-predator, sedangkan top-predator adalah spesies pemangsa 
tingkat tertinggi yang memangsa prey dan intermediate-predator. 
Adanya keterlibatan top-predator menyebabkan sistem yang 
diperoleh menjadi lebih kompleks. Dua fungsi respon yang berbeda 
untuk kedua predator dalam sistem tersebut memberikan perubahan 
signifikan terhadap perilaku solusi interaksi di antara tiga spesies 
tersebut. 
     Model matematika yang terbentuk terdiri dari tiga persamaan, 
yaitu laju pertumbuhan populasi prey, laju pertumbuhan populasi 
intermediate-predator, dan laju pertumbuhan populasi top-predator. 
Ketiga persamaan tersebut membentuk suatu sistem persamaan 
diferensial biasa nonlinear. Dari model tersebut dilakukan analisis 
dinamik dengan menentukan titik kesetimbangan model dan 
menganalisis jenis kestabilan titik kesetimbangan model. Pada 
bagian akhir, diberikan beberapa hasil simulasi numerik yang 
digunakan untuk menunjang hasil analisis kestabilan yang telah 
diperoleh.      

 
1.2 Rumusan Masalah 

Pokok permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah 
1. bagaimana mengkonstruksi model predator-prey tiga spesies, 
2. bagaimana menentukan titik kesetimbangan model, 
3. bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model, 
4. bagaimana hasil simulasi numerik model. 

 
1.3 Batasan Masalah 

     Suatu permasalahan akan menjadi sangat kompleks jika tidak 
terdapat batasan masalah. Oleh karena itu, skripsi ini memiliki 
beberapa batasan masalah berikut ini. 
1. Semua parameter bernilai positif. 
2. Laju pertumbuhan prey mengacu pada pertumbuhan logistik, 

sehingga laju pertumbuhan prey dibatasi oleh adanya carrying 
capacity, yaitu  jumlah individu maksimal yang dapat didukung 
oleh lingkungannya. 
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3. Tingkat konsumsi populasi intermediate-predator menggunakan 
fungsi respon Beddington-DeAngelis, sedangkan tingkat 
konsumsi populasi top-predator menggunakan fungsi respon 
Holling tipe III. 

4. Intermediate-predator dan top-predator mengalami kematian 
alami. 

5. Top-predator dipengaruhi oleh laju emigrasi, yaitu laju yang 
menyebabkan populasi berkurang baik karena dipanen ataupun 
pergi dengan sendirinya.  

 
1.4 Tujuan 

     Tujuan yang ingin diperoleh dalam skripsi ini adalah  
1. mengkonstruksi model predator prey tiga spesies, 
2. menentukan titik kesetimbangan model, 
3. menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model, 
4. menganalisis hasil simulasi numerik model. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
2.1 Sistem Dinamik 

     Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui 
kondisinya di masa yang akan datang jika diberikan kondisi pada 
masa sekarang atau masa yang lalu (Nagle dan Saff, 2004). 
     Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi oleh 
waktu (t). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem dinamik, 
yaitu sistem dinamik diskret (ܼ߳ݐ atau ܰ߳ݐ) dan sistem dinamik 
kontinu (ܴ߳ݐ). Bentuk sistem dinamik diskret dinyatakan sebagai 
persamaan beda, yaitu 

௧ାଵݔ ൌ ݂ሺݔ௧ሻ, ܼ߳ݐ ש   .ܼ߳ݐ
Jika t kontinu, bentuk sistem dinamiknya dinyatakan sebagai sistem 
persamaan diferensial, yaitu 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ܺሺݔሻ,   ܴ߳ݐ

(Arrowsmith dan Place, 1992). 

 
2.2  Model Predator-Prey Dua Spesies 

     Persamaan diferensial biasa yang menggambarkan interaksi 
antara spesies prey dan predator pertama kali diperkenalkan oleh 
Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun 1926, sehingga 
dikenal sebagai model Lotka-Volterra. Prey diasumsikan memiliki 
makanan yang berlebih dan tumbuh secara eksponensial kecuali pada 
saat terjadi pemangsaan. Misalkan ݔ menyatakan spesies prey dan ݕ 
menyatakan spesies predator. Pertumbuhan eksponensial prey 
dinyatakan dengan ax di mana a adalah laju kelahiran alami prey. 
Pemangsaan terhadap prey diasumsikan sama dengan laju interaksi 
prey dan predator yang dinyatakan dengan bxy. Dengan demikian, 
laju pertumbuhan populasi prey dapat dituliskan sebagai 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݔܽ െ  (2.1) .ݕݔܾ
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     Pertumbuhan populasi predator dinyatakan oleh ݕݔߜ yang tidak 
harus sama dengan besarnya pemangsaan terhadap prey bxy. 
Predator akan mengalami kematian alami secara eksponensial 
dengan laju cy, sehingga laju pertumbuhan populasi predator adalah 

 

ݕ݀
ݐ݀

ൌ െܿݕ ൅    (2.2) .ݕݔߜ

Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh model Lotka-Volterra 
berupa sistem persamaan diferensial  
 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔܽ െ ݕݔܾ

    
ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ െܿݕ ൅ ,ݕݔߜ
 (2.3) 

 

dengan 
ܽ = laju kelahiran alami prey, 
b = koefisien interaksi pemangsaan prey, 
c = laju kematian alami predator,  
 .koefisien perkembangbiakan predator = ߜ
     Semua parameter ܽ, ܾ, ܿ, dan ߜ bernilai positif (Finizio dan Ladas, 
1982).  
 
2.3 Model Predator-Prey Tiga Spesies 

     Model predator-prey tiga spesies pada suatu rantai makanan 
terdiri dari prey, predator, dan top-predator. Spesies prey dinyatakan 
dengan x, spesies predator dinyatakan dengan y, dan spesies top-
predator dinyatakan dengan z. Spesies x merupakan spesies tingkat 
terendah yang dimangsa oleh spesies tingkat tengah y, sedangkan y 
adalah mangsa dari spesies tingkat atas z. Model predator-prey tiga 
spesies pada rantai makanan dapat dinyatakan sebagai 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔܽ െ  ݕݔܾ
 

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ െܿݕ ൅ ݕݔߜ െ  ݖݕ݁
(2.4) 

ݖ݀
ݐ݀

ൌ ݄ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݂ݖ ൅  ,ݖݕ݃
 

untuk ܽ, ܾ, ܿ, ,ߜ ݁, ݂, ݃ ൐ 0 di mana ܽ, ܾ, ܿ, dan ߜ sama seperti pada 
model predator-prey dua spesies persamaan (2.3), e adalah koefisien 
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interaksi pemangsaan spesies predator oleh spesies top-predator, f 
adalah laju kematian alami dari spesies top-predator, dan g adalah 
koefisien perkembangbiakan spesies top-predator dengan memangsa 
spesies predator (Chauvet, dkk., 2002). 

 
2.4 Model Logistik 

     Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan populasi 
dengan sumber daya lingkungan yang terbatas. Ketika ukuran 
populasi bertambah, laju pertumbuhan akhirnya melemah dan 
kemudian berhenti pada ukuran populasi tertentu. Ukuran populasi 
yang menghentikan pertumbuhan tersebut secara umum disebut 
carrying capacity, yaitu jumlah individu maksimal yang dapat 
didukung oleh lingkungannya. 
     Jika pada laju pertumbuhan populasi terdapat batasan daya 
dukung lingkungan, maka secara matematis laju pertumbuhan 
populasi dapat dituliskan sebagai persamaan diferensial, yaitu 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔሻ. 
Pada persamaan tersebut ݂ሺݔሻ merupakan fungsi yang menyatakan 
ukuran populasi, sehingga dapat dikatakan bahwa laju pertumbuhan 
populasi bergantung pada ukuran populasi. 
     Jika daya dukung lingkungan atau kapasitas maksimal suatu 
habitat adalah ܭ, maka lingkungan masih dapat mendukung ሺܭ െ  ሻݔ
individu untuk x individu dalam populasi tersebut. Jadi, masih 
terdapat bagian lingkungan yang dapat ditempati yaitu sebesar 

ሺܭ െ ሻݔ
ܭ

.    (2.5) 

Persamaan (2.5) sebanding dengan pertumbuhan per kapita populasi. 
Oleh karena itu, persamaan logistik dinyatakan sebagai 

    
1
ݔ

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݎ
ሺܭ െ ሻݔ

ܭ
 

atau  ݀ݔ
ݐ݀

ൌ ݔݎ ቀ1 െ
ݔ
ܭ

ቁ,   (2.6)  

dengan ܭ,  єԹା. Parameter r menyatakan tingkat pertumbuhan ݎ
intrinsik populasi, sehingga tingkat pertumbuhan untuk x sebanding 
dengan r (Boyce dan Diprima, 2009).  
     Jika jumlah populasi awal ݔሺ0ሻ ൏  maka model logistik ,ܭ
meramalkan bahwa jumlah populasi meningkat menuju carrying 
capacity ܭ, akan tetapi pada saat nilai awal ݔሺ0ሻ ൐  model logistik ,ܭ
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meramalkan jumlah populasi akan berkurang menuju carrying 
capacity ܭ. Sebagai contoh, jika populasi awal ݔሺ0ሻ ൌ ݎ ,5 ൌ 1, dan 
ܭ ൌ 20,  maka jumlah populasi meningkat dan pada akhirnya saat 
ሻݐሺݔ ൌ ܭ ൌ 20 laju pertumbuhan populasi berhenti. Sebaliknya jika 
ሺ0ሻݔ ൌ 35, jumlah populasi berkurang hingga pertumbuhan populasi 
terhenti pada ݔሺݐሻ ൌ ܭ ൌ 20. Grafik pertumbuhan logistik 
diperlihatkan pada Gambar 2.1. 

 

 
Gambar 2.1 Kurva model logistik 

2.5 Fungsi Respon 

     Menurut Skalski dan Gilliam (2001), salah satu komponen 
penting dalam hubungan antara predator dan prey adalah laju 
predator dalam memangsa prey. Laju memangsa predator per kapita 
terhadap prey sering disebut sebagai fungsi respon. 
     Seiring dengan perkembangan penelitian terhadap model 
predator-prey, diperoleh bentuk umum 

     
ݔ݀
ݐ݀

ൌ ሻݔሺ݌ െ ,ݔሺ݂ߪ  ݕሻݕ
ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔ, ݕሻݕ െ  ,ݕߤ
(2.7) 

di mana ݂ሺݔ,  ߪ ሻ menyatakan fungsi respon dan parameterݕ
menyatakan koefisien pemangsaan. Fungsi respon dalam bentuk 

 ܭ
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݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ, yaitu fungsi respon yang hanya bergantung pada 
prey, telah banyak digunakan sebagai laju memangsa predator 
terhadap prey. Beberapa fungsi respon yang hanya bergantung pada 
prey adalah Holling tipe I dinyatakan dengan ݂ሺݔሻ ൌ  Holling ,ݔ߮
tipe II memiliki fungsi respon berbentuk ݂ሺݔሻ ൌ ఝ௫

௫ାఈ
, dan Holling 

tipe III dengan fungsi respon ݂ሺݔሻ ൌ ఝ௫మ

௫మାఈమ, ߙ adalah saturation 
constant. Dalam beberapa situasi fungsi-fungsi tersebut memberikan 
prediksi yang tidak realistik, hal ini disebabkan oleh bentuk linear 
fungsi respon yang tidak memperhitungkan kompetisi di antara 
predator seiring dengan kepadatan populasi predator yang semakin 
meningkat. Oleh karena itu, dibutuhkan beberapa ketergantungan 
݂ሺݔ,  ,ሻ pada predator seperti fungsi respon tipe ratio-dependentݕ
yaitu ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ఝ௫

௫ାఊ௬
, tipe Beddington-DeAngelis ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ఝ௫

ఘା௫ାఊ௬
, 

dan tipe Nicholson-Bailey yang berbentuk ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  .ఘ௬ି݁ݔ߮
     Dari sisi biologi, fungsi respon selalu bernilai positif karena 
memenuhi kondisi 

݂ሺݔ, ሻݕ ൐ 0,  డ௙ሺ௫,௬ሻ
ௗ௫

൐ 0,  డ௙ሺ௫,௬ሻ
ௗ௬

൏ 0, ሺݔ,  .ሻ єԹଶݕ
Semakin besar populasi prey, maka semakin besar nilai fungsi 
respon. Semakin besar populasi predator, maka semakin kecil nilai 
fungsi respon yang disebabkan oleh terjadinya kompetisi di antara 
predator. 

2.6 Sistem Autonomous 

Definisi 2.6.1 (Sistem Autonomous) 

     Sistem autonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial 
orde satu yang berbentuk 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ,ݔሺܨ ,ݕ ሻݖ

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ,ݔሺܩ ,ݕ  ሻݖ

ݖ݀
ݐ݀

ൌ ,ݔሺܪ ,ݕ ,ሻݖ

 

 

 

(2.8) 

dengan ܨ, ,ܩ dan ܪ adalah fungsi bernilai real yang tidak bergantung 
secara eksplisit terhadap waktu t (Finizio dan Ladas,1982). 
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Definisi 2.6.2 (Titik Kesetimbangan) 

     Titik ݔԦכ ൌ (כݔ, ,כݕ ,כݔሺܨ yang memenuhi (כݖ ,כݕ ሻכݖ ൌ 0, 
,כݔሺܩ ,כݕ ሻכݖ ൌ 0, dan ܪሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൌ 0 disebut titik kritis sistem 
autonomous persamaan (2.8). Titik kritis ݔԦכ merupakan solusi sistem 
persamaan (2.8) yang bernilai konstan, sebab ௗ௫

ௗ௧
ൌ 0, ௗ௬

ௗ௧
ൌ 0, dan 

ௗ௭
ௗ௧

ൌ 0. Keadaan yang menyebabkan ௗ௫
ௗ௧

ൌ 0, ௗ௬
ௗ௧

ൌ 0, dan ௗ௭
ௗ௧

ൌ 0 
disebut dengan keadaan setimbang dan titik kesetimbangan adalah 
titik yang memenuhinya, sehingga titik kritis disebut juga titik 
kesetimbangan (Edward dan Penney, 2001). 

Definisi 2.6.3 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 

     Titik kesetimbangan ݔԦכ ൌ ሺכݔ, ,כݕ  ሻ dikatakanכݖ
1. stabil, jika ߝ׊ ൐ ߜ׌ ,0 ൐ 0 sedemikian sehingga untuk setiap 

solusi sistem ݔԦ ൌ   ሻ yang memenuhiݐԦሺݔ
ԡݔԦሺ0ሻ െ ԡכԦݔ ൏  ߜ

maka berlaku 
ԡݔԦሺݐሻ െ ԡכԦݔ ൏ ݐ׊ ,ߝ ൐ 0, 

 

2. stabil asimtotik, jika stabil dan ߜ׌଴ di mana 0 ൏ ଴ߜ ൏  ߜ
sedemikian sehingga sebuah solusi sistem ݔԦ ൌ  ሻ yangݐԦሺݔ
memenuhi  

ԡݔԦሺݐሻ െ ԡכԦݔ ൏  ଴ߜ
bersifat 

lim
௧՜ஶ

ሻݐԦሺݔ ൌ  ,כԦݔ
 

3. tidak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria pertama (Boyce dan 
DiPrima, 2009). 
 

2.7 Sistem Autonomous Linear 

     Secara umum sistem autonomous linear dinyatakan dalam bentuk 
ݔ݀
ݐ݀

ൌ ܽଵଵݔ ൅ ܽଵଶݕ ൅ ܽଵଷݖ                                       

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ܽଶଵݔ ൅ ܽଶଶݕ ൅ ܽଶଷݖ                              ሺ2.9ሻ

ݖ݀
ݐ݀

ൌ ܽଷଵݔ ൅ ܽଷଶݕ ൅ ܽଷଷݖ                                      
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dan dapat dinyatakan sebagai  ௗ௫Ԧ
ௗ௧

ൌ Ԧݔ Ԧ , denganݔܣ ൌ ሺݔ, ,ݕ  ሻ் dan Aݖ
adalah matriks koefisien sistem persamaan (2.9) sebagai berikut 

ܣ ൌ  ൥
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

൩. 

 
Teorema 2.7.1 

     Misalkan ߣଵ,  Titik .ܣ ଷ adalah nilai eigen matriksߣ ଶ, danߣ
kesetimbangan ሺכݔ, ,כݕ   ሻ bersifatכݖ
1. stabil, jika ketiga nilai eigen ߣଵ,  ଷ mempunyai bagianߣ ଶ, danߣ

real tak positif, 
2. tidak stabil, jika sedikitnya satu nilai eigen memiliki bagian real 

yang positif (Erward dan Penney, 2001). 
 
2.8 Sistem Autonomous Nonlinear 

     Perhatikan sistem autonomous nonlinear yang dinyatakan dengan 
 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݃ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

ݖ݀
ݐ݀

ൌ ݄ሺݔ, ,ݕ .ሻݖ

 (2.10) 

Anggap bahwa fungsi ݂, ݃, dan ݄ mempunyai turunan parsial yang 
kontinu di titik ሺכݔ, ,כݕ ,݂ ሻ. Deret Taylor fungsiכݖ ݃, dan ݄ di sekitar 
ሺכݔ, ,כݕ   ሻ adalahכݖ
݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൅

߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݔ߲

ሺݔ െ ሻכݔ ൅
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
ሺݕ െ  ሻכݕ

൅
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
ሺݖ െ ሻכݖ ൅ ,ݔଵሺߟ ,ݕ  ሻݖ

(2.11) 

݃ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൅
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
ሺݔ െ ሻכݔ ൅

߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݕ߲

ሺݕ െ  ሻכݕ

൅
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
ሺݖ െ ሻכݖ ൅ ,ݔଶሺߟ ,ݕ  ሻݖ

(2.12) 

݄ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൅
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
ሺݔ െ ሻכݔ ൅

߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݕ߲

ሺݕ െ  ሻכݕ

൅
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
ሺݖ െ ሻכݖ ൅ ,ݔଷሺߟ ,ݕ  ,ሻݖ

(2.13) 

 

dengan ߟଵሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ,ݔଶሺߟ ,ݕ ,ݔଷሺߟ ሻ, danݖ ,ݕ  .ሻ adalah suku sisaݖ
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     Untuk hampiran orde satu tersebut, suku sisa memenuhi sifat-sifat 

݈݅݉
ሺ௫,௬,௭ሻ՜ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ

,ݔଵሺߟ ,ݕ ሻݖ
ԡ ሬ߱ሬԦԡ ൌ 0 

݈݅݉
ሺ௫,௬,௭ሻ՜ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ

,ݔଶሺߟ ,ݕ ሻݖ
ԡ ሬ߱ሬԦԡ ൌ 0 

݈݅݉
ሺ௫,௬,௭ሻ՜ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ

,ݔଷሺߟ ,ݕ ሻݖ
ԡ ሬ߱ሬԦԡ ൌ 0, 

(2.14) 

 

dengan ሬ߱ሬԦ ൌ ሺݔ െ ,כݔ ݕ െ ,כݕ ݖ െ  .ሻ்כݖ
     Berdasarkan persamaan (2.11), (2.12), (2.13), dan mengingat 
ௗ௫
ௗ௧

ൌ ௗሺ௫ି௫כሻ
ௗ௧

, ௗ௬
ௗ௧

ൌ ௗሺ௬ି௬כሻ
ௗ௧

, ௗ௭
ௗ௧

ൌ ௗሺ௭ି௭כሻ
ௗ௧

, maka persamaan (2.10) 
dapat ditulis dalam bentuk matriks dibawah ini. 

 

݀
ݐ݀ ൥

ݔ െ כݔ

ݕ െ כݕ

ݖ െ כݖ
൩ ൌ ቎

݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

቏ ൅ 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
,כݔሺ݂߲ۍ ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
ሺݔ െ ሻכݔ ൅

߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݕ߲

ሺݕ െ ሻכݕ ൅
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
ሺݖ െ ሻכݖ

߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݔ߲

ሺݔ െ ሻכݔ ൅
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
ሺݕ െ ሻכݕ ൅

߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݖ߲

ሺݖ െ ሻכݖ

߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݔ߲

ሺݔ െ ሻכݔ ൅
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
ሺݕ െ ሻכݕ ൅

߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
ݖ߲

ሺݖ െ ሻכݖ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൅ ቎
,ݔଵሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଶሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଷሺߟ ,ݕ ሻݖ

቏ 

 

atau dapat dinyatakan sebagai  

݀
ݐ݀

൥
ݔ െ כݔ

ݕ െ כݕ

ݖ െ כݖ
൩ ൌ ቎

݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ
݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

቏ ൅ 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
,כݔሺ݂߲ۍ ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

቎
ሺݔ െ ሻכݔ
ሺݕ െ ሻכݕ
ሺݖ െ ሻכݖ

቏ ൅ ቎
,ݔଵሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଶሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଷሺߟ ,ݕ ሻݖ

቏. 

 
(2.15)

 

Matriks 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

డ௙ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௫

డ௙ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௬

డ௙ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௭

డ௚ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௫

డ௚ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௬

డ௚ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௭

డ௛ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௫

డ௛ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௬

డ௛ሺ௫כ,௬כ,௭כሻ
డ௭ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 disebut matriks Jacobi dan 

dinotasikan dengan ܬሺכݔ, ,כݕ  .ሻכݖ
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     Jika dimisalkan ݑ ൌ ሺݔ െ ݒ ,ሻכݔ ൌ ሺݕ െ ݓ ,ሻכݕ ൌ ሺݖ െ   ,ሻכݖ
maka ሬ߱ሬԦ dapat dinyatakan sebagai ሬ߱ሬԦ ൌ ሺݑ, ,ݒ  ሻ் dan denganݓ
mengingat bahwa ݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൌ ݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൌ ݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ ൌ 0, 
maka persamaan (2.15) dapat ditulis menjadi  

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ݑ݀
ݐ݀
ݒ݀
ݐ݀
ݓ݀
ݐ݀ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݂ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݃ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݔ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݕ߲
߲݄ሺכݔ, ,כݕ ሻכݖ

ݖ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቈ
ݑ
ݒ
ݓ

቉ ൅ ቎
,ݔଵሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଶሺߟ ,ݕ ሻݖ
,ݔଷሺߟ ,ݕ ሻݖ

቏. 

 

Bentuk di atas dapat dinyatakan sebagai 
 

݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀

ൌ ,כݔሺܬ ,כݕ ሻכݖ ሬ߱ሬԦ ൅  Ԧ, (2.16)ߟ

dengan ߟԦ ൌ ൫1ߟሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ,ݔ2ሺߟ ,ݕ ,ሻݖ ,ݔ3ሺߟ ,ݕ  .ሻ൯்ݖ
     Untuk ሺݔ, ,ݕ ,כݔሻ yang berada cukup dekat dengan ሺݖ ,כݕ  ,ሻכݖ
ሺݑ, ,ݒ Ԧԡߟሻ bernilai kecil sehingga ԡݓ ൑ ԡ ሬ߱ሬԦԡ. Oleh karena itu, ߟԦ 
dapat diabaikan dan sistem nonlinear persamaan (2.16) dapat 
dihampiri oleh sistem linear 

݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀

ൌ ,כݔሺܬ ,כݕ ሻכݖ ሬ߱ሬԦ. (2.17) 
 

Untuk ݔ ൌ ,כݔ ݕ ൌ ݖ dan ,כݕ ൌ ,ݑdiperoleh ሺ כݖ  ,ݒ ሻݓ ൌ ሺ0,0,0ሻ, 
sehingga sistem linear persamaan (2.17) memiliki titik 
kesetimbangan ሺݑ, ,ݒ ሻݓ ൌ ሺ0,0,0ሻ (Boyce dan DiPrima, 2009). 
 
Teorema 2.8.1 

     Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear persamaan 
(2.10) bersifat 
1. stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan adalah 

stabil, 
2. tidak stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan 

adalah tidak stabil (Edward dan Penney, 2001).  
 

     Berdasarkan Teorema 2.8.1 kestabilan yang diperoleh hanya 
bersifat lokal atau hanya di daerah sekitar titik kesetimbangan. Hal 
ini disebabkan kestabilan titik kesetimbangan sistem nonlinear hanya 
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didekati dengan kestabilan titik kesetimbangan sistem linear 
hampiran di sekitar titik tersebut. 
     Jenis-jenis kestabilan titik kesetimbangan pada suatu sistem 
autonomous disajikan pada Tabel 2.1 berikut: 

Tabel 2.1  Jenis-jenis kestabilan titik kesetimbangan berdasarkan         
nilai eigen 

 Nilai Eigen Kestabilan Jenis 
,ଵߣ ,ଶߣ ଷߣ א ଵߣ ܴ ൐ 0 , ଶߣ ൐ 0, ଷߣ ൐ 0 Tidak stabil Simpul 

ଵߣ  ൏ 0, ଶߣ ൏ 0, ଷߣ ൏ 0 Stabil 
asimtotik 

Simpul 

,ଵߣ  ଷߣ ଶ, danߣ
berbeda tanda 

 

 
Tidak stabil 

 
Pelana 

ଵߣ ൌ 0, ଶߣ ൌ 0, ଷߣ ൌ 0 Tidak dapat 
ditentukan 

- 

 
 
2.9 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz 

     Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan karakteristik 
berbentuk 

 

௡ߣ ൅ ݅ଵߣ௡ିଵ ൅ ݅ଶߣ௡ିଶ ൅ ڮ ൅ ݅௡ିଵߣ ൅ ݅௡ ൌ 0, (2.18) 
 

maka kestabilan titik kesetimbangannya dapat ditentukan dengan 
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai 
eigennya. 

 
Definisi 2.9.1 

     Akar-akar persamaan (2.18) memiliki bagian real negatif jika dan 
hanya jika, 

݅௡ ൐ 0 dan ܪଵ ൌ ݅ଵ ൐ 0, ଶܪ ൌ ฬ݅ଵ 1
݅ଷ ݅ଶ

ฬ ൐ 0, 

ଷܪ ൌ อ
݅ଵ 1 0
݅ଷ ݅ଶ ݅ଵ
݅ହ ݅ସ ݅ଷ

อ ൐ ௞ܪ,...,0 ൌ ተ

݅ଵ 1 0
݅ଷ ݅ଶ ݅ଵ

… 0
… 0

ڭ ڭ ڭ
0 0 0

ڰ ڭ
ڮ ݅௞

ተ ൐ 0, 
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dengan ݇ ൌ 1,2, … , ݊. 
     Dengan demikian, titik kesetimbangan sistem bersifat stabil jika 
dan hanya jika determinan matriks Routh-Hurwitz ܪ௞ bernilai positif.  
Untuk kasus tertentu, misalnya ݊ ൌ 3, maka persamaan (2.18) 
menjadi  

ଷߣ    ൅ ݅ଵߣଶ ൅ ݅ଶߣ ൅ ݅ଷ ൌ 0.                          ሺ2.19ሻ 

Akar-akar persamaan (2.19) memiliki bagian real negatif jika dan 
hanya jika ݅ଷ ൐ 0, ݅௜ ൐ 0, dan ݅ଵ݅ଶ ൐ ݅ଷ (Glass dan Murray, 2001). 

2.10   Limit Cycle 

     Menurut  Boyce dan DiPrima (2009), limit cycle adalah suatu 
solusi periodik yang berbentuk lintasan tertutup pada suatu bidang 
fase. Jika untuk ݐ ՜ ∞ arah trayektori di sekitar lintasan menuju limit 
cycle, maka limit cycle bersifat stabil, sedangkan jika arah konvergensi 
solusi lintasan menjauhi limit cycle, maka limit cycle bersifat tidak 
stabil.  

2.11   Teorema Poincaŕ܍-Dulac 

Teorema 2.11.1 (Kriteria Dulac) 

     Andaikan ࣞ adalah suatu daerah terhubung sederhana pada Թଶ, 
,ݔሺܤ  ݃ ሻ adalah suatu fungsi bernilai real pada ࣞ, sedangkan ݂ danݕ
adalah ruas kanan sistem  

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݂ሺݔ,  ሻݕ

ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݃ሺݔ, ,ሻݕ
                                            ሺ2.20ሻ 

jika 

׏ ൉ ሺ݂ܤ, ሻ݃ܤ ൌ
߲ሺ݂ܤሻ

ݔ߲
൅

߲ሺ݃ܤሻ
ݕ߲

് 0 

dan ׏ ൉ ሺ݂ܤ,  ሻ tidak berubah tanda pada daerah ࣞ, maka tidak݃ܤ
terdapat orbit periodik pada daerah ࣞ. 
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Teorema 2.11.2 (Teorema Poincarè) 

     Misalkan ࣞ adalah daerah terbatas pada bidang x-y dan sistem 
autonomous dua dimensi persamaan (2.20) adalah sistem dinamik di 
mana f dan g kontinu dan diferensiabel. Jika trayektori sistem 
dinamik selalu berada pada ࣞ untuk semua ݐ ൒ 0, maka trayektori 
dapat berupa salah satu di antara yang berikut ini. 

1. Orbit periodik. 
2. Menuju orbit periodik. 
3. Menuju titik kesetimbangan jika ݐ ՜ ∞. 

 
     Berdasarkan Teorema (2.11.1) dan Teorema (2.11.2), dapat 
dikatakan bahwa sistem dinamik yang solusinya terbatas pada daerah 
ࣞ tidak memiliki orbit periodik, maka orbit solusi akan menuju titik 
kesetimbangan yang stabil lokal, sehingga titik kesetimbangan 
tersebut merupakan titik kesetimbangan yang stabil global (Richard, 
2002). 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

     Dalam bab ini dibahas konstruksi model predator-prey dalam 
suatu jaring-jaring makanan yang terdiri dari tiga spesies, yaitu 
spesies prey, intermediate-predator, dan top-predator. Dalam 
mengkonstruksi model diperlukan proses penskalaan untuk 
penyederhanaan model. Pada skripsi ini lebih ditekankan pada  
analisis dinamik model predator-prey tiga spesies, yaitu penentuan 
titik kesetimbangan dan menganalisis jenis kestabilannya. Pada 
bagian akhir dilakukan beberapa simulasi numerik untuk menunjang 
hasil analisis dinamik yang telah diperoleh. 
 
3.1 Konstruksi Model  

3.1.1 Model populasi prey 

     Jumlah prey tumbuh mengikuti model logistik dengan carrying 
capacity atau daya dukung lingkungan sebesar K dan laju 
pertumbuhan alami sebesar r di mana ܭ,  Թା. Jika spesies prey߳ ݎ
dinyatakan sebagai X, maka laju pertumbuhan populasi prey tanpa 
adanya predator adalah 

݀ܺ
݀ܶ

ൌ ܺݎ ൬1 െ
ܺ
ܭ

൰. 
    Prey dapat dimangsa oleh intermediate-predator dan top-predator, 
sehingga laju pertumbuhan prey terhambat dengan adanya dua 
spesies predator tersebut. Tingkat konsumsi intermediate-predator 
diasumsikan mengikuti fungsi respon Beddington-DeAngelis 

݂ሺܺ, ܻሻ ൌ
߮ܺ

ߩ ൅ ܺ ൅ ܻߛ
,       ߮, ,ߩ ߛ ൐ 0, 

dengan parameter ߮ menyatakan laju konsumsi maksimal 
intermediate-predator, ߛ adalah koefisien gangguan intermediate-
predator, dan  ߩ menyatakan saturation constant. Tingkat konsumsi 
top-predator diasumsikan mengikuti fungsi respon Holling tipe III, 
yaitu 

݂ሺܺሻ ൌ
݉ܺଶ

ଶߙ ൅ ܺଶ ,       ݉, ܽ ൐ 0, 
m menyatakan laju konsumsi maksimal top-predator dan saturation 
constant dinyatakan dengan ߙ. 
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     Jika koefisien pemangsaan dari intermediate-predator dan top-
predator terhadap prey masing-masing ොܽଵ dan ොܽଶ secara berturut-
turut, maka laju pertumbuhan populasi prey dengan pemangsaan dua 
predator adalah 

݀ܺ
݀ܶ

ൌ ܺݎ ൬1 െ
ܺ
ܭ

൰ െ
ොܽଵܻܺ

ߩ ൅ ܺ ൅ ܻߛ
െ

ොܽଶܺଶܼ
ଶߙ ൅ ܺଶ. 

 
(3.1) 

 

3.1.2 Model populasi predator 

     Terdapat dua jenis predator dalam model predator-prey tiga 
spesies, yaitu intermediate-predator dan top-predator. Jumlah 
populasi kedua predator tersebut sangat dipengaruhi oleh populasi 
prey. Spesies intermediate-predator dinyatakan dengan Y dan spesies 
top-predator dinyatakan dengan Z.  
     Tingkat konsumsi intermediate-predator terhadap prey mengikuti 
fungsi respon Beddington-DeAngelis dengan koefisien pemangsaan 
sebesar ෠ܾଵ. Dengan memangsa prey populasi intermediate-predator 
dapat bertahan hidup. Jumlah populasi intermediate-predator dapat 
berkurang disebabkan oleh dua faktor. Faktor pertama, yaitu  adanya 
pemangsaan oleh top-predator dengan koefisien pemangsaan sebesar 
ොܽଷ dan saturation constant sebesar ߚ. Faktor kedua, yaitu adanya 
kematian alami dari intermediate-predator dengan laju sebesar ̂ߤ. 
Dengan demikian laju pertumbuhan populasi intermediate-predator 
dapat dinyatakan sebagai  

ܻ݀
݀ܶ

ൌ
෠ܾଵܻܺ

ߩ ൅ ܺ ൅ ܻߛ
െ

ොܽଷܻଶܼ
ଶߚ ൅ ܻଶ െ  .ܻߤ̂

 
(3.2) 

     Populasi top-predator dapat bertahan hidup dengan melakukan 
pemangsaan. Oleh karena itu, populasi top-predator akan bertambah 
setelah melakukan pemangsaan terhadap populasi prey dan 
intermediate-predator dengan koefisien pemangsaan sebesar ෠ܾଶ dan 
෠ܾଷ secara berturut-turut. Tingkat konsumsi top-predator mengikuti 
fungsi respon Holling tipe III, yaitu fungsi respon yang hanya 
bergantung pada spesies yang dimangsanya, dalam hal ini adalah 
intermediate-predator dan prey. Jumlah populasi top-predator dapat 
berkurang karena terjadinya kematian alami dengan laju ̂ߤ dan 
dikarenakan adanya laju emigrasi dari top-predator sebesar ݍො. Model 
laju pertumbuhan populasi top-predator adalah 
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ܼ݀
݀ܶ

ൌ
෠ܾଶܺଶܼ

ଶߙ ൅ ܺଶ ൅
෠ܾଷܻଶܼ

ଶߚ ൅ ܻଶ െ ܼߤ̂ െ  .ොܼݍ

 

 
(3.3) 

     Dari persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3), model predator-prey tiga 
spesies yang terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-
predator adalah 

݀ܺ
݀ܶ

ൌ ܺݎ ൬1 െ
ܺ
ܭ

൰ െ
ොܽଵܻܺ

ߩ ൅ ܺ ൅ ܻߛ
െ

ොܽଶܺଶܼ
ଶߙ ൅ ܺଶ 

 

ܻ݀
݀ܶ

ൌ
෠ܾଵܻܺ

ߩ ൅ ܺ ൅ ܻߛ
െ

ොܽଷܻଶܼ
ଶߚ ൅ ܻଶ െ  ܻߤ̂

(3.4) 
 
 

ܼ݀
݀ܶ

ൌ
෠ܾଶܺଶܼ

ଶߙ ൅ ܺଶ ൅
෠ܾଷܻଶܼ

ଶߚ ൅ ܻଶ െ ܼߤ̂ െ  ,ොܼݍ
 

dengan nilai awal ܺሺ0ሻ ൐ 0, ܻሺ0ሻ ൐ 0, dan ܼሺ0ሻ ൐ 0. 
     Sistem persamaan (3.4) memiliki 14 parameter 
൫ݎ, ,ܭ ,ߩ ,ߛ ,ߙ ,ߚ ොܽଵ, ොܽଶ, ොܽଷ, ෠ܾଵ, ෠ܾଶ, ෠ܾଷ, ,ߤ̂  ො൯ yang membuat analisisݍ
menjadi rumit. Untuk menyederhanakan sistem persamaan (3.4) 
dilakukan penskalaan dengan menggunakan persamaan berikut: 
ܶ ൌ ௧

௥
, ܺ ൌ ܻ ,ݔܭ ൌ ܼ ,yܭ ൌ z, ොܽଵܭ ൌ aଵ, ොܽଶݎ ൌ aଶ, ොܽଷݎ ൌ  ,aଷݎ

෠ܾଵ ൌ bଵ, ෠ܾଶݎ ൌ bଶ, ෠ܾଷݎ ൌ ߤ̂ ,bଷݎ ൌ ොݍ µ, danݎ ൌ    .qݎ
     Dari hasil penskalaan diperoleh sistem yang lebih sederhana 
untuk sistem persamaan (3.4) dengan 12 parameter 
ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷ, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ, ,ߛ ,ߤ  ሻ berikut ini (perhitunganݍ
diberikan pada Lampiran 1). 

            
ݔ݀
ݐ݀

ൌ ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ

ܽଶݔଶݖ
݉ଶ

ଶ ൅  ଶݔ
 

ݕ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ

ܽଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ  ݕߤ
(3.5) 

     
ݖ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଶݔଶݖ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ ൅

ܾଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ ݖߤ െ  ,ݖݍ
 

dengan ݉ଵ ൌ ఘ
௄

, ݉ଶ ൌ ఈ
௄

,  dan ݉ଷ ൌ ఉ
௄

. 
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3.2 Titik Kesetimbangan Model 

     Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.5) diperoleh jika 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ
ݕ݀
ݐ݀

ൌ
ݖ݀
ݐ݀

ൌ 0. 

Dalam hal ini akan dilakukan analisis pada tiga kasus, yaitu pada saat 
ݔ .1 ൌ 0  (tidak terdapat prey dalam populasi tersebut), 
ݕ .2 ൌ 0 (intermediate-predator tidak ada, sehingga dalam 

populasi tersebut hanya prey dan top-predator yang dapat 
bertahan hidup berdampingan), 

ݖ .3 ൌ 0 (dalam populasi tidak terdapat top-predator, hanya 
terdapat dua spesies yang bertahan hidup secara 
berdampingan, yaitu prey dan intermediate-predator). 

Kasus 1. Jika ݔ ൌ 0 sistem persamaan (3.5) menjadi 

ݔ ൌ 0, (3.6 a) 

െ
ܽଷݕଶݖ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ െ ݕߤ ൌ 0, 

(3.6 b) 

dan  

ܾଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ ݖߤ െ ݖݍ ൌ 0, 
(3.6 c) 

Persamaan (3.6) (c) dapat dijabarkan menjadi 

ܾଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ ሺߤ ൅ ݖሻݍ ൌ 0 

ܾଷݕଶݖ െ ሺߤ ൅ ሺ݉ଷݖሻݍ
ଶ ൅ ଶሻݕ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ ൌ 0 

ܾଷݕଶݖ െ ሺߤ ൅ ሺ݉ଷݖሻݍ
ଶ ൅ ଶሻݕ ൌ 0 

൫ܾଷݕଶ െ ሺߤ ൅ ሻሺ݉ଷݍ
ଶ ൅ ݖଶሻ൯ݕ ൌ 0 

ݖ ൌ 0. 
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Nilai ݖ ൌ 0 disubstitusikan pada persamaan (3.6) (b) sehingga 
diperoleh 

െ
ܽଷݕଶݖ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ െ ݕߤ ൌ 0 

                     െݕߤ ൌ 0 

ݕ                           ൌ 0. 

Dengan demikian titik kesetimbangan pada kasus ini adalah ሺ0,0,0ሻ. 

Kasus 2. Jika ݕ ൌ 0, maka sistem persamaan (3.5) menjadi sistem 
persamaan (3.7), yaitu 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ ௔మ௫మ௭
௠మమା௫మ ൌ 0,  (3.7 a) 

ݕ ൌ 0, (3.7 b) 

dan   

ܾଶݔଶݖ
݉ଶ

ଶ ൅ ଶݔ െ ݖߤ െ ݖݍ ൌ 0. 
 
(3.7 c) 

Titik kesetimbangan diperoleh dari penyelesaian berikut ini. 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଶݔଶݖ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ ൌ 0 

ሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ
ܽଶݔଶݖ

݉ଶ
ଶ ൅  ଶݔ

ݖ      ൌ ሺଵି௫ሻ൫௠మ
మା௫మ൯

௔మ௫
.    (3.8) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.7) (c) 
didapatkan persamaan (3.9). 

௕మ௫మ൬
ሺభషೣሻ൫೘మమశೣమ൯

ೌమೣ ൰

௠మమା௫మ െ ߤ ቀሺଵି௫ሻ൫௠మ
మା௫మ൯

௔మ௫
ቁ െ ݍ ቀሺଵି௫ሻ൫௠మ

మା௫మ൯
௔మ௫

ቁ ൌ 0  
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௕మ௫మቀሺଵି௫ሻ൫௠మ
మା௫మ൯ቁ

ሺ௠మమା௫మሻሺ௔మ௫ሻ െ ሺߤ ൅ ሻݍ ቀሺଵି௫ሻ൫௠మ
మା௫మ൯

௔మ௫
ቁ ൌ 0  

ܾଶݔଶሺ1 െ ሻݔ
ሺܽଶݔሻ െ ሺߤ ൅ ሻݍ ቆ

ሺ1 െ ሻሺ݉ଶݔ
ଶ ൅ ଶሻݔ

ܽଶݔ
ቇ ൌ 0 

ሺଵି௫ሻ
ሺ௔మ௫ሻ ൫ܾଶݔଶ െ ሺߤ ൅ ሻሺ݉ଶݍ

ଶ ൅ ଶሻ൯ݔ ൌ 0  

   ሺ1 െ ሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ଶݔሻ൯ݍ െ ሺߤ ൅ ሻ݉ଶݍ
ଶ ൌ 0.     (3.9) 

Dari persamaan (3.9) diperoleh solusi ݔ ൌ ݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ atau ݔ ൌ 1. 

Jika solusi tersebut disubstitusikan ke persamaan (3.8), maka 
diperoleh 

ݖ ൌ 0 
atau  

ݖ ൌ
ቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቇ൭௠మ
మାቆ௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቇ
మ

൱

௔మ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

 .  

     Berdasarkan perhitungan di atas diperoleh dua titik 
kesetimbangan pada kasus ini, yaitu  titik kesetimbangan pertama 
ሺ1,0,0ሻ dan titik kesetimbangan kedua adalah  

൮݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ , 0,

ቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ൭௠మ

మାቆ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

మ
൱

௔మ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

  ൲.  

Titik kesetimbangan kedua eksis jika memenuhi ܾଶ ൐ ሺߤ ൅  ሻ danݍ

1 ൒ ݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ. 
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Kasus 3. Jika ݖ ൌ 0, maka sistem persamaan (3.5) menjadi sistem 
persamaan (3.10). 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
ൌ 0, (3.10 a) 

ܾଵݕݔ
݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ

— ݕߤ ൌ 0, 
(3.10 b) 

dan  

ݖ ൌ 0. (3.10  c) 
Untuk memperoleh titik kesetimbangan, dilakukan perhitungan 
persamaan (3.10) (b) berikut ini. 

          
ܾଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
— ݕߤ ൌ 0 

ܾଵݕݔ— ሺ݉ଵݕߤ ൅ ݔ ൅ ሻݕߛ
݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ

ൌ 0 

ܾଵݕݔ— ଵ݉ݕߤ െ ݔݕߤ െ ଶݕߛߤ ൌ 0 

—ݔ൫ܾଵݕ ଵ݉ߤ െ ݔߤ െ ൯ݕߛߤ ൌ 0.                 (3.11) 

Penyelesaian persamaan (3.11) menghasilkan dua solusi, yaitu 

ݕ ൌ 0 (3.12 a) 

atau 

ݕ ൌ
ܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ݔߤ

ߛߤ
. 

(3.12 b) 

     Dengan mensubstitusikan solusi persamaan (3.12) ke persamaan 
(3.10) (a), diperoleh tiga solusi nilai x, yaitu ݔ ൌ ݔ ,0 ൌ 1, atau 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
௔భ௫൬್భೣ—ഋ೘భషഋೣ

ഋം ൰

௠భ ା௫ାఊ൬್భೣ—ഋ೘భషഋೣ
ഋം ൰

ൌ 0.  

Perhitungan solusi ݔሺ1 െ ሻݔ െ
௔భ௫൬್భೣ—ഋ೘భషഋೣ

ഋം ൰

௠భ ା௫ାఊ൬್భೣ—ഋ೘భషഋೣ
ഋം ൰

ൌ 0, yaitu 
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ሺ1ݔ  െ ሻݔ െ
ܽଵݔሺܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ሻݔߤ

݉ଵߛߤ ൅ ߛߤݔ ൅ —ݔሺܾଵߛ ଵ݉ߤ െ ሻݔߤ ൌ 0 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଵݔሺܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ሻݔߤ

݉ଵߛߤ ൅ ߛߤݔ ൅ ݔଵܾߛ െ ଵ݉ߤߛ െ ݔߤߛ
ൌ 0 

ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଵݔሺܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ሻݔߤ

ݔଵܾߛ
ൌ 0 

ሺ1ݔ െ ݔଵܾߛሻݔ െ ܽଵݔሺܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ሻݔߤ
ݔଵܾߛ

ൌ 0 

ሺ1ݔ                െ ݔଵܾߛሻݔ െ ܽଵݔ൫ܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ൯ݔߤ ൌ 0 

ݔ              ቀሺ1 െ ݔଵܾߛሻݔ െ ܽଵ൫ܾଵݔ— ଵ݉ߤ െ ൯ቁݔߤ ൌ 0.            (3.13) 

Dari persamaan (3.13) diperoleh tiga solusi, yaitu  

ݔ ൌ 0, 

ݔ ൌ ௕భఊା௔భఓି௔భ௕భାඥሺ௕భఊା௔భఓି௔భ௕భሻమାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

,         (3.14) 

atau 

ݔ ൌ ௕భఊା௔భఓି௔భ௕భିඥሺ௕భఊା௔భఓି௔భ௕భሻమାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

.         (3.15) 

Dengan memisalkan ܣ ൌ ܾଵߛ ൅ ܽଵߤ െ ܽଵܾଵ, persamaan (3.14) dan 

(3.15) menjadi ݔ ൌ ஺ାඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

 atau ݔ ൌ ஺ିඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

. 
Jika ketiga solusi tersebut disubstitusikan ke persamaan (3.12) (b), 

maka  diperoleh nilai ݕ ൌ ି௠భ
ఊ

ݕ , ൌ
ሺ௕భିఓሻ

ಲశටಲమశర್భംೌభഋ೘భ
మ್భം ିఓ௠భ

ఓఊ
, atau 

ݕ ൌ
ሺ௕భିఓሻ

ಲషටಲమశర್భംೌభഋ೘భ
మ್భം ିఓ௠భ

ఓఊ
. Jadi, pada kasus ini diperoleh tiga 

titik kesetimbangan berikut ini. 
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1. ቀ0, ି௠భ
ఊ

, 0ቁ 

     Titik kesetimbangan ini tidak eksis, hal tersebut disebabkan 
populasi tidak bernilai negatif atau dapat dikatakan bahwa tidak 
mungkin intermediate-predator dapat hidup sendiri tanpa adanya 
prey maupun top-predator dengan laju pertumbuhan yang terus 
menurun. 

2. ൮஺ାඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

,
ሺ௕భିఓሻ

ಲశටಲమశర್భംೌభഋ೘భ
మ್భം ିఓ௠భ

ఓఊ
, 0൲ 

     Titik kesetimbangan ini eksis jika ܾଵߛ ൅ ܽଵߤ ൒ ܽଵܾଵ dan  

 ܾଵ
஺ାඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ

ଶ௕భఊ
൒ ߤ ൬݉ଵ ൅ ஺ାඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ

ଶ௕భఊ
൰.  

3. ൮஺ିඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

,
ሺ௕భିఓሻ

ಲషටಲమశర್భംೌభഋ೘భ
మ್భം ିఓ௠భ

ఓఊ
, 0൲ 

      Titik kesetimbangan ini eksis jika terpenuhi dua syarat berikut 
ini. 

ܾଵߛ ൅ ܽଵߤ ൒ ܽଵܾଵ ൅ ඥܣଶ ൅ 4ܾଵܽߛଵ݉ߤଵ 

dan 

ܾଵ
ܣ െ ඥܣଶ ൅ 4ܾଵܽߛଵ݉ߤଵ

2ܾଵߛ ൒ ߤ ൭݉ଵ ൅
ܣ െ ඥܣଶ ൅ 4ܾଵܽߛଵ݉ߤଵ

2ܾଵߛ ൱, 

akan tetapi syarat eksistensi titik kesetimbangan ini tidak dapat 
dipenuhi sebab nilai x dan y harus lebih besar nol, sedangkan nilai 
஺ିඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ

ଶ௕భఊ
 tidak mungkin bernilai lebih besar nol dengan 

semua parameter bernilai positif, nilai yang dapat dicapai hanya 
kurang dari sama dengan nol. 
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     Berdasarkan perhitungan di atas terdapat empat titik 
kesetimbangan yang eksis untuk sistem persamaan (3.5), yaitu 
଴ܧ .1 ൌ ሺ0,0,0ሻ 
ଵܧ .2 ൌ ሺ1,0,0ሻ 
ଶܧ .3 ൌ ሺݔଶ, 0,   ଶሻݖ

ൌ ൮݉2ට ሺߤ൅ݍሻ
ܾ2െሺߤ൅ݍሻ

, 0,
൬1െ݉2ට

ሺߤ൅ݍሻ
ܾ2െሺߤ൅ݍሻ൰൭݉2

2൅൬݉2ට
ሺߤ൅ݍሻ

ܾ2െሺߤ൅ݍሻ൰
2

൱

ܽ2݉2ට
ሺߤ൅ݍሻ

ܾ2െሺߤ൅ݍሻ

 ൲.  

ଷܧ .4 ൌ ሺݔଷ, ,ଷݕ 0ሻ 

ൌ ൮஺ାඥ஺మାସ௕భఊ௔భఓ௠భ
ଶ௕భఊ

,
ሺ௕భିఓሻ

ಲశටಲమశర್భംೌభഋ೘భ
మ್భം ିఓ௠భ

ఓఊ
, 0൲.  

3.3  Kestabilan Titik Kesetimbangan 

     Sifat kestabilan titik kesetimbangan pada model predator-prey 
tiga spesies diperiksa melalui analisis kestabilan sistem dinamik. 
Sistem persamaan model predator-prey tiga spesies merupakan 
sistem persamaan diferensial biasa nonlinear, sehingga untuk 
menentukan kestabilan titik kesetimbangan dilakukan proses 
linearisasi. Dari hasil proses linearisasi sistem persamaan (3.5) 
diperoleh matriks Jacobi 

,ݔሺܬ ,ݕ ሻݖ ൌ ൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

ܾଵଵ ܾଵଶ െܾଵଷ
ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ

൩, 
(3.16) 

dengan  

ܽଵଵ ൌ ݔ2 ቆ1 ൅
ܽଶ݉ଶ

ଶݖ
ሺ݉ଶ

ଶ ൅ ଶሻଶቇݔ ൅
ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅  ,ሻଶݕߛ

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔሺ݉ଵ ൅ ሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅  ,ሻଶݕߛ

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଶ

݉ଶ
ଶ ൅  ,ଶݔ
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ܾଵଵ ൌ
ܾଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅  ,ሻଶݕߛ

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔሺ݉ଵ ൅ ሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ 2
ܽଷ݉ݖݕଷ

ଶ

ሺ݉ଷ
ଶ ൅ ଶሻଶݕ െ  ,ߤ

ܾଵଷ ൌ
ܽଷݕଶ

݉ଷ
ଶ ൅  ,ଶݕ

ܿଵଵ ൌ
2ܾଶ݉ݖݔଶ

ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅  ,ଶሻଶݔ

ܿଵଶ ൌ
2ܾଷ݉ݖݕଷ

ଶ

ሺ݉ଷ
ଶ ൅  ,ଶሻଶݕ

ܿଵଷ ൌ
ܾଶݔଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ ൅

ܾଷݕଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ െ ሺߤ ൅  .ሻݍ

     Berdasarkan matriks Jacobi yang diperoleh di atas, sistem 
nonlinear persamaan (3.5) dapat didekati dengan sistem linear 
berikut ini. 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ݑ݀
ݐ݀
ݒ݀
ݐ݀
ݓ݀
ݐ݀ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ቎൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

ܾଵଵ ܾଵଶ െܾଵଷ
ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ

൩቏ ቈ
ݑ
ݒ
ݓ

቉ 

atau dapat dinyatakan sebagai 

ݑ݀
ݐ݀

ൌ ቆ1 െ ݔ2 ቆ1 ൅
ܽଶ݉ଶ

ଶݖ
ሺ݉ଶ

ଶ ൅ ଶሻଶቇݔ ൅
ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻଶቇݕߛ  ݑ

െ
ܽଵݔሺ݉ଵ ൅ ሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ ݒ െ
ܽଶݔଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ  ݓ

ݒ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ  ݑ

൅ ቆ
ܾଵݔሺ݉ଵ ൅ ሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ 2
ܽଷ݉ݖݕଷ

ଶ

ሺ݉ଷ
ଶ ൅ ଶሻଶݕ െ ቇߤ ݒ െ

ܽଷݕଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ  ݓ
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ݓ݀
ݐ݀

ൌ
2ܾଶ݉ݖݔଶ

ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶሻଶݔ ݑ ൅

2ܾଷ݉ݖݕଷ
ଶ

ሺ݉ଷ
ଶ ൅ ଶሻଶݕ  ݒ

൅ ൭
ܾଶݔଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ ൅

ܾଷݕଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଶݕ െ ሺߤ ൅ ሻ൱ݍ  ,ݓ

di mana ݑ ൌ ሺݔ െ ݒ ,ሻכݔ ൌ ሺݕ െ ݓ ሻ, danכݕ ൌ ሺݖ െ  .ሻכݖ
 
3.3.1 Titik kesetimbangan ࡱ૙ ൌ ሺ૙, ૙, ૙ሻ 

     Dengan mensubstitusikan ݔ ൌ ݕ ,0 ൌ 0, dan ݖ ൌ 0 pada matriks 
Jacobi persamaan (3.16), diperoleh matriks Jacobi di titik ܧ଴ adalah  

଴ሻܧሺܬ ൌ ൥
1 0 0
0 െߤ 0
0 0 െሺߤ ൅ ሻݍ

൩, 

nilai eigen dari matriks Jacobi ܬሺܧ଴ሻ adalah ߣଵ ൌ ଶߣ  ,1 ൌ െߤ,  dan  
ଷߣ ൌ െሺߤ ൅  ଵ bernilai positif, maka titikߣ ሻ. Oleh karena nilai eigenݍ
kesetimbangan ܧ଴ bersifat tidak stabil. 
 
3.3.2 Titik kesetimbangan ࡱ૚ ൌ ሺ૚, ૙, ૙ሻ 

     Hasil linearisasi sistem persamaan (3.5) di sekitar titik 
kesetimbangan ܧଵ menghasilkan matriks Jacobi 

ଵሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
െ1ۍ െ ௔భ

௠భାଵ
െ ௔మ

௠మమାଵ

0 ௕భ
௠భାଵ

െ ߤ 0

0 0 ௕మ
௠మమାଵ

െ ሺߤ ൅ ےሻݍ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

. 

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi ܬሺܧଵሻ adalah  

ሺߣ ൅ 1ሻ ቆߣ െ ቀ ௕భ
௠భାଵ

െ ቁቇߤ ൭ߣ െ ቆ ௕మ
௠మమାଵ

െ ሺߤ ൅ ሻቇ൱ݍ ൌ 0. 

Dari persamaan karakteristik tersebut diperoleh tiga nilai eigen, yaitu 
ଵߣ ൌ െ1, ߣଶ ൌ ௕భ

௠భାଵ
െ ଷߣ dan ,ߤ ൌ ௕మ

௠మమାଵ
െ ሺߤ ൅   ሻ. Berdasarkanݍ

nilai eigen tersebut titik kesetimbangan ܧଵ akan stabil asimtotik jika 
௕భ

௠భାଵ
൏ dan  ௕మ ߤ

௠మమାଵ
൏ ሺߤ ൅  .ሻݍ
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3.3.3 Titik kesetimbangan ࡱ૛ ൌ ሺ࢞૛, ૙,  ૛ሻࢠ

     Titik kesetimbangan ܧଶ menunjukkan bahwa tidak terdapat 
spesies intermediate-predator dalam populasi tersebut atau disebut 
titik kesetimbangan bebas intermediate-predator. Matriks Jacobi  
hasil linearisasi di sekitar ܧଶ adalah  

ଶሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ଶݔ2 ቆ1 ൅

ܽଶ݉ଶ
ଶݖଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶቇ െ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ

ܽଶݔଶ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ

0
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ߤ 0

2ܾଶݔଶݖଶ݉ଶ
ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶ 0
ܾଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

0 ܾଵଶ 0
ܿଵଵ 0 ܿଵଷ

൩, 
 

dengan  

ܽଵଵ ൌ ଶݔ2 ቆ1 ൅
ܽଶ݉ଶ

ଶݖଶ
ሺ݉ଶ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶሻଶቇ, 

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
, 

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ, 

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ  ,ߤ

ܿଵଵ ൌ
2ܾଶݔଶݖଶ݉ଶ

ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶ, 

ܿଵଷ ൌ
ܾଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ െ ሺߤ ൅  .ሻݍ

Jika disubstitusikan nilai ݔଶ, ݕଶ, dan ݖଶ dengan  

ଶݔ ൌ ݉ଶඨ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅  ,ሻݍ

ଶݕ ൌ 0, 
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ଶݖ ൌ

ቌ1 െ ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ ൮݉ଶ

ଶ ൅ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ

൲

ܽଶ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

,  

ke dalam matriks Jacobi ܬሺܧଶሻ sebagaimana tercantum pada 
Lampiran 2, diperoleh 

ܽଵଵ ൌ ଶݔ2 െ 2
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ
ሺݔଶ െ 1ሻ, 

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
, 

ܽଵଷ ൌ
ܽଶሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ
, 

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ  ,ߤ

ܿଵଵ ൌ
2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ

ܽଶ
, 

ܿଵଷ ൌ 0. 

Persamaan karakteristik matriks Jacobi ܬሺܧଶሻ (perhitungan tercantum 
dalam Lampiran 3) adalah 

ଷߣ ൅ ଶߣଵܣ ൅ ߣଶܣ ൅ ଷܣ ൌ 0, 
dengan 
ଵܣ ൌ െሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܾଵଶ, 

ଶܣ ൌ ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܿଵଵܽଵଷ,

ଷܣ ൌ ܿଵଵܾଵଶܽଵଷ. 
   Dengan menggunakan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz titik 
kesetimbangan tersebut akan stabil atau persamaan karakteristik 
tersebut akan memiliki nilai eigen ߣଵ ൏ 0, ଶߣ ൏ 0, ଷߣ ൏ 0 jika dan 
hanya jika memenuhi ܣଷ ൐ ଵܣ ,0 ൐ 0, dan ܣଵܣଶ െ ଷܣ ൐ 0. 
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3.3.4 Titik kesetimbangan ࡱ૜ ൌ ሺ࢞૜, ,૜࢟ ૙ሻ 

     Pada titik kesetimbangan ini tidak terdapat spesies top-predator 
yang mempengaruhi sistem, karena nilai z ൌ 0. Titik kesetimbangan 
ini disebut titik kesetimbangan bebas top-predator. Linearisasi di 
sekitar titik kesetimbangan ܧଷ untuk sistem persamaan (3.5) 
menghasilkan matriks Jacobi berikut ini. 

ଷሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ଷݔ2 െ

ܽଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ

ܽଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ

ܽଶݔଷ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ

ܾଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ

ܾଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ ߤ െ

ܽଷݕଷ
ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ

0 0
ܾଶݔଷ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ ൅
ܾଷݕଷ

ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

ܾଵଵ ܾଵଶ െܾଵଷ
0 0 ܿଵଷ

൩, 

 

di mana 

ܽଵଵ ൌ ଷݔ2 ൅
ܽଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଷ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ, 

ܾଵଵ ൌ
ܾଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ  ,ߤ

ܾଵଷ ൌ
ܽଷݕଷ

ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ, 

ܿଵଷ ൌ
ܾଶݔଷ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ ൅
ܾଷݕଷ

ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ െ ሺߤ ൅  .ሻݍ
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Matriks Jacobi ܬሺܧଷሻ sulit untuk disederhanakan dengan 
mensubstitusikan nilai  

ଷݔ ൌ
ܣ ൅ ඥܣଶ ൅ 4ܾଵܽߛଵ݉ߤଵ

2ܾଵߛ
, 

ଷݕ ൌ
ሺܾଵ െ ሻߤ ܣ ൅ ඥܣଶ ൅ 4ܾଵܽߛଵ݉ߤଵ

2ܾଵߛ െ ଵ݉ߤ

ߛߤ
, 

ଷݖ ൌ 0. 
     Berdasarkan matriks Jacobi ܬሺܧଷሻ persamaaan karakteristik 
(perhitungan tercantum pada Lampiran 4) sistem persamaan (3.5), 
yaitu 

ଷߣ ൅ ሺെܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܿଵଷሻߣଶ ൅ ൫ሺ1 െ ܽଵଵሻሺܾଵଶ ൅ ܿଵଷሻ ൅
ܽଵଶܾଵଵ ൅ ܿଵଷܾଵଶ൯ߣ ൅ ሺെሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶܿଵଷ െ ܿଵଷܾଵଵܽଵଶሻ ൌ 0.   (3.17) 

Dari persamaan karakteristik tersebut untuk mengetahui sifat 
kestabilan titik kesetimbangan ܧଷ sulit ditentukan dengan 
menentukan nilai eigennya. Oleh karena itu, sifat kestabilan titik 
kesetimbangannya dapat ditentukan dengan menggunakan kriteria 
kestabilan Routh-Hurwitz.  
     Dengan menggunakan pemisalan ܤଵ, ܤଶ, dan ܤଷ berikut: 
ଵܤ ൌ െܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܿଵଷ, 
ଶܤ ൌ ሺ1 െ ܽଵଵሻሺܾଵଶ ൅ ܿଵଷሻ ൅ ܽଵଶܾଵଵ ൅ ܿଵଷܾଵଶ, 
ଷܤ ൌ െሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶܿଵଷ െ ܿଵଷܾଵଵܽଵଶ, 

maka persamaan karakteristik (3.17) dapat dinyatakan dalam bentuk 
ଷߣ ൅ ଶߣଵܤ ൅ ߣଶܤ ൅ ଷܤ ൌ 0. Persamaan karakteristik tersebut akan 
memiliki nilai eigen negatif jika dan hanya jika memenuhi syarat 
ଷܤ ൐ ଵܤ ,0 ൐ 0, dan ܤଵܤଶ െ ଷܤ ൐ 0. Dengan kata lain, titik 
kesetimbangan ܧଷ stabil jika syarat tersebut terpenuhi. 

3.4 Analisis Kestabilan Global 

     Pada Subbab 3.3 telah dianalisis sifat kestabilan di sekitar titik 
kesetimbangan atau disebut dengan kestabilan lokal. Berdasarkan 
hasil analisis tersebut, terdapat kemungkinan titik kesetimbangan 
yang bersifat stabil lokal juga bersifat stabil global. Terdapat tiga 
titik kesetimbangan yang dimungkinkan bersifat stabil global, yaitu 



33 
 

titik kesetimbangan ܧଵ, ܧଶ, dan ܧଷ. Pada Subbab ini hanya dianalisis 
kestabilan global di sekitar titik kesetimbangan ܧଵ. 
     Titik kesetimbangan ܧଵ ൌ ሺ1,0,0ሻ merupakan titik yang berada 
pada bidang x-y. Oleh karena itu, kestabilan global titik 
kesetimbangan ܧଵ dapat dianalisis dengan menggunakan Teorema 
Poincaré-Dulac. Jika di sekitar titik kesetimbangan ܧଵ tidak terdapat 
orbit periodik, maka titik kesetimbangan ܧଵ bersifat stabil global 
sesuai dengan Subbab 2.11.  
     Keberadaan orbit periodik ditunjukkan dengan kriteria Dulac. 
Perhatikan fungsi Dulac 

,ݔሺܤ ሻݕ ൌ  ,ݕݔ
dengan menggunakan fungsi tersebut diperoleh  

݂ܤ ൌ ݕݔ ൬ݔሺ1 െ ሻݔ െ
ܽଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
൰ 

݃ܤ  ൌ ݕݔ ൬
ܾଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ  ,൰ݕߤ

fungsi f dan g masing-masing adalah ruas kanan persamaan pertama 
dan kedua dari sistem persamaan (3.5). 
     Pada uraian berikut ini ditunjukkan bahwa డሺ஻௙ሻ

డ௫
൅ డሺ஻௚ሻ

డ௬
് 0 dan 

tidak terjadi perubahan tanda pada డሺ஻௙ሻ
డ௫

൅ డሺ஻௚ሻ
డ௬

. 
 
߲ሺ݂ܤሻ

ݔ߲
  ൌ ݕ ൬ݔሺ1 െ ሻݔ െ

ܽଵݕݔ
݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ

൰ 

൅ݕݔ ൭1 െ ݔ2 െ ቆ
ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ݔ ൅ ሻݕߛ െ ܽଵݔݕ

ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ ቇ൱ 

   ൌ ݔݕ ൬1 െ ݔ െ
ܽଵݕ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
൰ 

    ൅ݕݔ ൭1 െ ݔ2 െ ቆ
ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ

ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅  ሻଶቇ൱ݕߛ

ൌ ݕݔ ቆ2 െ ݔ3 െ
ܽଵݕ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ

ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅  ,ሻଶቇݕߛ

 
߲ሺ݃ܤሻ

ݕ߲
ൌ ݔ ൬

ܾଵݕݔ
݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ

െ  ൰ݕߤ
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൅ݕݔ ቆ
ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻݕߛ െ ݔଵܾߛݕ

ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ  ቇߤ

  ൌ ݕݔ ൬
ܾଵݔ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ൰ߤ ൅ ݕݔ ቆ

ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ሻݔ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ  ቇߤ

  ൌ ݕݔ ቆ
ܾଵݔ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ߤ ൅

ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ሻݔ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ  ,ቇߤ

dan  
 
߲ሺ݂ܤሻ

ݔ߲
൅

߲ሺ݃ܤሻ
ݕ߲

 

ൌ ݕݔ ൭2 െ ݔ3 െ
ܽଵݕ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ቆ

ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅  ሻଶቇ൱ݕߛ

൅ݕݔ ቆ
ܾଵݔ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ߤ ൅

ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ሻݔ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ  ቇߤ

ൌ ݕݔ ቆ2 െ ݔ3 െ
ܽଵݕ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ቆ

ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶቇݕߛ

൅
ܾଵݔ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ߤ ൅

ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ሻݔ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ  ቇߤ

ൌ ݕݔ ቆെሺ3ݔ െ 2ሻ െ
ܽଵݕ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ቆ

ܽଵݕሺ݉ଵ ൅ ሻݕߛ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶቇݕߛ

൅
ܾଵݔ

݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ ߤ ൅

ܾଵݔሺ݉ଵ  ൅ ሻݔ
ሺ݉ଵ  ൅ ݔ ൅ ሻଶݕߛ െ ቇߤ ് 0. 

 
Oleh karena 0 ൑ ݔ ൅ ݕ ൑ 1, 0 ൑ ݔ ൅ ݕߛ ൑ 1, ௕భ

௠భାଵ
െ ߤ ൏ 0 jelas 

bahwa ௕భ௫
௠భ ା௫ାఊ௬

െ ߤ ൏ 0 dan ௕భ௫ሺ௠భ ା௫ሻ
ሺ௠భ ା௫ାఊ௬ሻమ െ ߤ ൏ 0, sehingga  

డሺ஻௙ሻ
డ௫

൅ డሺ஻௚ሻ
డ௬

൏ 0. 
     Berdasarkan Teorema 2.11.1 dapat dikatakan bahwa pada 
perilaku solusi sistem persamaan (3.5) tidak terdapat orbit periodik. 
Jadi, sesuai dengan Teorema 2.11.2 titik kesetimbangan ܧଵ bersifat 
stabil global. 
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     Hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan 
(3.5) dicantumkan pada Tabel 3.1 berikut ini. 
 
Tabel 3.1  Syarat kestabilan titik kesetimbangan model predator-

prey tiga spesies 
Titik 

Kesetimbangan 
Jenis 

Kestabilan Syarat Kestabilan 

଴ܧ ൌ ሺ0, 0, 0ሻ Tidak stabil - 

ଵܧ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ Stabil lokal 

ܾଵ

݉ଵ ൅ 1
൏  ,ߤ

ܾଶ

݉ଶ
ଶ ൅ 1

൏ ߤ ൅  .ݍ

Stabil global Stabil lokal 

ଶܧ ൌ ሺ ݔଶ , 0 ,  ଶሻ Stabil lokalݖ
ଶݔ ൐ 0 ଶݖ , ൐ 0, 
ଵܣ ൐ 0, ଶܣ ൐ 0,  
ଶܣଵܣ െ ଷܣ ൐ 0. 

ଷܧ ൌ ሺݔଷ ,  ଷ ,0ሻ Stabil lokalݕ
ଷݔ ൐ 0 , ଷݕ ൐ 0, 
ଵܤ ൐ 0, ଶܤ ൐ 0,  
ଶܤଵܤ െ ଷܤ ൐ 0. 

Catatan: untuk nilai ܣଵ, ,ଶܣ  ,ଷܣ  ,ଵܤ   ଷ dapat dilihat padaܤ ଶ, danܤ 
anak Subbab 3.3.3 dan 3.3.4. 
 
3.5 Simulasi Numerik 

     Pada bagian ini dibahas simulasi numerik dengan menggunakan 
metode Runge Kutta orde 4 pada software MATLAB R2010a. 
Perilaku solusi dalam simulasi dibandingkan dengan perhitungan 
secara analitik pada Subbab 3.3.  
     Berdasarkan hasil analisis dinamik diperoleh empat titik 
kesetimbangan pada model predator-prey tiga spesies. Perbandingan 
hasil analisis dinamik keempat titik kesetimbangan ditunjukkan 
melalui variasi nilai parameter dalam beberapa simulasi berikut ini. 
 
3.5.1 Simulasi 1 

     Pada simulasi ini dapat ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan 
଴ܧ ൌ ሺ0,0,0ሻ bersifat tidak stabil dengan menggunakan nilai 
parameter ܽଵ ൌ 0.8, ܽଶ ൌ 0.6, ܽଷ ൌ 0.25, ܾଵ ൌ 0.9, ܾଶ ൌ 0.5, 
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ܾଷ ൌ 1.9, ݉ଵ ൌ 0.4, ݉ଶ ൌ 0.2, ݉ଷ ൌ ߤ ,0.2 ൌ ߛ ,0.1 ൌ 0.9, dan 
ݍ ൌ 0.5, seperti pada Gambar 3.1 berikut. 

 
Gambar 3.1 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 

kesetimbangan ܧ଴  
 
     Berdasarkan potret fase Gambar 3.1 dapat dilihat bahwa solusi 
berupa limit cycle, akan tetapi trayektori di sekitar limit cycle dengan 
tiga nilai awal, yaitu ሺ0.1,0.2,0.3ሻ, ሺ0.2,0.4,0.6ሻ, dan ሺ0.3,0.2,0.1ሻ, 
tidak mendekati titik kesetimbangan ܧ଴ ൌ ሺ0,0,0ሻ. Hal ini berarti, 
dalam sistem tersebut terjadi persaingan yang sangat kuat di antara 
ketiga spesies tersebut agar tetap dapat bertahan hidup dan tidak 
mengalami kepunahan.  

 
3.5.2 Simulasi 2 

     Parameter yang digunakan pada simulasi 2 adalah ܽଵ ൌ 0.8,  
ܽଶ ൌ 0.6, ܽଷ ൌ 0.25, ܾଵ ൌ 0.9, ܾଶ ൌ 0.5, ܾଷ ൌ 1.9, ݉ଵ ൌ 0.8, 
݉ଶ ൌ 0.25, ݉ଷ ൌ ߤ ,0.16 ൌ ߛ ,0.6 ൌ 0.9, dan ݍ ൌ 0.5. Nilai 
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parameter tersebut memenuhi syarat kestabilan titik kesetimbangan 
ଵܧ ൌ ሺ1,0,0ሻ, yaitu 

ܾଵ

݉ଵ ൅ 1
െ ߤ ൌ

0.9
0.8 ൅ 1

െ 0.6 ൌ െ0.1 ൏ 0 

dan 
ܾଶ

݉ଶ
ଶ ൅ 1

െ ሺߤ ൅ ሻݍ ൌ
0.5

0.25ଶ ൅ 1
െ ሺ0.6 ൅ 0.5ሻ ൌ െ0.62941 ൏ 0. 

Dengan kata lain, titik kesetimbangan ܧଵ bersifat stabil dengan 
menggunakan parameter pada simulasi 2, seperti ditunjukkan pada 
potret fase Gambar 3.2. 

 

Gambar 3.2 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 
kesetimbangan ܧଵ yang stabil 

 
     Terlihat pada potret fase Gambar 3.2 trayektori dari tiga nilai awal 
yang berbeda, yaitu ሺ0.01,0.3,0.5ሻ,  ሺ0.2,0.8,1.2ሻ, dan ሺ1.2,0.8,0.6ሻ, 
menuju titik kesetimbangan ܧଵ, sehingga dapat diartikan bahwa 
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jumlah populasi akan stabil menuju nilai ሺ1,0,0ሻ dalam jangka waktu 
panjang. Pada potret fase tersebut juga ditunjukkan bahwa titik 
kesetimbangan ܧ଴ dan titik kesetimbangan ܧଶ eksis tidak stabil, 
sedangkan titik kesetimbangan ܧଷ tidak eksis. 
     Berdasarkan hasil simulasi tersebut dapat disimpulkan bahwa 
populasi intermediate-predator dan top-predator akan mengalami 
kepunahan jika terjadi dua kejadian. Kejadian pertama adalah 
kejadian dengan keadaan tingkat konsumsi intermediate-predator 
terhadap prey lebih kecil daripada laju kematian intermediate-
predator dan kejadian kedua adalah kejadian dengan keadaan tingkat 
konsumsi pemangsaan top-predator terhadap prey kurang dari total 
laju kematian dan laju emigrasi top-predator.  
     Dalam hal ini sistem tidak mampu mempertahankan ketiga 
populasi untuk hidup secara berdampingan, akan tetapi populasi prey 
tetap bertahan pada batas tertentu. Batas pertahanan prey yaitu 1, 
nilai tersebut merupakan nilai carrying capacity prey.  
     Jika pada simulasi 2 nilai parameter yang digunakan adalah  
ߤ ൌ 0.3 dan ݍ ൌ 0.1, maka syarat kestabilan titik kesetimbangan ܧଵ 
tidak terpenuhi, yaitu  

ܾଵ

݉ଵ ൅ 1
െ ߤ ൌ

0.9
0.8 ൅ 1

െ 0.3 ൌ 0.2 ൐ 0 

dan 

ܾଶ

݉ଶ
ଶ ൅ 1

െ ሺߤ ൅ ሻݍ ൌ
0.5

0.25ଶ ൅ 1
െ ሺ0.3 ൅ 0.1ሻ ൌ 0.0705 ൐ 0. 

Dari hasil tersebut diperoleh nilai eigen ߣଵ ൌ െ1, ߣଶ ൌ 0.2, dan 
ଷߣ ൌ 0.0705. Terdapat dua nilai eigen yang bernilai positif, sehingga 
titik kesetimbangan ܧଵ ൌ ሺ1,0,0ሻ menjadi tidak stabil seperti 
ditunjukkan pada Gambar 3.3.  
     Potret fase Gambar 3.3 menunjukkan bahwa titik kesetimbangan 
 ଵ bersifat tidak stabil, hal ini dikarenakan trayektori dari ketiga nilaiܧ
awal yang berbeda tidak menuju titik kesetimbangan ܧଵ, namun 
trayektori menuju nilai yang sangat dekat dengan titik kesetimbangan 
 ଶ. Dalam kehidupan nyata, jika parameter ini terpenuhi makaܧ
populasi intermediate-predator dan top-predator tidak akan 
mengalami kepunahan dalam jangka waktu panjang, sedangkan prey 
juga tidak bertahan pada nilai 1. Ketiga spesies tersebut akan 
bersaing untuk dapat bertahan hidup. 
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Gambar 3.3 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 

kesetimbangan ܧଵ yang tidak stabil 
 
3.5.3 Simulasi 3 

     Untuk simulasi 3 digunakan nilai parameter berikut: ܽଵ ൌ 0.8, 
ܽଶ ൌ 0.6, ܽଷ ൌ 0.25, ܾଵ ൌ 0.9, ܾଶ ൌ 1.2, ܾଷ ൌ 1.9, ݉ଵ ൌ 0.8, 
݉ଶ ൌ 0.25, ݉ଷ ൌ ߤ ,0.16 ൌ ߛ ,0.3 ൌ 0.9, dan ݍ ൌ 0.5. Dengan 
menggunakan parameter tersebut titik kesetimbangan ܧଶ eksis 
dengan nilai ܧଶ ൌ ሺ0.35,0,0.57ሻ dan syarat kestabilan titik 
kesetimbangan ܧଶ terpenuhi. Hasil simulasi kestabilan titik 
kesetimbangan ܧଶ dengan menggunakan tiga nilai awal, yaitu 
ሺ0.8,0.2,0.4ሻ, ሺ1,0.4,0.5ሻ, dan ሺ0.2,0.8,0.4ሻ, ditunjukkan pada  potret 
fase Gambar 3.4. 
     Dari potret fase pada Gambar 3.4 terlihat bahwa dengan tiga nilai 
awal yang digunakan, titik kesetimbangan ܧଶ ൌ ሺ0.35,0,0.57ሻ 
didekati oleh trayektori di sekitarnya, sehingga titik kesetimbangan 
 .ଶ bersifat stabil dengan menggunakan parameter pada simulasi 3ܧ
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Berdasarkan hal tersebut, dalam kasus ini  dapat diketahui bahwa 
jumlah populasi akan stabil menuju nilai ሺ0.35,0,0.57ሻ.  Pada saat 
populasi intermediate-predator punah, populasi prey dan top-
predator dapat bertahan hidup secara berdampingan dengan batas 
nilai tertentu, yaitu populasi prey pada nilai 0.35 dan populasi top-
predator pada nilai 0.57.  

 

Gambar 3.4 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 
kesetimbangan ܧଶ yang stabil 

 
     Untuk titik kesetimbangan ܧଶ pada simulasi ini akan bersifat tidak 
stabil jika beberapa nilai parameter yang digunakan berubah, yaitu 
ܾଵ ൌ 0.5, ܾଶ ൌ 1, ݉ଵ ൌ 0.7, ݉ଶ ൌ ߤ ,0.15 ൌ 0.01, dan ݍ ൌ 0.8. 
Dengan menggunakan parameter tersebut diperoleh titik 
kesetimbangan ܧଶ ൌ ሺ0.31,0,0.44ሻ, namun syarat kestabilan titik 
kesetimbangan ܧଶ tidak terpenuhi. Hasil simulasi untuk titik 
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kesetimbangan ܧଶ yang bersifat tidak stabil ditunjukkan pada 
Gambar 3.5. 
     Berdasarkan Potret fase Gambar 3.5 dapat dikatakan bahwa titik 
kesetimbangan ܧଶ bersifat tidak stabil. Hal tersebut terlihat dari 
trayektori ketiga nilai awal di sekitarnya tidak menuju titik 
kesetimbangan ܧଶ. Dalam kasus ini, untuk jangka panjang tidak akan 
terjadi kepunahan pada spesies intermediate-predator, melainkan 
spesies tersebut akan tetap bertahan hidup meskipun dalam jumlah 
sedikit. 

Gambar 3.5 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 
kesetimbangan ܧଶ yang tidak stabil 

 
3.5.4 Simulasi 4 

     Parameter yang digunakan pada simulasi 4, yaitu ܽଵ ൌ 0.8, 
ܽଶ ൌ 1.2, ܽଷ ൌ 0.5, ܾଵ ൌ 0.7, ܾଶ ൌ 0.5, ܾଷ ൌ 1.9, ݉ଵ ൌ 0.1, 
݉ଶ ൌ 1.05, ݉ଷ ൌ ߤ ,1.05 ൌ ߛ ,0.4 ൌ 0.5, dan ݍ ൌ 0.2. Parameter 
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tersebut memenuhi syarat kestabilan untuk titik kesetimbangan 
ଷܧ ൌ ሺݔଷ, ,ଷݕ 0ሻ yang dijelaskan pada anak Subbab 3.3.4. Hasil 
simulasi yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan ܧଷ bersifat 
stabil diberikan pada potret fase Gambar 3.6. 
     Dengan menggunakan nilai awal ሺ0.9,0.2,0.1ሻ, ሺ0.2,0.8,0.1ሻ, dan 
ሺ0.1,0.3,0.1ሻ terlihat pada Gambar 3.6 bahwa trayektori dari ketiga 
nilai awal tersebut menuju titik yang sama, yaitu titik kesetimbangan 
ଷܧ ൌ ሺ0.5,0.55,0ሻ. Pada saat keadaan stabil jumlah prey sebesar 0.5 
dan intermediate-predator sebesar 0.55. Hal ini berarti, jika 
parameter pada simulasi ini terjadi dalam kehidupan nyata maka 
dalam jangka panjang populasi top-predator akan punah, sedangkan 
prey dan intermediate-predator dapat hidup berdampingan dengan 
baik.  

 
Gambar 3.6 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 

kesetimbangan ܧଷ yang stabil  
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Gambar 3.7 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik 
kesetimbangan ܧଷ yang tidak stabil 

     Syarat kestabilan titik kesetimbangan ܧଷ tidak terpenuhi jika 
parameter yang digunakan adalah ܽଵ ൌ 3, ܾଵ ൌ 0.1, ܾଷ ൌ 0.5, 
݉ଵ ൌ 0.03, ݉ଶ ൌ 0.1, ݉ଷ ൌ ߤ ,0.1 ൌ 0.08, dan ߛ ൌ 0.65, atau 
dengan kata lain titik kesetimbangan ܧଷ bersifat tidak stabil dengan 
menggunakan parameter tersebut, seperti ditunjukkan pada Gambar 
3.7. Dengan parameter tersebut diperoleh titik kesetimbangan 
ଷܧ ൌ ሺ0.37,0.09,0ሻ. 
     Pada Gambar 3.7 terlihat bahwa trayektori dari nilai awal 
ሺ0.9,0.2,0.1ሻ, ሺ0.2,0.8,0.1ሻ, dan ሺ0.1,0.3,0.1ሻ berupa limit cycle, 
namun trayektori dari ketiga nilai awal tersebut tidak menuju titik 
kesetimbangan ܧଷ ൌ ሺ0.37,0.09,0ሻ, sehingga titik kesetimbangan ܧଷ 
bersifat tidak stabil. Dalam kasus ini dengan jumlah populasi awal 
yang ada, populasi prey tidak akan menuju nilai 0.37 dan populasi 
intermediate-predator tidak menuju nilai 0.09 atau dapat dikatakan 
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bahwa kedua spesies tersebut tidak dapat hidup berdampingan 
dengan baik pada jumlah tersebut, sedangkan populasi top-predator 
akan tetap bersaing untuk dapat bertahan hidup sehingga dalam 
jangka waktu panjang tidak akan mengalami kepunahan.



45 
 

BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 

4.1 Kesimpulan 

     Berdasarkan hasil pembahasan yang telah diuraikan dalam skripsi 
ini diperoleh kesimpulan berikut. 
1. Model predator-prey tiga spesies pada suatu jaring-jaring 

makanan yang terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-
predator berupa persamaan diferensial biasa nonlinear dengan 
tiga persamaan, yaitu laju pertumbuhan populasi prey, laju 
pertumbuhan populasi intermediate-predator, dan laju 
pertumbuhan populasi top-predator. 

2. Terdapat empat titik kesetimbangan, yaitu satu titik 
kesetimbangan trivial ܧ଴ ൌ ሺ0,0,0ሻ dan tiga titik kesetimbangan 
batas yang masing-masing menggambarkan kepunahan pada 
salah satu spesies, yaitu ܧଵ ൌ ሺ1,0,0ሻ, ܧଶ ൌ ሺݔଶ, 0,   ଶሻ, danݖ
ଷܧ ൌ ሺݔଷ, ,ଷݕ 0ሻ. 

3. Titik kesetimbangan ܧ଴ bersifat tidak stabil, ܧଵ bersifat stabil 
asimtotik lokal dan global jika memenuhi ௕భ

௠భାଵ
൏  dan ߤ

௕మ
௠మమାଵ

൏ ሺߤ ൅  .ଷ bersifat stabil asimtotikܧ ଶ danܧ ሻ, sedangkanݍ
4. Simulasi numerik memberikan hasil yang sesuai dengan 

perhitungan secara analitik. Berdasarkan hasil simulasi numerik 
juga terlihat bahwa titik kesetimbangan ܧଶ dan ܧଷ bersifat stabil 
global. 

 
4.2 Saran 

     Pada penulisan selanjutnya, disarankan untuk melakukan analisis 
pada model predator-prey tiga spesies dengan menggunakan fungsi 
respon yang berbeda, misalnya Nicholson-Bailey, ratio dependent, 
atau Holling tipe II dan memperhatikan adanya laju imigrasi dalam 
populasi tersebut.  
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Lampiran 1. Proses penskalaan sistem persamaan (3.5)   

1. Penskalaan variabel X(t) 
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 dan ݉ଶ ൌ  ఈ
௄

  diperoleh 

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ሺ1ݔ െ ሻݔ െ
ܽଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ

ܽଶݔଶݖ
݉ଶ

ଶ ൅  .ଶݔ

2. Penskalaan variabel Y(t) 
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ݐ݀

ൌ
1

ܭݎ
൮

ݕܭݔଵܾݎ
ߩ
ܭ ൅ ݔ ൅ ݕߛ

െ
ݖܭଶݕଷܽݎ
ଶߚ

ଶܭ ൅ ଶݕ
െ  ൲ݕܭߤݎ
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ݕ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଵݕݔ

ߩ
ܭ ൅ ݔ ൅ ݕߛ

െ
ܽଷݕଶݖ

ଶߚ

ଶܭ ൅ ଶݕ
െ  .ݕߤ

Dengan memisalkan ݉ଷ ൌ ఉ
௄

 persamaan tersebut dapat dituliskan 
sebagai  

ݕ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଵݕݔ

݉ଵ ൅ ݔ ൅ ݕߛ
െ

ܽଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ  .ݕߤ

 
 
3. Penskalaan variabel Z(t) 

 
ݖ݀
ݐ݀

ൌ
ݖ݀
ܼ݀

ܼ݀
݀ܶ

݀ܶ
ݐ݀

 

ݖ݀
ݐ݀ ൌ

1
K ቆ

ݖܭሻଶݔܭଶሺܾݎ
ଶߙ ൅ ሺݔܭሻଶ ൅

ݖܭሻଶݕܭଷሺܾݎ
ଶߚ ൅ ሺݕܭሻଶ െ ݖܭߤݎ െ ቇ ݖܭݍݎ

1
 ݎ

ݖ݀
ݐ݀ ൌ

1
ܭݎ ቌ

ݖܭଶݔଶܾݎ
ଶߙ

Kଶ ൅ ଶݔ
൅

ݖܭଶݕଷܾݎ
ଶߚ

ଶܭ ൅ ଶݕ
െ ݖܭߤݎ െ  ቍ ݖܭݍݎ

ݖ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଶݔଶݖ

ଶߙ

Kଶ ൅ ଶݔ
൅

ܾଷݕଶݖ
ଶߚ

ଶܭ ൅ ଶݕ
െ ݖߤ െ  .ݖݍ

Dengan menggunakan pemisalan yang telah diberikan, persamaan 
tersebut dapat dinyatakan sebagai 
 

ݖ݀
ݐ݀

ൌ
ܾଶݔଶݖ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ ൅

ܾଷݕଶݖ
݉ଷ

ଶ ൅ ଶݕ െ ݖߤ െ  .ݖݍ
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Lampiran 2. Penyederhanaan matriks ࡶሺࡱ૛ሻ 

Matriks Jacobi dari titik kesetimbangan ܧଶ ൌ ሺxଶ, 0, zଶሻ diberikan 
oleh: 

ଶሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ଶݔ2 ቆ1 ൅

ܽଶ݉ଶ
ଶݖଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶቇ െ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ

ܽଶݔଶ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ

0
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ߤ 0

2ܾଶݔଶݖଶ݉ଶ
ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶ 0
ܾଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ൌ ൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

0 ܾଵଶ 0
ܿଵଵ 0 ܿଵଷ

൩, 

di mana 

ܽଵଵ ൌ ଶݔ2 ቆ1 ൅
ܽଶ݉ଶ

ଶݖଶ
ሺ݉ଶ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶሻଶቇ, 

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
, 

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ, 

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ  ,ߤ

ܿଵଵ ൌ
2ܾଶݔଶݖଶ݉ଶ

ଶ

ሺ݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶሻଶ, 

ܿଵଷ ൌ
ܾଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ െ ሺߤ ൅  .ሻݍ

Dengan mensubstitusikan ݔଶ, ݕଶ, dan ݖଶ di mana    

ଶݔ ൌ ݉ଶඨ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅  ,ሻݍ

ଶݕ ൌ 0, 
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ଶݖ ൌ

ቌ1 െ ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ ൮݉ଶ

ଶ ൅ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ

൲

ܽଶ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

, 

sehingga diperoleh 

ܽଵଵ  ൌ ଶݔ2 ቆ1 ൅
ܽଶ݉ଶ

ଶݖଶ
ሺ݉ଶ

ଶ ൅ ଶݔ
ଶሻଶቇ 

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1 ൅

௔మ௠మమ

ቌభష೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቍ൮೘మమశቌ೘మඨ ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቍ

మ

൲

ೌమ೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

൭௠మమାቆ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

మ
൱

మ

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1 ൅

௠మ
మ

ቌభష೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቍ

೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

௠మమାቆ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

మ

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ቌ1 ൅

௠మ
మቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቇ

 ௠మమቀଵା ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቁ௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻ

ቍ  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ቌ1 ൅

ቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

ቀ ್మ
್మషሺഋశ೜ሻቁ௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻ

ቍ  
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ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ൅

ଶ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቇ

ቀ ್మ
್మషሺഋశ೜ሻቁ௠మට ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻ

  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ൅

ଶቆଵି௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

ቀ ್మ
್మషሺഋశ೜ሻቁ

  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ൅ 2 ቆ1 െ ݉ଶට ሺఓା௤ሻ

௕మିሺఓା௤ሻቇ
௕మିሺఓା௤ሻ

௕మ
  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ൅ 2 ௕మିሺఓା௤ሻ

௕మ
െ 2 ௕మିሺఓା௤ሻ

௕మ
 ݉ଶට ሺఓା௤ሻ

௕మିሺఓା௤ሻ  

ൌ 2݉ଶට ሺఓା௤ሻ
௕మିሺఓା௤ሻ ቀ1 െ ௕మିሺఓା௤ሻ

௕మ
ቁ ൅ 2 ௕మିሺఓା௤ሻ

௕మ
  

ൌ ଶݔ2 ቀ1 െ ௕మିሺఓା௤ሻ
௕మ

ቁ ൅ 2 ௕మିሺఓା௤ሻ
௕మ

  

ൌ ଶݔ2 െ 2 ௕మିሺఓା௤ሻ
௕మ

ሺݔଶ െ 1ሻ,  

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
, 

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ 

ൌ

ܽଶ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ ൌ
ܽଶ݉ଶ

ଶ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

݉ଶ
ଶ ൅ ݉ଶ

ଶ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
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ൌ
ܽଶ݉ଶ

ଶ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

݉ଶ
ଶ ൬1 ൅ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ
ൌ

ܽଶ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

൬ ܾଶ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ

 

ൌ ܽଶ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ
ൌ ܽଶ

ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

, 

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ  ,ߤ

ܿଵଵ ൌ

ଶ௕మ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ቌభష೘మඨۇ ሺഋశ೜ሻ

್మషሺഋశ೜ሻቍ൮೘మమశቌ೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቍ

మ

൲

ೌమ೘మඨ ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻ

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

௠మ
మ

൭௠మమାቆ௠మට ሺഋశ೜ሻ
್మషሺഋశ೜ሻቇ

మ
൱

మ   

ൌ

2ܾଶ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ቌ1ۇ െ ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ܽଶ

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

݉ଶ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ  

ൌ

2ܾଶ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ቌ1ۇ െ ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ܽଶ

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

݉ଶ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൬1 ൅ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ
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ൌ

2ܾଶ ቌ1 െ ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ܽଶ ൬ ܾଶ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ

 

ൌ 2ܾଶ ቌ1 െ ݉ଶඨ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܽଶܾଶ
 

ൌ 2 ቌ1 െ ݉ଶඨ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܽଶ
 

ൌ
2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ

ܽଶ
, 

ܿଵଷ  ൌ
ܾଶݔଶ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ െ ሺߤ ൅  ሻݍ

ൌ

ܾଶ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ቌ݉ଶඨ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻቍݍ

ଶ െ ሺߤ ൅  ሻݍ

ൌ
ܾଶ݉ଶ

ଶ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

݉ଶ
ଶ ൬1 ൅ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ
െ ሺߤ ൅  ሻݍ

ൌ
ܾଶ

ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

൬ ܾଶ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻ൰ݍ

െ ሺߤ ൅  ሻݍ
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ൌ ܾଶ
ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ
െ ሺߤ ൅  ሻݍ

ൌ ሺߤ ൅ ሻݍ െ ሺߤ ൅ ሻݍ ൌ 0. 

     Dari perhitungan tersebut diperoleh matriks Jacobi ܬሺܧଶሻ yang 
lebih sederhana, yaitu 

ଶሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ൭2ݔଶ െ 2

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

ሺݔଶ െ 1ሻ൱ െ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െܽଶ

ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

0
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ߤ 0

2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ
ܽଶ

0 0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

. 
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Lampiran 3. Penurunan persamaan karakteristik ࡶሺࡱ૛ሻ 

ଶሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ൭2ݔଶ െ 2

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

ሺݔଶ െ 1ሻ൱ െ
ܽଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െܽଶ

ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

0
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ߤ 0

2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ
ܽଶ

0 0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 ൌ ቎
1 െ ܽ11 െܽ12 െܽ13

0 ܾ12 0
ܿ11 0 0

቏ 

Persamaan karakteristik dari matriks ܬሺܧଶሻ diperoleh dari 
perhitungan 

ܫߣ| െ |ଶሻܧሺܬ ൌ 0, 

sehingga didapatkan  

0 ൌ ቮ
ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െܽଵଶ െܽଵଷ

0 ߣ െ ܾଵଶ 0
ܿଵଵ 0 ߣ

ቮ 

0 ൌ ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ ቚߣ െ ܾଵଶ 0
0 ߣ

ቚ ൅ ܿଵଵ ቚ
െܽଵଶ െܽଵଷ

ߣ െ ܾଵଶ 0 ቚ 

0 ൌ ൫ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ൯ሺߣ െ ܾଵଶሻߣ ൅ ܿଵଵሺߣ െ ܾଵଶሻܽଵଷ 

0 ൌ ൫ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ൯ሺߣଶ െ ܾଵଶߣሻ ൅ ܽଵଷܿଵଵߣ െ ܽଵଷܿଵଵܾଵଶ 

0 ൌ ଷߣ െ ܾଵଶߣଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻߣଶ ൅ ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶߣ ൅ ܽଵଷܿଵଵߣ 

െܽଵଷܿଵଵܾଵଶ 

0 ൌ ଷߣ ൅ ൫െܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ൯ߣଶ ൅ ൫ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܽଵଷܿଵଵ൯ߣ 

െܽଵଷܿଵଵܾଵଶ 
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atau dapat ditulis sebagai 

ଷߣ ൅ ଶߣଵܣ ൅ ߣଶܣ ൅ ଷܣ ൌ 0, 

di mana 

ଵܣ ൌ െܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ, 

ൌ െ ൬
ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ൰ߤ െ ቌ1 െ ൭2ݔଶ െ 2

ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

ሺݔଶ െ 1ሻ൱ቍ 

ଶܣ ൌ ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܿଵଵܽଵଷ, 

ൌ ቌ1 െ ൭2ݔଶ െ 2
ܾଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ

ܾଶ
ሺݔଶ െ 1ሻ൱ቍ ൬

ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ൰ߤ

൅ ቆ
2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ

ܽଶ
ቇ ቆ

ܽଶሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

ቇ 

ଷܣ ൌ ܿଵଵܾଵଶܽଵଷ 

ൌ ቆ
2ሺ1 െ ଶሻ൫ܾଶݔ െ ሺߤ ൅ ሻ൯ݍ

ܽଶ
ቇ ൬

ܾଵݔଶ

݉ଵ ൅ ଶݔ
െ ൰ߤ ቆ

ܽଶሺߤ ൅ ሻݍ
ܾଶ

ቇ. 
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Lampiran 4. Penurunan persamaan karakteristik  ࡶሺࡱ૜ሻ 

Matriks  Jacobi untuk titik kesetimbangan ܧଷ diberikan oleh matriks 
 .ଷሻ berikut iniܧሺܬ

ଷሻܧሺܬ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
1ۍ െ ଷݔ2 െ

ܽଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ

ܽଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ

ܽଶݔଷ
ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ

ܾଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ

ܾଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ
ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ ߤ െ

ܽଷݕଷ
ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ

0 0
ܾଶݔଷ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ ൅
ܾଷݕଷ

ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ െ ሺߤ ൅ ሻݍ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 ൌ ൥
1 െ ܽଵଵ െܽଵଶ െܽଵଷ

ܾଵଵ ܾଵଶ െܾଵଷ
0 0 ܿଵଷ

൩, 

 

 

di mana 

ܽଵଵ ൌ ଷݔ2 ൅
ܽଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܽଵଶ ൌ
ܽଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܽଵଷ ൌ
ܽଶݔଷ

ଶ

݉ଶ
ଶ ൅ ଷݔ

ଶ, 

ܾଵଵ ൌ
ܾଵݕଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݕߛ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅  ,ଷሻଶݕߛ

ܾଵଶ ൌ
ܾଵݔଷሺ݉ଵ ൅ ଷሻݔ

ሺ݉ଵ ൅ ଷݔ ൅ ଷሻଶݕߛ െ  ,ߤ

ܾଵଷ ൌ
ܽଷݕଷ

ଶ

݉ଷ
ଶ ൅ ଷݕ

ଶ, 

ܿଵଷ ൌ ௕మ௫య
మ

௠మమା௫యమ ൅ ௕య௬య
మ

௠యమା௬యమ െ ሺߤ ൅  .ሻݍ

Persamaan karakteristik dari ܬሺܧଷሻ diperoleh dari  
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ܫߣ| െ |ଷሻܧሺܬ ൌ 0, 

perhitungan dapat dilakukan dengan menggunakan metode ekspansi 
kofaktor berikut ini. 

0 ൌ ቎
ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െܽଵଶ െܽଵଷ

ܾଵଵ ߣ െ ܾଵଶ െܾଵଷ
0 0 ߣ െ ܿଵଷ

቏ 

0 ൌ ሺߣ െ ܿଵଷሻ ฬߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െܽଵଶ
ܾଵଵ ߣ െ ܾଵଶ

ฬ 

0 ൌ ሺߣ െ ܿଵଷሻ ቀ൫ߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ൯ሺߣ െ ܾଵଶሻ ൅ ܾଵଵܽଵଶቁ 

0 ൌ ሺߣ െ ܿଵଷሻሺߣଶ െ ܾଵଶߣ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻߣ ൅ ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܾଵଵܽଵଶሻ 

0 ൌ ଷߣ െ ܾଵଶߣଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻߣଶ ൅ ൫ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܾଵଵܽଵଶ൯ߣ 

െܿଵଷߣଶ ൅ ܾଵଶܿଵଷߣ ൅ ሺ1 െ ܽଵଵሻܿଵଷߣ െ ൫ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܾଵଵܽଵଶ൯ܿଵଷ 

0 ൌ ଷߣ ൅ ሺെܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܿଵଷሻߣଶ 

൅൫ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܾଵଵܽଵଶ ൅ ܾଵଶܿଵଷ ൅ ሺ1 െ ܽଵଵሻܿଵଷ൯ߣ 

െ൫ሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ ൅ ܾଵଵܽଵଶ൯ܿଵଷ 

0 ൌ ଷߣ ൅ ሺെܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܿଵଷሻߣଶ 

൅൫ሺ1 െ ܽଵଵሻሺܿଵଷ ൅ ܾଵଶሻ ൅ ܾଵଵܽଵଶ ൅ ܾଵଶܿଵଷ൯ߣ 

൅ሺെሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶ െ ܾଵଵܽଵଶሻܿଵଷ, 

dengan memisalkan  

ଵܤ ൌ െܾଵଶ െ ሺ1 െ ܽଵଵሻ െ ܿଵଷ, 
ଶܤ ൌ ሺ1 െ ܽଵଵሻሺܾଵଶ ൅ ܿଵଷሻ ൅ ܽଵଶܾଵଵ ൅ ܿଵଷܾଵଶ, 



61 
 

ଷܤ ൌ െሺ1 െ ܽଵଵሻܾଵଶܿଵଷ െ ܿଵଷܾଵଵܽଵଶ, 

maka persamaan karakteristik dapat dinyatakan  sebagai 

ଷߣ ൅ ଶߣଵܤ ൅ ߣଶܤ ൅ ଷܤ ൌ 0. 
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Lampiran 5. Program model predator-prey tiga spesies 

     Simulasi numerik untuk sistem persamaan (3.5) dibuat pada 
software MATLAB R2010a dengan menggunakan metode Runge 
Kutta orde 4. Nilai parameter dan nilai awal sistem, yaitu 

ܽଵ ൌ 0.8 ܾଵ ൌ 0.9 ݉ଵ ൌ 0.8
ܽଶ ൌ 0.6 ܾଶ ൌ 0.5 ݉ଶ ൌ 0.25

   ܽଷ ൌ 0.25 ܾଷ ൌ 1.9 ݉ଷ ൌ 0.16
     

ߤ ൌ 0.6
ߛ ൌ 0.9
ݍ ൌ 0.5

    
ሺ0ሻݔ ൌ 0.8
ሺ0ሻݕ ൌ 0.2
ሺ0ሻݖ ൌ 0.9

 

Berdasarkan nilai parameter dan nilai awal tersebut disusun source 
code program sebagai berikut. 

Function untuk menunjukkan nilai parameter dari persamaan (3.5), 
yaitu 
function ydot=f1(t,x,y,z)
a1=0.8; 
a2=0.6; 
a3=0.25; 
b1=0.9; 
b2=0.5; 
b3=1.9; 
m1=0.8; 
m2=0.25; 
m3=0.16; 
mu=0.6; 
gamma=0.9; 
q=0.5; 
ydot=x*(1-x)-(a1*x*y)/(m1+x+(gamma*y))-

(a2*x*x*z)/((m2*m2)+(x*x)); 
end 

 

function ydot=f2(t,x,y,z)
a1=0.8; 
a2=0.6; 
a3=0.25; 
b1=0.9; 
b2=0.5; 
b3=1.9; 
m1=0.8; 
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m2=0.25; 
m3=0.16; 
mu=0.6; 
gamma=0.9; 
q=0.5; 
ydot=(b1*x*y)/(m1+x+(gamma*y))-

(a3*y*y*z)/((m3*m3)+(y*y))-mu*y; 
end 

 

function ydot=f3(t,x,y,z)
a1=0.8; 
a2=0.6; 
a3=0.25; 
b1=0.9; 
b2=0.5; 
b3=1.9; 
m1=0.8; 
m2=0.25; 
m3=0.16; 
mu=0.6; 
lamda=0.9; 
q=0.5; 
ydot=(b2*x*x*z)/((m2*m2)+(x*x))+(b3*y*y*z)/((m3*

m3)+(y*y))-mu*z-q*z; 
end 

 

Program utama model sebagai berikut. 

clc; 
clear all; 
x(1)=0.8; 
y(1)=0.2; 
z(1)=0.9; 
t(1)=0; 
h=0.1; 
%program utama metode Runge Kutta orde 4 
for n=1:2000 

K11=h*f1(t(n),x(n),y(n),z(n)); 
K12=h*f2(t(n),x(n),y(n),z(n)); 
K13=h*f3(t(n),x(n),y(n),z(n));
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K21=h*f1(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12, 
   z(n)+0.5*K13); 
K22=h*f2(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12, 
   z(n)+0.5*K13); 
K23=h*f3(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12, 
   z(n)+0.5*K13); 
K31=h*f1(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K21,y(n)+0.5*K22,

z(n)+0.5*K23); 
K32=h*f2(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K21,y(n)+0.5*K22,

z(n)+0.5*K23); 
K33=h*f3(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K12,y(n)+0.5*K22,

z(n)+0.5*K23); 
K41=h*f1(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33); 
K42=h*f2(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33); 
K43=h*f3(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33); 

   x(n+1)=x(n)+(K11+2*K21+2*K31+K41)/6; 
   y(n+1)=y(n)+(K12+2*K22+2*K32+K42)/6; 
   z(n+1)=z(n)+(K13+2*K23+2*K33+K43)/6; 
   t(n+1)=t(n)+h; 
end; 
Sum=1; 
for n=0:2000 
        A(Sum)=t(n+1); 
        B(Sum)=x(n+1); 
        C(Sum)=y(n+1); 
        D(Sum)=z(n+1); 
        Sum=Sum+1; 
end; 
%program untuk memunculkan simulasi numerik 
dengan nilai awal yang telah ditentukan 
figure(1); 
plot3(B,C,D,'r','LineWidth',1.5); 
xlabel('X(t)');ylabel('Y(t)');zlabel('Z(t)'); 
axis square;  
grid on;  
hold on; 
a1=0.8; 
a2=0.6; 
a3=0.25; 
b1=0.9; 
b2=0.5; 
b3=1.9; 
m1=0.8; 
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m2=0.25; 
m3=0.16; 
mu=0.6; 
lamda=0.9; 
q=0.5; 
u=m2*sqrt((mu+q)/(b2-(mu+q))); 
v=0; 
w=a2^(-1)*((m2*sqrt((mu+q)/(b2-(mu+q))))^(-1)-

1)*(m2^2+(m2*sqrt((mu+q)/(b2-(mu+q))))^2); 
ue=(b1*lamda+a1*mu-a1*b1+sqrt((b1*lamda+a1*mu-

a1*b1)^2+4*b1*lamda*a1*mu*m1))/(2*b1*lamda); 
ve=((b1-mu)*((b1*lamda+a1*mu-

a1*b1+sqrt((b1*lamda+a1*mu-
a1*b1)^2+4*b1*lamda*a1*mu*m1))/(2*b1*lamda))-
(mu*m1))/(mu*lamda); 

we=0; 
plot3(u,v,w,'r*','LineWidth',1.5);%plot E_2 
plot3(ue,ve,we,'b*','LineWidth',1.5); %plot E_3 
plot3(1,0,0,'g*','LineWidth',1.5); %plot E_1 
plot3(0,0,0,'r*','LineWidth',1.5); %plot E_0 
axis square 
grid on; 
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