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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Makhluk hidup sebagai makhluk sosial tidak dapat hidup tanpa
peran makhluk hidup lainnya. Salah satu interaksi antar makhluk
hidup dalam suatu ekosistem adalah proses mangsa memangsa yang
jika diurutkan akan membentuk suatu model rantai makanan.
Pertumbuhan populasi dalam proses mangsa memangsa tersebut
digambarkan dengan model matematika, yaitu model predator-prey.
Prey merupakan spesies yang dimangsa, sedangkan predator adalah
spesies yang memangsa.

Model predator-prey ini pertama kali diperkenalkan oleh Lotka
pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun 1926, sehingga model ini
disebut juga dengan model Lotka-Volterra (Boyce dan DiPrima,
2009). Model ini merupakan salah satu model sistem dinamik yang
dibentuk dari perubahan jumlah populasi di setiap tingkat tropik
karena adanya pertumbuhan dan kematian. Pada kenyataannya
interaksi antar makhluk hidup tidak hanya terjadi di antara dua
spesies saja, namun interaksi mangsa memangsa juga dapat
melibatkan beberapa spesies. Semakin banyak spesies yang terlibat
dalam sistem tersebut maka sistem akan semakin kompleks.

Paramitharani (2009) telah melakukan analisis kestabilan titik
kesetimbangan pada model rantai makanan tiga spesies yang terdiri
dari prey, predator, dan top-predator, dengan asumsi predator hanya
memangsa prey dan top-predator hanya memangsa predator.
Berdasarkan analisis yang dilakukan populasi pada rantai makanan
tersebut akan stabil pada saat top-predator punah. Model interaksi
predator-prey tiga spesies, dengan spesies ketiga adalah omnivora
yang merupakan pemangsa prey dan bangkai predator dibahas oleh
Andayani (2012). Pada model tersebut kehadiran omnivora tidak
menghambat pertumbuhan populasi predator dan diperoleh tiga
macam titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan trivial, titik
kesetimbangan batas, dan titik kesetimbangan interior.

Berbeda dari penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh
Paramitharani (2009) dan Andayani (2012), pada skripsi ini dibahas
model predator-prey tiga spesies pada jaring-jaring makanan yang
terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-predator. Prey
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adalah spesies yang dimangsa oleh dua predator, yaitu intermediate-
predator dan top-predator, intermediate-predator merupakan spesies
pemangsa tingkat tengah yang memangsa prey tetapi juga dimangsa
oleh top-predator, sedangkan top-predator adalah spesies pemangsa
tingkat tertinggi yang memangsa prey dan intermediate-predator.
Adanya Kketerlibatan top-predator menyebabkan sistem yang
diperoleh menjadi lebih kompleks. Dua fungsi respon yang berbeda
untuk kedua predator dalam sistem tersebut memberikan perubahan
signifikan terhadap perilaku solusi interaksi di antara tiga spesies
tersebut.

Model matematika yang terbentuk terdiri dari tiga persamaan,
yaitu laju pertumbuhan populasi prey, laju pertumbuhan populasi
intermediate-predator, dan laju pertumbuhan populasi top-predator.
Ketiga persamaan tersebut membentuk suatu sistem persamaan
diferensial biasa nonlinear. Dari model tersebut dilakukan analisis
dinamik dengan menentukan titik kesetimbangan model dan
menganalisis jenis kestabilan titik kesetimbangan model. Pada
bagian akhir, diberikan beberapa hasil simulasi numerik yang
digunakan untuk menunjang hasil analisis kestabilan yang telah
diperoleh.

1.2 Rumusan Masalah

Pokok permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah
1. bagaimana mengkonstruksi model predator-prey tiga spesies,
2. bagaimana menentukan titik kesetimbangan model,
3. bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model,
4. bagaimana hasil simulasi numerik model.

1.3 Batasan Masalah

Suatu permasalahan akan menjadi sangat kompleks jika tidak
terdapat batasan masalah. Oleh karena itu, skripsi ini memiliki
beberapa batasan masalah berikut ini.

1. Semua parameter bernilai positif.

2. Laju pertumbuhan prey mengacu pada pertumbuhan logistik,
sehingga laju pertumbuhan prey dibatasi oleh adanya carrying
capacity, yaitu jumlah individu maksimal yang dapat didukung
oleh lingkungannya.



3. Tingkat konsumsi populasi intermediate-predator menggunakan
fungsi respon Beddington-DeAngelis, sedangkan tingkat
konsumsi populasi top-predator menggunakan fungsi respon
Holling tipe I11.

4. Intermediate-predator dan top-predator mengalami kematian
alami.

5. Top-predator dipengaruhi oleh laju emigrasi, yaitu laju yang
menyebabkan populasi berkurang baik karena dipanen ataupun
pergi dengan sendirinya.

1.4 Tujuan

R e

Tujuan yang ingin diperoleh dalam skripsi ini adalah
mengkonstruksi model predator prey tiga spesies,
menentukan titik kesetimbangan model,
menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model,
menganalisis hasil simulasi numerik model.
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
kondisinya di masa yang akan datang jika diberikan kondisi pada
masa sekarang atau masa yang lalu (Nagle dan Saff, 2004).

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipengaruhi oleh
waktu (t). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem dinamik,
yaitu sistem dinamik diskret (teZ atau teN) dan sistem dinamik
kontinu (teR). Bentuk sistem dinamik diskret dinyatakan sebagai
persamaan beda, yaitu

Xty1 = f(xt),tEZ V tez.

Jika t kontinu, bentuk sistem dinamiknya dinyatakan sebagai sistem
persamaan diferensial, yaitu

d
& X(x), teR

dt
(Arrowsmith dan Place, 1992).

2.2 Model Predator-Prey Dua Spesies

Persamaan diferensial biasa yang menggambarkan interaksi
antara spesies prey dan predator pertama kali diperkenalkan oleh
Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun 1926, sehingga
dikenal sebagai model Lotka-Volterra. Prey diasumsikan memiliki
makanan yang berlebih dan tumbuh secara eksponensial kecuali pada
saat terjadi pemangsaan. Misalkan x menyatakan spesies prey dan y
menyatakan spesies predator. Pertumbuhan eksponensial prey
dinyatakan dengan ax di mana a adalah laju kelahiran alami prey.
Pemangsaan terhadap prey diasumsikan sama dengan laju interaksi
prey dan predator yang dinyatakan dengan bxy. Dengan demikian,
laju pertumbuhan populasi prey dapat dituliskan sebagai

dx

5.7 AL \ 2.1
I ax — bxy (2.1)



Pertumbuhan populasi predator dinyatakan oleh dxy yang tidak
harus sama dengan besarnya pemangsaan terhadap prey bxy.
Predator akan mengalami kematian alami secara eksponensial
dengan laju cy, sehingga laju pertumbuhan populasi predator adalah

dy

BP = v + 6xy. (2.2)

Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh model Lotka-Volterra
berupa sistem persamaan diferensial

dx
— = f(x,y) = ax — bxy
dt
(2.3)
o (x,y) = —cy + 6x
g 9wy =0y Y,
dengan
a = laju kelahiran alami prey,
b = koefisien interaksi pemangsaan prey,
¢ = laju kematian alami predator,
6 = koefisien perkembangbiakan predator.

Semua parameter a, b, ¢, dan § bernilai positif (Finizio dan Ladas,
1982).

2.3 Model Predator-Prey Tiga Spesies

Model predator-prey tiga spesies pada suatu rantai makanan
terdiri dari prey, predator, dan top-predator. Spesies prey dinyatakan
dengan X, spesies predator dinyatakan dengan y, dan spesies top-
predator dinyatakan dengan z. Spesies X merupakan spesies tingkat
terendah yang dimangsa oleh spesies tingkat tengah y, sedangkan y
adalah mangsa dari spesies tingkat atas z. Model predator-prey tiga
spesies pada rantai makanan dapat dinyatakan sebagai

dx_( )= b
dt_f X,y) = ax — bxy

2.4
d_}tl:g(x,y):—cy+5xy—eyz @4
& WGy = fzt
35 Mny)=—fztgyz,

untuk a,b,c,é,e,f,g > 0 di mana a, b,c, dan § sama seperti pada
model predator-prey dua spesies persamaan (2.3), e adalah koefisien
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interaksi pemangsaan spesies predator oleh spesies top-predator, f
adalah laju kematian alami dari spesies top-predator, dan g adalah
koefisien perkembangbiakan spesies top-predator dengan memangsa
spesies predator (Chauvet, dkk., 2002).

2.4 Model Logistik

Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan populasi
dengan sumber daya lingkungan yang terbatas. Ketika ukuran
populasi bertambah, laju pertumbuhan akhirnya melemah dan
kemudian berhenti pada ukuran populasi tertentu. Ukuran populasi
yang menghentikan pertumbuhan tersebut secara umum disebut
carrying capacity, yaitu jumlah individu maksimal yang dapat
didukung oleh lingkungannya.

Jika pada laju pertumbuhan populasi terdapat batasan daya
dukung lingkungan, maka secara matematis laju pertumbuhan
populasi dapat dituliskan sebagai persamaan diferensial, yaitu

Pada persamaan tersebut f(x) merupakan fungsi yang menyatakan
ukuran populasi, sehingga dapat dikatakan bahwa laju pertumbuhan
populasi bergantung pada ukuran populasi.

Jika daya dukung lingkungan atau kapasitas maksimal suatu
habitat adalah K, maka lingkungan masih dapat mendukung (K — x)
individu untuk x individu dalam populasi tersebut. Jadi, masih
terdapat bagian lingkungan yang dapat ditempati yaitu sebesar

7% (25)

Persamaan (2.5) sebanding dengan pertumbuhan per kapita populasi.
Oleh karena itu, persamaan logistik dinyatakan sebagai

ldx (K —x) atau dx (1 x)

xdt | K ac U Tg)s  (26)
dengan K,r eR*. Parameter r menyatakan tingkat pertumbuhan
intrinsik populasi, sehingga tingkat pertumbuhan untuk x sebanding
dengan r (Boyce dan Diprima, 2009).

Jika jumlah populasi awal x(0) < K, maka model logistik
meramalkan bahwa jumlah populasi meningkat menuju carrying
capacity K, akan tetapi pada saat nilai awal x(0) > K, model logistik
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meramalkan jumlah populasi akan berkurang menuju carrying
capacity K. Sebagai contoh, jika populasi awal x(0) = 5, r = 1, dan
K = 20, maka jumlah populasi meningkat dan pada akhirnya saat
x(t) = K = 20 laju pertumbuhan populasi berhenti. Sebaliknya jika
x(0) = 35, jumlah populasi berkurang hingga pertumbuhan populasi
terhenti pada x(t) = K =20. Grafik pertumbuhan logistik
diperlihatkan pada Gambar 2.1.
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Gambar 2.1 Kurva model logistik

2.5 Fungsi Respon

Menurut Skalski dan Gilliam (2001), salah satu komponen
penting dalam hubungan antara predator dan prey adalah laju
predator dalam memangsa prey. Laju memangsa predator per kapita
terhadap prey sering disebut sebagai fungsi respon.

Seiring dengan perkembangan penelitian terhadap model
predator-prey, diperoleh bentuk umum

dx

7¢ = PO —af(x )y

d (2.7)

y

2= ey —w,
di mana f(x,y) menyatakan fungsi respon dan parameter o
menyatakan koefisien pemangsaan. Fungsi respon dalam bentuk
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f(x,y) = f(x), yaitu fungsi respon yang hanya bergantung pada
prey, telah banyak digunakan sebagai laju memangsa predator
terhadap prey. Beberapa fungsi respon yang hanya bergantung pada
prey adalah Holling tipe | dinyatakan dengan f(x) = ¢x, Holling

tipe 11 memiliki fungsi respon berbentuk f(x) = %, dan Holling
px?

tipe Il dengan fungsi respon f(x) = = @ adalah saturation

constant. Dalam beberapa situasi fungsi-fungsi tersebut memberikan
prediksi yang tidak realistik, hal ini disebabkan oleh bentuk linear
fungsi respon yang tidak memperhitungkan kompetisi di antara
predator seiring dengan kepadatan populasi predator yang semakin
meningkat. Oleh karena itu, dibutuhkan beberapa ketergantungan
f(x,y) pada predator seperti fungsi respon tipe ratio-dependent,

yaitu f(x,y) = %, tipe Beddington-DeAngelis f(x,y) = p;ﬁ—iw,

dan tipe Nicholson-Bailey yang berbentuk f(x,y) = @pxe™"7.
Dari sisi biologi, fungsi respon selalu bernilai positif karena
memenuhi kondisi

fGx,y) >0, afc(;;y) >0, af:;y) <0, (x,y) eR?.
Semakin besar populasi prey, maka semakin besar nilai fungsi
respon. Semakin besar populasi predator, maka semakin kecil nilai

fungsi respon yang disebabkan oleh terjadinya kompetisi di antara
predator.

2.6 Sistem Autonomous
Definisi 2.6.1 (Sistem Autonomous)

Sistem autonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial
orde satu yang berbentuk

dx

e F(x,y,2)

dy

E I G(X, Y Z) (28)
dz

i H(x,y,2),

dengan F, G, dan H adalah fungsi bernilai real yang tidak bergantung
secara eksplisit terhadap waktu t (Finizio dan Ladas,1982).



Definisi 2.6.2 (Titik Kesetimbangan)

Titik x* = (x*y*z*) yang memenuhi F(x*,y*z*) =0,
G(x*,y*z*) =0, dan H(x*y*z*) =0 disebut titik Kkritis sistem
autonomous persamaan (2.8). Titik kritis x* merupakan solusi sistem
persamaan (2.8) yang bernilai konstan, sebab % =0, % =0, dan
dz dx

_ €08 B C s S
"\ 0. Keadaan yang menyebabkan £ 0, = 5 0, dan ===

disebut dengan keadaan setimbang dan titik kesetimbangan adalah
titik yang memenuhinya, sehingga titik kritis disebut juga titik
kesetimbangan (Edward dan Penney, 2001).

Definisi 2.6.3 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)

Titik kesetimbangan x* = (x*, y*, z*) dikatakan
1. stabil, jika Ve > 0, 36 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi sistem ¥ = x(t) yang memenuhi
1%(0) — x*|l < &
maka berlaku
|X(t) — x*|| < &, Vt > 0,

2. stabil asimtotik, jika stabil dan 35, di mana 0< d, < é
sedemikian sehingga sebuah solusi sistem X = x(t) yang
memenuhi

1) — %71l < &
bersifat
4\

3. tidak stabil, apabila tidak memenuhi Kkriteria pertama (Boyce dan

DiPrima, 2009).

2.7 Sistem Autonomous Linear

Secara umum sistem autonomous linear dinyatakan dalam bentuk

=apx+a a,32Z
it 11 12Y 13
d
_dil = Ap1X + Ay + ay3z (2.9)
dz b -
—=as1x+a Q332
dt 31 32Y 33
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dan dapat dinyatakan sebagai % = A% ,dengan ¥ = (x,y,z)" dan A
adalah matriks koefisien sistem persamaan (2.9) sebagai berikut
11 Q12 413
A= |Gz1 Ay Q3.
az1 A3z 0433

Teorema 2.7.1

Misalkan A,,4,, dan A; adalah nilai eigen matriks A. Titik

kesetimbangan (x*,y*, z*) bersifat

1. stabil, jika ketiga nilai eigen A, 4,, dan 1; mempunyai bagian
real tak positif,

2. tidak stabil, jika sedikitnya satu nilai eigen memiliki bagian real
yang positif (Erward dan Penney, 2001).

2.8 Sistem Autonomous Nonlinear

Perhatikan sistem autonomous nonlinear yang dinyatakan dengan

dx _
- = [x7.2)

dy

=2 _ 2.10
It 9(x,y,2) (2.10)
dz

a = h(x, Y, Z)

Anggap bahwa fungsi f, g, dan h mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik (x*,y*, z*). Deret Taylor fungsi f, g, dan h di sekitar
(x*,y*,z*) adalah
fey,z)=fx"y",z") +
of(x"y"z")
+ 0z

4 af(x*.y*.Z*)( w

of (x*,y*,z%) /
NS g e ) 5 y
- y (2.11)

4]
(Z_Z*) +771(X,y,Z)

a x*‘ *,Z* a x*, *,Z*
9 y",27) L 090y )( .

o) — 5 (=) )
BN Y s (2.12)
L0G YD) 0 L ieh by
Wy, 2) = hay',2) 4 YD) oy ETLZD
x y (2.13)

Oh(x*,y*,z")
T2
dengan n; (x, v, z),n,(x,y, z), dan n5(x, y, z) adalah suku sisa.

(Z _Z*) +713(x,y,z),
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Untuk hampiran orde satu tersebut, suku sisa memenuhi sifat-sifat

771(x' y' Z)
lim ——=0
(xy2)-0ytz) |||
X,V,Z
im | RE¥2) (2.14)
xy2-aytz) o
ns(x,y,z) F

lim =

(xyz2)-0xytz) |||
dengan w = (x — x*,y —y*,z— z")T.
Berdasarkan persamaan (2.11), (2.12), (2.13), dan mengingat

dx _d(x-x") dy _d@y-y) dz _ d(z-z’)
= A a tdadt _m_aka persamaan (2.10)
dapat ditulis dalam bentuk matriks dibawah ini.

el &% flxy",z")
e y—y*=9C"y"z7) ]| +
z—2z* h(x*,y*,z")
(" yt 2" Ay 2" Afx' y 2
[ f(xai/ z )(x_x*)_‘_ f(xa;/ z )(y—y*)+ f(xaif z )(Z_Z*)]
990" y* 2" 090"y 2" 99y, 2" n1(x,¥,2)
LI (x -ty + LD oy ¢ EELDD )t s ,2)
lah(x*,y*,z*) . +ah(x",y",z") . +6h(x*,y*,z*) . ms(%.7,2)
T(x_x) T(y_y) T(Z_Z)
atau dapat dinyatakan sebagai
d x —x* f(X*:y*:Z*)
a2yl
z—2z" h(x*,y*,z")
[0f Gy, z) of(x",y"z7) Of(x",y",z)]

o ¢ G =2 [mCy.2)
a*'*'*a*'*'*a*’*’* 32 15 Y,
g(x*,y*,z") ag(x*,y*,z*) dg(x*,y",z") O = v+ [me .2 (2.15)

0x % as z-29] [ney.2)
lah(x",y*,z*) oh(x*,y*,z*) 6h(x*,y*,z*)J

dax ady dz

of (x*y*z") of(x*y*z") of(x"y"z")

dx ay 0z
. 00ty 2 9gCety 2D BaGty 2] L. ; )
Matriks g(xai' 2) g(xa;’ =~ g(xazy )| disebut matriks Jacobi dan
oh(x*y*,z*) oh(x*y*z*) Oh(x*y*z*)
ox oy 0z

dinotasikan dengan J(x*, y*,z").
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Jika dimisalkan u=(x—-x*), v=~Wp —-y*), w=(z-2),
maka @ dapat dinyatakan sebagai @ = (u,v,w)T dan dengan
mengingat bahwa f(x*,y*,z*) = g(x*,y*,z") = h(x*,y%,2z*) =0,
maka persamaan (2.15) dapat ditulis menjadi

[du [0f &7 y"z") of(xy",z) of(x"y",z")]

dt 0x ay 0z "
@ — ag(x*,y*;Z*) ag(x*,y*,z*) ag(x*’y*’z*) l‘lj . zl(x’;l'z)
dt 0x doy 9z % nz(x,y, . :
dw| |on(x*,y",z") oh(x',y"z*) 0h(x"y"z") Y,
{ l 0x ay 0z J
Bentuk di atas dapat dinyatakan sebagai
dw L
- =](X*,y*’z*)(1) + 7, (2.16)

dt
dengan 7j = (n,(x,y,2),1,(x v, 2), 1, (x. v, Z))T-

Untuk (x,y,z) yang berada cukup dekat dengan (x* y* z*),
(u,v,w) bernilai kecil sehingga ||77]| < ||wll. Oleh karena itu, 7
dapat diabaikan dan sistem nonlinear persamaan (2.16) dapat
dihampiri oleh sistem linear

i—(: =J(x",y",2")a. (2.17)
Untuk x =x*, y=y*,dan z = z* diperoleh (u,v,w) = (0,0,0),
sehingga sistem linear persamaan (2.17) memiliki titik
kesetimbangan (u, v,w) = (0,0,0) (Boyce dan DiPrima, 2009).

Teorema 2.8.1

Titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear persamaan

(2.10) bersifat

1. stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan adalah
stabil,

2. tidak stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan
adalah tidak stabil (Edward dan Penney, 2001).

Berdasarkan Teorema 2.8.1 Kkestabilan yang diperoleh hanya

bersifat lokal atau hanya di daerah sekitar titik kesetimbangan. Hal
ini disebabkan kestabilan titik kesetimbangan sistem nonlinear hanya
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didekati dengan kestabilan titik kesetimbangan sistem linear
hampiran di sekitar titik tersebut.

Jenis-jenis kestabilan titik kesetimbangan pada suatu sistem
autonomous disajikan pada Tabel 2.1 berikut:

Tabel 2.1 Jenis-jenis kestabilan titik kesetimbangan berdasarkan

nilai eigen
Nilai Eigen Kestabilan Jenis
A,A A3 ER | A1 >0,4,>0,4; >0 | Tidak stabil | Simpul
141 <0,1,<0,43<0 Stabil Simpul
asimtotik

A4, 15, dan A5
berbeda tanda Tidak stabil | Pelana

A1 =0,4, =0,4; =0 | Tidak dapat -
ditentukan

2.9 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Jika suatu sistem linear mempunyai persamaan Kkarakteristik
berbentuk

A4 A+ A2 e A+, =0, (2.18)

maka kestabilan titik kesetimbangannya dapat ditentukan dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai
eigennya.

Definisi 2.9.1

Akar-akar persamaan (2.18) memiliki bagian real negatif jika dan
hanya jika,

) \It
i,>0danH, =i; >0, Hy = | > 0,
l3 1z
W10 BT
Hy=|is i i|>0..H,=[> 7 .| >0,
ls Uy I3 00 0 i
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dengank = 1,2, ...,n.

Dengan demikian, titik kesetimbangan sistem bersifat stabil jika
dan hanya jika determinan matriks Routh-Hurwitz H,, bernilai positif.
Untuk kasus tertentu, misalnya n = 3, maka persamaan (2.18)

menjadi

B+ i A2+ A+ i3 =0. (2.19)

Akar-akar persamaan (2.19) memiliki bagian real negatif jika dan
hanya jika i > 0, i; > 0, dan i;i, > i3 (Glass dan Murray, 2001).

2.10 Limit Cycle

Menurut Boyce dan DiPrima (2009), limit cycle adalah suatu
solusi periodik yang berbentuk lintasan tertutup pada suatu bidang
fase. Jika untuk t — oo arah trayektori di sekitar lintasan menuju limit
cycle, maka limit cycle bersifat stabil, sedangkan jika arah konvergensi
solusi lintasan menjauhi limit cycle, maka limit cycle bersifat tidak
stabil.

2.11 Teorema Poincaré-Dulac
Teorema 2.11.1 (Kriteria Dulac)

Andaikan D adalah suatu daerah terhubung sederhana pada R?,
B(x,y) adalah suatu fungsi bernilai real pada D, sedangkan f dan g
adalah ruas kanan sistem

d
=)
dy (2.20)
E=g(x'}’),
jika
J(B d(B
V-(Bf,Bg) = (axf) + (ay‘g) =0

dan V- (Bf,Bg) tidak berubah tanda pada daerah D, maka tidak
terdapat orbit periodik pada daerah D.
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Teorema 2.11.2 (Teorema Poincare)

Misalkan D adalah daerah terbatas pada bidang x-y dan sistem
autonomous dua dimensi persamaan (2.20) adalah sistem dinamik di
mana f dan g kontinu dan diferensiabel. Jika trayektori sistem
dinamik selalu berada padaD untuk semua t = 0, maka trayektori
dapat berupa salah satu di antara yang berikut ini.

1. Orbit periodik.

2. Menuju orbit periodik.
3. Menuju titik kesetimbangan jika t — oo.

Berdasarkan Teorema (2.11.1) dan Teorema (2.11.2), dapat
dikatakan bahwa sistem dinamik yang solusinya terbatas pada daerah
D tidak memiliki orbit periodik, maka orbit solusi akan menuju titik
kesetimbangan yang stabil lokal, sehingga titik kesetimbangan
tersebut merupakan titik kesetimbangan yang stabil global (Richard,
2002).
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BAB Il
PEMBAHASAN

Dalam bab ini dibahas konstruksi model predator-prey dalam
suatu jaring-jaring makanan yang terdiri dari tiga spesies, yaitu
spesies prey, intermediate-predator, dan top-predator. Dalam
mengkonstruksi  model diperlukan proses penskalaan untuk
penyederhanaan model. Pada skripsi ini lebih ditekankan pada
analisis dinamik model predator-prey tiga spesies, yaitu penentuan
titik kesetimbangan dan menganalisis jenis kestabilannya. Pada
bagian akhir dilakukan beberapa simulasi numerik untuk menunjang
hasil analisis dinamik yang telah diperoleh.

3.1 Konstruksi Model
3.1.1 Model populasi prey

Jumlah prey tumbuh mengikuti model logistik dengan carrying
capacity atau daya dukung lingkungan sebesar K dan laju
pertumbuhan alami sebesar r di mana K,r eR™. Jika spesies prey
dinyatakan sebagai X, maka laju pertumbuhan populasi prey tanpa
adanya predator adalah

Prey dapat dimangsa oleh intermediate-predator dan top-predator,
sehingga laju pertumbuhan prey terhambat dengan adanya dua
spesies predator tersebut. Tingkat konsumsi intermediate-predator
diasumsikan mengikuti fungsi respon Beddington-DeAngelis

X
fXY) = PR el N >0,
dengan parameter ¢ menyatakan laju konsumsi maksimal
intermediate-predator, y adalah koefisien gangguan intermediate-
predator, dan p menyatakan saturation constant. Tingkat konsumsi
top-predator diasumsikan mengikuti fungsi respon Holling tipe 11,
yaitu

mX?

B Bieet!
m menyatakan laju konsumsi maksimal top-predator dan saturation
constant dinyatakan dengan a.

m,a > 0,
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Jika koefisien pemangsaan dari intermediate-predator dan top-
predator terhadap prey masing-masing d, dan @, secara berturut-
turut, maka laju pertumbuhan populasi prey dengan pemangsaan dua
predator adalah

dx X a, Xy a,X%*7
ﬁ_rx<1_ﬁ>_p+X+yY_a2+X2' (3.1)

3.1.2 Model populasi predator

Terdapat dua jenis predator dalam model predator-prey tiga
spesies, Yyaitu intermediate-predator dan top-predator. Jumlah
populasi kedua predator tersebut sangat dipengaruhi oleh populasi
prey. Spesies intermediate-predator dinyatakan dengan Y dan spesies
top-predator dinyatakan dengan Z.

Tingkat konsumsi intermediate-predator terhadap prey mengikuti
fungsi respon Beddington-DeAngelis dengan koefisien pemangsaan
sebesar b;. Dengan memangsa prey populasi intermediate-predator
dapat bertahan hidup. Jumlah populasi intermediate-predator dapat
berkurang disebabkan oleh dua faktor. Faktor pertama, yaitu adanya
pemangsaan oleh top-predator dengan koefisien pemangsaan sebesar
a; dan saturation constant sebesar (. Faktor kedua, yaitu adanya
kematian alami dari intermediate-predator dengan laju sebesar fi.
Dengan demikian laju pertumbuhan populasi intermediate-predator
dapat dinyatakan sebagai

ay b, XY a;Y*z
ar prx+yr parz A0 (32)

Populasi top-predator dapat bertahan hidup dengan melakukan
pemangsaan. Oleh karena itu, populasi top-predator akan bertambah
setelah melakukan pemangsaan terhadap populasi prey dan
intermediate-predator dengan koefisien pemangsaan sebesar b, dan
b, secara berturut-turut. Tingkat konsumsi top-predator mengikuti
fungsi respon Holling tipe I, yaitu fungsi respon yang hanya
bergantung pada spesies yang dimangsanya, dalam hal ini adalah
intermediate-predator dan prey. Jumlah populasi top-predator dapat
berkurang karena terjadinya kematian alami dengan laju g dan
dikarenakan adanya laju emigrasi dari top-predator sebesar §. Model
laju pertumbuhan populasi top-predator adalah
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dZ _ b,X*Z & b;Y?Z 21N
aT o+ X2 pr4yz HOTA% (33)

Dari persamaan (3.1), (3.2), dan (3.3), model predator-prey tiga
spesies yang terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-
predator adalah

dx X( X) a,xy 4,X27
B = p+X+yY o+ X2

K

dy b XY a;Y%Z - (3.4)
aT  p+X+yy pBZ+yz *

dZ  b,X?Z  byY%Z
T2+ X B+v?
dengan nilai awal X(0) > 0, Y(0) > 0, dan Z(0) > 0.

Sistem persamaan (3.4) memiliki 14 parameter
(r,K,p,v,a,B,8,,8,, as,by,by,b3,4,§) yang membuat analisis
menjadi rumit. Untuk menyederhanakan sistem persamaan (3.4)
dilakukan penskalaan dengan menggunakan persamaan berikut:

T=£, X =Kx, Y=Ky, Z=Kz, 4 =ra;, 4, =ra,, dz =ras,

-z -4z,

by = by, by, = rby, by = rbs, i = ry, dan § = rq.

Dari hasil penskalaan diperoleh sistem yang lebih sederhana
untuk  sistem  persamaan (3.4) dengan 12  parameter
(mq, m,, ms,a,,a,,as, by, by, bs,y,u,q) berikut ini (perhitungan
diberikan pada Lampiran 1).

dx a, xy a,x’z

- ' v = -

dt m; +x+yy my?+x?

dy byxy asy’z (3.5)

dt =m1+x+yy_m32+y2_uy
dz _ byx*z byy?z
dt  my% +x2  ms? +y?

—uz - qz,

a
dengan m; = £, m, ==, danm; = %
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3.2 Titik Kesetimbangan Model

Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.5) diperoleh jika

dx dy dz
dt dt dt
Dalam hal ini akan dilakukan analisis pada tiga kasus, yaitu pada saat

1. x =0 (tidak terdapat prey dalam populasi tersebut),

2. y =0 (intermediate-predator tidak ada, sehingga dalam
populasi tersebut hanya prey dan top-predator yang dapat
bertahan hidup berdampingan),

3. z =0 (dalam populasi tidak terdapat top-predator, hanya

terdapat dua spesies yang bertahan hidup secara
berdampingan, yaitu prey dan intermediate-predator).

Kasus 1. Jika x = 0 sistem persamaan (3.5) menjadi

x =0, (3.6 a)
azy’z (3.6 b)
e ny =0,
dan
bsy?z (3.6 ¢)
A R L/ 0,

Persamaan (3.6) (c) dapat dijabarkan menjadi

byy?z

W—(M‘HI)Z:O

b:y*z — (1 + q)z(msz* + y?)
ms? + y?

=0

bsy?z — (u+ q)z(ms% + y?) =0
(bsy? — (u+ q@)(m32 +y?))z =0
z=0.
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disubstitusikan pada persamaan (3.6) (b) sehingga

Nilai z=0
diperoleh
asy?z
C ma? + y? 4L L
—Hy =
y =

Dengan demikian titik kesetimbangan pada kasus ini adalah (0,0,0).
Kasus 2. Jika y = 0, maka sistem persamaan (3.5) menjadi sistem

persamaan (3.7), yaitu

_ _ axx’z  _ (3.7 a)
x(1—x) i 0,
y =0, (3.7 b)
dan
bzxzz
m,? +x2 Hz —qz = 0. (3.7¢)

Titik kesetimbangan diperoleh dari penyelesaian berikut ini.
2
a,x“z
A VF \Xo AN
a,x’z

1—x)= —2— "
k. %) my2 + x2

y 2 2
z= 8Aeted) g
ax
Dengan mensubstitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.7) (c)
didapatkan persamaan (3.9).

M) a ((1_x)(m22+x2)) —q (M) =0

2
bzx ( azx
my2+x2 azx

azx
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bzxz((l—x)(m22+x2)) \ 22 ((1—x)(m22+x2)) .

(my2+x2)(ayx) a,x

bzx(z(fl A2\ o0 <(1 —x)(my% + x2)> )
2%) 2%
o (b2x? = (u+ @)(mp? +x3)) = 0

A-=x)(b;— (e +q@)x? = (u+q@my2=0. (3.9

Dari persamaan (3.9) diperoleh solusi x = m, ” (”(;'fq) atau x = 1.
/ -

Jika solusi tersebut disubstitusikan ke persamaan (3.8), maka
diperoleh

z=0

2
(ptq) 2 (p+q)
(1_’”2 bz—(u+q)><m2 +<m2\]bz—(#+q)> )
(u+q) ’
322 by —(ura)

Berdasarkan  perhitungan di atas = diperoleh dua titik
kesetimbangan pada kasus ini, yaitu titik kesetimbangan pertama
(1,0,0) dan titik kesetimbangan kedua adalah

2
£ (utq) 2 (p+q)
W (1 szbz—(uq))(mz +<m2\Ibz—(u+q)> )
m ) )
2\ b2~ (utq) doms |
272\ b2~ (u+q)

Titik kesetimbangan kedua eksis jika memenuhi b, > (u + g) dan

(u+q)
12 mZ\} by—(u+q)’

atau
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Kasus 3. Jika z = 0, maka sistem persamaan (3.5) menjadi sistem
persamaan (3.10).

ax
m; +x+vyy
bixy 3.10b
W AL ) e (3.10b)
m; +x+yy
dan
z=0. (3.10 ¢)

Untuk memperoleh titik kesetimbangan, dilakukan perhitungan
persamaan (3.10) (b) berikut ini.

bixy

— A =0
m1+x+yy e

bixy—py(m; + x +yy) =
my + x + Yy

byxy— pymy — pyx — pyy? =0
y(byx— pmy — px — pyy) = 0. (3.11)

Penyelesaian persamaan (3.11) menghasilkan dua solusi, yaitu

y=0 (3.12 a)
atau
_ byx—pmy —ux (3.12 b)
ny ‘

Dengan mensubstitusikan solusi persamaan (3.12) ke persamaan
(3.10) (@), diperoleh tiga solusi nilai x, yaitu x =0, x = 1, atau
(blx—uml—ux>

uy
bleuml—ux)
uy

x(1—x)— = 0.

mq +x+y(
(blx—uml—,ux)
wy
bleuml—ux)
ny

Perhitungan solusi x(1 — x) — = 0, yaitu

mq +x+y(
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a,x(byx— pmy — px)

x(1—-x)— =0
mqypy + xuy + y(byx— pmy — px)
a;x(byx—yum, — ux
=2 = 1x(by pmy — px) —0
mypy + xpy + ybix — yumy — yux
ax(byx— umy — ux
x(l—x)—l(l umq M):O
ybix
x(1 = x)ybix — ayx(byx—umy — px) 0

ybix
x(1 = x)ybyx — ayx(byx— pmy — px) = 0
X ((1 — x)ybyx — al(blx— um, — yx)) =0. (3.13)

Dari persamaan (3.13) diperoleh tiga solusi, yaitu

x =0,
_ biy+a;pu—a;by+y/(b1y+a;u—a,by)%+4bsya pmy
X = ; (3.14)
2byy
atau
byy+aipu—a,b;—/ (b1y+au—a,b1)%2+4byaum
x = 1Y +a14—a101 \/( 1¥+a i—asby) 1Yaili 1. (315)

2byy

Dengan memisalkan A = b,y + a,u — a;b;, persamaan (3.14) dan
. JAZ+4b yapm, IF
(3.15) menjadi x = ANAFDYGUI g,y o AVATHAD YAy umy
2byy 2byy
Jika ketiga solusi tersebut disubstitusikan ke persamaan (3.12) (b),

A+ |A2+4byyaumq

1 (b1—w) umq
g q g m
maka diperoleh nilai y = /= y = 2bay . atau
Y uy
A- [A2+4bqyaqumq
0
(b1—w) 2b1y m

y= ) ¥ Jadi, pada kasus ini diperoleh tiga
titik kesetimbangan berikut ini.
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1. (0,‘7”‘1,0)

Titik kesetimbangan ini tidak eksis, hal tersebut disebabkan
populasi tidak bernilai negatif atau dapat dikatakan bahwa tidak
mungkin intermediate-predator dapat hidup sendiri tanpa adanya
prey maupun top-predator dengan laju pertumbuhan yang terus
menurun.

A+ A2+4b1ya1um1
—1)
5 | A/ abyamm G5y R 0
. ) ’

2bgy uy

Titik kesetimbangan ini eksis jika b;y + a;u = a; b, dan

A+ A%2+4byaum A+ A%2+4byaum
bl 1Yaipmy > wlm, + 1yaipmy .
Zbl‘y Zbl‘y

A— |A2+4biyaqumq
)
3 A-JAZ+abyyapm, P1=H) 2b1y (s, 0
. ) ’

2byy uy

Titik kesetimbangan ini eksis jika terpenuhi dua syarat berikut
ini.

by + aju = a;b, ++/A? + 4bya,um,

dan

1A — \/AZ + 4bya,umy 44 <m1 s A— \/AZ + 4b1ya1,um1),

2byy 2byy
akan tetapi syarat eksistensi titik kesetimbangan ini tidak dapat
dipenuhi sebab nilai x dan y harus lebih besar nol, sedangkan nilai
A—JA%+4byyaum,
2byy
semua parameter bernilai positif, nilai yang dapat dicapai hanya
kurang dari sama dengan nol.

tidak mungkin bernilai lebih besar nol dengan
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Berdasarkan perhitungan di atas terdapat empat titik
kesetimbangan yang eksis untuk sistem persamaan (3.5), yaitu
1. E, = (0,0,0)
2. E; =(1,0,0)
3. E; = (x,,0,2,)

2
A u+q) 2 u+q)
T e e i N e ),
=\ ™2 b )

a,m —
272 by—(ut o

4. E3 == (.x3,y3, 0)

A+ [A%2+4byyaqumq
—
A+JAZ+4byyapm, P1—H) 2b1y (s 0
) ) .

2byy uy

3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Sifat kestabilan titik kesetimbangan pada model predator-prey
tiga spesies diperiksa melalui analisis kestabilan sistem dinamik.
Sistem persamaan model predator-prey tiga spesies merupakan
sistem persamaan diferensial biasa nonlinear, sehingga untuk
menentukan kestabilan titik kesetimbangan dilakukan proses
linearisasi. Dari hasil proses linearisasi sistem persamaan (3.5)
diperoleh matriks Jacobi

1-ayy —a;; —ags (3.16)
J(x,y,2) = [ b14 b1, —b13],
C11 C12 €13
dengan
a4, = 2x <1 o a;my*z > a;y(m; +yy) ’
(my? + x2)? (my + x + yy)>

_a;x(my +x)
“2 = g+ x )7

_apx?
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byy(m; +yy)

b = ;
Uy +x+yy)?
(L byx(my + x) s asyzms?
2T x+yy)? T (mzyR? P
a3y2
b13 = m32 T y2;
- szxzmzz
IN (my2 + x2)?
_ 2bzyzms?
A2 = (a2 + y2)?
b,x? bsy?
€13 = < > -+ .

my2 +x2  mz?+y?

Berdasarkan matriks Jacobi yang diperoleh di atas, sistem
nonlinear persamaan (3.5) dapat didekati dengan sistem linear

berikut ini.
_du_
gﬁ 1-ay; —a; —ags]|fu
o = b1 bi;  —bys [V
dw C11 C12 C13 w

[ dt
atau dapat dinyatakan sebagai

du a,m,> a,y(m, +
(o142 v L n 1y(my +yy) /
dt (m,2% + x2)2 (m, + x + yy)?

a;x(my + x) a,x?
- v— w
(my +x +yy)? my2 + x?

v _ byy(m; +yy)
a  (my +x+yy)2u
b;x(my + x) asyzms? asy?
<(m1 +x+yy)? T (ma?+y2)? _“> }

W
msz? + y2
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dw  2bxzm,* 2bsyzm;?
At (mp? +x2)2 " T (g2 + y2)2 ¥

b,x? b,y?
( 4 24 —(M+CI)>W,

my%2 +x2  mg?+y?

dimanau=(x—x*),v=_y—y*),danw = (z — z%).

3.3.1 Titik kesetimbangan E, = (0,0, 0)

Dengan mensubstitusikan x = 0, y = 0, dan z = 0 pada matriks
Jacobi persamaan (3.16), diperoleh matriks Jacobi di titik E, adalah
1 0 0
J(Ep) = [0 oM 0
0 0 —-(u+q
nilai eigen dari matriks Jacobi J(Ey) adalah 1, =1, A1, = —u, dan
A3 = —(u + q). Oleh karena nilai eigen A, bernilai positif, maka titik
kesetimbangan E, bersifat tidak stabil.

3.3.2 Titik kesetimbangan E; = (1,0, 0)

Hasil linearisasi sistem persamaan (3.5) di sekitar titik
kesetimbangan E; menghasilkan matriks Jacobi

aq a;
[_1 _m1+1 _m22+1 ]
by
](El) =0 my+1 K 0
b,
0 0 oz Wt D)

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi J(E;) adalah

@+ (1= (25- ) (3~ (3~ w o)) =0

Dari persamaan karakteristik tersebut diperoleh tiga nilai eigen, yaitu
Mh=-1 4= ﬁ— i, dan A5 = L (1 + q). Berdasarkan
1

m22+1 T
nilai eigen tersebut titik kesetimbangan E; akan stabil asimtotik jika

by b,
) < wdan vy < (u+q).
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3.3.3 Titik kesetimbangan E, = (x3,0, z,)

Titik kesetimbangan E, menunjukkan bahwa tidak terdapat
spesies intermediate-predator dalam populasi tersebut atau disebut
titik kesetimbangan bebas intermediate-predator. Matriks Jacobi
hasil linearisasi di sekitar E, adalah

a,m,’z ax a,x,%
1= 25, 14222 22 et L)
(my? + x,2)? my +x, my2 + x,2
bix,
E,) = 0 - 0
J(EZ) "+ X, 14
2byx,2,m, byx,?
2 22 0 2 ;— (+aq)

(my2 + x,2) my° + X,

1-—ayy —a;; —ag3
= O blZ O g

C11 0 C13
dengan
2
a,my"z,
a1 =2%|1+———"—),
“ < ( (my? + x22)2>
a; X,
A2 = —
my + x,
a2x22
A3 = ————,
2 my2 + x,2
bix;
by, =———— U,
12 my + x;
2byx,7z,m,2
11 =75
(my? + x,2)2
bzxzz
c;3=————(u+4q).
13 m22 +X22 u q

Jika disubstitusikan nilai x,, y,, dan z, dengan

o —m (u+q)
2 2 b, — (u+q)
Y. =0,
29



2
(u+q) (u+q)
(1_m2 bz—(u+q)> m22+<m2’bz—(u+q)>
(u+q
%22 p "+ )

ke dalam matriks Jacobi J(E,) sebagaimana tercantum pada
Lampiran 2, diperoleh

Zy =

b, — (u+q)
all - 2x2 = 2—2 b (XZ — 1),
_ 41X b
%2 = my + x,’
_a(pt+q)
a13 & bz )
byx;
by, = —H
my + x,
y 2(1 - xz)(bz -(u+ Q))
11 — )
a
C13 = 0

Persamaan karakteristik matriks Jacobi J(E,) (perhitungan tercantum
dalam Lampiran 3) adalah

2.3 +A1/12 +A22. +A3 = 0,
dengan
Ay == —aqq1) — by,
Ay = (1= ay1)byp + c11043,
Az = cy1b1z0a43.

Dengan menggunakan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz titik
kesetimbangan tersebut akan stabil atau persamaan karakteristik
tersebut akan memiliki nilai eigen 4; < 0,4, < 0,43 < 0 jika dan
hanya jika memenuhi A; > 0, A; > 0, dan A;4, — A3 > 0.
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3.3.4 Titik kesetimbangan E; = (x3,y3,0)

Pada titik kesetimbangan ini tidak terdapat spesies top-predator
yang mempengaruhi sistem, karena nilai z = 0. Titik kesetimbangan
ini disebut titik kesetimbangan bebas top-predator. Linearisasi di
sekitar titik kesetimbangan E; untuk sistem persamaan (3.5)
menghasilkan matriks Jacobi berikut ini.

1< 25 — a;y3(my +vys) _ a;x3(my + x3) L apxs?
P (my 4 x5 +yys)? (my + x3 +vy3)? my? + x32
J(E) = byys(my +vys3) byx3(my + x3) - \ azys*
% (my + x5 + yy3)? (ma+x +yy2)2 ms2 + 52
b2x32 b3y32 J
0 0 -
my2 + x5 % ms? + y5? w+a
1-ay; —a; —ags
= b11 b12 —b13 ;
0 0 C13

di mana
0 = 2y a;ys(my +yys3)

11 = 4X3 ;

(my + x3 + yy3)?

RS a;x3(my + x3)

12 = ;

(my + x3 +yy3)?
a2x32

Ao = ————

B m,2 + 77,7
b = byyz(my +vy3)

11

©(my +x3 +yy3)?

byx3(my + x3)
by, = 5 W
(my + x5 +yys3)

e = a3y32
BT ma? +y,?
b2x32 b33’32
C13 = + -+ 9.

my? + x3%2  mgz? + y5?
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Matriks Jacobi J(E3) sulit untuk disederhanakan dengan
mensubstitusikan nilai

A+ VA2 + 4byya,um,y

R 2byy '
A+ /A% + 4byya,um
by — ) AFY By MM
V3 = ! )
wy
Z3 = 0.

Berdasarkan matriks Jacobi J(E;) persamaaan karakteristik
(perhitungan tercantum pada Lampiran 4) sistem persamaan (3.5),
yaitu

2B+ (=by; — (1 = ayq) — ¢13)2% + ((1 —ay1)(biz +c3) +
ayzb11 + C13b12)1 + (=(1 = ag1)b12¢13 — c13b11a12) = 0. (3.17)

Dari persamaan karakteristik tersebut untuk mengetahui sifat
kestabilan titik kesetimbangan E; sulit ditentukan dengan
menentukan nilai eigennya. Oleh karena itu, sifat kestabilan titik
kesetimbangannya dapat ditentukan dengan menggunakan Kriteria
kestabilan Routh-Hurwitz.

Dengan menggunakan pemisalan B;, B,, dan B berikut:
By = —b;; — (1 —ay1) — ¢43,
B; = (1 = a11)(bsz + €13) + G12b11 + C13b1,
Bs = —(1 — ay1)b12¢13 — c13b11a1,,

maka persamaan karakteristik (3.17) dapat dinyatakan dalam bentuk
A3 + B;A%2 + B,A + B; = 0. Persamaan Karakteristik tersebut akan
memiliki nilai eigen negatif jika dan hanya jika memenuhi syarat
B; >0, B; >0, dan B;B, — B3 > 0. Dengan kata lain, titik
kesetimbangan E stabil jika syarat tersebut terpenuhi.

3.4 Analisis Kestabilan Global

Pada Subbab 3.3 telah dianalisis sifat kestabilan di sekitar titik
kesetimbangan atau disebut dengan kestabilan lokal. Berdasarkan
hasil analisis tersebut, terdapat kemungkinan titik kesetimbangan
yang bersifat stabil lokal juga bersifat stabil global. Terdapat tiga
titik kesetimbangan yang dimungkinkan bersifat stabil global, yaitu
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titik kesetimbangan E;, E,, dan E5. Pada Subbab ini hanya dianalisis
kestabilan global di sekitar titik kesetimbangan E;.

Titik kesetimbangan E; = (1,0,0) merupakan titik yang berada
pada bidang x-y. Oleh Kkarena itu, kestabilan global titik
kesetimbangan E; dapat dianalisis dengan menggunakan Teorema
Poincaré-Dulac. Jika di sekitar titik kesetimbangan E; tidak terdapat
orbit periodik, maka titik kesetimbangan E; bersifat stabil global
sesuai dengan Subbab 2.11.

Keberadaan orbit periodik ditunjukkan dengan kriteria Dulac.
Perhatikan fungsi Dulac

B(x,y) = xy,
dengan menggunakan fungsi tersebut diperoleh
a|xy
Bf =xy (x(l 2 m; +x+ yy)

B byxy

g _xy<m1+x+yy lW).
fungsi f dan g masing-masing adalah ruas kanan persamaan pertama
dan kedua dari sistem persamaan (3.5).

Pada uraian berikut ini ditunjukkan bahwa _ag.zf) + _"gig) =0 dan
tidak terjadi perubahan tanda pada _a;if ) 4 5%9)_
— = A W
0x y(x( D x Ay
a my +x+ — ayx
+xy 1_2x_<1y( 1 vy) 21y>
(my +x+yy)
( ary )
=yx(1l—x——"F"—
m; +x+vyy
a;y(my +vyy)
+ 1—2x—
> < ‘ ((ml +x + yy)2>>
= QY a;y(my +vy)
=xy|2—3x— _ ’
my +x+yy  (mg +x+yy)?
ay my; +x+vyy Hy
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(my +x+vyy)?
bix bix(my; +x)
= xy (— = M) +xy u

<b1x(m1 +x +yy) —yybix >
+xy S

m; +x+yy (my +x+yy)2_
L bix bix(my; + x)

=xy|—m—m—mom—oruoun— W | ,
y(ml +x+yy K (my +x +yy)? M)

dan

a(Bf) T d(Bg)
dx dy

Y. (2 R ay ( a;y(my +vy) ))

my +xtyy \(ny +x+yy)?
e bl—x—u+ bix(my +x)
my +x+yy (m, +x+yy)? “
— v (2 =3y — a1y _(Laay(my +vy)
Y m; +x+yy (my +x+yy)?
by x bix(my + x)
t——u s~ H
my +x+yy (my +x+vyy)
a,y a,y(my +vy)
xy< Gt m; +x+yy <(m1 +x+yy)2>
bix bix(m; +x
+;—,u 1x(my )2_H>¢0.
m; +x+yy (my +x+vyy)

Oleh karena 0 <x+y <1, 0<x+yy <1, mb11_“<0 jelas
1
bix _ bix(my +x) ¢
bahwa ity M <0 dan mitrere M < 0, sehingga
9(Bf) +6(Bg) <0.
ax ady

Berdasarkan Teorema 2.11.1 dapat dikatakan bahwa pada
perilaku solusi sistem persamaan (3.5) tidak terdapat orbit periodik.
Jadi, sesuai dengan Teorema 2.11.2 titik kesetimbangan E; bersifat
stabil global.
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Hasil analisis kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan
(3.5) dicantumkan pada Tabel 3.1 berikut ini.

Tabel 3.1 Syarat kestabilan titik kesetimbangan model predator-
prey tiga spesies

Titik Jenis I
Kesetimbangan Kestabilan SERERPIn
E, =(0,0,0) Tidak stabil -
b, 2,
: m; +1 .
E, = (1,0,0) Stabil lokal bzl
mz+1 HT T
Stabil global Stabil lokal
X, >0,2z, >0,
EZ = (XZ ,0 ,Zz) Stabll |Oka| A1 > O,Az > 0,
AA, — Az > 0.
x3 >0, y; >0,
E; = (x3,y3,0) Stabil lokal B; >0,B, >0,
BB, — B; > 0.

Catatan: untuk nilai 4, 4,, 43, B, By, dan B; dapat dilihat pada
anak Subbab 3.3.3 dan 3.3.4.

3.5 Simulasi Numerik

Pada bagian ini dibahas simulasi numerik dengan menggunakan
metode Runge Kutta orde 4 pada software MATLAB R2010a.
Perilaku solusi dalam simulasi dibandingkan dengan perhitungan
secara analitik pada Subbab 3.3.

Berdasarkan hasil analisis dinamik diperoleh empat titik
kesetimbangan pada model predator-prey tiga spesies. Perbandingan
hasil analisis dinamik keempat titik kesetimbangan ditunjukkan
melalui variasi nilai parameter dalam beberapa simulasi berikut ini.

3.5.1 Simulasi 1

Pada simulasi ini dapat ditunjukkan bahwa titik kesetimbangan
E, = (0,0,0) bersifat tidak stabil dengan menggunakan nilai
parameter a, = 0.8, a, =0.6, a; =0.25, b, =0.9, b, =0.5,
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b; =19, my =04, m, =02, my =02, u=0.1, y =0.9, dan
q = 0.5, seperti pada Gambar 3.1 berikut.

\

- F7 - ---T-- ==

150 --7

-~

(0.2,0.4,0.
-7 \\\

z(t)

0.5

y(®) x(t)

Gambar 3.1 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E

Berdasarkan potret fase Gambar 3.1 dapat dilihat bahwa solusi
berupa limit cycle, akan tetapi trayektori di sekitar limit cycle dengan
tiga nilai awal, yaitu (0.1,0.2,0.3), (0.2,0.4,0.6), dan (0.3,0.2,0.1),
tidak mendekati titik kesetimbangan E, = (0,0,0). Hal ini berarti,
dalam sistem tersebut terjadi persaingan yang sangat kuat di antara
ketiga spesies tersebut agar tetap dapat bertahan hidup dan tidak
mengalami kepunahan.

3.5.2 Simulasi 2

Parameter yang digunakan pada simulasi 2 adalah a; = 0.8,
a, = 06, as = 025, b1 S 09, b2 — 05, b3 = 19, mq = 08,
m, = 0.25, m3; =0.16, u=0.6, y=0.9, dan g = 0.5. Nilai
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parameter tersebut memenuhi syarat kestabilan titik kesetimbangan
E; = (1,0,0), yaitu

by AL 0 O =
m+1 HFTog+1 0T
dan
bz W22 oy 2l L (0.6 + 0.5) = —0.62941 < 0
v & gy NG S )T\ N oA ) '

Dengan kata lain, titik kesetimbangan E; bersifat stabil dengan
menggunakan parameter pada simulasi 2, seperti ditunjukkan pada
potret fase Gambar 3.2.

z(t)

y(t) e x(t)

Gambar 3.2 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E; yang stabil

Terlihat pada potret fase Gambar 3.2 trayektori dari tiga nilai awal
yang berbeda, yaitu (0.01,0.3,0.5), (0.2,0.8,1.2), dan (1.2,0.8,0.6),
menuju titik kesetimbangan E;, sehingga dapat diartikan bahwa
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jumlah populasi akan stabil menuju nilai (1,0,0) dalam jangka waktu
panjang. Pada potret fase tersebut juga ditunjukkan bahwa titik
kesetimbangan E, dan titik kesetimbangan E, eksis tidak stabil,
sedangkan titik kesetimbangan E5 tidak eksis.

Berdasarkan hasil simulasi tersebut dapat disimpulkan bahwa
populasi intermediate-predator dan top-predator akan mengalami
kepunahan jika terjadi dua kejadian. Kejadian pertama adalah
kejadian dengan keadaan tingkat konsumsi intermediate-predator
terhadap prey lebih kecil daripada laju kematian intermediate-
predator dan kejadian kedua adalah kejadian dengan keadaan tingkat
konsumsi pemangsaan top-predator terhadap prey kurang dari total
laju kematian dan laju emigrasi top-predator.

Dalam hal ini sistem tidak mampu mempertahankan ketiga
populasi untuk hidup secara berdampingan, akan tetapi populasi prey
tetap bertahan pada batas tertentu. Batas pertahanan prey yaitu 1,
nilai tersebut merupakan nilai carrying capacity prey.

Jika pada simulasi 2 nilai parameter yang digunakan adalah
w = 0.3 dan g = 0.1, maka syarat kestabilan titik kesetimbangan E;
tidak terpenuhi, yaitu

by =99 320250

m+1 FTog+1 T
dan

(u+q) = - (0.3 +0.1) = 0.0705 >0
R I A ANE T TR '

Dari hasil tersebut diperoleh nilai eigen 4; = —1, 4, = 0.2, dan
A3 = 0.0705. Terdapat dua nilai eigen yang bernilai positif, sehingga
titik kesetimbangan E; = (1,0,0) menjadi tidak stabil seperti
ditunjukkan pada Gambar 3.3.

Potret fase Gambar 3.3 menunjukkan bahwa titik kesetimbangan
E; bersifat tidak stabil, hal ini dikarenakan trayektori dari ketiga nilai
awal yang berbeda tidak menuju titik kesetimbangan E;, namun
trayektori menuju nilai yang sangat dekat dengan titik kesetimbangan
E,. Dalam kehidupan nyata, jika parameter ini terpenuhi maka
populasi intermediate-predator dan top-predator tidak akan
mengalami kepunahan dalam jangka waktu panjang, sedangkan prey
juga tidak bertahan pada nilai 1. Ketiga spesies tersebut akan
bersaing untuk dapat bertahan hidup.
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Gambar 3.3 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E; yang tidak stabil

3.5.3 Simulasi 3

Untuk simulasi 3 digunakan nilai parameter berikut: a; = 0.8,
a, =06, a; =025 b, =09, b,=12 b;=19, m; =08,
m, = 0.25, m3 =0.16, u =0.3, y =09, dan g = 0.5. Dengan
menggunakan parameter tersebut titik kesetimbangan E, eksis
dengan nilai E, = (0.35,0,0.57) dan syarat Kkestabilan titik
kesetimbangan E, terpenuhi. Hasil simulasi kestabilan titik
kesetimbangan E, dengan menggunakan tiga nilai awal, yaitu
(0.8,0.2,0.4), (1,0.4,0.5), dan (0.2,0.8,0.4), ditunjukkan pada potret
fase Gambar 3.4.

Dari potret fase pada Gambar 3.4 terlihat bahwa dengan tiga nilai
awal yang digunakan, titik kesetimbangan E, = (0.35,0,0.57)
didekati oleh trayektori di sekitarnya, sehingga titik kesetimbangan
E, bersifat stabil dengan menggunakan parameter pada simulasi 3.
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Berdasarkan hal tersebut, dalam kasus ini dapat diketahui bahwa
jumlah populasi akan stabil menuju nilai (0.35,0,0.57). Pada saat
populasi intermediate-predator punah, populasi prey dan top-
predator dapat bertahan hidup secara berdampingan dengan batas
nilai tertentu, yaitu populasi prey pada nilai 0.35 dan populasi top-
predator pada nilai 0.57.

Z(t)

y(t) 0o

x(t)

Gambar 3.4 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E, yang stabil

Untuk titik kesetimbangan E, pada simulasi ini akan bersifat tidak
stabil jika beberapa nilai parameter yang digunakan berubah, yaitu
by =05, b, =1, my =0.7, my = 0.15, u = 0.01, dan q = 0.8.
Dengan menggunakan parameter tersebut  diperoleh titik
kesetimbangan E, = (0.31,0,0.44), namun syarat kestabilan titik
kesetimbangan E, tidak terpenuhi. Hasil simulasi untuk titik
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kesetimbangan E, yang bersifat tidak stabil ditunjukkan pada
Gambar 3.5.

Berdasarkan Potret fase Gambar 3.5 dapat dikatakan bahwa titik
kesetimbangan E, bersifat tidak stabil. Hal tersebut terlihat dari
trayektori ketiga nilai awal di sekitarnya tidak menuju titik
kesetimbangan E,. Dalam kasus ini, untuk jangka panjang tidak akan
terjadi kepunahan pada spesies intermediate-predator, melainkan
spesies tersebut akan tetap bertahan hidup meskipun dalam jumlah
sedikit.

4. - -~ a7 i\ Tl i e NG
2 - 10,0:44)

L = (031,

0.6

%4 (0.8,0.2,0.4)

y(®) ()

Gambar 3.5 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E, yang tidak stabil

3.5.4 Simulasi 4

Parameter yang digunakan pada simulasi 4, yaitu a; = 0.8,
a, = 1.2, as = 0.5, b1 == 0.7, b2 = 0.5, b3 = 1.9, my = 0.1,
m, = 1.05, mz = 1.05, u = 0.4, y = 0.5, dan g = 0.2. Parameter
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tersebut memenuhi syarat kestabilan untuk titik kesetimbangan
E; = (x3,v3,0) yang dijelaskan pada anak Subbab 3.3.4. Hasil
simulasi yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan E; bersifat
stabil diberikan pada potret fase Gambar 3.6.

Dengan menggunakan nilai awal (0.9,0.2,0.1), (0.2,0.8,0.1), dan
(0.1,0.3,0.1) terlihat pada Gambar 3.6 bahwa trayektori dari ketiga
nilai awal tersebut menuju titik yang sama, yaitu titik kesetimbangan
E5; = (0.5,0.55,0). Pada saat keadaan stabil jumlah prey sebesar 0.5
dan intermediate-predator sebesar 0.55. Hal ini berarti, jika
parameter pada simulasi ini terjadi dalam kehidupan nyata maka
dalam jangka panjang populasi top-predator akan punah, sedangkan
prey dan intermediate-predator dapat hidup berdampingan dengan
baik.

.| 020801 g o_os0s50)

. 8

(0.1,0.3,0.1) ( E
y(®) s x(t)

Gambar 3.6 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E; yang stabil
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Gambar 3.7 Potret fase sistem persamaan (3.5) untuk titik
kesetimbangan E5 yang tidak stabil

Syarat kestabilan titik kesetimbangan E; tidak terpenuhi jika
parameter yang digunakan adalah a; =3, b, = 0.1, b; = 0.5,
my = 0.03, m, =0.1, my =0.1, u=0.08, dan y = 0.65, atau
dengan kata lain titik kesetimbangan E; bersifat tidak stabil dengan
menggunakan parameter tersebut, seperti ditunjukkan pada Gambar
3.7. Dengan parameter tersebut diperoleh titik kesetimbangan
E; = (0.37,0.09,0).

Pada Gambar 3.7 terlihat bahwa trayektori dari nilai awal
(0.9,0.2,0.1), (0.2,0.8,0.1), dan (0.1,0.3,0.1) berupa limit cycle,
namun trayektori dari ketiga nilai awal tersebut tidak menuju titik
kesetimbangan E; = (0.37,0.09,0), sehingga titik kesetimbangan E3
bersifat tidak stabil. Dalam kasus ini dengan jumlah populasi awal
yang ada, populasi prey tidak akan menuju nilai 0.37 dan populasi
intermediate-predator tidak menuju nilai 0.09 atau dapat dikatakan
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bahwa kedua spesies tersebut tidak dapat hidup berdampingan

dengan baik pada jumlah tersebut, sedangkan populasi top-predator
akan tetap bersaing untuk dapat bertahan hidup sehingga dalam

jangka waktu panjang tidak akan mengalami kepunahan.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah diuraikan dalam skripsi
ini diperoleh kesimpulan berikut.

1. Model predator-prey tiga spesies pada suatu jaring-jaring
makanan yang terdiri dari prey, intermediate-predator, dan top-
predator berupa persamaan diferensial biasa nonlinear dengan
tiga persamaan, yaitu laju pertumbuhan populasi prey, laju
pertumbuhan  populasi intermediate-predator, dan laju
pertumbuhan populasi top-predator.

2. Terdapat empat titik kesetimbangan, vyaitu satu titik
kesetimbangan trivial E, = (0,0,0) dan tiga titik kesetimbangan
batas yang masing-masing menggambarkan kepunahan pada
salah satu spesies, yaitu E; = (1,0,0), E, = (x,,0,2,), dan
E3 = (x3,3,0).

3. Titik kesetimbangan E, bersifat tidak stabil, E; bersifat stabil

asimtotik lokal dan global jika memenuhi mbil < pu dan
1
mb22+1 < (u + q), sedangkan E, dan E5 bersifat stabil asimtotik.
2

4. Simulasi numerik memberikan hasil yang sesuai dengan
perhitungan secara analitik. Berdasarkan hasil simulasi numerik
juga terlihat bahwa titik kesetimbangan E, dan E5 bersifat stabil
global.

4.2 Saran

Pada penulisan selanjutnya, disarankan untuk melakukan analisis
pada model predator-prey tiga spesies dengan menggunakan fungsi
respon yang berbeda, misalnya Nicholson-Bailey, ratio dependent,
atau Holling tipe Il dan memperhatikan adanya laju imigrasi dalam
populasi tersebut.
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Lampiran 1. Proses penskalaan sistem persamaan (3.5)

1. Penskalaan variabel X(t)

dx B dx dX dT

dt  dXdT dt

g 9l X (1 Kx) ra, KxKy ra,(Kx)?Kz\ 1

ac K\ K p+Kx+yKy a?+ (Kx)?)r

dx 1 ra;xK ra,x’Kz

E:m er(l—X)—p L y - aZZ
grxtvy F_sz

dx a, xy a,x*z

7. x(1—x)— 3 =

o’
grxtvy F_sz

Dengan memisalkan m; = £ danm, = = diperoleh

dx a, xy a,x%z

2. Penskalaan variabel Y(t)

dy dydYdT

dt  dY dT dt

dy 1( rbKxKy raz(Ky)*Kz 1
dt K\p+Kx+yKy B%+ (Ky)? g

dy 1 rbyxKy — rasy®Kz

— = M — UKy
dt rK\ P k
grx+yy %ﬂ,z
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dy  byxy azy’z
dt L B2 LA
K+x+yy %4_3,2

Dengan memisalkan ms =§ persamaan tersebut dapat dituliskan

sebagai
dy  byxy azy’z

dt _m1+x+yy_m32+y2_#y'

3. Penskalaan variabel Z(t)

dz a dz dZ dT

dt  dZdT dt

dz 1 (rby(Kx)*Kz N rbs(Ky)?Kz
dt K\ a?+ (Kx)2 B2+ (Ky)?

1
—ruKz —rqKz ) g

dz 1 [rby,x?Kz rbyy?*Kz
= ) F = —ruKz — rqKz

dt K
ety gty
dz  byx’z bsy?z
Tl > — uz — qz.

W‘FXZ ﬁ+y2

Dengan menggunakan pemisalan yang telah diberikan, persamaan
tersebut dapat dinyatakan sebagai

dz _ byx*z byy?z
dt  my%+x2 ms?+y?

— Uz — qz.
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Lampiran 2. Penyederhanaan matriks J(E;)

Matriks Jacobi dari titik kesetimbangan E, = (x,,0,z,) diberikan
oleh:

I a,m,%z a;x a,x,°
(my2 + x,2) my + x, my2 + x,
byx;
E,) = 0 A |\ 0
]( 2) My + % u
2b,%,2,m, b,x,?%
2222222 0 222 2_(‘u+q)
(M2 + x,2) my© + x;
[1—ayy —a2 —ag3
5 0 by, 0 |,
C11 0 C13
di mana
2 1 azmzzzz
a1 = 2x F—
H . (my? + x,2)2
a; X,
A = ——
5 my + x,
azxz2
Az = —————,
M my2 + x,2
b1x;
b, =————4,
12 my + % u
2b,x52,m52
1 =7 5 7 -
(my2 + x,2)2
bzxz2
c13=————(u+q).
13 m22 +x22 u q

Dengan mensubstitusikan x,, y,, dan z, di mana

v —m (u+q
2 2 b, — (u+q)

Y. =0,
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2

(u+q) (u+q
1=m, bz—(u+q)><m22+ e /bz—(/Hq)
(u+q)
\’ Ibz -u+q

aZmZZZZ >

(my? + x,%)?
2
(ut+q) (nutq)
(1‘"‘2 m)("‘zz*(’"z Im) )
a;my?

(nt+q)
(u+q) azmzjbz—(iﬁq)
= m2 1 aF 5
by—(u+ 2
2—(u+q) )
my2+(my
( N bz—(u+q)>

sehingga diperoleh

a1 = Z.XZ (1 +

(u+q)
<1_m2 bz—(u+q)>
2

m
(u+q)
m
= 2m, |—EED_1 g 4 N
2\ bz~ (u+a) " 2+<m \/W i
3 2\bz-(u+q)

2(4_ (ut+q)
—m wra) (4 4 IS <1 WS bz—(#+q)>
2\ b—(u+q) mzz(l. (u+9) )mz (u+q)

"ba—(u+q) by—(u+q)
(u+q)
1-m,
4 ( bz—(u+q)>
- ZmZ\/b(#(u‘i)q) | [t
2= 2
(bz—(u+q))m2 by—(u+q)
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(u+q) 4 (u+q)
(u+q) +2m2xlbz—(u+q><1 mZ\/bz—(lﬂq))
by—(u+q) ( b )m (u+q)

b2—(urq)) " 2\ by—(u+q)

bt (u+q)
=2 (u+q) 2(1 mz\l”z—(“ﬂl))

by—-(u+q) (ﬁ)

. (u+q) | b ’ (u+q) |\ ba—(u+q)
R by—(u+q) = (1 M2 bz‘(#"'Q)) b,

| , (u+aq) bo—(u+q) ., bp—(u+q) f (u+aq)
N b;—(u+q) +2 b 2 b M2 b,—(u+q)
4 , (u+q) _ by—(utq) ba—(u+q)

= 2my by—(p+q) (1 b, ) 4 by

_ _ by=(utq) by —(u+q)
—2x2(1 = )+2 :

by —(u+
= 2x, —2%@2 — 1),

41X
2

_ ax,”
M3 = my2 + x,°

2

w+q
A\ GG D | gl
— 2

@ w+q
2+ 2
S _wtq MR b, — (u+q)
2 Z b, —(u+q)
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(u+q) (u+q)
LS N AT _2h, G+ q)

m2 (1+b29‘&"3q>)_ (bz—?ﬁw))

(w+q) by—(u+q)  (u+q)

o A7 :
2by — (u+q) b, > b,
byx;

b, = — U,

12 my + % u

2
(u+q) 2 (n+q) \
— <1 M2 [by- (u+q)><m2 +<m2 ba— (u+q)> >|
ut+q 2
2b212 b= (ur) "tz
azms +q)

(u
by —(u+q)

(m22+<m2 ,bz(ﬂaquBQ)) )
(u+q)
((1 — ’bz — (u+q)>\‘
S ¢
ma? + <m2 ’b (f;;‘i)q)>
(u+q)
((1 — e /bz —(u+ q))\

2b,

my?

2b,

mZZ(H%)
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(u+q)
2b; (1 ¥ /bz—— W +_q>>

UNEN
m

& ’ w+q) \ba—(u+q)
LY i (1_ 2 bz‘(ﬂ"‘Q)) azb,
_of 1 k@ 4Bz = (it Q)
r 2 by — (u+q) a;

21— xz)(bz —(u+ CI))
2 o Y

2
byx;

Ci13 = —(,Ll+q)

my2 + x,2

2
(u+q)
b, <m2 / by — (i +_q)>

= 2_(#+Q)

(u+q)
ma® + ("‘2 sz—— W+ q))

= 2D 1)
6=C+0)
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Lampiran 3. Penurunan persamaan karakteristik J(E;)

[ by — (u+q) a;x; (u+q)
1—(2x, 22— 17 (x, -1 D 2
( X2 b, (x; ) M+ X, a b,
b
J(E) = 0 | Nl 8 0
21— xz)(bz - (u+ Q))
- 0 0
2

0 D1y al®
C11 0 0

1-ay1 —agp —011

Persamaan Kkarakteristik dari matriks J(E,) diperoleh dari
perhitungan

|AI = J(E2)| =0,
sehingga didapatkan
A-(—-ay) —a; —ag3
0 — 0 A - b12 0
C11 0 A

A—b 0 —Q12 Qi3
0:)_—(1—a11)| 012 A|+C11 A_blz 0

0=(2—(1-ay1))@A—Db1z)A+ ;1 (A = byy)ays
0= (/1 -(1- (111))(/12 — bypA) + ay3¢114 — ay3¢11b1;
0= 2% = b1pA* — (1 — a1 )A* + (1 — ay)bipA + ag3¢,,4

—a43C11b12

0=23+ (b1 — (1 — a11))2? + ((1 — ay1)b1, + a33¢11)2

—@43C11b12
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atau dapat ditulis sebagai
2.3 +A12.2 +A22. +A3 = 0,
di mana

Ay =—bi; — (1 —ay,),

:_<b1i_#)_ 1_<2x2_2w(x2_1)>

m; + x, b,

Ay = (1 —aq1)byp + c11043,

| b, —(u+q) by x,
= (1 — <2x2 - Zb—z(xz | 1))) (m-#)

) <2(1 —x)(by — (u+ q))) (az(u - q))

a;

A3z = ¢q1b12043

_ (2(1 — xz)(bz - (u+ Q))> ( b1x, | #) <a2(y + Q)>'

a, my + x,
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Lampiran 4. Penurunan persamaan karakteristik J(E3)

Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangan E; diberikan oleh matriks
J(E5) berikut ini.

[1 A, A Y a;y3(my +vys) A a;x3(my + x3) r ayx;* ]
5 (my x5 +yys)? (my + x5 +vy3)? my? + x3°
JE,) = biy;(my +vy3) byxz(my + x3) '} » asys*
N (my + x5 +vy3)? (my + x5 +vy3)? ms? + y;?
byxs? b3ys?
0 A
0 m,? + x32 +m32+y32 ta)
1-a;; —a;; —ag3
— b1 b1, —by3]|.
0 0 C13
di mana
0 = 2y a;ys(my +yys)
11 — 3 )
(my + x5 + yy3)?
N ax3(my + x3)
12 — )
(my + x5 +yy3)?
apx3°
A1a = —————
BT m,2 4 x,?
b = byys(my +vys)
11

(Mg +x3 +yys)?

b = bixz(my +x3)
27 (my + x5 +vy3)? o

2
_ a3ys
3= ————
T ma? 4 y5?
_ byx3? b3y3?
€13 = -(u+q.

my2+x32  ma2+y3?
Persamaan karakteristik dari J(E3) diperoleh dari
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1Al = J(E3)| =0,

perhitungan dapat dilakukan dengan menggunakan metode ekspansi
kofaktor berikut ini.

A—(1-ayy) —ai2 —ai3
0= by, A= by, —b13
0 O A ¢ C13

A=A —ay) —a;
0=U-c |
AT Dy g

0=QA-cy3) ((/1 -(1- ‘111))()L —by,) + b11a12)
0=(A=c13)(A = bipA — (1 —ay)A+ (1 — ay)bsy + byyas,)
0=2%—b132* = (1 = a;)A* + (1 — a11)b1z + b11a5,)2
—c13A% + byycisd + (1 — agq)eisd — (1 — agq)byp + byrass)crs
0=2%+ (=b; — (1 —ayy) — c13)A°
+((1 — @y1)byp + by1a13 + bypcyz + (1 - 6111)013)/1
—((1 —ay1)bi; + b11a12)C13
0=2+(=byz — (1 —ay) —c13)°
+((1 —ay1)(c13 + b1p) + bygag, + b12013)1
+(=(1 — a11)byz — by1asz)cys,
dengan memisalkan

By = —b;, — (1 —ay;) —cy3,

By = (1 —ay1)(b12 + ¢13) + agzbyqg + ¢13by,
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3.3 +B112 +B21+B3 = 0

—(1 = ay1)b12¢13 — ¢13b11a42,
maka persamaan karakteristik dapat dinyatakan sebagai

B3=
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Lampiran 5. Program model predator-prey tiga spesies

Simulasi numerik untuk sistem persamaan (3.5) dibuat pada
softwvare MATLAB R2010a dengan menggunakan metode Runge
Kutta orde 4. Nilai parameter dan nilai awal sistem, yaitu

;=08 b =09 m =08 u=06 x(0)=08
a; =06 by,=05 my=025 y=09 y(0)=02

Berdasarkan nilai parameter dan nilai awal tersebut disusun source
code program sebagai berikut.

Function untuk menunjukkan nilai parameter dari persamaan (3.5),
yaitu

functlon ydot=F1(t,x,y,z)
al=0.
a2=0.6;
a3:O.25;
b1=0.
b2=0.5;
b3=1.9;
m1=0.8;

2

1

CDG)

(O

m2=0.

m3=0.

mu=0.6;

gamma=0.9;

g=0.5;

ydot=x*(1-x)-(al*x*y)/(ml+x+(gamma*y))-
(a2*x*x*z)/ ((m2*m2)+(x*x)) ;

@ij "

end

function ydot=F2(t,X,y,z)
al=0.8;
a2=0.6;
a3=0.
bl=

51

O T
OOLOU‘I@I\)

0.
2=0.
3=1.
1=0.

3
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m2=0.25;

m3=0.16;

mu=0.6;

gamma=0.9;

g=0.5;

ydot=(b1*x*y)/(ml+x+(gamma*y))-
(@3*y*y*z)/((m3*m3)+(y*y))-mu*y;

end

function ydot=Ff3(t,x,y,z)

al=0.8;

a2=0.6;

a3=0.25;

b1=0.

b2=0.

b3=1.

m1l=0.

m2=0.

m3=0.

mu=0.6;

lamda=0.9;

gq=0.5;

ydot=(b2*x*x*z)/((m2*m2)+(x*x))+(b3*y*y*z)/((m3*
m3)+(y*y))-mu*z-gq*z;

=N 0 OO ©

O) Ulur ur v

end

Program utama model sebagai berikut.

clc;

clear all;

x(1)=0.8;

y(1)=0.2;

z(1)=0.9;

t(1)=0;

h=0.1;

Y%program utama metode Runge Kutta orde 4

for n=1:2000
K11=h*f1(t(n),x(n),y(n),z(n));
K12=h*f2(t(n),x(),y(n),z(n));
K13=h*f3(t(n),x(n),y(n),z(n));
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K21=h*f1(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12,
z(n)+0.5*K13);
K22=h*f2(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12,
z(n)+0.5*K13);
K23=h*f3(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K11,y(n)+0.5*K12,
z(n)+0.5*K13);
K31=h*f1(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K21,y(n)+0.5*K22,
z(n)+0.5*K23);
K32=h*f2(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K21,y(n)+0.5*K22,
z(n)+0.5*K23);
K33=h*f3(t(n)+0.5*h,x(n)+0.5*K12,y(n)+0.5*K22,
z(n)+0.5*K23);
K41=h*f1(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33);
K42=h*f2(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33);
K43=h*f3(t(n)+h,x(n)+K31,y(n)+K32,z(n)+K33);
x(N+1)=x(n)+(K11+2*K21+2*K31+K41)/6;
y(n+1)=y(n)+(K12+2*K22+2*K32+K42)/6;
z(n+1)=z(n)+(K13+2*K23+2*K33+K43)/6;
t(n+1)=t(n)+h;
end;
Sum=1;
for n=0:2000
A(CSum)=t(n+1);
B(Sum)=x(n+1);
C(Sum)=y(n+1);
D(Sum)=z(n+1);
Sum=Sum+1;
end;
%program untuk memunculkan simulasi numerik
dengan nilai awal yang telah ditentukan
figure(l);
plot3(B,C,D, "r","LineWidth",1.5);
xlabel ("X(t) ") ;ylabel ("Y(t) ") ;zlabel ("Z(t)");
axis square;
grid on;
hold onj;
al=0.8;
a2=0.6;
a3=0.25;
b1=0.
b2=0.
b3=1.
m1=0.

00 © U1 ©
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m2=0.25;

m3=0.16;

mu=0.6;

lamda=0.9;

g=0.5;

u=m2*sqrt((mu+q)/ (b2-(mu+q)));

v=0;

w=a2”(-1)*((m2*sqrt((mu+q)/(b2-(mu+g))))"(-1)-
1)*(m272+(m2*sqre((mu+q)/(b2-(mu+q))))"2);

ue=(bl*lamda+al*mu-al*bl+sqgrt((bl1*lamda+al*mu-
al*bl1)"2+4*bl*lamda*al*mu*ml))/(2*bl*lamda) ;

ve=((b1l-mu)*((bl1*lamda+al*mu-
al*bl+sqrt((bl1*lamda+al*mu-
al*bl)"2+4*bl*lamda*al*mu*ml))/(2*bl*lamda))-
(mu*m1))/ (mu*lamda) ;

we=0;

plot3(u,v,w, "r*", "LineWidth",1.5);%plot E 2

plot3(ue,ve,we, "b*","LineWidth",1.5); %plot E 3

plot3(1,0,0,"g*", "LineWidth",1.5); %plot E_1

plot3(0,0,0,"r*","LineWidth®,1.5); %plot E O

axis square

grid on;
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