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MASALAH DEPENDENSI PADA FUNGSI AKTUARIA
MULTIPLE-LIFE STATUS

ABSTRAK

Dependensi merupakan salah satu faktor yang merapgng
besarnya premi pada fungsi aktuaraltiple-life status. Dalam
perhitungan premi pada fungsi aktuameltiple-life status biasanya
pengaruh dependensi ini diabaikan karena ketedrateara dalam
menghitungnya. Pada skripsi ini dibahas mengenaiggreh
dependensi terhadap besarnya premi pada masinggnasatus
dengan menggunakan orde korelasi serta menggurfennsi dan
teorema yang berhubungan. Kemudian dibuat sua#s lbawah dan
batas atas premi menggunakan Frechet-Hoeffdlimgnds. Batas
bawah dan batas atas ini merupakan besarnya pamgi lyerbeda
dependensinya. Setelah itu, dibuat suatu ilustrasierik dari batas
bawah dan batas atas premi. Berdasarkan ilustrasemk yang
dibuat menggunakan contoh kasus pada pasangan stidajrdapat
diketahui masalah dependensinya. Semakin tua n&asasuami dan
istri, maka dependensi antara keduanya semakinngieat, namun
mengalami penurunan ketika mencapai usia tert&#gmakin besar
selisin usia antara suami dan istri, maka depemugnssemakin
menurun.

Kata Kunci: dependensinultiple-life status, orde korelasifFrechet-
Hoeffding bounds.
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DEPENDENCY PROBLEM ON MULTIPLE-LIFE STATUS
ACTUARIAL FUNCTION

ABSTRACT

Dependency is one of the factors that affect tleenprm of the
actuarial function multiple-life status. In the pr@m calculation of
the actuarial function multiple-life status normyalinegligible
influence of dependency due to limitations in theywef counting. In
this paper discussed the effect of dependencieth@ramount of
premium in each state by using correlation orded ase the
definitions and theorems related. Then lower andeuound of
premiums built using the Fréchet-Hoeffding bountise lower and
upper bound is the premium that different in dejeecg. Based on
numerical illustration that created using case afried couples, it
can be seen the dependency problem. The olderedggedn husband
and wife, then the dependencies between them ltasased, but
decreased when it reaches a certain age. The grédseage
difference between husband and wife, then the dkpames
decreased.

Key Word: dependency, multiple-life status, correlation order
Frechet-Hoeffding bounds.






KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur ke hadirat Allah SWT yantahte
memberikan bimbingan dan petunjuk-Nya, sehinggaulpemapat
menyelesaikan skripsi yang berjudMasalah Dependensi pada
Fungs Aktuaria Multiple-Life Status dengan baik dan lancar.
Shalawat serta salam selalu tercurahkan kepada Mabammad
SAW sebagai suri tauladan bagi penulis.

Skripsi ini tidak dapat diselesaikan dengan baiiptabantuan,
bimbingan serta motivasi dari berbagai pihak. Olelrena itu,
penulis ingin menyampaikan terima kasih kepada
1. Dra. Endang Wahyu H., M.Si. selaku dosen pembimbatas

segala bimbingan, motivasi, bantuan, serta kesalyaiag telah

diberikan selama penulisan skripsi ini,

2. Dr. Isnani Darti, S.Si., M.Si., dan Prof. Dr. Manfy M.Phil.
selaku dosen penguji, atas segala kritik dan sgaagy telah
diberikan untuk perbaikan skripsi ini,

3. Dr. Abdul Rouf Alghofari, M.Sc. selaku Ketua Jurnsa
Matematika, Dr. Sobri Abusini, M.T. selaku Ketuaogam
Studi Matematika, dan Indah Yanti, S.Si., M.Si.akal dosen
Pembimbing Akademik,

4. seluruh dosen Jurusan Matematika yang telahbmekan
iimunya kepada penulis, serta segenap staf kdayawan
Tata Usaha Jurusan Matematika atas segala bantuanny

5. lbu, Bapak, Bima, dan seluruh keluarga besarkussgala doa,
bantuan, dan motivasi yang tak pernah habis dikerik

6. Salzabila atas semua motivasi dan kesediaan bany@adapan
pun penulis perlukan.

7. Oci, Reza, Fitri, Riska, Bahrul, Fajar, Aisyah, Ang, Iqwan,
Eko, Ayuhan, dan teman-teman Matematika 2009 atasusgat
dan bantuan yang telah diberikan serta kebersaryaasiama
ini,

8. semua pihak yang tidak dapat penulis sebutkanpsaatu.
Semoga Allah SWT memberikan anugerah dan barokah-Ny

kepada semua pihak yang telah membantu menyelasskkigsi ini.

Sebagai manusia yang memiliki keterbatasan dark figjaut dari

kesalahan, penulis menyadari bahwa dalam penuk&aipsi ini

Xi



masih terdapat kekurangan. Oleh karena itu, pemuisgharapkan
kritik dan saran yang bersifat membangun, melaluhaie
fawzan_rinaldy@yahoo.com.

Semoga skripsi ini dapat bermanfaat bagi berbaigak, serta
menjadi sumber inspirasi untuk penulisan skripkirgatnya.

Malang, 29 Mei 2013

Fawzan Rinaldy

Xii



DAFTAR IS

Halaman

HALAMAN JUDUL ..ot ee i e e i eaanns i
HALAMAN PENGESAHAN ..ot iii
HALAMAN PERNYATAAN ..o eeeeeee e Y]
ABSTRAK .o e e e et e e e e e e eaan s Vii
ABSTRACT ...t e e e tee s s e e st e e e eab e e e aeaaaeeees iX
KATA PENGANTAR ..o e Xi
DA ol A S xiii
DAFTAR TABEL ..ot XV
DAFTAR LAMPIRAN ..ot XVii
BAB | PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang............cccooo i 1

1.2 Rumusan Masalah.............ivviuiiieiiiieeiece e 2

L A DAY \L VR, NN N

1.4 Batasan Masalah .......c.ooeiiieiiiiiiiiiiee e 2

ST Y = 1] = = |

BAB 11 TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Ruang Sampel, Kejadian, dan Peluang Suatu Kejadian5
2.2 Variabel ACakK..........coooeeiiiiiiiiiiiiieieeee
2.3 Fungsi Kepadatan Peluang
2.4 Fungsi Distribusi Kumulatif
2.5 Distribusi Gabungan Dua Variabel Acak .......ccccceeiennnnnn . 7

2.5.1 KaASUS DISKIIE . ceuiiiinniiitieii it ie e e eema e e e ee e een e eenaas 7

2.5.2 KASUS KONTINU ..u.iieviiieiiii et e s e evaeeeeannenenes 8
2.6 Variabel-Variabel Acak Independen ...........cccceeeuiinnnnnnns 9
2.7 EKSPEKLASI....coeeeiiiiiiiiiiiieiiiiiieit et a e e 10
2.8 Varians, Standar Deviasi, dan Kovarians .....................11
2.9 Koefisien KOrelasi.......ooooocuveiiiiiiiiiiiiiieeeceee e 15
2.100rde StatiStKA .....cevniieieieee e 15
2.110rde Parsial ........ooooevveiiiiiiieiiiieee e 16
2.12FUngSi INAIKALOT .......ccevveeiieeiiiiiiiieieeeeese e e e 16
2. 13FUNGSICOPUIAL. ... 18
2.14Frechet-HoeffdindBouNnds..............coccivmiieeeiice e 18.



2.15Fungsi AktuariegSngle-Life..........cccccvvviiiiiiiiiiiiiiieeieiee 91

2.15.1Umur saat Meninggal ..............oooiiiieee e 19
2.15.2Vaktu sampai Meninggal untuk Individu Berusia
TaNUN ..o 20
2.16Fungsi AktuariaMultiple-Life...........ccccoeeiiiiii 22
2.17Multiple-life StatUS........oevveeeieeeeieieiiiieieeeieeeeeeeeeeeee e 23
2.17. oint-life Status ......ooooeeeeiiiiieieeeee 23
2.17.2.8St-SUrVIVOr SEALUS .....vvveeeiiieeeiiiiiiiiiiiee e sieeeas 24
2.18TINGKAt BUNQA .....ccoovviiiiiieitiiiei i i aaaa e e anna s 26
2.18.1Bunga Sederhana / Bunga Tunggal ....................... 26
2.18.Bunga MajemUK..........ccuuvrmrieieeeeeiiaiiinie e 26
2.19Perpetuities dan Anuitas Tertentu ............ccc.eevvvveeeeeene.. 27
2.20Anuitas Seumur Hidup.........ccooooei i 27
2.21Pure Endowment...........oovviviiiiiiiiiiiiieiiieeeeee e 30
2.22Asuransi Seumur Hidup........cccooooiiiiiiiicicccieieeeeeeeeeee 31

BAB |11l PEMBAHASAN
3.1 Pengaruh Dependensi terhadap Besarnya Premi Anuitas

08N ASUIANSI......iiiiiiieeiiiieiieeeisissssseesessssssanssssssensnnensnsasnnes 33
3.2 Batas Bawah dan Batas Atas Premi Anuitas dan
U = 1 43
3.3 Dependensi Pasangan Suami Istri dan llustrasi
NUMEIKNYA........oiiiiiiieeiieeeeerunsiinnnsmeeaessnnses s sanseaeenaaas 51
BAB IV KESIMPULAN DAN SARAN
4.1 KeSIMPUIAN ...t 67
A2 Saran im0 G LA e LR e 8 SER 67
DAFTAR PUSTAKA i siresie st eeeeen s 69
B 0 NN MWNTTRAMG A LIS 71

Xiv



DAFTAR TABEL

Halaman
Tabel 3.1 Perbandingan prejuint-life status yang berbeda
(o (=T oT=T 0 (=T 0110 V7= U 38
Tabel 3.2 Perbandingan prelast-survivor status yang
berbeda dependensinya..........c.ccceeeevveeiiveeeiiiiinnnnnnnns 39

Tabel 3.3 Batas-batas premi pada kagsun-life status status......48
Tabel 3.4 Batas-batas premi pada kaastssurvivor status......... 48
Tabel 3.5 Nilai parameter Makeham .........ccccccciiiiiiiiieeeeennnne 58
Tabel 3.6 Batas premi anuitas seumur hidup demgary ......... 59
Tabel 3.7 Batas premi anuitas seumur hidup demgaiy = 5... 60
Tabel 3.8 Batas premi anuitas seumur hidup denpgarz0

danx yang bervariasi da#0 hingga60....................... 61
Tabel 3.9 Batas premure endowment denganc = 30 dan

AR W0, K7 R 0 S, (AR —— 61
Tabel 3.10 Batas prerpure endowment dengam = 10 dan

7= R O AN AL AW oo 62
Tabel 3.11 Batas prerpure endowment dengam = 10,

y = 20, danx yang bervariasi da#i0 hingga 60 .......... 63
Tabel 3.12 Batas premi asuransi seumur hidup dengam......... 64
Tabel 3.13 Batas premi asuransi seumur hidup depga0

danx yang bervariasi da#i0 hingga 60........................ 64

Xv






Lampiran 1
Lampiran 2

Lampiran 3
Lampiran 4

Lampiran 5

DAFTAR LAMPIRAN

Halaman
Perhitungan Contoh 1.........cccceeeeeeiiinenniiiiennnnnee. 71
Pembuktian Ekuivalensi pada Teoremadaui
Lemma 3.1 ... 77
Pembuktian Ekuivalensi pada Frechet-tdoej
BOUNGS......oooiiiiii it e 79
Tabel Mortalitas Belgia dahisting Program
Menampilkan Tabel.............cccovviiiiiii e 81
Listing Program Perhitungan Batas Bawah dan
Batas Atas Premi..........cccoooeeeeiiiiiiiieee 83

XVii






BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam istilah umum asuransi, aktuaria didefinisilsgbagai
salah satu disiplin ilmu yang mengaplikasikan pp#®insip
matematika dan statistika pada asuransi, termasekgkalkulasi
atau menghitung daftar harga premi. Perhitungagahpremi pada
fungsi aktuariasingle-life dapat memanfaatkatife table, namun
tidak demikian dengan perhitungan fungsi aktuaraltiple-life,
khususnya padaultiple-life status. Salah satu cara yang digunakan
untuk mempermudah perhitungan pada fungsi aktuauléple-life
status yaitu dengan mengasumsikan bahwa variabel sisasusitu
individu yang tergabung dalam status tersebut hdaldependen.
Jika diasumsikan demikian, maka individu terselBahamempunyai
resiko kematian yang sama. Jika dilihat dalam kgtad nyata,
terdapat beberapa faktor yang mempengaruhi depsndesperti
hubungan keluarga atau faktor genetik. Hubunganakgh, sebagai
contoh suami istri, orang tua dan anak atau faffeoretik, sebagai
contoh pada kasus individu kembar, pasti memildtekikatan satu
sama lain. Dapat dikatakan faktor seperti itu jugampunyai
pengaruh terhadap fungsi aktuaraltiple-life status.

Untuk itu, diperlukan pembahasan mengenai depsndan
suatu variabel acak. Dhaene dan Goovaerts (1996Ghbateas
masalah dependensi namun diaplikasikan pada es#a dari suatu
portofolio. Pada skripsi ini dibahas masalah depasdpada variabel
acak sisa usia suatu individu yang tergabung datamtiple-life
status. Referensi utama yang digunakan dalam penulisapsskni
sendiriadalahpaper Dhaene dkk. (2000)A' Note On Dependencies
In Multiple Lives Satuses’. Pada pembahasan skripsi ini
diperkenalkan orde korelasi sebagai alat untuk rhema
dependensi pada kasomsitiple-life status. Orde korelasi merupakan
orde parsial untuk distribusi dua variabel acak. kén yang
digunakan dalam pembahasan skripsi ini adalah Etét¢beffding
bounds. Frechet-Hoeffding bounds merupakan batas-batas dari
fungsi copula. Fungsicopula inilah yang dikaitkan dengan premi
anuitas maupun asuransi. Dengan demikian, Frecbetfding
bounds yang merupakan batas-batas dari furggula digunakan
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untuk menentukan batas bawah dan batas atas sl anuitas
dan asuransi. Kemudian pada bagian akhir skripsilibuat suatu
ilustrasi numerik dari batas bawah dan batas a@®ipnuitas dan
asuransi. llustrasi numerik ini nantinya digunakabagai alat untuk
menginterpretasikan dependensi dari individu yamngabung dalam
multiple-life status.

1.2 Rumusan M asalah

1.

Rumusan masalah pada skripsi ini adalah sebaghkibe
Bagaimana pengaruh dependensi suatu variabel asak s
usia suatu individu terhadap besarnya premi ano&goun
asuransi?

Bagaimana menentukan batas bawah dan batas atas pre
tunggal suatu anuitas maupun asuransi padhiple-life
status menggunakan Frechet-Hoeffdibgunds?

Bagaimana menginterpretasikan dependensi suatuidodi
padamultiple-life status menggunakan ilustrasi numerik dari
batas bawah dan batas atas premi anuitas maup@msiSu

1.3 Tujuan

1.

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagaikit.
Mengetahui pengaruh dependensi suatu variabel sisak
usia suatu individu terhadap besarnya premi annitagun
asuransi.

Menentukan batas bawah dan batas atas premi tusiggai
anuitas maupun asuransi  padaultiple-life status
menggunakan Frechet-Hoeffdibgunds.

Menginterpretasikan dependensi suatu indivudu pada
multiple-life status menggunakan ilustrasi numerik dari batas
bawah dan batas atas suatu premi anuitas maupamasu

1.4 Batasan M asalah

1.

2.

Batasan masalah pada skripsi ini yaitu

Fungsi aktuarianultiple-life status terdiri dari dua individu

saja.

Premi tunggal yang digunakan yaitu premi tunggadlapa
anuitas awal seumur hidupure endowment, dan asuransi
seumur hidup, terutama dalam kasus diskrit.



1.5 Manfaat

Manfaat dari penulisan skripsi ini yaitu membenka
penjelasan secara matematis bahwa dependensi rkanugelah satu
hal yang mempengaruhi besarnya premi.






BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Ruang Sampel, Keadian, dan Peluang Suatu Kejadian

Ruang sampel merupakan himpunan semua hasil yang
mungkin dari suatu percobaan. Ruang sampel biasdingsasikan
denganrS. Kejadian merupakan himpunan bagian dari ruangpeam

Jika suatu percobaan menghasilkarasil percobaan dan
n(A) merupakan banyaknya kejadidnrmaka peluang dari kejadian
A dapat dinyatakan dengan

i ="2)

Kejadian selain kejadiad disebut komplemen da#d, dinotasikan
dengamd€. Peluang kejadiannya dinyatakan dengan

P(4A°) = 1 — P(A).

Jika terdapat dua kejadian, misalkdndan B, dapat dicari
peluang irisan dan gabungan dari kejadian tersétrltiang irisan
dua kejadianA dan B dinotasikan P(AB), sedangkan peluang
gabungannya dinotasikaR(A U B). Peluang gabungan dari dua
kejadiand danB dapat dinyatakan dengan

P(AU B) = P(4) + P(B) — P(4B). (2.1)
(Wallpole, 1995).

2.2 Variabel Acak
Variabel acak adalah suatu fungsi yang nilainyaujeer
bilangan riil yang ditentukan oleh setiap elemelamiaruang sampel.
Variabel acak dinotasikan huruf kapital, misaln¥aUntuk nilai-
nilai dari variabel acak digunakan huruf kecilnya, dalam hal ini
(Wallpole, 1995).

2.3 Fungs Kepadatan Peluang
Misalkan X adalah suatu variabel acak diskrit dan
kemungkinan nilai-nilainya adalafy, x,, x5, ..., yang disusun dalam
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suatu urutan tertentu. Misalkan juga nilai-nilaii imemiliki
probabilitas yang dinyatakan oleh

P(X = x) = f(xp), k=1,2,... (2.2)
Fungsi kepadatan peluang didefinisikan dengan
P(X = x) = f(x). (2.3)
Untuk (x = x;), persamaan (2.3) tereduksi menjadi persamaan (2.2)
sementara untuk nilai-nilai lain darj f (x) = 0. Secara umuny,(x)

adalah fungsi kepadatan peluang jika
1. f(x)=0.

2. Z Fo = 1.

X

Di sisi lain, jikaX adalah suatu variabel acak kontinu, maka
peluang bahw& memiliki suatu nilai khusus adalah nol, sementara
peluang interval bahwX terletak antara dua nilai yang berbeda,
misalnyaa danb, ditentukan oleh

b
Pla<X <b)= ff(x)dx, (2.4)
a
dimana fungsf (x) memiliki sifat-sifat
1. f(x)=0.
2. f f)dx = 1.
- (Spiegel dkk, 2000).
2.4 Fungs Distribusi Kumulatif
Fungsi distribusi kumulatif, atau dapat disebut g&in

distribusi saja, dari suatu variabel agallidefinisikan sebagai

F(x) =PX < x),



dimanax adalah sembarang bilangan riil, ya#w < x < oo.
Fungsi distribusF (x) memiliki sifat-sifat sebagai berikut
1. F(x) monoton naik rfondecreasing) [artinya, F(x) < F(y)
jikax < yl].
2. lim F(x) = O;JICLIEOF(x) = 1.

X—>—00

3. F(x) kontinu dari kanan [artinya,’}i%1+ F(x+h) = F(x)

untuk semua].
Jika X merupakan suatu variabel acak diskrit, fungsirithissinya
dapat dinyatakan sebagai

F(x) = P(X < x) = z @, (2.5)

usx

sedangkan jikaX merupakan variabel acak kontinu, fungsi
distribusinya dinyatakan sebagai

F(x) =P(X <x) = J f(wdu. (2.6)
. (Spiegel dkk, 2000).

2.5 Distribusi Gabungan Dua Variabel Acak
2.5.1 Kasus Diskrit

Jika X dan Y adalah dua variabel acak diskrit, fungsi
kepadatan peluang gabungannya dianalogikan sesraarpaan
(2.3), sehingga fungsi kepadatan peluang gabunganigpat
didefinisikan sebagai

PX =xY=y) =f(xy),

dimana
1. f(x,y)=0.

2 sz(x,y) =
x ¥



Untuk fungsi distribusi gabungan dari X dan Y diagé&an sesuai
persamaan (2.5) dan didefinisikan oleh

F(x,y)=PX <x,Y<y) = ZZf(u,v).
usx vy

(Spiegel dkk, 2000).

2.5.2 Kasus Kontinu
Fungsi peluang gabungan untuk variabel-variabet Aodan
Y yang didefinisikan oleh

1. f(x,y)=0.

2. f ff(x,y)dxdy= 1.

Seperti halnya pada kasus diskrit, pada kasus rwonfuga
dianalogikan dari distribusi satu variabel acaklabakasus kontinu,

jika peluang bahwa terletak di antara danb sementard’ terletak

di antarac dand, secara matematis sesuai analogi dari persamaan
(2.4) dapat ditentukan oleh

d b
P(a<X<b,c<Y<d)=fff(x,y)dxdy.

c a

Untuk fungsi distribusi gabungaii danY dalam kasus kontinu
dianalogikan sesuai persamaan (2.6) dan didefanstteh

F(x,y) =PX <x,Y<vy)
y x
= J Jf(u, v)dudv. (2.7)

Fungsi distribusi marjinal, atau fungsi distribugari X dan Y
berturut-turut adalah



X o)

P(X <x)=F )= f f f(u,v)dvdu, (2.8)
Y e
PY<y) =F(y) = f f f(u, v)dudv, (2.9)

sedangkan fungsi kepadatan marjinal, atau fungsadetan dark
danY berturut-turut adalah

mm=fﬂmom

EO) = [ ray) du
Qq (Spiegel dkk, 2000).
2.6 Variabel-Variabel Acak Independen
Jika X =x dan Y =y adalah kejadian-kejadian yang
independen untuk semuadany, maka dikatakan bahw#& danY

adalah variabel-variabel acak yang independen. idal dapat
dituliskan

PX=x,Y=y)=PX =x)P(Y =y)

atau ekuivalen dengan

f(x:)’) S fl(x)fZ(:,V)J

dimana f;(x) dan f,(y) berturut-turut adalah fungsi-fungsi
kepadatan peluang marjinal d&rdany .

JikaX < x danY < y adalah kejadian-kejadian independen
untuk semuax dan y, maka dikatakan bahwd dan Y adalah
variabel-variabel acak yang independen. Hal inadajiuliskan

PX<x,Y<y)=PX<x)P(Y <y) (2.10)

9



atau ekuivalen dengan

F(x,y) = Fi(x)F;(y), (2.11)

dimana F;(x) dan F,(y) berturut-turut adalah fungsi-fungsi
distribusi marjinal dark” danY (Spiegel dkk, 2000).

2.7 Ekspektas

Dalam teori peluang, ekspektasi merupakan suatai nil
harapan dari keseluruhan nilai variabel acak bgmcpbaan itu
diulang-ulang tanpa henti. Untuk suatu variabekatiakrit X yang
memiliki nilai-nilai x4, ..., ekspektasi dai didefinisikan sebagai

n

E(X) = Z %P(X = x;). 2.12)

=1

Untuk suatu variabel acak kontikudengan fungsi kepadatgfidx),
eskpektasi daif didefinisikan sebagai

o0

E(X) = fxf(x)dx. (2.13)

—0o0

Ekspektasi dari suatu variabel acdkseringkali disebutmean dan
dilambangkan dengam,, atauy, jika variabel acaknya sudah jelas
diketahui.

Perhitungan untuk nilai ekspektasi satu variabepatla
diperluas untuk dua variabel atau lebih. Sebagatiotp jikaX danY
adalah dua variabel acak kontinu dengan fungsidatpa peluang
gabungary (x, y), dengan menggunakan analogi yang sesuai dengan
(2.13),mean atau ekspektasi da¥i, Y, danXY adalah

iy = EQX) = f f xf (6, y)dydsx, (2.14)

—00 —O00
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pe=EM = | [ yreuyaxay, (2.15)

—00 —O0Co
[oe] 0]

iy = EQXY) = f fxyf(x,y)dxdy. (2.16)

(Spiegel dkk, 2000).

2.8 Varians, Standar Deviasi, dan Kovarians

Varians merupakan ukuran pemencaran dari suatabedri
acak terhadap rata-ratanya. Varians dari suatualwariacakX
didefinisikan sebagai

Var(X) = a4 = E[(X — p)?]. (2.17)

Varians juga dapat dinyatakan dengB(X?) — u?, yaitu dengan
cara sebagai berikut.
Dari (2.17), diketahui bahwa

Var(X) = E[(X — w?]
= E[X? - 2uX + u?]
= E(X?) — EQuX) + E(u*)
= E(X?) = 2uE(X) + u?
= E(X?) —2u? + u?
= E(X?) — u>. (2.18)

Varians itu sendiri merupakan suatu bilangan tidagatif.
Akar kuadrat positif dari varians disebut standawiasi. Standar
deviasi juga dapat didefinisikan sebagai rata-rafarak
penyimpangan data terhadap nilai rata-ratanya. @ati7), standar
deviasi dapat ditentukan sebagai

ox = VE[(X — w)?].

Seperti halnya ekspektasi, varians untuk satu lveridapat
diperluas untuk dua variabel atau lebih. Misalkatuk kasus dua
variabel, terdapat variabel acak kontiXudan Y dengan fungsi
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kepadatan peluang gabung#fx,y). Sesuai dengan analogi dari
(2.17), varians dari variabel acZlkdanY adalah

oy’ = EO[O(XOO_ ﬂx)z]

— | [e-worreydya,

UYZ = EL;(Y; IlY)Z]

~ | [0 -mrreuyydxd.

—00 —O00

Suatu kuantitas lain yang muncul dalam kasus duabel
adalah kovarians. Kovarians merupakan nilai harapsamg
memberikan informasi mengenai hubungan atau korefdgara dua
variabel acak. Untuk variabel acdkdanY, kovarians didefinisikan
sebagai

Oxy = Kgg()g Y) = E[(X — ux)(Y — py)]

2.19
- | [e-moo-mr@nady. @19

Kovarians juga dapat ditentukan dengan
Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) — uxuy, (2.20)

yaitu dengan cara sebagai berikut.
Dari (2.19) didapatkan

Kov(X,Y) = E[(X — px)(Y — uy)]

= E[XY — uyX — uxY + pppiy]
E(XY) = E(uyX) — E(uxY) + E(xpty)
EXY) = wyE(X) — uxE(Y) + E (uxpty)
= EXY) = 2uxpy + puxpty
= E(XY) — pxpy-

(Spiegel dkk, 2000).
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Kovarians juga dapat dinyatakan dengan

Kov(X,Y) = Jw f{ F(x,y) — F(x)F,(y) }dxdy. (2.21)

(Lehmann, 1966).
Bukti:
Diasumsikan bahw& danY independen dafi(x,y) adalah fungsi
kepadatan peluang yang berbentuk konstanta. D20).2diketahui
bahwa

Kov(X,Y) = E(XY) — EX)E(Y).

Dengan menggunakan (2.14), (2.15), dan (2.16) di#tap

Kov(X,Y) = J fxyf(x,y)dxdy

—00 —O00

- f f xf(x,y)dydx fm f yf (x, y)dxdy.

(2.22)

Dari asumsi diketahuk danY independen. Dari asumsi tersebut
diketahui bahwa

jo fx}'f(X,}’)dxdy= foo joxf(x,y)dydx Jo-o fooyf(x,y)dxdy.

(2.23)

Langkah selanjutnya digunakan (2.23) pada persam@s2?)
sehingga dapat dituliskan dengan
kot = [ [ avfeoyardy— | [ avfeoyiaxdy

—00 —00 —00 —00
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Kov(X,Y) = xyf(x,y) — xyf(x,y) }dxdy

Xyf (6, Y) = x7fi (L) |dxdy

xyf(y) = L) |dxdy.

1]
é%gé%gé%g
é%gé\gé\g

Karenaf (x, y) merupakan konstanta, didapatkan

Kov(X,Y) = f f{f ff(u,v)dudv
-1

—00 —O00

Y o
f(u,v) dvdu f f f(u,v) dudv} dxdy.

—00 — 00

Dengan menggunakan (2.7), (2.8), dan (2.9) didapatk

Kov(X,Y) = f Jw{ F(x,y) — Fi(x)F,(y) }dxdy.

—00 —00

Rumus kovarians (2.21) dapat juga digunakan unagus variabel
acak yang dependen dan fungsi kepadatan pelgétg) secara
umum, tidak hanya yang berbentuk konstanta. Unteknperjelas
hal tersebut diberikan contoh soal sebagai berikut.

Contoh 1
Diketahui fungsi kepadatan peluang gabung&ix,y) sebagai
berikut.

2 0<x<1,
fGx,y) = { X3 <y <t
0, yang lain.
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Kov(X,Y) yang dicari dengan menggunakan (2.20) bernilaiasam

denganKov(X,Y) yang dicari dengan menggunakan (2.21), yaitu
Kov(XY) = —ﬁ. Perhitungannya disajikan pada Lampiran 1.

2.9 Koefisen Korelas
Ukuran dependensi dari variab€ldanY yang ditentukan
oleh

_ Oxy
Ox Oy

denganp sebagai koefisien korelasi. JikadanY adalah variabel
acak independen, makBov(X,Y) = gxy = 0. Dalam kasus ini,
diketahui bahwa = 0. Nilai dari koefisien korelasi sendiri berkisar
antara—1 sampai 1. Nilai p = —1 ataup = 1 menyatakan bahwa
variabel acaknya sangat berkorelasi (Spiegel ddB@0R

2.10 Orde Statistika

Mula-mula diberikan sampel acaX;, X, ..., X,,. Setelah itu
dilakukan pengurutan terhadap sampel acak terskbunilai yang
kecil ke nilai yang besaagcending order), maka didapatkan

Y; = min X;
1<isn

Y, = X; yang terkecil ke dua, untuk< i <n

Y, = maksX;
1<isn
dimanaY; merupakan orde statistika ke¥; disebut sebagai orde
statistika terkecil dar¥,, disebut sebagai orde statistika terbesar.

Untuk mencari fungsi distribusi dari orde statistétkecil atauY;
dilakukan dengan cara

Gy, 1) =P(Y1 < y1)
= P(min((Xy, Xz, .. Xn) < y1)
=1- P(mil’l((Xl,Xz, ---;Xn) > YI)
=1-P[(X; > y) Xy > y1) ... (Xn > y1)]

(2.24)
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Pada orde statistik terbesar atgu fungsi distribusinya dapat dicari
dengan cara

Gyn(yn) =P(Yn < yn)
= P(maks((X1, X3, ..., Xn) < )
== P(maks((Xi:er "'an) S Yn) (225)
= P[(X; < 7)) Xz < Yn) . K < W)
(Spiegel dkk, 2000).

2.11 Orde Parsial

Orde parsial merupakan relasi binex’ ‘dalam suatu
himpunanP yang memenuhi sifat-sifat reflektif, anti-simetrgan
transitif. Untuk semuar, b, danc di dalamP, didapatkan sebagai
berikut.
1. Reflektif, yaitua < a.
2. Anti-simetris, yaitu jikaa < b danb < a makaa = b.
3. Transitif, yaitu jikaa < b danb < ¢ makaa < c.

(Schroder, 2003).

2.12 Fungs Indikator

Diberikan S adalah ruang sampel. Dimisalkan judges S
adalah suatu kejadian dan peluang dadinotasikanP(A4). Fungsi
indikator (variabel acak indikator) dari kejadiahy dinotasikan
denganl,. Fungsi indikator dari kejadiaml merupakan suatu
variabel acak yang didefinisikan dengan

1 jkawea
L@ = { ¢ kawea

Contoh 2
Misalkan dilakukan suatu percobaan yaitu melempgéuah dadu
enam sisi. Dapat didata ruang sampelnya adalah

$=1{1,23,4,5,6}.

Didefinisikan pula suatu kejadiad sebagai kejadian munculnya
dadu bermata genap. Dari percobaan tersebut dapabitl suatu
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indikator bahwa bernilal ketika muncul angka, 4, 6 dan bernila0
ketika muncul angka, 3, 5.

Dengan kata lain, fungsi indikator dari kejadidnadalah
variabel acak yang bernilaiketika terjadi kejadian A dan bernili
ketika tidak terjadi kejadiam. Dapat dilihat bahwd, ini sendiri
merupakan suatu variabel acak diskrit. Fungsi kefgadpeluand,
adalah

P(A) Jjikax =1
P, (x) = { P(A)=1—-P(4) ,jikax=0

0 , yang lain

Fungsi indikator biasanya digunakan untuk menyeateakan suatu
notasi dan untuk membuktikan suatu teorema.
Fungsi indikator memiliki sifat-sifat di bawah ini
1) Perpangkatan
Pangkat kez daril, adalahl, itu sendiri atau dapat dituliskan

Iy ()" = Ih(w),Vn, w (2.26)

karenal, dapat bernilai atau0 dan
1" =1
0"=0

2) Nilai ekspektasi
Dengan menggunakan (2.12), dapat diketahui nispelktasi dari
I, adalahP(4)

Bl = ) (@
x€{0,1}
= 1.p,(1) + 0.p;,(0)
= 1.P(A) + 0.P(4%)
— P(4) 2.27)

3) Varians
Dengan menggunakan (2.18) dan (2.26), varians Igaadalah
P(4).(1 - P(4))
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Var[ly] = E[(1,)%] — E[(1,)]?
= E[(1)] — E[(1)]?
= P(4) — P(4)?
= P(A). (1 — P(4))
(Marco, 2010)

2.13 Fungsi Copula

Pada teori peluang dan statistikapula merupakan sejenis
fungsi distribusi dari variabel acak yang berdmtsi uniform.
Distribusi uniform merupakan salah satu distribusi peluang dimana
nilai dari peluang pada suatu interwatlanb mempunyai nilai yang
sama. Untukn variabel acak yang berdistribusiiform pada[0, 1],
U, Uy, ..., U, fungsi distribusi gabungannya yaify didefinisikan
dengan

C(ul,uZ, ,um) = P(Ul S ul, UZ < u,z, s ) Um S um)

C di sini juga dapat didefinisikan sebagai fungiula.

Fungsi copula dapat digunakan untuk menghubungkan
fungsi distribusi marjinal menjadi fungsi distrilbugabungannya.
Untuk fungsi distribusi ~ marjinal F;(x;), F>(x5), ..., By (%),
menggunakan definisi dari fungsapula didapatkan

C(Fl(xl)'FZ(xZ)' :Fm(xm)) > F(xl'xZ' ""xm)'

Hal tersebut dapat ditunjukkan sebagai berikut.

C(F1(x1), F2(x2), o) By (X))
=P(U; < F1(x1),U; < Fy(x3), oo, Uy < Ep(x))
= P(F{ '(Uy) < x4, F5 (U3) < X, e, B ' (Un) < %)
=P(X1 < x1, X3 < X, 00, Xy < X))
= F(xq,Xg, o) Xpp)-
(Li, 1999).

2.14 Frechet-Hoeffding Bounds
Suatucopula C(uq,uy, ..., U,) Mmemiliki batas-batas berikut
ini.
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W, g, ey Uy) < C(Uq, Uy, oo, Upy) < M(Uqg, Uy, e, Upy)-

FungsiW disebutiower Frechet-Hoeffdindounds dan didefinisikan
sebagai

m
W (uq,uy, ..., Uy) = maks {1 -m+ z u;, O}.
i=1

FungsiM disebutupper Frechet-Hoeffdingrounds dan didefinisikan
sebagai

M(uq, Uy, .y Upy) = min{uq, Uy, ..., Uy, -

Pada kasus dua variabel, Frechet-Hoeffdmminds dinyatakan
dengan

maks{u; + u, — 1,0} < C(uy,uy) < min{uq, u,}. (2.28)
(Novosyolov, 2006).

2.15 Fungs Aktuaria Single-Life
2.15.1 Umur saat Meninggal

Misalkan terdapat satu individu baru yang lahir. Wreaat
meninggal individu tersebut, misalkaki, adalah variabel acak
kontinu. JikaFy (x) dinotasikan sebagai fungsi distribusi dammaka
dapat ditulis

Fx(x) = P(X < x) x = 0. (2.29)
Dari persamaan (2.29), dapat dinyatakan bahwa urstetiap
bilangan positifx, Fx(x) adalah peluang suatu individu baru akan
meninggal pada usmatau kurang.
Fungsis(x) merupakan fungsurvival dengan

s(x) =1—-Fx(x) =P(X > x) x = 0. (2.30)
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Biasanya diambil asumsi bahwga(0) = 0, sehingga mengakibatkan
s(0) = 1. Fungsis(x) ini sendiri adalah peluang suatu individu baru
akan mencapai usia(Bowers dkk, 1997).

2.15.2 Waktu sampai Meninggal untuk Individu Berusa x
Tahun

Pertama-tama diperkenalkan simi§ge). Simbol (x) adalah
notasi untuk individu yang berustatahun. Waktu sampai meninggal
untuk individu yang berusia tahun atau dapat disebut sebagai sisa
usia dari(x), yaituX — x, dinotasikan dengaf(x).

Di bawah ini diberikan pernyataan mengefiar). Dengan
menggunakan analogi yang sesuai dengan persamaz®) @an
(2.30), untuk > 0 dapat didefinisikan

tdx = P[T(x) S t] = Fp (1), (2.31)
Px =1 — q, = P[T(x) > t]. (2.32)

Simbol .q, dapat diinterpretasikan sebagai peluafp@ akan
meninggal dalam kurun waktuahun. Simbol,q, ini sendiri adalah
fungsi distribusi dariT'(x). Di lain pihak, :p, diinterpretasikan
sebagai peluangx) akan mencapai usia+t. Simbol ;p, ini
adalah fungssurvival untuk (x). Untuk mempermudah pembacaan,
jika t = 1 notasinya adalah
q, : Peluangx) akan meninggal dalam kurun waktu satu tahun,
px : Peluangx) akan mencapai usia+ 1.

Simbol ;p,.s adalah peluangx + s) akan mencapai usia
x + s + t tahun. Jadi;p,.,s dapat didefinisikan sebagai

tPx+s = P[T(x +5) > ¢].

Jika dipandang melalui peluan@), maka ;p,.s didefinisikan
dengan

tPx+s = P[T(x) > s +t|T(x) > s]
_P[T(x) >s+¢T(x) > s]

P[T(x) > s]
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P[T(x) > s +t]

tPx+s = P[T(X) > S]

_ s+tPx (2.33)
pr

Untuk kejadian bahwgx) akan bertahan hiduptahun dan
akan meninggal dalam kurun waktutahun atau dengan kata lain,
(x) akan meninggal antara usia+t dan x + t + u dinotasikan
dengan

tudx = P[t <T(x) <t +u]
=P[T(x) <t+u]—P[T(x) <t]
= Fro(t+u) — Fre(t)
= t+uldx = t9% = tPx — t+ulx- (2.34)

Untuk kasus khusus dari individu yang berusia Oumah
(individu baru yang lahir), didapatkdr{0) = X dan

xPo = s(x) x = 0. (2.35)

Diambil asumsi bahwa suatu individu baru terselkanabertahan
hidup hingga usia tahun. Dengan menggunakan (2.35), didapatkan

(. x+tPo 1 S(x + t)

' xPo | S(x) ,
tdx =1 — Dx
| s(x+t) (2.36)
ALY
_s(x) —s(x+1)
- s(x)

sehingga dengan menggunakan (2.34) dan (2.30%, dapat
dinyatakan dengan

tludx = tPx = t+uPx
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s(x+t)—s(x+t+u)

tluldx =

s(x)
\ s(x+o)][sx+t)—s(x+t+u)
_[ s(x) H s(x+1t)
= tPx ulx+t- (2.37)

Dalam fungsi aktuaria juga dikenal istilah sisaausirtate.
Sisa usiacurtate merupakan jumlah tahun yang telah dilalui aleh
sebelum kematiannya. Sisa usiartate dinotasikan dengai (x)
dan merupakan variabel acak diskrit. Fungsi peludary sisa usia
curtate adalah
P[K(x) =k]=Plk <T(x) <k +1]
Plk < T(x) < k +1].

Dengan menggunakan (2.34) dan (2.3P\K(x) =k] dapat
dituliskan

P[K(x) = k] = kPx — k+1Px
= kPx-Qx+k |2.38)

(Bowers dkk, 1997).

2.16 Fungs Aktuaria Multiple-Life

Untuk fungsi aktuarianultiple-life, dapat diambil kasus dua
individu yang berusia dany dengan variabel sisa usia dari masing-
masing individu adalahr'(x) dan T(y). Dengan menggunakan
analogi sesuai persamaan (2.29), fungsi distrilgagiungan dari
T (x) danT (y) adalah

Froorp)(s,t) = P[T(x) <5,T(y) <t],

sedangkan untuk fungsi survival dafix) dan (y), dengan
menggunakan analogi (2.30) didapatkan

ST)T(y) (8 1) = P[T(x) > 5,T(y) > t].
(Bowers dkk, 1997).
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2.17 Multiple-life status
2.17.1 Joint-life status

Joint-life status adalah sebuah status yang dinyatakan hidup
ketika semua individu yang tergabung dajamt-life status tersebut
masih hidup dan dinyatakan mati ketika terjadi kama yang
pertama terjadi pada status tersebut. Jika terdapatlividu, maka
T(x1 %3+ %) = min[T(x1), T(x3), ..., T(x,)], dimana T(x;)
adalah waktu sampai meninggal dari individu yangisiax; tahun.
Waktu sampai meninggal padaint-life status diinterpretasikan
sebagai orde statistik terkecil. Pada kasus dusidhdyaitu (x) dan
(y), didapat

T(xy) = min[T(x), T (y)]. (2.39)

Dengan menggunakan (2.24), fungsi distritigiy), untukt > 0,
dengan distribusi gabungan dafix) danT (y) adalah

FT(xy)(t) = t4xy = P[T(xy) < t]
= P{min[T(x), T (y)] < t}
=1 — P{min[T (x),T(y)] > t}
=1-P[T(x) >t T(y) > t]
=1-Sr0r) (t,t). (2.40)

Pada kasus joint-life status diperkenalkan bahwa
{min [T(x), T(y)] < t} merupakan gabungan ddff'(x) < t] dan
[T(y) < t]. Oleh karena itu, dengan menggunakan (2.1) didapat

Fr(xy) (t) = P{min [T(x), T(y)] =t}
— P[T(x) < t] + PIT() < t] - P[T(x) < 6,T() < t]

= qx + tdy — FT(x)T(y) (&, t).

Seperti halnya fungsi aktuargngle-life, dapat juga dicari
tPxy Pada fungsi aktuarianultiple-life status. Oleh karena itu,

dengan menggunakan persamaan (2.32) dan (2p49), dapat
didefinisikan sebagai berikut.
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tPxy = P[T(x}’) >t]=1- tdxy
=1—1=sreren(tt)
= Steore) (6 1)
=P[T(x) > ¢t,T(y) > t]. (2.41)

Untuk T'(x) danT (y) independen, didapatkan

tdxy = t9x =iy t9y — FT(x) (t)FT(x) (t)
t9x + ty — t9x t9y (2'42)

I

dan

(2.43)
(Bowers dkk, 1997).

tPxy = tPx tPy-

2.17.2 Last-survivor status

Last-survivor status adalah status yang dinyatakan hidup jika
terdapat minimal satu individu yang hidup yang &érgng dalam
last-survivor status dan dinyatakan mati jika terjadi kematian yang
terakhir dari status tersebuast-survivor status dinotasikan dengan
(1% %), dimanax; adalah usia individu ké-dan m adalah
jumlah individu dalam status. Untulast-survivor status, variabel
T (%3 X) = maks[T(x;), T(x3), ..., T(x,)], dimana T(x;)
adalah waktu sampai meninggal dari individu yangisiex; tahun.
Waktu sampai meninggal paddast-survivor status dapat
diinterpretasikan sebagai orde statistik terbe®mda kasus dua
individu yaitu(x) dan(y), didapatkan

T(xy) = maks[T (x), T(y)]. (2.44)

Dengan menggunakan (2.25), fungsi distridiigy), untukt > 0,
dengan distribusi gabungan dafix) danT (y) adalah

Fray () = tqzy = P[T(Xy) < t]
= P{maks[T (x),T(y)] < t}
=P[T(x) <t T(y) <t]. (2.45)
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Sama halnya dengagaint-life status, padaast-survivor status, pxy
dapat dicari dengan menggunakan (2.32) sehingggaikian

tPzy = P[T(xy) > t] =1— (qxy
=1-P[T(x) <t T(y) <t]. (2.46)

Jika pada joint-life status diperkenalkan bahwa
{min[T(x),T(y)] <t} merupakan gabungan d&i'(x) <t] dan
[T(y) <t], maka paddast-survivor status diperkenalkan bahwa
{max[T(x),T(y)] >t} merupakan gabungan ddff(x) > t] dan
[T(y) > t]. Dengan menggunakan (2.1) didapatkan

iPry = P{maks[T (), T(»)] > t}
=P[T(x) >t] + P[T(y) >t] — P[T(x) >¢t,T(y) > t]

= (Px Tt tPy — tPxy-

Jika variabel acak’'(x) danT(y) independen, maka,qx; dapat
dituliskan dengan

t9%y = t9x t9y (2.47)
dan ,pxy dapat dituliskan dengan
tPxy = tPx + tPy — tPxy
= Dx T tPy — tPx tPy- (2.48)

Hubungan antargoint-life status dan last-survivor status dapat
dituliskan sebagai berikut.

T(xy) +T(xy) =T(x) +T(y)
Frxy) () + Fray () = Freo () + Frey (@)
tPxy + tPxy = tPx + tPy
freon@®) + frapn @) = freo @) + fre) ()
(Bowers dkk, 1997).
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2.18 Tingkat Bunga
2.18.1 Bunga Sederhana / Bunga Tunggal

Bunga sederhana atau bunga tunggal adalah bunga yan
hanya berdasarkan pada besar pokok dan jangkatasires.
Misalkan besar pokokP, tingkat bunga tunggali, jangka
investasinyar tahun, maka besarnya bunga tunggal yang dinotasika
I adalah

I = Pni.
(Futami, 1993).

2.18.2 Bunga M ajemuk

Bunga majemuk adalah suatu bunga dimana besar pokok
jangka investasi selanjutnya adalah besar pokokelseinya
ditambah dengan bunga yang diperoleh. Misalkanrbeskok P,
tingkat bunga tunggal, jangka investasinya tahun, maka total
pokok beserta bunga yang dinotasil§sadalah

S=P+)™ (2.49)
Dalam bunga majemuk didefinisikan suatu funggaitu

1
1+

(2.50)

v =

Asumsikan nilai S =1 dan periode tahunam = 1. Dengan
mensubtitusikan nilar pada (2.49), maka didapatkan

S=PA+i)"
LIk S

S @+nn
P=v"S=v

Jadiv dapat diinterpretasikan sebagai nilai tunai dampayaran
sebesar1l yang dilakukan satu tahun kemudian. Dalam bunga
majemuk didefinisikan juga fungsi diskdrmsebagai berikut.
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. | "ALLATY® i
\ Ve + i

dimanad adalah besar bunga yang hilang jika pembayarakukn
satu tahun lebih cepat (Futami, 1993).

2.19 Perpetuities dan Anuitas Tertentu

Perpetuities (perpetual payment stream) merupakan
pembayaran setiap periode sebekaNNilai tunai dariperpetuities
dinotasikan dengaiis| dimanads, didefinisikan dengan

3} 2 1
o) =1+v+ve+. = =

1
1-v d

Anuitas tertentu merupakan deretan pembayaran laerka
yang dibayarkan dalam jangka waktu tertentu dergyaggapan
bahwa pembayaran pasti dilakukan apabila telah sarppda
waktunya. Jika pembayaran dilakukan di setiap gweailode maka
disebut anuitas tertentu awal. Deretan pembayamda @nuitas
tertentu awal dimulai pada waktusampain — 1. Nilai tunai dari
anuitas tertentu awal, yang dinotasikan dengamdalah

g =1+v+-tv"?

Anuitas tertentu juga merupakan selisih dari pergetuities,
yang merupakanperpetuities yang dimulai pada waktW) dan
perpetuities yang dimulai pada waktaw. Jadi nilai tunai dari anuitas
tertentu awal adalah

1—v"

! (2.51)

(Bowers dkk, 1997)

! ns |
am = ao?)| -V ago| =

2.20 Anuitas Seumur Hidup

Sebuah anuitas hidup adalah serangkaian pembayanan
dilakukan pada interval yang sama selama masa tddgporang.
Contoh dari anuitas hidup adalah dana pensiunhSaltu jenis dari
anuitas hidup yaitu anuitas seumur hidup. Jikaapetiembayaran
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dilakukan pada setiap awal periode, maka disebuitaen seumur
hidup awal.

Misalkan pada anuitas seumur hidup deretan peméayyga
dilakukan jika (x) masih hidup. Dapat dikatakan deretan
pembayarannya dilakukan pada waBtsampaiK (x), dimanak (x)
adalah variabel acak sisa usiatate dari (x). Jadi nilai tunai dari
anuitas seumur hidup awal adalah

figeyr =1+ v+ -+ vk,

dengan fungsi kepadatan peluangnya ad@|l&lix) = k].

Premi tunggal merupakan suatu ekspektasi darii nila
tunainya. Untuk premi tunggal anuitas seumur hiddipptasikan
dengani,., didapatkan

ly = E(dK(x)+1|) o Z [yl P[K (x) = k]
k=0

B z dm| kPx- Qx+k (2.52)

k=0

Rumus premi anuitas seumur hidup (2.52) dapat eisedakan
dengan langkah-langkah sebagai berikut.

ay = Z dm| kPx- Qx+k
k=0
= dﬂ oPx-qx + d§|px-Qx+1 + d3| 2Px-Gx+2 T
= dﬂ 0Px- 1- px) + d7|px- (1- px+1)
+ d3z) oPx- (1 — Pry2) + -
ay = dﬂ( oPx — Opx-px) + dfl(px — Dx-Px+1)

. (2.53)
+ a3|( 2Px — pr-px+2) + -

Dengan menggunakan (2.33), persamaan (2.53) dapaiskan
sebagai berikut.
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ax = dﬂ( oPx — px) + d§|(px T pr) + d3|( 2Px — 3Px)
X
Gy = 1-( oPx — px) + (1 + v)(px - pr)
+ (1 +v+vH)(2px = 3px) + -
dy = 1. opx — Lo + (1 +v)px — (1 + V) 2ps
+ @A +v+v?) 0, — (1 +v+7v2) 3p,
L, oan
Gy =1. opx + vl-px + v2, 2Px + (2.54)

Sesuai dengan (2.54), premi anuitas seumur hidugl aw
dapat dituliskan dengan

[oe]

d, = z vk kD> (2.55)

k=0
atau dengan menggunakan (2.32) didapatkan

[oe]

iy, = Z VEP(T () > k). (2.56)

k=0

Premi anuitas seumur hidup dapat juga dinyatakaie pa
kasusmultiple-life status. Untuk anuitas seumur hidup awal pada
joint-life status, dengan menggunakan (2.41), (2.55), dan (2.56),
rumus preminya adalah

dxy = Z vk kPxy = z UkP(T(xy) > k)
k=0 k0=00
- Z PEP(T () > &, T(y) > k).
k=0

(2.57)

Demikian juga untuk anuitas seumur hidup awal dadasurvivor
status. Dengan menggunakan (2.46), (2.55), dan (2.5&nhus
preminya adalah sebagai berikut.
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o) o)

Uzy = Z v WPy = Z VNG

k=0 k=0
[}

_ z v¥(1 = P[T(x) < k, T(y) < kI).

k=0
(2.58)
(Bowers dkk, 1997).

2.21 Pure Endowment

Pure endowment adalah sebuah polis asuransi jiwa yang
dibayarkan apabila suatu individu yang bersangkumasih hidup
pada saat akhir periode dgpure endowment itu sendiri. Jika
individu tersebut meninggal selama perigulee endowment, maka
pembayaran tidak dilakukan.

Nilai tunai dari premipure endowment n-tahun adalahv™

dengan fungsi kepadatan peluangnya adajah Jadi premipure
endowment n-tahun yang dinotasikapk, adalah

nEx = E(™) = v" by, (2.59)
atau dengan menggunakan (2.32) didapatkan
wEy = v"P(T(x) > n). (2.60)

Hubungan antargure endowment n-tahun dengan anuitas seumur
hidup adalah

i Z [\ (2.61)

n=0

Untuk rumus prempure endowment n-tahun darijoint-life
status, dengan menggunakan (2.41) dan (2.59) didapatkan

nExy =v" nPxy
= v"P(T(xy) > n) (2.62)
= v"P[T(x) >n,T(y) > n),
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sedangkan rumus premure endowment n-tahun darilast-survivor
status menggunakan (2.46) dan (2.59) didapatkan

nEW =" nPxy
=v"P(T(xy) > n)
=v"(1 —P[T(x) <n,T(y) <nl]). &5
(Bowers dkk, 1997).

2.22 Asuransi Seumur Hidup

Asuransi jiwa adalah asuransi yang memberikan dajum
uang tertentu atas kematian tertanggung sesuaiadekegtentuan
dalam polis asuransi. Asuransi seumur hidup merupaalah satu
jenis dari asuransi jiwa. Dalam polis asuransi seumdup, uang
pertanggungan akan dibayarkan pada akhir periodékake
tertanggung meninggal.

Nilai tunai dari premi asuransi seumur hidup adai&f)**
dengan fungsi kepadatan peluangnya addtgki(x) = k]. Jadi
premi anuitas seumur hidup yang dinotasikan dedgaadalah

Ay = E(vK®t1) = Z v*1P[K(x) = k]
k=0

=) v b, (269)
k=0

Hubungan asuransi seumur hidup dengan anuitas sebmup
adalah

A, =1-di,. (2.65)

Buktinya didapatkan dengan langkah-langkah sebduggikut.
Sebelumnya telah dibahas bahwa anuitas merupaksih siri dua
perpetuities. Dengan menggunakan (2.51), didapatkan

< . 1— UK(x)+1

31



Dengan mencari ekspektasi dari persamaan (2.66 didkpatkan

1— ‘UK(x)+1
E(tggor) = E <T>

1-A,

d
A, =1—di,.

iy =

Dengan menggunakan (2.64), dapat ditentukan rumemip
asuransi seumur hidup untjpdint-life status yaitu

(oe]

Axy = z vkl kPxy-Ax+k:y+k
k=0 (2.67)

= Z p**+ Pk < min(T(x), T(y) < k + 1],
k=0

sedangkan rumus premi asuransi seumur hidup uastHsurvivour
status adalah

[oe]

AW = z et ( kPx Qx+k T kPy-4y+k — kDPxy- Qx+k:y+k)

Z k+1 plk < maks(T (x),T(y) < k + 1].

(2.68)
(Bowers dkk, 1997).
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BAB I11
PEMBAHASAN

3.1 Pengaruh Dependensi terhadap Besarnya Premi Anuitas dan
Asuransi

Pada bab sebelumnya telah diberikan penjelasagkadin
bahwa perhitungan premi dari suatu anuitas maugunaasi pada
fungsi multiple-life status menggunakan asumsi variabel sisa usia
adalah independen. Pada bab ini dibahas mengepandensi dari
variabel sisa usia tersebut, karena dependensi mugaberikan
pengaruh terhadap besar premi. Pembahasan merdgperidensi
ini menggunakan ukuran dependensi yang positifpyartnilai p >
0. Untuk mendukung pembahasan masalah dependemssbuer
diperkenalkan satu notasi baru yaR(F; _F,), dimanaR(F; _ F,)
adalah himpunan pasangan variabel acak multivdriabisalkan
(X4, ..., X), dengan fungsi distribusi marjinal dati adalah¥;.

Pada skripsi ini digunakan orde korelasi sebagsti @htuk
mengetahui masalah dependensi dari variabel sisaadalah orde
korelasi. Orde korelasi ini merupakan merupakare grarsial untuk
distribusi dua variabel. Pembahasan mengenai depsndini
nantinya digunakan untuk mengetahui besarnya spegmi dari
anuitas maupun asuransi yang berbeda dependen&ayi&ut ini
diberikan definisi orde korelasi.

Defins 3.1

Misalkan(T (x), T (y)) dan(S(x),S(y)) adalah elemen daRi(F, G),
dengan fungsi distribusi marjinalnya masing-masidglahF danG.
(T(x),T(y)) dikatakan kurang berkorelasi dibandingkan dengan
(S(x),S(»)), dinotasikan dengaff (x), T (y)) <. (S(x),S(y)) jika

Kov[f(T(x)), g9(T»)] < Kov[f(5(x)), g(S())]

untuk semua fungsf dang yang monoton naiknpn decreasing)
dimana nilai kovariannya ada.

Definisi 3.1 dapat diturunkan menjadi suatu teoremangenai
hubungan orde korelasi dan perbandingan fungsilalisi gabungan
dari variabel acak yang berbeda dependensinya.
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Teorema 3.1

Misalkan(T (x), T (y)) dan(S(x),S(y)) adalah elemen daRi(F, G).

Pernyataan-pernyataan ini ekuivalen:

a) (T(),T()) <c (S(x).5G)).

b) P[T(x) <t,T(y) <s] <P[S(x) <t,S(y) <s] untuk semua
t,s = 0.

Bukti:

(@)—(b)

Asumsikan bahwa (a) dipenuhi dan dipilfi{u) = I(u > t) dan
g) = I(u > s). Dari Definisi 3.1 didapatkan

(T, T)) = (S(),SO))

Kov[f(T(x)), g(T()] < Kov[f (S(x)), g(S(»)]
Kov(I(T(x) > t,T(y) >5s)) < Kov(I(S(x) > t,S(y) > s))

Dengan menggunakan (2.20) dan (2.27) didapatkan

E((T(x) > t,T(y) >5)) — E(I(T(x) > 0)E(I(T() > s))
<

E(I(S(x) > t,S(y) > 5)) —*E(I(S(x) > t))E(IS() >5))

P(T(x) >t,T(y) >s)—P(T(x) > t)P(T(y) > s)
< (3.2)
P(S(x) > t,S(y) >s) —P(S(x) > t)P(S(y) > s)

Pada (3.1), diketahui bahwi&x) danS(x) dan mempunyai fungsi
distribusi dan interval yang sama. Begitu pula @eng(y) dan
S(y). Jadi P(T(x) > t)P(T(y) >s) =P(S(x) > t)P(S() > s),
sehingga didapatkan

P(T(x)>t,T(y) >s) < P(S(x)>t,S(y)>s) (3.2)

Menurut ekuivalensi, pertidaksamaan (3.2) juga taptuliskan
dengan

PT(x) <t,T(y) <s)< P(S(x) <t,S(y) <s) (3.3)
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Pembuktian mengenai ekuivalensi pertidaksamaan (&2 (3.3)
diberikan pada Lampiran 2.

(b) — (a)

Asumsikan bahwa (b) dipenuhi. Untuk fungsilang yang monoton
naik (non decreasing), didapatkan

P(T(x) <t,T(y) <s) <P(S(x) <t,5(Hy) <s)

PHT) <t g(T(y) <s) SPFEH) <t g(SM) = S)(3 N\

Pada (3.4), ruas kiri dikurang?(f (T (x)) < t)P(g(T(»)) < s) dan
ruas kanan dikurandi(f (S(x)) < t)P(g(S(¥)) < s). Hal ini boleh
dilakukan karena

P(f(T()) < t)P(g(T() <5) = P(f(S(x) < P(g(SM) < ),

sehingga (3.4) dapat dituliskan dengan
P(f(Tx) <t,9(T(») <5)—P(f(T(x) < t)P(g(TG»)) < 5)
<

PF(S()) < t, g(SB)) < 5) — P(F(S(x)) < OP(g(S()) S(SS)S )

Perlu diingat bahwa fungsi distribuBf{x) danS(x) sama dan fungsi
distribusi T(y) dan S(y) juga demikian, namun fungsi distribusi
gabungan daril'(x) dan T(y) berbeda dengan fungsi distribusi
gabunganS(x) danS(y). Misalkan fungsi distribusi gabungan dari
T(x) danT(y) dinotasikanH; dan fungsi distribusi gabungan dari
S(x) danS(y) dinotasikarH,. Pertidaksamaan (3.5) dapat dituliskan
menjadi

Hi p(r0),9(r2) (& 5) = Fr(100) (D G129 (8)
= Haf(s0),9(s07) (& S) ~ Fr(s) DG (s)) (8)-
(3.6)
Untuk menghubungkan (3.6) dengan rumus kovariamgkankedua
ruasnya diintegralkan terhadapdans. Jadi (3.6) dapat dituliskan
menjadi
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f f { By 4 (r),0(r) & ) = Fraen) (DG (nen) (s) }dtds

<
f j { Ha £ (s00).9(s09) (& 5) = Fir(s00) (D Gg(531)) () }dtds

(3.7)

Bentuk (3.7) adalah rumus kovarians (2.21), selardidapatkan

Kov[f(T(x)), 9(TO)] < Kov[f(5(x)), 9(S())]
(TG, TW)) <c (SG),SB))

Dalam menghubungkan masalah perbedaan dependensi
dengan besarnya premi pada fungsitiple-life status dibutuhkan
suatu definisi mengenai variabel acak sisa usi@ yarorder secara
stokastik. Orde stokastik itu sendiri merupakaneoparsial. Orde
stokastik digunakan untuk membandingkan variabedk agang
mempunyai fungsi distribusi dengan interval yangaaBerikut ini
adalah definisi variabel acak sisa usia yang tercsdcara stokastik.

Definisi 3.2

Misalkan T (x) dan S(x) adalah dua variabel sisa usia. Dikatakan
bahwasS(x) lebih dominan secara stokastik da&ix), dinotasikan
T(x) <g S(x), jika salah satu kondisi ekuivalen di bawah ini
dipenuhi:

a) P(T(x) > t) < P(S(x) > t) untuk semua.

b) P(T(x) < t) = P(S(x) < t) untuk semua.

Dari Definsi 3.1, Teorema 3.1, dan Definsi 3.2,agidtkan
perbandingan variabel acak sisa usmaltiple-life status yang
terorder secara stokastik yang diberikan dalam leroemikut.

Lemma3.1
Misalkan (T(x), T (y)) dan (S(x),S(y)) adalah variabel acak dari
distribusi dua variabel sisa usia, keduanya eledsenR (F, G). Jika
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(T(x), T(y)) < (S(x),S(y)), maka pernyataan mengenai hubungan
orde stokastik ini dipenuhi:

a) T(xy) <5 S(xy),

b) T(xy) Zs¢ S(X¥)-

Bukti:

(a) Diketahui(T (x), T()) <. (S(x),S()).
Dari Teorema 3.1 dan ekuivalensi didapat

(TG, TM)) <¢ (@), SB)).
P[T(x) < t,T(y) <s] <P[S(x) <t S(y) <s]
P[T(x) > t,T(y) >s] < P[S(x) >t S(y) > s]
Untuk s = t didapatkan
P[T(x) >t,T(y) > t] < P[S(x) >t,S(y) > t]. (3.8)
Pertidaksamaan (3.8) dapat dihubungkan dengan mpérgman
fungsi distribusi sisa usia pada kasjgnt-life status. Dengan
menggunakan (2.41), pertidaksamaan (3.8) dapdisédn menjadi
P[T(xy) > t] < P[S(xy) > t]. (3.9

Langkah selanjutnya yaitu digunakan Definisi 3.2hisgga dari
pertidaksamaan (3.9) didapatkan

T(xy) Sst S(xy)-

(b) Diketahui(T (x), T(y)) <. (S(x),S(y)).
Seperti halnya pada pembuktian (a), dari Teorerai@apat

(TG, TW)) < S®),SO))
P[T(x) <t,T(y) <s] <P[S(x) <t,S(y) <s].

Untuks = t didapat

P[T(x) <t,T(y) < t] < P[S(x) <t,S() <t (3.10)
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Dapat dilihat bahwa pertidaksamaan (3.10) dapaubdingkan
dengan perbandingan variabel acak sisa usia padalkat-survivor
status. Dengan menggunakan (2.45), pertidaksamaan (Sé&Qjadi

P[T(xy) < t] < P[S(xy) < t]. (3.11)
Menurut Definsi 3.2, dari pertidaksamaan (3.11pdatkan

T(W) 2st S(W)

Dari Lemma 3.1 dapat disimpulkan sebagai beriRaida
kasusjoint-life status, jika variabel acak sisa usianya meningkat
dependensinya, maka peluang hidup daint-life status juga
meningkat atau dengan kata lain peluang mati jdamt-life status
menurun. Pada kasuast-survivor status, jika variabel acak sisa
usianya meningkat dependensinya, maka peluang Hidwipl ast-
survivor status akan menurun atau dapat dikatakan peluang mati dar
last-survivor status meningkat.

Pada Lemma 3.1 telah dibahas mengenai perbandingan
variabel acak sisa usia padaultiple-life status yang berbeda
dependensinya. Selanjutnya perbandingan premi enuitaupun
asuransi dengan variabel acak sisa usia yangdsedependensinya
dinyatakan dalam teorema berikut ini.

Teorema 3.2

Misalkan (T'(x), T(y)) dan(S(x),S(y)) adalah variabel acak dari
distribusi dua variabel sisa usia, keduanya eledsenR (F, G). Jika
(T(x), T(y)) <¢ (S(x),S(y)), maka perbandingan besar premi yang
berbeda dependensinya seperti yang ditampilkan Ppadal 3.1 dan
Tabel 3.2 dipenuhi:

a) Tabel 3.1 Perbandingan prenoint-life status yang berbeda
dependensinya

Jenis premi Perbandingan premi
Anuitas seumur hidup dry < d3y
Pure endowment EL, < (E5,
Asuransi seumur hidup AL, > A3,
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b) Tabel 3.2 Perbandingan prehast-survivor status yang berbeda
dependensinya

Jenis premi Perbandingan premi
Anuitas seumur hidup iy = 5y
Pure endowment kExy > kES
Asuransi seumur hidup ALy < A3

Keterangan: Indek’” padad, E,dan A menunjukkan premi yang
dibangun dari variabel sisa usi@a Indek S padad, E,dan A
menunjukkan premi yang dibangun dari variabel gisa S.

Bukti:

(a) Diketahui(T'(x), T(»)) <. (S(x),S»)).
Dari Lemma 3.1 dan Definisi 3.2 didapatkan

(T, T(y)) <c (S(x),S»))
T(xy) <st S(xy). (3.12)

Dengan menggunakan pertidaksamaan (3.12), dapa#ri dic
perbandingan premi anuitas maupun asuransi pads kaist-life
status dengan dependensi variabel acak yang berbedanketama
terlebih dahulu dicari perbandingan premi anuitagnsur hidup
joint-life status dengan langkah-langkah sebagai berikut.

Dari (3.12), digunakanlah Definsi 3.2 sehingga pgatkan
P(T(xy) >t) < P(S(xy) > t). (3.13)

Pada pertidaksamaan (3.18)merupakan suatu nilai untuk variabel
acak kontinu. Untuk menerapkan (3.13) pada ansgasnur hidup
diskrit, digunakan nilai yang diskrit, yaith. Pada (3.13) kedua
ruasnya dikalikan dengarf, kemudian masing-masing dijumlahkan
dengark = 0,1, 2, ... didapatkan

[oe] [oe]

Z v*P(T(xy) > k) < Z v*P(S(xy) > k).

k=0 k=0
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Dengan menggunakan (2.57) didapatkan

Kemudian dicari perbandingan prermure endowment joint-life
status dengan dependensi variabel acak yang berbeda. ahngk
langkah penentuan perbandingan preare endowment didapatkan
dengan langkah-langkah sebagai berikut.

Untuk mengetahui pengaruh orde korelasi ppdigée endowment,
digunakanlah hasil yang didapat dari anuitas seunelup, yaitu

Rumus anuitas seumur hidimnt-life status dapat dituliskan dalam
bentuk lain, yaitu menggunakan (2.61) sehinggapditkan

0] [oe]

T s
PG EINTS
=0 k=0

T S
kExy < k,Exy-

Sama halnya denggpure endowment, untuk mengetahui pengaruh
orde korelasi pada asuransi seumur hidup juga digamhasil yang
didapat dari anuitas seumur hidup. Langkah-langkahsebagai
berikut.

Hasil yang didapat dari anuitas seumur hidup yaitu

(3.14)

Dengan mengalikan kedua ruas (3.14) dengah kemudian
ditambahkan dengahdidapatkan

1—ddg, 21~ ddgy.
Kembali ke (2.65) didapatkan
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A%y = A3,
(b) Diketahui(T(x),T(y)) <. (S(x),S(y)). Dengan cara yang sama
pada pembuktian (a) didapatkan

(T, TY)) <¢ (S(x),S()
T(xy) 25 SXY). (3.15)

Pertidaksamaan (3.15) digunakan untuk mencari pdibgan premi
anuitas maupun asuransi pada kaRss-survivor status. Seperti
halnya pada kasupint-life status, pertama-tama terlebih dahulu
dicari perbandingan premi anuitas seumur hikdgpsurvivor status
dengan langkah-langkah sebagai berikut.

Pertidaksamaan (3.15) dapat dituliskan dalam befairk yaitu
dengan menggunakan Definisi 3.2, sehingga didapatk

P(TGFy) > t) = P(S(®) > ¢). (3.16)

Seperti pada kasupint-life status, pada pertidaksamaan (3.16)
digunakan suatu nilai yang diskrit yaitu Pada pertidaksamaan
(3.16) kedua ruasnya dikalikan dengdf kemudian masing-masing
dijumlahkan dengak = 0, 1, 2, ... didapatkan

[oe] (oe]

Z VEP(T(EY) > k) > Z VEP(S(EY) > k).

k=0 k=0

Dengan menggunakan (2.58) didapatkan
iy = Uzy.

Untuk mengetahui pengaruh orde korelasi ppdee endowment
padalast survivor status juga digunakan hasil yang didapat dari
anuitas seumur hidup, yaitu

S_

T =
aW = axy

41



Kemudian dengan menggunakan (2.61) didapatkan

o]

> b= Y b

k=0
S
kExy = kE

Pada asuransi seumur hidligst-survivor status, pengaruh orde
korelasinya dapat dilakukan dengan langkah-langlkhiagai berikut.

Kembali lagi pada hasil yang telah didapat daritastseumur hidup
yaitu

3y = G55, (3.17)
Dengan mengalikan kedua ruas (3.17) dengdrdan ditambahkan
dengarnil didapatkan

1—daxy <1- da-

Langkah terakhir yaitu dengan menggunakan (2.6Bhgga dapat
dituliskan dalam bentuk
AL < A%

Dari Teorema 3.2, perbandingan besar premi dauitam
seumur hiduppure endowment, dan asuransi seumur hidup yang
berbeda dependensinya padltiple life status dapat diketahui.
Pada kasugoint-life status, dapat disimpulkan bahwa jika variabel
sisa usia yang tergabung dalam status meningkaéndepsinya,
maka besar premi tunggal dari anuitas seumur hidap pure
endowment juga meningkat, namun besar premi tunggal dareasu
seumur hidup akan menurun. Pada kdadssurvivor status, dapat
disimpulkan bahwa jika variabel sisa usia yang abupg dalam
status meningkat dependensinya, maka besar premggal dari
anuitas seumur hidup dgre endowment akan menurun, namun
besar premi tunggal dari asuransi seumur hidupmgé&at.
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3.2 Batas Bawah dan Batas Atas Premi Anuitas dan Asurans

Pada skripsi ini digunakan Frechet-Hoeffdisaunds untuk
menentukan batas bawah dan batas atas premi adaitagsuransi.
Frechet-Hoeffdingoounds dibangun dengan menggunakan variabel
acak sisa usid'(x) danT(y). Untuk setiap elemeKT (x),T(y))
pada R(F,G), dengan menggunakan (2.28) didapat Frechet-
Hoeffdingbounds adalah

maks{F7x)(£) + Grey () = 1,0} < € (Fri(©), G1(5)(5))
< min{Frg (8), Grey) ()},

atau bentuk Frechet-Hoeffdifigpunds dapat juga dituliskan sebagai
berikut.

maks{Fr)(t) + Groy(s) — 1,0} < P(T(x) <t,T(y) <s)
< min{FT(x) (t), GT(y) (S)},
Fungsi distribusi gabungan ddiix) danT (y) yang masing-

masing dinyatakan dengan Frechet-Hoeffdimgper bounds dan
Frechet-Hoeffdingower bounds adalah

P(Ty(x) < t,Ty(y) < s) = min{Fr ) (L), Gy (s)},

P(T,(x) < t,T,(y) < s) = maks{Fy)(t) + Gr(,)(s) — 1,0}
Kemudian dicari fungsi distribusiT'(xy) dan T(xy) dengan
menggunakan fungsi distribusi gabungan d4qp) danT(y) yang
dinyatakan dengan Frechet-Hoeffdimgper bounds dan Frechet-
Hoeffdinglower bounds.

Fungsi distribusi gabungdf(x) danT (y) yang dinyatakan
dengan Frechet-Hoeffdingpper bounds, yaitu

P(Ty(x) < t,Ty(y) < s) = min{Fr)(t), Gry)(s)}-
Untuks = t, didapatkan
P(Ty(x) < t,Ty(y) < t) = min{Fr)(t), Gr) (0} (3.18)
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Pada kasugoint-life status, fungsi distribusiT (xy) yang dibentuk
oleh Frechet-Hoeffdingupper bounds, dalam hal ini merupakan

tq,‘{y, didapat melalui langkah-langkah sebagai berikut.
Dari (3.18), diketahubahwa
P(Ty(x) < £, Ty(y) < £) = min{Fr () (£), Grp) (O},

atau dapat dituliskan

P(Ty(x) <t,Ty(y) <t) = min{P(T(x) <t),P(T(y) <t)}.
Menurut ekuivalensi diperoleh

P(Ty(x) > t, Ty(y) > t) = min{P(T(x) > t),P(T(y) > t)}.
Dengan menggunakan (2.32) dan (2.41) didapatkan

P(Ty (xy) > t) = min{P(T(x) > t),P(T(y) > t)}
iy = min{ @y, Dy} (3.19)

Untuk memperoleh tq}{y, maka pada persamaan (3.19) kedua
ruasnya dikomplemenkan, yaitu dengan cara

1- tpalc]y =1 — min{ ;py, tpy}
tq}c]y = maks{(1 — py), (1 - tpy)}
t%[c]y = maks{ ;qy, tCIy}
tqxy = maks{P(T(x) < t),P(T(y) < t)}
tqxy = maks{Fr (1), Grg,) ()}

Pada kasuslast-survivor status, fungsi distribusi T(xy) yang
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingipper bounds, dalam hal ini

merupakan tq,%, didapat melalui langkah-langkah sebagai berikut.
Kembali lagi pada (3.18), diketahbahwa
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P(Ty(x) < ¢, Ty(y) < t) = min{Fr(y,)(0), Grg,)(t)}
Dengan menggunakan (2.45) didapatkan

P(Ty(xy) < t) = min{Fr(x)(t), Grg) ()}
tGxy = Min{Fr (0 (t), Gry) (£)}
Pada tahap ini fungsi distribugi(xy) dan T(xy) yang dibentuk
dengan Frechet-Hoeffdingupper bounds sudah ditentukan.
Kemudian digunakan cara yang sama dalam mencargsifun
distribusi T(xy) dan T(xy) yang dibentuk dengan Frechet-
Hoeffding lower bounds. Fungsi distribusi gabungan d&t{x) dan
T(y) yang dibentuk dengan Frechet-Hoeffdinger bounds yaitu
P[T,(x) < t,T,(y) < s| = maks{Fr(,(t) + Gry)(s) — 1,0}
Untuks = t, didapat

P[T,(x) < t,T,(y) < t] = maks{Fr()(t) + Gr()(t) — 1,0}.
(3.20)

Pada kasugoint-life status, fungsi distribusiT (xy) yang dibentuk
oleh Frechet-Hoeffdindower bounds, dalam hal ini merupakan

tq,%y, didapat melalui langkah-langkah sebagai berikut.

Dari (3.20), diketahubahwa

P(T,(x) < t, T, (y) < t) = maks{Fr)(t) + Gre,y(¢) — 1,0},

atau dapat ditulis
P(T,(x) <t, T, (y) <t) =maks{P(T(x) <t)+P(T(y) <t)—1,0}
Menurut ekuivalensi diperoleh

P(T,(x) > t, T, (y) > t) = maks{P(T(x) >t) + P(T(y) >t) — 1,0}.
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Dengan menggunakan (2.32) dan (2.41) didapatkan

P(T, (xy) > t) = maks{P(T(x) > t) + P(T(y) > t) — 1,0}
(P¥y = maks{ by + ¢y — 1,0} (3.21)

Untuk memperoleh tq,’;y, maka pada persamaan (3.21) kedua
ruasnya dikomplemenkan, yaitu dengan cara
165 tpalc'y =1 — maks{ /py + tPy — 1,0}
tq)Lcy = min {(1 - ( tPx + Py — 1)); 1}
tQJlfy = min {(2 - ( tPx + tpy)) ’ 1}
thLcy = min {(2 - ((1 - th) + (1 . to))) ) 1}
tqalzy = min {(2 - (2 = tqx — tCIy)) ’ 1}
tqalzy = min{ (q, + tqy> 1}
thlc'y = min{FT(x) (t) + GT(y) (t)' 1}

Pada kasuslast-survivor status, fungsi distribusi T(xy) yang
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingower bounds, dalam hal ini

merupakan tq,%y didapat melalui langkah-langkah sebagai berikut.
Dari (3.20), diketahupahwa
P(T,(x) < t,T;(y) < t) = maks{Fr)(t) + Gry () — 1,0}

Dengan menggunakan (2.45) didapatkan

P(T,(xy) < t) = maks{Frq(£) + Gr(,) () — 1,0}
tq,%—y = maks{FT(x) (t) + GT(y) (t) -1, 0}
Dari perhitungan sebelumnya, dapat dikelompokkatukun

masing-masing kasus yaifaint-life status danlast-survivor status.
Pada kasupint-life status didapatkan
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tqalc]y = P[TU(xy < t)] N makS{FT(x) (t): GT(y) (t)}

> : (3.22)
t@xy = P[Ty(xy < 0)] = min{Fr(0 (£) + Gry) (), 1}.

Jika (3.22) dikembalikan ke bentuk Frechet-Hoefidaunds maka

maks{Fry)(t), Gre) ()} < P[T(xy < t)]
< min{FT(x)(t) + GT(y) (), 1}
P[Ty(xy < t)] < P[T(xy < t)] < P[T, (xy < t)].

Dengan menggunakan Definisi 3.2 didapatkan

T, (xy) <5t T(xy) <g Ty(xy). (3.23)

Untuk kasudast-survivor status digunakan cara yang sama. Fungsi
distribusi T (xy) yang dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingper dan
lower bounds dinyatakan sebagai

t%lc]—y = P[Ty(xy < t)] = min{Fr,) (), Gry) (O}

. (3.24)
tq,Lc—y =P[T,(xy <t)] = maks{FT(x)(t) + Gy (E) — 1,0}.
Jika (3.24) dikembalikan ke dalam bentuk Frechedffdting bounds
didapatkan

maks{FT(x)(t) + GT(y) (t) — 1,0} < P[T(W <t)]

< min{Fr(y)(£), Gr) ()}
P[T,(xy < t)] < P[T(xy < t)] < P[Ty(xy < t)].

Dengan menggunakan Definisi 3.2 didapatkan

Ty(xy) <5t T(xy) <5 T, (XY). (3.25)

Pembuktian ekuivalensi yang digunakan pada Frddheffding
bounds disajikan dalam Lampiran 3.

Dengan menggunakan variabel acak sisa osildiple-life
status yang dibentuk oleh Frechet-Hoeffdirgpunds dan terorder
secara stokastik, didapatkan sebuah teorema mengatas-batas
dari premi anuitas maupun asuransi.
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Teorema 3.3

Misalkan (T, (x),T.(y)) dan (Ty(x),Ty(y)) adalah elemen dari
R(F,G) yang bergantung pada Frechet-Hoeffdimgunds. Untuk
setiap(T(x), T(y)) € R(F, G) pernyataan mengenai batas bawah dan
batas atas premi seperti yang ditampilkan padalTaBedan Tabel
3.4 dipenuhi:

a) Tabel 3.3 Batas-batas premi pada kaeir-life status

Jenis premi Batas-batas premi

Anuitas seumur hidup lyh < oy < Ay
Pure endowment kExb < (Exy < kExl

Asuransi seumur hidup A% = Ayy 2 Aig

b) Tabel 3.4 Batas-batas premi pada kdastssurvivor status

Jenis premi Batas-batas premi

- » LTy _ = .. T

Anuitas seumur hidup gy < lzy < Gy
Pure endowment kBrl < 1Bry = (Eik

Asuransi seumur hidup A% = Axy = %

Keterangan: Indek; padad, E,dan A menunjukkan premi yang
dibangun dari variabel sisa usia Frechet-Hoeffdupger bound.
Indek T, padad, E,danA menunjukkan premi yang dibangun dari
variabel sisa usia Frechet-Hoeffdilogver bound.

Bukti:

Langkah-langkah pembuktian pada Teorema 3.3 sanmgyade
langkah-langkah pembuktian Teorema 3.2, hanyapsaja Teorema
3.3 digunakan tiga ruas pertidaksamaan.

(a) Dengan menggunakan pertidaksamaan (3.23) ddimsD&.2
didapatkan

T, (xy) <5t T(xy) <5 Ty(xy)
P[T,(xy) > t] < P[T(xy) > t] < P[Ty(xy) > t] (3.26)

Untuk batas bawah dan batas atas dari premi amset@asiur hidup
joint-life status didapatkan dengan langkah sebagai berikut.
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Pada pertidaksamaan (3.26) digunakan suatu nitaj géskrit yaitu
k. Pada pertidaksamaan (3.26) ketiga ruasnya dilidenganv®,
kemudian masing-masing dijumlahkan dengan=0,1,2,...
didapatkan

[oe] [oe]

v P[T,(xy) > k] < vEP[T(xy) > k] < v* P[Ty(xy) > k]

xy v < Gy < axy (3.27)

Batas bawah dan batas atas preome endowment joint-life status
didapatkan dengan langkah-langkah di bawah ini.

oy < iy < Gy y
Ty T
523 <3
k=0 k=0 k=0
kExt < (Eyy < 4Exl. (3.28)

Demikian juga untuk premi asuransi seumur higlipt-life status,
yaitu dengan cara sebagai berikut.

T £
< Ayy < axy

1- da,C; 1o ddy, >1—diy
AL > A, > ALY (3.29)

Pada kasupoint-life status, dapat disimpulkan bahwa batas
bawah premi tunggal dari anuitas seumur hiduppiae endowment
adalah premi tunggal yang dibentuk oleh Frechetfidivey lower
bounds, sedangkan batas atasnya adalah premi tunggaldylasigtuk
oleh Frechet-Hoeffdingpper bounds. Untuk asuransi seumur hidup
berlaku sebaliknya.

(b) Dengan menggunakan pertidaksamaan (3.25) ddmsbD&.2
didapatkan
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Ty(xy) <s¢ T(xy) <g¢ T (XY)
P[Ty(xy) > t] < P[T(xy) > t] < P[T,(xy) > t] (3.30)
Dengan cara yang sama dengan kgsum-life status, pada anuitas
seumur hidupast-survivor status, dari (3.30) didapatkan

N vk PITy ) > Kl < Y vKPITG) > kI < ) vk PIT, () > K]
k=0 k=0 k=0
gy < lzy < lgh (3.31)

Begitu juga untuk prenture endowment last-survivor status, batas
bawah dan batas atasnya yaitu

--TU .. --TL
Oy Sdaxy < Oy
(o) (o) (o]
Ty TL
k=0 . k=0 k=To
u P L 3.32
kEey = KBz = Bz ( )

Kemudian yang terakhir yaitu batas bawah dan batas premi
asuransi seumur hidugst-survivor status adalah sebagai berikut.

--TU .. --TL
aﬁ < ax*y < aﬁ
T s LT,
1—daW Zl—daW21—daﬁ
Ty Ty
AxS = Az = Ads (3.33)

Pada kasuslast-survivor status, hasil yang didapat
berbanding terbalik dengan kagomt-life status. Dari perhitungan
di atas, dapat disimpulkan bahwa batas bawah premygal dari
anuitas seumur hidup dgmure endowment adalah premi tunggal
yang dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingpper bounds, sedangkan
batas atasnya adalah premi tunggal yang dibentek &kechet-
Hoeffding lower bounds. Untuk asuransi seumur hidup berlaku
sebaliknya.
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3.3 Dependensi Pasangan Suami Istri dan llustras Numeriknya

Pembahasan mengenai masalah dependensi pada fungsi
aktuariamultiple-life status ini menggunakan contoh kasus pasangan
suami istri. Pembahasan mengenai dependensitap t@emakai
batas bawah dan batas atas premi anuitas maupuansisyang
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingbounds. Dari pembahasan
sebelumnya, dapat diketahui batas bawah dan b@sisya, namun
tidak diketahui secara pasti besarnyg,(t) dan Gr,)(t). Oleh

karena itu, digunakan beberapa asumsi agar dapaatdilustrasi
numeriknya, yaitu

Frx) () = Gr(y)(t), untuk semua = 0

dimana Fr,(t) merupakan fungsi distribusi sisa usia suami dan
Grey(t) merupakan fungsi distribusi sisa usia istri. Dagiambil
asumsi demikian karena usia suami lebih tua ataa skengan usia
istri. Dalam hal ini,(x) dan (y) merupakan pasangan suami istri
dimana(x) suami berusia tahun dar(y) istri berusiay tahun.

Kembali kepada Frechet-Hoeffdingpper bounds. Dalam
pembahasan sebelumnya, pada kgsnslife status didapatkan

P(Ty(xy) <t) = maks{FT(x) (), GT(y)(t)}.
KarenaFry)(t) = Gr(y)(t), maka
P(Ty(xy) < t) = Fre(®).
Sama halnya dengan kadast survivor status,
P(Ty (@) < 6) = min{Fr () (£), Gy (D},
sehingga didapatkan
P(Ty () < £) = Grgy) ().

Jadi, untuk batas premi anuitas maupun asurangi gdentuk oleh
Frechet-Hoeffdingipper bounds, fungsi distribusi dari variabel acak
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sisa usiamultiple-life status pada kasus pasangan suami istri dapat
digantikan oleh fungsi distribusi sisa usia suadalam hal ini
Frx)(£), atau fungsi distribusi sisa usia istri, dalamihatr,,) (t).

Untuk batas-batas premi anuitas maupun asuramnsj ya
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdinpwer bounds, digunakan asumsi
variabel acak sisa usia yang independen. Hal iakakan karena
sulit menentukan besanya fungsi distribusi variadmdk sisa usia
multiple-life status jika hanya diketahui Fr ) (t) = Gy, (0).
Penggunaan variabel acak sisa usia yang indepemiedapat
dilakukan karena batas-batas premi anuitas maupuram@si yang
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingwer bounds memiliki dependensi
yang lebih kecil. Untuk mendukung pernyataan tersethiberikan
definisi mengenaiPositively Quadrant Dependent dan sebuah
teorema

Definisi 3.3
Dua variabel acak sisa usiax) dan T(y) dikatakanPositively
Quadrant Dependent, dinotasikarPQD (T (x), T(y)) jika

P[T(x) < t,T(y) <s]| =P[T(x) < t]P[T(y) < s]
untuk semua, s = 0.

Dari Definisi 3.3, didapatkan perbandingan besagnyr
antara variabel acak sisa usia yang dependen debekacak sisa
usia yang independen yang dinyatakan dalam tecpeniieut.

Teorema 3.4
Diasumsikan bahwa variabel acak dari distribusi daaabel sisa
usia (T(x),T(y)) dan (T"¢(x),T"%(y)) mempunyai fungsi
distribusi marjinal yang sama. JiRQD (T (x),T(y)), danT ™4 (x)
dan T"4(y) sisa usia yang independen, maka pertidaksamaan di
bawah ini dipenuhi:
a) Joint-life status

aint < dyy

kEJicT}l/d < k,Exy

AR > A,
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b) Last-survivor status

h .ind
aﬁ < ax*y

kBry < kExy

Azy = AR
Keterangan: Indeknd padad, E,danA menunjukkan premi yang
dibangun dari T4, T4 merupakan variabel sisa usia yang
independen.

Bukti:
Kembali pada Definisi 3.3, dapat diketahui bahwa

P[T(x) <t,T(y) <s]=P[T(x) < t]P[T(y) < s].

Karena (T(x),T(y)) dan (T"%(x),T"™*(y)) mempunyai fungsi
distribusi marjinal yang sama, maka

P[T(x) < ¢, T(y) < s] = P[T™(x) < t]P[T™"(y) < s].
Untuks = t,
P[T(x) < ¢, T(y) < t] = P[T™(x) < t]P[T™(y) < ¢].

Karena T™%(x) dan T™4(y) independen, maka didapatkan
pertidaksamaan di bawah ini

P[T(x) < ¢, T(y) < t] = P[T™(x) < t,T™(y) < ¢]
P[T™(x) < t,T™(y) < t] < P[T(x) < ,T(y) < tl.

Dengan menggunakan Teorema 3.1, didapatkan hasdenai orde
korelasi yang dapat dituliskan dengan

(T, T (1) <. (T, T()

Langkah terakhir yaitu menggunakan Teorema 3.23pditkan hasil
perbandingan premi yang dependen dan independeutier.
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a) Joint-life status
At < iy
kEJLZjl/d < kExy
AZE > A,

b) Last-survivor status

. .ind
Axy < Axy

xEry < (ES?
Ay 2 AL

Jika dilihat pada Teorema 3.4, dapat dikatakan batmtuk
batas premi anuitas dan asuransi yang dibentuk 6&lethet-
Hoeffding lower bounds dapat digantikan oleh perhitungan premi
anuitas dan asuransi dimana variabel acak sisayasiadependen.
Hal ini dikarenakan perbandingan premi anuitas asuransi yang
dibentuk oleh Frechet-Hoeffdingbounds ekuivalen dengan
perbandingan premi anuitas dan asuransi dengaabehracak sisa
usia yang independen.

Dengan demikian, ilustrasi numerik yang dibuat
menggunakan pernyataan sebagai berikut. Untuk pa¢asi anuitas
dan asuransi yang dibentuk oleh Frechet-Hoeffdipger bounds
menggunakan asumsiy ) (t) = G, (t), denganFy ) (t) fungsi
distribusi sisa usia suami dén ) (t) fungsi distribusi sisa usia istri.
Untuk batas premi anuitas dan asuransi yang dikesigh Frechet-
Hoeffdinglower bounds menggunakan variabel sisa usia independen.

Pada kasugoint-life status, sesuai dengan (3.27), (3.28),
(3.29), pernyataaan mengenai batas-batas premtaanseumur
hidup, pure endowment, dan asuransi seumur hidup masing-masing
sebagai berikut.

a) Anuitas seumur hidupint-life status

--TL .. --TU
Ayy < Oyy < d

< dyy,
..ind . .
Ay < Oyy < Ay
[ee] [ee]
k .. k
Z UV (Pxy S lyy < Z Ve Dy (3.34)
k=0 k=0
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Pada kasus independen pgalat-life status, dari (2.43) diketahui
bahwa ,py, = by kP,. Jadi batas-batas premi pada (3.34) dapat
dituliskan dengan

0]

D iy Sy < ) 0 (3.35)

k=0 k=0
b) Pure endowment joint-life status

TL TU
Exy = kExy = E

Lnd
E = kExy = k,Ex

kpxy — kE = vk kPx
17 kPx kpy = Exy = vk kDx- (3'36)

¢) Asuransi seumur hidupint-life status

ARl = Ay > ALY

AN 2 Ah> A
Z vk+1 kpxy-qx+k:y+k = Axy = Z vk+1 kPx+ Qx+k- (3-37)
k=0 k=0

Pada kasus independen paadlat-life status, dari (2.43) diketahui
bahwa py, = kpPx kP, dan dari (2.42) diketahui bahwa
kxy = k9x + Ky — k9x kqy- Jadi dari (3.37), didapatkan
batas-batas premi asuransi seumur hijaimt-life status sebagai
berikut.

0]

Z vk+1 ( kPx kpy)(Qx+k + Qy+k — C1x+ka+k)
k=0

oo
k+1
= Axy = z v kPx- Qx+k
k=0
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[oe]

Z vk+1 ( kpy kPx- Ax+k + kPx kpy- Qy+k — kPx kpy- qx+k-Qy+k)
k=0

(00
k+1
2 Axy 2 Z v kPx- Qx+k

k=0
38)

Pada kasuslast-survivor status, batas-batas preminya
menggunakan (3.31), (3.32), (3.33). Dengan demilp@nnyataaan
mengenai batas-batas premi anuitas seumur hjpup endowment,
dan asuransi seumur hidup masing-masing dapatsiénl sebagai
berikut.

a) Anuitas seumur hidulast-survivor status

TU
xy Sdyy < a xy
sind
< axy < a y
0
k
Z Py < dy < Z ¥ pey (3.39)
k=0 k=0

Untuk kasus independen patkst survivor status, dari (2.48)

diketahui bahwa ypxy = kPx + kPy — kPx kPy- Dari (3.39),
batas-batas premi anuitas seumur hidgpsurvivor status dapat
dituliskan dengan

o) [oe]

Z v kpy axy = Z vk ( kPx + kPy — kPx kpy) (3-40)

k=0 k=0
b) Pure endowment last-survivor status

T
E_y = kExy = _L
kE < kExy < Emd

by < kExy S V* iDay

vk kpy < kEW =< vk( kPx + kpy — kPx kpy) (3'41)
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¢) Asuransi seumur hidu@st-survivor status

Ty Ty
Xy = Ax*y = AW

ind
Ay = Azy > AL

[ee)

k+1
Z VT kPy-Qyik 2 Azy 2

k=0
oo

Z vk+1 ( kPx- Ax+k + kpy- Qy+k ) 4 kpxy- qx+k:y+k)
k=0

k+1
Z v Dy Gy 2 Axy 2
k=0

0]

Z VT (b G + 1Py Qe = CiPx 1Py) @etic + Ay
k=0
— Qx+k- qy+k))

0]

k+1
Z VETS kPy-Qy+k 2 Azy 2
k=0

0]

Z Uk+1 ( kPx- Qx+k + kpy- Qy+k
k=0

- ( kPy kPx- Qx+k + kPx kPy-9y+k — kPx kpy-CIx+ka+k))

0]

k+1
Z VET )Py Qy+k 2 Axy 2
k=0

Z pk+1 ((1 — Py) iPx- A+ + (1 = kDx) 1Py dyric
k=0
+ kDx kpy'q?f+k'q3’+k)

(3.42)
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llustrasi numerik dari batas bawah dan batas ataitas dan
asuransi dibuat berdasarkan tabel mortalitas Belgibel mortalitas
Belgia dibagi menjadi dua, yaitu MRngle) dan FR female). Tabel
tersebut dibangun menggunakan rumus Makeham, yitungukkan
pada persamaan (3.43) berikut

U = kgx'gcx’ (3.43)
dimana L, adalah jumlah individu yang diperkirakan hidup cegai
usia x. Tabel tersebut dibentuk dalam fung$j dengan
menggunakan (3.43) . Nilai parameter-parameternyamgilkan
pada Tabel 3.5 sebagai berikut.

Tabel 3.5 Nilai parameter Makeham

Parameter MR FR
k 1000266,63 1000048,56
S 0,999441703848 0,999669730966
g 0,999733441115 0,999951440172
C 1,101077536030 1,116792453830

Tabel mortalitas Belgia disajikan pada Lampiran 4.

Dengan menggunakaf), didapatkan nilai;p, dan .q,
dengan menggunakan rumus sebagai berikut.

l
o RGH (3.44)
x
kdx — 1- kPx
LI lx+k _ lx - lx+k (3-45)

L Ly

llustrasi numerik batas bawah dan batas atas ansgtamur
hidup digunakan (3.35) dan (3.40). Untuybure endowment
digunakan (3.36) dan (3.41), sedangkan untuk asusenmur hidup
digunakan (3.38) dan (3.42). Nilajp, dan .q, dihitung dengan
menggunakan (3.44) dan (3.45), dengan asumsi tingkaga
i =4,75%. Listing program untuk menghitung batas-batas premi
ditampilkan pada Lampiran 5.
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Pertama-tama dibuat ilustrasi numerik pada anwséasnur
hidup yang bertujuan untuk mengetahui dependerssingan suami
istri dengan semakin bertambahnya usia dari suamigtri tersebut.
llustrasi numerik ini menggunakan kondisi dimang ssiami sama
dengan usia istri. llustrasi numerik ini diberikaada Tabel 3.6.

Tabel 3.6 Batas premi anuitas seumur hidup dergary

Ay Axx

Batas Batas Batas Batas Selisih
X bawah atas bawah atas batas
20 19,7349 | 20,1667 | 20,6574 | 21,0891 0,4318
30 18,6667 | 19,2597 | 19,9384 | 20,5313 0,5929
40 17,0871 | 17,9114 | 18,8316 | 19,6559 | 0,8243
50 14,8691 | 15,9929 | 17,1768 | 18,3005 | 1,1238
60 11,9987 | 13,4408 | 14,8254 | 16,2675 1,4421
70 8,7147 10,3706 | 11,7577 | 13,4136 1,6559
75 7,0797 8,7516 | 10,0300 | 11,7018 | 1,6719
76 6,7640 8,4296 9,6770 | 11,3427 | 1,6656
77 6,4536 8,1096 9,3233 10,9793 1,6560
80 5,5606 7,1679 8,2646 9,8719 1,6073

Dari Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa selisih antaatas bawah dan
batas atas pada anuitas seumur hidup semakin rkehisgiring
bertambahnya usia dari suami dan istri. Namun &etilami dan istri
mencapai usia7é6, selisin batas bawah dan batas atasnya mulai
menurun. Dengan demikian, dapat dikatakan suamiistanakan
semakin besar dependensinya jika suami dan isselet semakin
tua hingga mencapai usid5, namun dependensinya semakin
mengecil ketika suami dan istri melebihi usk&

Pada Tabel 3.6 ilustrasi numerik pada anuitas setndup
yang dibuat menggunakan asumsi usia suami samairleIsip istri.
Selanjutnya pada Tabel 3.7 dibuat ilustrasi humedkia anuitas
seumur hidup namun dengan kondisi yang lain yasta suami tidak
sama dengan usia istri. llustrasi numerik ini jugaEtujuan untuk
mengetahui dependensi dari pasangan suami istgadesemakin
bertambahnya usia dari suami dan istri tersebuia@® salah satu
contoh, pada ilustrasi numerik ini digunakan asutrsnwa usia
suami dan istri berbeda 5 tahun, dengan usia suelih tua
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dibandingkan usia usia istri. llustrasi numerikrdisampilkan pada
Tabel 3.7.

Tabel 3.7 Batas premi anuitas seumur hidup demgary = 5
sy Oy

Batas Batas Batas Batas | Selish

x 'y bawah atas bawah atas batas

25 20 | 19,4098 | 19,7599 | 20,6574 | 21,0074 | 0,3501
35 30 | 18,1844 | 18,6492 | 19,9384 | 20,4033 | 0,4649
45 40 | 16,4045 | 17,0301 | 18,8316 | 19,4571 | 0,6255
55 50 | 13,9724 | 14,7945 | 17,1768 | 17,9989 | 0,8222
65 60 | 10,9462 | 11,9530 | 14,8254 | 15,8321 | 1,0068
75 70 7,6656 | 8,7516 | 11,7577 | 12,8437 | 1,0860
76 71 7,3454 | 8,4296 | 11,4191 | 12,5034 | 1.0842
77 72 7,0292 | 8,1096 | 11,0765 | 12,1569 | 1,0804
85 80 4,7207 | 56952 | 8,2646 | 9,2391 | 0,9745

Seperti halnya Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa ibelistara batas
bawah dan batas atas pada anuitas seumur hiduisemeningkat
seiring bertambahnya usia dari suami dan istri. ifaipada Tabel
3.7, ketika suami mencapai usi® dan istri mencapai usi@l,
selisih batas bawah dan batas atasnya mulai meni@angan
demikian, dapat dikatakan suami dan istri akan kembesar
dependensinya sampai suami mencapai Siaan istri mencapai
usia70, namun dependensinya semakin mengecil ketika sdami
istri ini masing-masing melebihi usid dan70.

Dari Tabel 3.6 dan 3.7, dapat disimpulkan sebagakut.
Semakin tua usia suami dan istri, maka semakinrhbdsaendensi
dari pasangan suami istri. Namun ketika suami cam tersebut
mencapai usia tertentu, dependensi dari keduanyai mengalami
penurunan.

Kemudian dibuat suatu ilustrasi numerik pada asuita
seumur hidup dengan usia is&D tahun dan usia suami yang
bervariasi dar20 hingga60 tahun. llustrasi numerik ini digunakan
untuk mengetahui dependensi pasangan suami istand selisih
usia antara suami dan istri tersebut berbeda-bdtestasi
numeriknya ditampilkan pada Tabel 3.8.
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Tabel 3.8 Batas premi anuitas seumur hidup dengar20 danx
yang bervariasi da#l0 hingga 60

axy ax—y

Batas Batas Batas Batas | Selisih
x y bawah atas bawah atas batas
20 20 19,7349 | 20,1667 | 20,6574 | 21,0891 | 0,4318
30 20 | 18,9791 | 19,2597 | 20,6574 | 20,9380 | 0,2806
40 20 | 17,7345 | 17,9114 | 20,6574 | 20,8343 | 0,1769
50 20 15,8841 | 15,9929 | 20,6574 | 20,7662 | 0,1088
60 20 13,3775 | 13,4408 | 20,6574 | 20,7207 | 0,0633

Selisih antara batas bawah dan batas atas padaaneitas seumur
hidup yang disajikan dalam Tabel 3.8 mengalami peman, seiring
dengan bertambahnya usia suami. Jadi dapat didanpubahwa
semakin besar selisin usia antara suami dan iisttka dependensi
dari suami dan istri tersebut semakin menurun.

Untuk ilustrasi numerik padapure endowment ini
dipertimbangkan juga lamanya kontrpkire endowment tersebut
yaitu n. llustrasi numerik padaure endowment menggunakan
beberapa kondisi. Kondisi yang pertama yaitu untokai
n yang berbeda-beda dan usia suami dan istri sudahtukan
sebelumnya. llustrasi numerik ini menggunakan ss&mi30 tahun
dan usia istr20 tahun. llustrasi numeriknya ditampilkan pada Tabel

3.9.

Tabel 3.9 Batas premire endowment dengarnx = 30 dany = 20

nE3020 »E3020

Batas Batas Batas Batas Selisih
n bawah atas bawah atas batas
10 0,6178 0,6204 0,6261 0,6287 0,0026
20 0,3762 0,3801 0,3913 0,3951 0,0039
30 0,2205 0,2253 0,2432 0,2486 0,0048
40 0,1166 0,1225 0,1487 0,1546 0,0059
50 0,0468 0,0532 0,0865 0,0929 0,0063
51 0,0416 0,0478 0,0815 0,0878 0,0062
52 0,0366 0,0427 0,0767 0,0828 0,0061
60 0,0090 0,0128 0,0434 0,0472 0,0038
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Dari Tabel 3.9 diketahui bahwa selisih batas bada batas atas
dari pure endowment meningkat semakin bertambahnya nitai
Namun ketikan = 51, selisih batasnya mulai mengalami penurunan.
Jadi dapat dikatakan bahwa dependensi dari pasaogam istri ini
meningkat ketika perkiraan hidupnya mencdatahun mendatang.
Namun pada perkiraan hidupnya meleb#iti tahun, dependensi
suami dan istri akan semakin mengecil. Hal ini Kitkan ketika
besar selisih batas mulai mengalami penurunanpadal.

llustrasi numerik padapure endowment berikutnya
menggunakan nilat yang tetap nhamun dengan usia suami dan istri
yang semakin tua. Pada ilustrasi numerik ini diggana = 10 dan
usia suami sama dengan usia istri. llustrasi nlkmeai ditampilkan
pada Tabel 3.10.

Tabel 3.10 Batas prerpure endowment dengam = 10 danx =y

10Exy 10E7y

Batas Batas Batas Batas Selisih
X bawah atas bawah atas batas
20 0,6208 0,6234 0,6261 0,6287 0,0026
30 0,6176 0,6204 0,6250 0,6287 0,0037
40 0,6057 0,6126 0,6216 0,6285 0,0070
50 0,5765 0,5928 0,6115 0,6277 0,0163
60 0,5034 0,5439 0,5819 0,6224 0,0405
70 0,3459 0,4340 0,5011 0,5892 0,0881
80 0,1220 0,2403 0,3192 0,4375 0,1183
81 0,1024 0,2181 0,2950 0,4108 0,1158
82 0,0843 0,1961 0,2702 0,3820 0,1118
85 0,0411 0,1330 0,1941 0,2861 0,0919
90 0,0066 0,0511 0,0818 0,1263 0,0444

Dari Tabel 3.10 diketahui bahwa selisih batas baden batas atas
dari pure endowment meningkat semakin bertambahnya usia suami
dan istri. Namun ketika usia suami dan istri meac&i tahun,
selisih batasnya mulai mengalami penurunan. Jaghtddikatakan
bahwa dependensi pasangan suami istri ini semzddar seiring
bertambahnya usia suami dan istri tersebut dan akatai
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mengalami penurunan ketika suami dan istri terseimricapai usia
81 tahun.

Kesimpulan yang dapat diambil dari Tabel 3.9 d4i® 3ama
dengan Tabel 3.6 dan 3.7. Jadi semakin tua usiawakami dan istri,
maka semakin besar dependensinya. Namun, ketikai glen istri
tersebut mencapai usia tertentu, dependensinyai mdagalami
penurunan.

llustrasi numerik padg@ure endowment yang terakhir juga
menggunakan nilar yang tetap. Berbeda dengan Tabel 3.10, pada
ilustrasi numerik ini digunakan selisih usia suasan istri yang
semakin besar. llustrasi numerik ini menggunakaa issri 20 tahun
dan usia suami yang bervariasi d20i hingga60. llustrasi numerik
ini ditampilkan pada Tabel 3.11.

Tabel 3.11 Batas prenpure endowment dengann = 10, y = 20,
danx yang bervariasi da#i0 hingga 60

10Exy 10Exy

Batas Batas | Batas | Batas | Sdlish
x y bawah atas | bawah atas batas
20 20 0,6208 | 0,6234 | 0,6261 | 0,6287 | 0,0026
30 20 0,6178 | 0,6204 | 0,6261 | 0,6287 | 0,0026
40 20 0,6101 | 0,6126 | 0,6261 | 0,6287 | 0,0026
50 20 0,5903 | 0,5928 | 0,6261 | 0,6286 | 0,0025
60 20 0,5416 | 0,5439 | 0,6261 | 0,6284 | 0,0023

Dari Tabel 3.11, dapat diketahui bahwa selisih a@mi
pure endowment semakin mengecil seiring dengan bertambahnya
usia suami. Dengan demikian kesimpulan yang dajatldl pada
Tabel 3.11 sama dengan kesimpulan pada Tabel &d8.sémakin
besar selisih usia antara suami dan istri, makardigmsi dari suami
dan istri tersebut semakin menurun

llustasi numerik pada asuransi seumur hidup dideagan
tujuan yang sama seperti pada anuitas seumur hiditp untuk
mengetahui dependensi pasangan suami istri dengamaki
bertambahnya usia dari suami dan istri tersehbugtriisi numerik ini
menggunakan kondisi usia suami sama dengan usialligstrasi
numeriknya ditampilkan pada Tabel 3.12.
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Tabel 3.12 Batas premi asuransi seumur hidup dengaw

Axx Aﬁ

Batas Batas Batas Batas Selisih
X bawah atas bawah atas batas
20 0,0855 0,1051 0,0437 0,0633 0,0196
30 0,1267 0,1535 0,0690 0,0959 0,0269
40 0,1878 0,2252 0,1087 0,1461 0,0374
50 0,2748 0,3257 0,1701 0,2211 0,0510
60 0,3905 0,4559 0,2623 0,3277 0,0654
70 0,5297 0,6048 0,3917 0,4668 0,0751
75 0,6031 0,6790 0,4694 0,5452 0,0758
76 0,6178 0,6933 0,4857 0,5612 0,0755
80 0,6750 0,7478 0,5524 0,6252 0,0729

Dari Tabel 3.12, dapat dilihat bahwa selisih batagnga meningkat
seiring bertambahnya usia suami dan istri hinggasisami dan istri
tersebut mencapai usig tahun. Namun ketika suami dan istri
tersebut mencapai usig tahun selisih batasnya mulai menurun.
Jadi dapat dikatakan bahwa interpretasi Tabel 3d®a dengan
Tabel 3.6. Jadi dapat disimpulkan bahwa semakimsgiamdari suami
dan istri, maka semakin besar dependensinya. Naketika suami
dan istri tersebut mencapai usia tertentu, depesigign mulai
mengalami penurunan.

llustrasi numerik yang terakhir yaitu pada asuraesimur
hidup dengan usia usia isB® tahun dan usia suami da& hingga
60 tahun. llustrasi numeriknya ditampilkan pada T&b#B.

Tabel 3.13 Batas premi asuransi seumur hidup depgad0 danx
yang bervariasi da#l0 hingga 60

Axy A@

Batas | Batas | Batas | Batas | Selish
x y bawah atas | bawah atas batas
20 20 0,0855 | 0,1051 | 0,0437 | 0,0633 | 0,0196
30 20 0,1267 | 0,1394 | 0,0505 | 0,0633 | 0,0127
40 20 0,1878 | 0,1958 | 0,0552 | 0,0633 | 0,0080
50 20 0,2748 | 0,2797 | 0,0583 | 0,0633 | 0,0049
60 20 0,3905 | 0,3934 | 0,0604 | 0,0633 | 0,0029

64



Tabel 3.13 menggunakan batas bawah dan batas ataasdransi
seumur hidup. Dapat dilihat bahwa pada Tabel 31i8ils batasnya
semakin mengecil semakin bertambahnya usia susawia Habel
3.13 dapat disimpulkan bahwa semakin besar selisih antara
suami dan istri, maka dependensi dari keduanyalsemeenurun.

Interpretasi dari beberapa ilustrasi numerik tersetapat
dihubungkan dengan faktor-faktor yang mempengadapendensi
pasangan suami istri di dalam dunia nyata. Sentakirusia antara
suami dan istri, maka dependensi antara keduanyaakae
meningkat, namun mengalami penurunan ketika menceapia
tertentu. Dapat dikatakan, pada usia di mana depsnaneningkat,
pasangan suami istri tersebut saling membutuhkan ssama lain.
Pada usia tersebut suami dan istri masih memiémnampuan untuk
menjaga pasangannya. Sebagai contoh, ketika suskit] snaka
suami akan membutuhkan pertolongan terutama dari Begitu
juga sebaliknya. Kemudian faktor lain adalah mdsaaturunan.
Pada usia tersebut pasangan suami istri mampu umémkpunyai
keturunan. Setelah itu masih ditambah pula dengaosep
pemeliharaan keturunan sampai menginjak usia dewabangga
mengakibatkan pasangan suami istri ini saling meufikan satu
sama lain. Namun, ketika suami dan istri memassid senja, dapat
dikatakan dependensi antara keduanya mulai mengpkEmrunan.
Faktor yang paling dominan adalah melemahnya mashsk.
Melemahnya masalah fisik ini  bermacam-macam, sepert
melemahnya kemampuan mengingat (pikun) dan meleyaahn
kemampuan dalam berkomunikasi yang membuat penalaicarang
keluar dari seseorang yang lanjut usia tidak begtas untuk
dipahami. Pada usia senja ini pula biasanya sesgos&ring
mengalami penyakit-penyakit kronis. Hal semacatalityang dapat
mempengaruhi menurunnya dependensi dari pasangam siri.

Berdasarkan ilustrasi numerik yang diberikan juggpad
diketahui bahwa semakin besar selisih usia antaaaisdan istri,
maka dependensinya semakin menurun. Jika dihubaongieala
dunia nyata, memang usia suami dan istri yang berlsekup jauh
biasanya menimbulkan masalah. Salah satu contoltadalah
perbedaan pola pikir yang berbeda generasi. Paeabepala pikir
seperti ini biasanya sulit untuk menemukan titikntie sehingga
kurang lebih mempengaruhi menurunnya dependensi.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan mengenai masalah dependensi pagka fu

aktuaria multiple-life status dapat diambil beberapa kesimpulan
yaitu:

1

Dependensi memiliki pengaruh terhadap besarnya ipreada
kasus joint-life status, semakin besar dependensinya, maka
semakin besar premi anuitas seumur hidup mse endowment,
namun semakin kecil premi asuransi seumur hiduga Rasus
last-survivor status, semakin besar dependensinya, maka semakin
kecil premi anuitas seumur hidup dpare endowment, namun
semakin besar premi asuransi seumur hidup.

Dalam menentukan batas bawah dan batas atas pigumiakan
fungsi distribusi sisa usia gabungan yang dibatasichet-
Hoeffding bounds. Dengan membagi dua menjadi Frechet-
Hoeffding upper bound dan Frechet-Hoeffdindower bound,
didapatkan fungsi distribusi sisa ugiaultiple-life status. Jika
fungsi distribusi sisa usiaultiple-life status ini dikembalikan ke
dalam Frechet-Hoeffdingounds, maka didapatkan batas bawah
dan batas atas premi.

. Dengan memperhatikan usia dari suami dan istriatddiketahui

dependensi dari keduanya. Semakin tua usia antemaisdan
istri, maka dependensi antara keduanya semakin ngjieati
namun mengalami penurunan ketika mencapai usi@ntart
Semakin besar selisih usia antara suami dan istaka
dependensinya semakin menurun.

4.2 Saran

Saran yang dapat diberikan untuk pembahasan selgaju

adalah dalamperhitungan premi yang memperhatikan masalah
dependensi ini dapat diterapkan pada kasus lebildaa individu.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan Contoh 1
Diketahui fkp gabungafi(x, y) sebagai berikut.

2 0<x<1,
floy) = { 5(2x+3y),  goy<1.
0, yang lain.

Pertama-tama ditentukan nilai kovariasdan Y menggunakan
(2.20).

Kov(XY) = E(XY) — uxpy

I

xyf (x,y)dxdy

\sé\g

f xf (x,y)dydx f f yf (x, y)dxdy

—00 —O00

8

1
Jx = (2x + 3y)dxdy
0
11
ofof

(42+6 ?) dxd
=x%y +=xy? ) dxdy

Il
o—_

(2x + 3y)dxdy

U'IIN
Ul N

125
(2x + 3y)dydxffy
00

Il
o%»—t
O\‘ RS S—

1 11
J —x? + xy dydx J J xy+5 y? dxdy
0 00
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Jadi dapat diketahui bahwa dengan
Kov(XY) = — —

150°

menggunakan )(2.20

Selanjutnya akan dicari nildfov(XY) menggunakan (2.21), yaitu

dengan rumus sebagai berikut.
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Kov(X,Y) = f f{ F(x,y) — F1(x)F,(y) }dxdy.

—00 —O0o

Untuk mendapatkan nilaKov(XY) menggunakan (2.21), terlebih
dahulu dicarF (x, y), F; (x), danF,(y).

Y x

F(x,y) = J Jf(u,v)dudv

2
< (2u + 3v)dudv

Fi(x) = f ff(u,v)dvdu
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KarenaF(x,y), F;(x), danF,(y) sudah diketahui, nilaKov(XY)
dapat dicari menggunakan (2.21) dengan cara sebaghilt.
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ff{ Fx,y) = F(0)FR0) }dxdy

—00 —00

11 2 ;
- N
_ff{ (SxY+5xy)

00
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= [ [ ey +57) axa
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1
3

Kov(X,Y) = ¥l —y?\|d
ov(X, 15y+10y y

0
1
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2
f75y 757 +25y 507 )dy
0

1 SN
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) (2 N 2 N 3 4 3)
75 75 50 50
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30 150
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Jadi dapat diketahui bahwa dengan menggunakan )(2:24i
Kov(XY)=—$. Nilai kovarians tersebut sama dengan nilai
kovarians yang dicari menggunakan (2.20).
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Lampiran 2. Pembuktian Ekuivalensi (Digunakan pada Teorema
3.1dan Lemma3.l)

Jika (T(x),T(y)) dan (S(x),S(y)) adalah elemen dari
R(F,G), dengan fungsi distribusi marjinalnya masing-masidalah
F danG, maka pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen

(@ P(Tx) <t,T(y) <s)< P(S(x) <t,S(y) <5s)
(b) P(T(x) <t,T(y) >s) = P(S(x) <t,S(y) >s)
(c) P(T(x) >t,T(y) <s)= P(S(x)>t,S(y) <s)
(d) P(T(x) >t,T(y) >s) < P(S(x) >t,S(y) >s)

Bukti:

Misal P(T(x) <t,T(y) <s)=P(4AB) dengan P(4A) dan P(B)
masing-masing adalal®(T(x) <t) dan P(T(y) <s). Misalkan
juga P(S(x) <t,S(y) <s)=P(CD) denganP(S(x) <t) = P(C)
danP(S(y) < s) = P(D). Karena memiliki fungsi distribusi marjinal
yang sama, dapat dikatakaR(4A) = P(C) dan P(B) = P(D).
DiasumsikanAB # @ dan CD # @. Diambil salah satu pernyataan
yang dipenuhi, sebagai contoh (a).

(@)= (b)
P(T(x) <t,T(y) <s)< P(S(x)<t,S(y) <s)
P(4B) < P(CD)
P(4) — P(AB) < P(C) — P(CD®)
—~P(AB®) < —P(CD®)
P(ABS) = P(CD®)
P(T(x) <t,T(y) >s)= P(S(x) <t,S(y) >5s)

(@)= (c)
P(T(x) <t,T(y) <s) < P(S(x) £t,5(y) <5s)
P(AB) < P(CD)
P(B) — P(A°B) < P(D) — P(C°D)
—P(A°B) < —P(C°D)
P(A°B) = P(C°D)
P(T(x) >t,T(y) <s)= P(S(x) >t,S(y) <s)

(@)= (d)
P(T(x) <t,T(y) <s) < P(S(x) <t,S(y) <5s)
P(AB) < P(CD)
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Lampiran 3. Pembuktian Ekuivalensi (Digunakan pada Frechet-
Hoeffding Bounds)
Pertama-tama dilihat pada Frechet-Hoeffdipger bound

P(Ty(x) <t,Ty(y) <t) = min{FT(x) (®), GT(y) (0}

Jika dilihat pada Frechet-Hoeffdingipper bound, dapat dikatakan
bahwa fungsi distribusi gabungan suatu variabek @aeana dengan
salah satu fungsi distribusi marjinalnya yang munim Dapat
dikatakan, P(T;(x) <t,Ty(y) <t) sama dengan salah satu dari
P(T(x) <t) dan P(T(y) <t) yang mempunyai nilai paling
minimum. JikaP(Ty(x) <t,Ty(y) <t) diubah ke dalam bentuk
P(Ty(x) > t, Ty(y) > t), pastinyaP(Ty(x) >t,Ty(y) >t) sama
dengan salah satu d&{T (x) > t) atauP(T(y) > t). Namun yang
belum diketahui adalah apakah nilainya sama dengjan yang
minimum atau maksimum.

Untuk  membuktikan  ekuivalensinya, pertama-tama
diasumsikan bahwa

P(Ty(x) < t,Ty(y) <t) = min{P(T(x) < t),P(T(y) < t)}
ekuivalen dengan

P(Ty(x) > ¢, Ty(y) > t) = maks{P(T (x) > ¢), P(T(y) > t)}
Jika dilihat ruas kanan dari kedua persamaan tetrsetapat
dikatakan bahwa min{P(T(x) < t),P(T(y) <t)} merupakan
komplemen danmmaks{P(T(x) > t),P(T(y) > t)}, karena

min{P(T(x) <t),P(T(y) < t)}
=1 —maks{P(T(x) > t),P(T(y) > t)}

Namun jika dilihat ruas kiri dari kedua persamaarsebut,
P(Ty(x) <t, Ty(y) <t) bukan merupakan komplemen dari
P(Ty(x) > t, Ty(y) > t). Jadi dapat dikatakan bahwa asumsi yang
diberikan salah. Dengan demikian, dapat disimpubatmva

P(Ty(x) <t,Ty(y) < t) = min{P(T(x) <t),P(T(y) < t)}
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ekuivalen dengan
P(Ty(x) > t,Ty(y) > t) = maks{P(T(x) > t),P(T(y) > t)}

Untuk Frechet-Hoeffding lower bounds digunakan cgaag sama,
sehingga didapatkan

P(T,(x) <t, T (y) <t) =maks{P(T(x) <t)+P(T(y) <t)—1,0}
ekuivalen dengan

P(T,(x) > t, T, (y) >t) = maks{P(T(x) >t) + P(T(y) >t) — 1,0}
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Lampiran 4. Tabel Mortalitas Belgia dan Listing Program

Menampilkan Tabel

Tabel Mortalitas Belgial{ x 10°)

x| LIMR) L(FR) | x| L(MR) L (FR) [ x | L (MR) L (FR)
0 | 1.0000 1.0000 |38| 09692 09844 | 76 | 0.6415 0.7867
1 | 09994 09997 |39| 09676 09837 | 77 | 0.6156 0.7669
2 | 09988 09993 |[40| 09660 09830 | 78 | 0.5884 0.7455
3 | 09982 09990 |41| 09642 09822 | 79 | 05598 0.7223
4 | 09976 09987 |42| 09623 09813 | 80 | 0.5299 0.6972
5 | 09970 09983 |43| 09603 09804 | 81 | 0.4990 0.6703
6 | 09964 09980 |44| 09582 09795 | 82 | 0.4669 0.6415
7 | 09958 09976 |45| 09558 09784 | 83 | 04341 0.6108
8 | 09952 09973 |46| 09533 09773 | 84 | 0.4006 0.5783
9 | 09946 09969 |47| 09507 09761 | 85 | 03668 0.5440
10 | 09940 09966 |48 | 09478 09748 | 86 | 03328 0.5082
11 | 09934 09963 |49| 09446 09733 | 87 | 02991 0.4710
12 | 09927 09959 |50| 09413 09718 | 88 | 0.2659 0.4326
13 | 09921 09956 |51| 09376 09701 | 89 | 0.2336 0.3935
14 | 09915 09952 52| 09337 09682 | 90 | 0.2025 0.3540
15 | 09908 09949 |53 | 09294 09662 | 91 | 0.1731 0.3145
16 | 09901 09945 |54| 09248 09640 | 92 | 0.1457 0.2757
17 | 09895 09941 |55| 09198 09615 | 93 | 0.1204 0.2379
18 | 0.9888 09938 |56| 09143 09588 | 94 | 0.0977 0.2018
19 | 09881 09934 57| 09084 09559 | 95 | 0.0776 0.1680
20 | 09873 09930 |[58| 09020 09526 | 96 | 0.0602 0.1368
21| 09866 09926 |59| 0.8951 0.9490 | 97 | 0.0455 0.1088
22 | 09859 09923 |[60| 08875 09451 | 98 | 0.0335 0.0843
23 | 09851 09919 |61| 08793 09407 | 99 | 0.0239 0.0634
24 | 09843 09915 |62| 08705 09359 |100| 0.0165 0.0461
25 | 09835 09911 |[63| 08609 09306 |101| 0.0109 0.0323
26 | 09826 09906 |64| 08504 09248 |102| 0.0070 0.0217
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Lanjutan Tabel Mortalitas Belgid,(x 10°)

x L, (MR) [, (FR) | x I, (MR) [, (FR) x I, (MR) [, (FR)
27 0.9818 0.9902 65 0.8392 0.9184 103 0.0042 0.0139
28 0.9809 0.9898 66 0.8270 0.9112 104 0.0024 0.0085
29 0.9799 0.9893 67 0.8138 0.9034 105 0.0013 0.0049
30 0.9789 0.9889 68 0.7996 0.8947 106 0.0007 0.0026
31 0.9779 0.9884 69 0.7842 0.8852 107 0.0003 0.0013
32 0.9769 0.9879 70 0.7677 0.8747 108 0.0001 0.0006
33 0.9757 0.9874 71 0.7500 0.8632 109 0.0001 0.0003
34 0.9746 0.9868 72 0.7310 0.8506 110 0.0000 0.0001
35 0.9733 0.9863 73 0.7107 0.8367 111 0.0000 0.0000
36 0.9720 0.9857 74 0.6890 0.8215 112 0.0000 0.0000
37 0.9706 0.9850 75 0.6660 0.8048 113 0.0000 0.0000

Listing program menampilkan Tabel Mortalitas Belgia

clear all ;
Ix=zeros(101,1);
ly=zeros(101,1);
km=1000266.63;
sm=0.999441703848;
gm=0.999733441115;
cm=1.101077536030;
kf=1000048.56;
sf=0.999669730966;
gf=0.999951440172;
cf=1.116792453830;
int=0.0475;
v=1/(1+int);

for i=1:251
Ix(I)=km*(sm"(i-1))*(gm”(cm"(i-1)));
ly(i)=kf*(sf(i-1))*(gf(cf(i-1)));

end;

[Ixly];
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Lampiran 5. Listing Program Per hitungan Batas Bawah dan
Batas Atas Premi

Listing program untuk menghitung batas bawah dan batas
anuitas seumur hidup

clear all ;

x=input( 'masukkan x:' );
y=input( ‘masukkany: );
km=1000266.63;
sm=0.999441703848;
gm=0.999733441115;
cm=1.101077536030;
kf=1000048.56;
sf=0.999669730966;
gf=0.999951440172;
cf=1.116792453830;
int=0.0475;

v=1/(1+int);

for i=1:251
Ix(i)=km*(sm”\(i-1))*(gm”(cm?(i-1)));
ly()=kf*(sf*(i-1))*(gf*(cf(i-1)));

end;

for i=1:(131-y)
gx(i)=(Ix(x+2)-Ix(x+))/Ix(x+1);
px(i)=1-gx(i);

end;

for i=1:(131-y)
ay(®)=(ly(y+1)-ly(y+i))ly(y+1);
py(i)=1-qy(i);

end;

ajub=0;

for i=1:(131-y)
ax=(v"(i-1))*px(i);
ajub=ajub+ax;

end;

ajlb=0;

for i=1:(131-y)
axy=(v (i-1))*px(i)*py(i);
ajlb=ajlb+axy;

end;

alub=0;
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Listing program untuk menghitung batas bawah dan batas ata
anuitas seumur hidup (lanjutan)

for i=1:(131-y)
ax=(v"(i-1))*(px()+py (i)-(px()*py(i));
alub=alub+ax;

end;

allb=0;

for i=1:(131-y)
axy=(v"(i-1))*py(i);
allb=allb+axy;

end;

selj=ajub-ajlb;

sell=alub-allb;

ajlb

ajub

allb

alub

selj

sell

Listing program untuk menghitung batas bawah dan batapata
endowment

clear all

x=input( 'masukkan x:" );
y=input( ‘'masukkany:' );
n=input( 'masukkann:' );
km=1000266.63;
sm=0.999441703848;
gm=0.999733441115;
cm=1.101077536030;
kf=1000048.56;
sf=0.999669730966;
gf=0.999951440172;
cf=1.116792453830;
int=0.0475;

v=1/(1+int);

for i=1:251
Ix(i)=km*(sm”(i-1))*(gm”(cm”\(i-1)));
ly(i)=kf*(sf*(i-1))*(gf(cfA(i-1)));

end;

Ox=(IxX(x+1)-Ix(x+n+1))/Ix(x+1);
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Listing program untuk menghitung batas bawah dan bataput
endowment (lanjutan)

px=1-gx;
ay=(ly(y+1)-ly(y+n+1))/ly(y+1);
py=1-qy;

ejub=(v(n))*px;
ejlb=(v(n))*px*py;
elub=(v(n))*(px+py-(px*py));
ellb=(v*(n))*py;
selj=ejub-ejlb;

sell=elub-ellb;

ejlb

ejub

ellb

elub

selj

sell

Listing program untuk menghitung batas bawah dan batas
asuransi seumur hidup

clear all ;

x=input( 'masukkan x:" = );
y=input( ‘masukkany:' = );
km=1000266.63;
sm=0.999441703848;
gm=0.999733441115;
cm=1.101077536030;
kf=1000048.56;
sf=0.999669730966;
0f=0.999951440172;
cf=1.116792453830;
int=0.0475;

v=1/(1+int);

for i=1:251
Ix(i)=km*(sm”(i-1))*(gm”(cm?(i-1)));
ly(i)=kf*(st(i-1))*(9f"(cf*(i-1)));

end;

for i=1:(131-y)
gx(i)=(Ix(x+21)-Ix(x+i))/Ix(x+1);
px(i)=1-gx(i);
gxc(i)=(Ix(x+i)-Ix(x+i+1))/(IX(x+1));
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Listing program untuk menghitung batas bawah dan batas ata
asuransi seumur hidup (lanjutan)

end;
for i=1:(131-y)
ay()=(ly(y+1)-ly(y+i))/ly(y+1);

py()=1-ay(i); _
qyc(i)=(ly(y+i)-ly(y+i+1))/(ly(y+1));
end;
ajlb=0;

for i=1:(131-y)
ax=(v~(i))axc(i);
ajlb=ajlb+ax;

end;

ajub=0;

for i=1:(131-y)
axy=(v())*((py(i)*axc(i)) +(px(i)*ayc(i))-

(axc(i)*ayc(i)));
ajub=ajub+axy;

end;

allb=0;

for i=1:(131-y)
ax= (v () *((1-py @) axc() +(1-

px(i))*qyc(i))+(axc(i)*ayc(i)));
allb=allb+ax;

end;

alub=0;

for i=1:(131-y)
axy=(v"(i))*ayc(i);
alub=alub+axy;

end;

selj=ajub-ajlb;

sell=alub-allb;

ajlb

ajub

allb

alub

selj

sell
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