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ANALISIS DINAMIK PERSAMAAN LOGISTIK DISKRET
DENGAN WAKTU TUNDA

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas model pertumbuhan logishigkret
dengan waktu tunda. Model tersebut berasal dariembmbistik
kontinu dengan waktu tunda yang didiskretisasi dangnetode
Euler. Berdasarkan hasil analisisnya, model ini mamyai dua titik
kesetimbangan, yaitw* =0 dan x* = K. Titik kesetimbangan
x* =0 bersifat tidak stabil, sedangkan pada titik kesetingan
x* = K terjadi perubahan kestabilan akibat adanya wakhdd.
Dengan kata lain, bifurkasi Neimark-Sakcer terjadtika waktu
tunda berperan sebagai parameter bifurkasi. Padgarbaakhir
dilakukan simulasi numerik untuk menguji hasil #ialyang telah
diperoleh.

Kata Kunci : persamaan logistik, waktu tunda, tkk#setimbangan,
metode Euler, bifurkasi Neimark-Sacker.
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DYNAMICAL ANALYSISOF DISCRETE LOGISTIC
EQUATIONWITH TIME DELAY

ABSTRACT

This final project discusses a discrete logisticdeiowith time
delay. This model is obtained from the Euler disza¢ion of the
continues model. Results of analysis show thatntleeel has two
equilibrium points, namely* = 0 and x* = K. The equilibrium
x* =0 is stable, and for equilibriunx* = K there is stability
changing due to time delay. In other words, a NekiBacker
bifurcation exist where the time delay plays as tifurcation
parameter. Finally, numerical simulation is carrimat to illustrate
the analytical result.

Keywords : logistic equation, time delay, equilibrium, Eufeethod,
Neimark-Sacker bifurcation
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Populasi merupakan sekumpulan makhluk hidup atdivigu
dari suatu spesies yang sama yang menempati suapat tertentu.
Laju pertumbuhan populasi dipengaruhi oleh kondiiggkungan,
tingkat kelahiran, tingkat kematian, perburuamre@ations,
persaingandompetitiony imigrasi, dan emigrasi.

Laju pertumbuhan populasi dapat dimodelkan dalamtusu
persamaan diferensial yang dapat memprediksi pértben suatu
populasi. Salah satu persamaan terkenal yang raskged
pertumbuhan populasi adalah persamaan logistil4, steing disebut
model Verhulst. Persamaan logistik pertama kaledkignalkan oleh
Pierre-Francais Verhulst pada tahun 1838 (Murra&8022 Pada
persamaan ini diasumsikan tidak terjadi penundaafktuv pada
proses pertumbuhan populasi, dan model ini menighasisolusi
yang berbentuk fungsi monoton naik atau turun.

Namun dalam kenyataannya, sepanjang waktu pertiembuh
keadaan lingkungan dapat berubah. Perubahan inyebabkan
pertumbuhan akan mengalami penundaan. Waktu tunda
menyebabkan penurunan populasi tetapi kemudian adier|
peningkatan sehingga terjadi osilasi pada pertusabuhopulasi,
sehingga solusi yang dihasilkan bukan fungsi yangnaton.
Persamaan logistik kontinu dengan waktu tunda imselzlt
persamaan Hutchinson (Timuneno, 2008).

Dalam skripsi ini, persamaan logistik kontinu demgaaktu
tunda dianalisis secara numerik dengan melakukakratisasi.
Beberapa metode yang sering digunakan antara leiod® Runge-
Kutta, metode Euler, dan lain-lain. Akan tetapi,nges hanya
melakukan diskretisasi mengunakan metode Eulematia bentuk
diferensialnya didekati dengan beda maju. Diskastis ini
menghasilkan persamaan logistik diskret denganwiakida.



Analisis dinamik di sekitar titik kesetimbangan gmmaan
logistik diskret dengan waktu tunda dilakukan unikengetahui
sifat kestabilan titik tersebut.

Perubahan waktu tunda dapat mengakibatkan perubsifen
kestabilan dari titik kesetimbangan persamaan tiagisliskret
dengan waktu tunda. Adanya perubahan kestabilarumuetkan
terjadinya bifurkasi di titik kesetimbangannya. BKasi
menjelaskan perubahan struktur orbit dari suattersisdinamik
diskret seiring dengan perubahan nilai parameteBifarkasi yang
berkaitan dengan adanya nilai eigen kompleks mutisiebut
bifurkasi Hopf (Andronov Hopf) atau dalam sistemamik diskret
disebut bifurkasi Neimark-Sacker.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, pokok perntazsaldalam
skripsi ini adalah
1. bagaimana sistem diskret yang dibentuk dari peraanaaistik
dengan waktu tunda,
2. bagaimana titik kesetimbangan persamaan,
bagaimana kestabilan titik kesetimbangan persamaan,
4. bagaimana membuktikan adanya bifurkasi Neimark-&ack
pada persamaan,
5. bagaimana hasil simulasi numerik persamaan logissiket
dengan waktu tunda.

w

1.3 Batasan Masalah

Pembahasan pada skripsi ini dibatasi oleh hal-duaiki.

1. Populasi bersifat tertutup yang berarti penambaluzm
pengurangan jumlah individu pada suatu populasydnaerjadi
melalui kelahiran dan kematian.

2. Daya dukung lingkungan yang terbatas.



1.4 Tujuan

LS

Tujuan dari skripsi ini adalah

menentukan sistem diskret yang dibentuk dari pessam
logistik kontinu dengan waktu tunda,

menentukan titik kesetimbangan persamaan,

menentukan kestabilan titik kesetimbangan model,
menunjukkan adanya bifurkasi Neimark-Sacker pada
persamaan,

melakukan simulasi numerik persamaan logistik @iskengan
waktu tunda.






BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu keadaan yang dipgmnigaleh
waktu (t). Jika t € Z atauN maka diperoleh sistem dinamik diskret,
sedangkan sistem dinamik kontinu diperoleh jika R. Sistem
dinamik diskret dinyatakan sebagai

Xeyr = f (), (2.1)
dengart € Z atauN, danx, f € R™.

Apabilan kontinu, bentuk sistem dinamiknya dinyatakan sabag
sistem persamaan diferensial, yaitu

dx
— = f(x),x € R"

b (Arrowsmith dan Place, 1990).
Secara geometri, sistem dinamik diskret dan sist@@amik kontinu
menggambarkan pergerakan titik-titik di bidang faspanjang kurva
penyelesaian yang didefinisikan  oleh sistem peraama
diferensialnya (Perko, 1996).

2.2 Sistem Dinamik Diskr et
2.1.1 Definisi 2.1

Pada sistem dinamik diskret (2.%),disebut fungsi pembangkit
sistem. Jikgf bergantung pada parametedant = n, maka fungsi
pembangkitnya dinyatakan sebagéd, x,,).

Titik x* disebut titik kesetimbangan sistem dinamik diskge1)
jika x,, = x*,V¥n, sehingge (x*) = x* (Elaydi, 2005).

Pandang persamaan beda berdrdel berikut

Xne1 = F(, Xp—q, ey Xn—),n = 0,1, ..., (2.2)
yang dapat dinyatakan dalam bentuk vektor sebagai
YTL+1 - Gyn,n - 0,1, e (23)



di mana

Y, =

ykl s
dan

Y21 = F(yR, v, e ¥¥)

sehingga

[F (7, v s )]
[ 0 |
l P I
Gyn = | 1 |
| yh-1 |
Berdasarkan definisi titik kesetimbangan, suafik tt* disebut
titik kesetimbangan jika
F(J’r?,yr%, yr'f) = F(Xn, Xp—1) s Xn_k) = X"

1 — ~,0 ) S
Y41 =Vn = Xpn =X

Ynei = Vn = Xnp=x"

Titik kesetimbangan persamaan (2.2) adaldhe R sehingga
x*=F(x% x" ..., x*), sedangkan titik kesetimbangan persamaan
(2.3) berupa vektorY* € R¥*! sehinggaY* = G,~. Jadi dapat
disimpulkan bahwac* adalah titik kesetimbangan dari persamaan
(2.2) jika dan hanya jika

o
X

adalah titik kesetimbangan persamaan (2.3).
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Jika persamaan (2.3) adalah persamaan linear tekben

Xpi1 = boxpy + bixp_1 + -+ bpxp_,n=0,1,.. (2.4)
maka dengan transformasi di atas, persamaan (24jaci
Ypi1 =AY, n=0,1,.., (2.5)
di manaA adalah matriks berukurgk + 1) X (k + 1)
bo by - br-1 by
A R (26)
0o 0 - 1 0
dan persamaan karakteristik matrikadalah
At 4+ poAk + -+ b =0 (2.7)

(Kocic dan Ladas, 1993).

2.1.2 Kestabilan sistem dinamik diskret
Perhatikan persamaan beda nonlinear berikut
Ypi1 =AY, + F(Y,),n=10,1, ... (2.8)
di manaA adalah matriksk + 1 x k + 1,Y,, € R*¥*! untuk setiap
n > 0, danF € C[R**1, R**1]. Jika
F(0)=0 danlim”u”_)o
maka pernyataan berikut benar.
a. Jika seluruh nilai eigen matriks berada dalam lingkaran buka
|A] < 1, dan jika persamaan linear
Ypi1 = AY,n=0]1,.. (2.10)
adalah stabil asimtotik, maka persamaan (2.8) jstgbil
asimtotik.
b. Jika terdapat satu nilai eigénmemiliki nilai absolut yang lebih
besar dari satu, maka persamaan (2.8) dikatakak stebil.
c. Jika semua nilai eigeA berada pada lingkaran tertutid < 1
dan terdapat satu nilai eigen yang mempunyai abablut satu,
maka kestabilan dari persamaan (2.8) tidak dapaintdikan

dengan kestabilan persamaan (2.10) saja
(Kocic dan Ladas, 1993).

Fw) _
ful =

(2.9)



2.3 Metode Euler

Pendekatan numerik untuk persamaan diferensial

du
E - f(t' U),

d
di mana fungsf dand—ltl adalah fungsi kontinu dengan kondisi awal

u(ty) = uo,
dilakukan dengan mengunakan metode Euler. Metad#rpatakan
oleh persamaan
Uptr = Up + (G, Un) (b1 — ta),n = 0,1, ... (2.11)

Jika f,, = f(t,, uy), maka persamaan (2.11) dapat ditulis kembali

sebagai
Upyp = Up + fn(tn+1 T tn)-

Jika ukuran langkah antara titik yang satu dengangylain
memiliki nilai yang sama sebesardant, ., = t,, + h untuk setiap
n, maka diperoleh persamaan Euler dalam bentuk

Uppr = Uy + fnh'
(Boyce dan DiPrima, 2005).

2.4 Mode Pertumbuhan
2.4.1 Model pertumbuhan logistik

Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbubapulasi
dengan sumber daya lingkungan yang terbatas. Kailaran
populasi bertambah, laju pertumbuhan akhirnya maendan
kemudian berhenti pada ukuran populasi yang secatan disebut
dengancarrying capacity yaitu jumlah individu maksimal yang
dapat didukung oleh lingkungannya.

Laju pertumbuhan populasi bergantung pada ukurgsulasi,
sehingga secara matematis laju pertumbuhan popdiagatakan
sebagai

dx_
E—f(x)-



Misalkan K adalah carrying capacity Jika dalam populasi
terdapat x individu, maka lingkungan masih dapat mendukung
(K — x) individu. Jadi masih terdapat bagian lingkungangyedapat
ditempati, sebesar

e - ) 2.12)

Persamaan (2.12) sebanding dengan pertumbuhan gpeta.k

Oleh karena itu, persamaan logistik dinyatakang&iba
ldx (K —x)

xa o K

atau (2.13)
dx X
E =TrXx (1 74 E),

denganr adalah laju pertumbuhan intrinsilntfinsic growth rate,
yaitu nilai yang menggambarkan daya tumbuh sugbulpsi. Dalam
hal ini diasumsikanr > 0, mengingat setiap populasi memiliki
potensi untuk berkembang biak (Boyce dan Dipring®52.

Jika jumlah populasi awat(0) < K, maka model pertumbuhan
logistik meramalkan bahwa ukuran populasi meningkeanuju
carrying capacityK. Tetapi jika nilai awabk(0) > K, maka model
logistik meramalkan bahwa jumlah populasi akan lnenkg menuju
K. Sebagai contoh, jika populasi awal0) =20, r =1, dan
K = 30, maka jumlah populasi meningkat dan pada akhisget
x(t) = K = 30 laju pertumbuhan populasi berhenti. Sebaliknya jik
x(0) = 40, jumlah populasi berkurang hingga pertumbuhan faspu
terhenti pada x(t) = K = 30. Grafik pertumbuhan logistik
diperlihatkan pada gambar 2.1.
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Gambar 2.1. Pertumbuhan Logistik

2.4.2 Model pertumbuhan logistik dengan waktu tunda

Persamaan logistik kontinu dengan waktu tunda, tdaipaiskan
sebagai

(2.14)

dx(t) x(t—1)
T rx(t) <1 = Ay
denganx(t) adalah jumlah populasi pada wakiuanz adalah
waktu tunda.

Persamaan (2.14) mempunyai dua titik kesetimbangaitu
x(t) = 0 danx(t) = K. Titik kesetimbanganx(t) = 0 tidak stabil,
sedangkan untuk(t) = K stabil jikat < -, tidak stabil jikaz > =,
dan terjadi bifurkasi Hopf pada= .

Misalkan digunakan nilai parameter= 1 danK = 100 dengan

T =1 dant = 2, maka perilaku solusi persamaan (2.14) pada titik
kesetimbangam(t) = K dapat dilihat pada Gambar 2.2.
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Gambar 2.2. Grafik Solusi persamaan (2.14) untuk 1 dant = 2.

Gambar 2.2 untuk = 1 menunjukkan bahwa pada grafik solusi
terjadi osilasi sampai suatu waktu dan akhirnyaujiedaya dukung
lingkungan, sedangkan untuk= 2 grafik solusi terus berosilasi.

Ketika nilai parametert > g kestabilan titik kesetimbangan
x(t) = K berubah, hal ini membuktikan terjadinya bifurk&tpf
padar = g (Julianti, 2012).

2.5 Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks z dapat dituliskan dalam bentuk
z=a-+ib,
di manaa danb merupakan bilangan real. Nilaimerupakan bagian
real dari z, dinotasikan dengan= Re(z) dan nilaib merupakan
bagian imajiner dari z, dinotasikan dendges Im(z).

Akar dari jumlah kuadrat bagian real dan imajingata bilangan
kompleks z disebut modulus bilangan kompleks tersettan
dinotasikan sebagai berikut:

|z| = Va2 + b2.
Bilangan komplekg = a + ib juga dapat ditulis dalam bentuk

z=re',

11



dengan r adalah modulus 2% = cos@ +isinf, dantanf = g
(Wuncsh, 2005).

2.6 Bifurkasi Neimark-Sacker
Definisi 2.2 (Bifurkasi Neimar k-Sacker)

Menurut Kuznetsov (1998), bifurkasi yang berkaitd@ngan
munculnya nilai eigeny, , = e*%,0 < 9, <m disebut dengan
bifurkasi Neimark-Sacker.

Diberikan suatu sistem dinamik diskret dalam bentuk

x - f(x,1),xeR", n=2. (2.15)
Berdasarkan persamaan (2.15) dengié® t) = 0 untuk semuar,
terdapat asumsi sebagai berikut:

1. fungsif memiliki matriks JacobA yang memenuhi
A(7) = Dyf(0,7),

di manaD,, merupakan operator turunan untukd(z*), di mana

T merupakarr kritis, memiliki sepasang nilai eigen kompleks

A(z*) dan A(z*) yang tepat berada pada lingkaran satuan,

sementara semua nilai eigen lainnya terletak dirddingkaran

satuan,
2. nilai eigen1 danl melintasi lingkaran saat= t* dengan

d
E M(T)l‘r:r* >0,

3. jika arg (A(z)) = 6(x) danf, = 6(z*) makae'®* = 1 untuk
k=1,234.

Kondisi dua menyatakan bahwa untok< t*, T cukup dekat
dengant®, semua nilai eige(z) memiliki modulus kurang dari
satu. Titik tetapx™ adalah stabil asimtotik untuk dalam interval
tersebut (Ford dan Wulf, 1998).

Jika terdapatr = t* sehingga muncul suatiimit cycle stabil
pada sistem tersebut ketikamelewati titik kritis7* maka sistem
(2.15) tersebut mengalami bifurkasi Neimark-SacRapercritical
Parameter = t* menyebabkan nilai eigen pada sistem mempunyai
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bentuky, , = e*% > 0. Hal ini berakibat pada perubahan struktur
orbit dan munculnydimit cycle stabil dari sistem seiring dengan
perubahan nilai parameter seperti yang ditunjulgaaa Gambar 2.3
(Kuznetsov, 1998).

X; X3 I

' //' e
e ¥
[ Fi Fl e
/ / { ot T
f | P [ ,-'..r/ \} h
B Y o B . A )
= T oy /
) ]- h‘\-?“::'—"_'-':"r/
r<t’ r =z’ r>71'

Gambar 2.3. Bifurkasi Neimark-Sacke$upercritical

Jika terdapat = t* sehinggdimit cycle tak stabil yang muncul
ketika 7 < t* tereduksi ketikar melewatit* maka sistem tersebut
mengalami bifurkasi Neimark-Sackeubcritical Parameter = t*
menyebabkan nilai eigen pada sistem mempunyai bemiy =
et > 0. Sama dengan bifurkasi Neimark-Saclempercritical
struktur orbit yang terjadi karena tereduksiriyait cycle yang tak
stabil dari sistem juga akan berubah seiring pdraibanilai
parameter.
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Gambar 2.4. Bifurkasi Neimark-Sacke8ubcritical

Struktur orbit di sekitax* yang berubah sebagai akibat perubahan

nilai parameter pun dianalisis lebih lanjut.
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BAB I11
PEMBAHASAN

3.1 Diskretisas Persamaan Logistik dengan Waktu Tunda

Persamaan logistik kontinu dengan waktu tunda [2<aat
t = t,, dapat ditulis menjadi
dx(t) x(t, — 1)
=rx(t )|l ———)
O e (12

Diskretisasi persamaan (2.14) dengan metode Euler
menghasilkan

(3.1)

X(tn—m)
X(tn41) — x(tn) = rhx(t,) <1 - ';{"‘ ) (3.2)
T
denganm = .
Jikax, = x(t,) maka persamaan (3.2) menjadi
Xn—
Xpi1 = Xp +1rhx, (1 — nKm). (3.3)

Persamaan (3.3) disebut sebagai persamaan lodiskiket dengan
waktu tunda.

3.2 Titik Kesetimbangan

Persamaan (3.3) dapat dituliskan kembali dengargguerakan
definisi titik kesetimbangan sistem dinamik dislgebagai

x*
x*=x"+rhx (1—7). (3.4)
Dari persamaan (3.4) diperoleh dua titik kesetingaanuntuk
persamaan logistik diskret dengan waktu tundauyait= 0 dan
x* =K.

3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Untuk menganalisis kestabilan titik kesetimbangansgmaan
logistik diskret dengan waktu tunda dilakukan linessi. Linearisasi
dilakukan di sekitar titik kesetimbangan denganysbesi, dengan
parameter perturbasinya adafalli manas « 1.

15



3.3.1 Titik Kesetimbangan x* = 0

Jikax, = x* + eu,, dengarx* = 0 diperoleh
rhe?u,u,_,
K )
karena nilaic sangat kecil maka nilai? dapat diabaikan, sehingga
menghasilkan

EUpy1 = Uy, + Theu, —

Upsr = (1 +rh)u,. (3.5)
Persamaan (3.5) mempunyai penyelesaian umum yabgriiek
(lampiran 1)
U, = (1 4 rh)"u,. (3.6)
Misalkan A = 1 + rh, semua solusi konvergen menuju nol (stabil
asimtotik) jika dan hanya jikgl| < 1, maka
[1+7rh| <1

-1<1+rh<1
—2<rh<0. (3.7)

Titik kesetimbanganx™ = 0 stabil asimtotik jika dan hanya jika
memenuhi kondisi (3.7). Akan tetapi, diketahui bahwmerupakan
laju pertumbuhan intrinsik yang diasumsikan berrplasitif, danh
merupakan ukuran langkah yang juga bernilai posighingga
kondisi (3.7) tidak mungkin terpenuhi. Jadi dagaindpulkan bahwa
titik kesetimbangan™ = 0 tidak stabil untuk semua> 0.

3.3.2 Titik Kesetimbangan x* = K

Jikax, = x* + gu,, di manax™ = K diperoleh
rhKeu,_, the?u,u,_ o,

Eu = &Uy — =
n+1 n K K ’

karena nilaie sangat kecil maka nila? dapat diabaikan, sehingga
menghasilkan

T
Un+1 = Up — raun—m' (3.8)

T
dengam = —

16



[x
Jikax, = [x

Un

‘S, 3o

]
‘ "; | maka persamaan (3.8) menghasilkan

sistem
T
Up+1 = Up — raun—m.

0 — 40 m
Xnt1 = Xn =T —Xn
, . (3.9)
Xn+1 = Xn
m _ .m-1
Xn+1 = Xn

untuk n=1,23,.. dengan %, = (x93, x},...,.x™T. Akibatnya
persamaan (3.9) dapat ditulis sebagai
£n+1 7 Ax*fn'

atau
/xn+1\ /1 00 .. 0 —rl\ xn
xn+1 1 O O - 0 Om xT:'ll
\xn+1 / \0 O/ | x
0 0 2 » : / 8
xn+1 y | 0 (m+1)x(m+1) Xn'

Nilai eigen matriks A adalah solusi persamaan karakteristik
[AI — A,+| = 0. Perhatikan bahwa

A—-1 0 0 0 r1
-1 2 0 4
M —Aq1=| 0 =1 2 e
0 0 o0 1 2
dengan ekspansi baris diperoleh persamaan kashteri
T
AmFL _qm 4 r—= 0. (3.10)
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Lemma3.1

Terdapatz,, > 0 sehingga untuld < t < t,, semua akar dari
persamaan (3.10) mempunyai modulus kurang dari satu

Bukti

Misal r = 0, persamaan (3.10) menjadi
1-DA™ =0,
pada saat = 0 persamaan (3.10) mempunyaikelipatan akar yang
bernilai 0 dan satu akar yang bernilai 1.
Akar persamaan (3.10) bergantung pada nilaehingga untuk
mengetahui perubahannya persamaan diturunkan sgrhagaitu

%((m + DA™ — mA™ 1) + AN
dr m

dA r
- m __ m-1) — _
I ((m + 1A mA ) ~

Dari perhitungan di atas diperoleh nilai
—-Tr

4T~ mEAMm + mA — mEgmT (3.11)
dan nilai konjugatnya
- — (3.12)

dt  mZAm + mA™ — m2 A1
Pada bilangan kompleks terdapat prinsip operasg yaerbentuk
|12 = A1, jika diturunkan terhadapdiperoleh bentuk
d|2|? dl _dA
RS- A 3.13
dt  dt ¥ dr’ (313)
dengan mensubstitusikan persamaan (3.11) dan (&1@¢rsamaan
(3.13) diperoleh

IVIE -r -r
- =( 2 2) +( 2 2)’
dr | .~ m‘+m-—m m“+m-—m
7=0,1=1
sehingga
d|A)? —2r
7 =—x<0.
U 7=0,A=1 e

18



Laju perubaham saatr = 0 bernilai negatif, yang berarti saat
T = 0 akar persamaan (3.10) berada di dalam lingkaaun|ak < 1
untuk semuar cukup kecil yang bernilai positif. Untuk # 0
kestabilan dapat berubah sehingga mengakibatkan petaamaan
keluar lingkaran atald| > 1.

Jadi dapat disimpulkan bahwa, terdapat, >0 yang
mengakibatkan semua akar dari persamaan (3.1®taterlpada
|A] < 1 untuk nilaiT yang cukup kecil dengan sya@k t < 7,,,
sehingga keberadaan datj, terbukti. Jika nilai tundaam > t,,
maka terjadi perubahan kestabilan pada akar pessama

Lemma 3.2

Diasumsikanrh > 2, maka untuk semua> 0 persamaan (3.10)
tidak memiliki akar dengan modulus satu.

Bukti

Andaikan terdapai sehinggalA| = 1 makal = e!“", sehingga
persamaan (3.10) menjadi

pim+De” y’

=~r—. (3.14)

Berdasarkan rumus Euler pada bllangan komplekssaperan
(3.14) dinyatakan dalam bentuk

imw*
-t

T

cos(m+ 1) w* +isin(m+1)w* —cosmw* —isinmw* = -

(3.15)
Jika bagian real dan imajinernya dlplsahkan magardieh bentuk
Real :cos(m + 1) w* —cosmw”* = —r; (3.16)
Im :sin(m+1)w* —sinmw* = 0. (3.17)

Persamaan (3.16) dan (3.17) masing-masing dikuamratlan
dijumlahkan (ampiran 2), sehingga menghasilkan

7
e 1—
CoS W T2
atau
rh)?
cosw* =1— ( 2) (3.18)
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Perhatikan persamaan (3.18), jika nilah > 2 maka nilai
cosw™ < —1. Hal tersebut merupakan kontradiksi dari nial <
cosw* <1, sehingga pemisalan salah dan harus diingkar agar
pernyataan menjadi benar. Pembuktian Lemma 3.2riatp.

Jikarh < 2, maka akar persamaaf'® dari persamaan (3.10)
dengan modulus satu memenuhi persamaan (3.18) dan

m
7 _7(Cos(m + Dw* — cosmw*). (3.19)
Lemma3.3
Jikarh > 0, maka
B d|A)? S0
= " ar '

=" w=w"

di mana nilaw™* dant* memenuhi persamaan (3.18) dan (3.19).

Bukti

Substitusi persamaan (3.11) dan (3.12) ke persanfadr3)
(lampiran 3) menghasilkan
d|a|?
dt

=" w=w*
2mr{—(m + 1) cos(m + 1)w* + m cos mw*
dh = =( ) ) } (3.20)
2m*(1 — cosw*) + 2m3(1 — cos w*) + m?

Dari persamaan (3.18) dan (3.20) diperoleh bebepgyaamaan
(lampiran 4) , yaitu

dh =

—2mr(m + 1)cos(m + 1)w* = mr?h(m+1) >0 (3.21)
2m?r cos mw* = m?r?h >0 (3.22)

2m*(1 — cosw®) = m*r?h? >0 (3.23)

2m3(1 — cosw*) = m3r?h? > 0. (3.24)

Jika persamaan (3.21-3.24) disubstitusikan ke peaa (3.20)
maka diperoleh
mr2h(m+ 1) + m?r?h

dh = . 3.25
m*r2h? + m3r2h2 + m? ( )
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Jadi dapat disimpulkan bahwa
d|2|?
dp = 7 |r:'r*,a):(u* >0,

sebabr > 0, h > 0, danm > 0, sehingga Lemma 3.3 terbukti.

BerdasarkanLemma 3.1-Lemma 3.3 dapat dianalisis jenis

kestabilan dan bifurkasi persamaan (3.3) pada kiéigketimbangan

x* = K sebagai berikut.

Teorema 3.1

1. Jikarh > 2, maka titik kesetimbangan® = K persamaan (3.3)
tidak stabil untuk semua nilai> 0.

2. Jikarh < 2, maka terdapat urutan tak terbatas dari parameter
waktu tundeary < 17; < <7, < oo, sehingga titik
kesetimbangamx™ = K persamaan (3.3) stabil asimtotik ketika
7 € (0,75) dan tidak stabil ketiker > t,. Persamaan (3.3)
mengalami bifurkasi Neimark-Sacker pada titik= K ketika
T =1, j=0,1,2,3,... di manat; memenuhi oleh persamaan
(3.19).

Bukti

1. Jikarh > 2, dari Lemma 3.2-Lemma 3.3 dapat diketahui bahwa
persamaan (3.10) untuk semua> 0 tidak memiliki modulus
akar sama dengan satu tetapi modulus akarnyadebilsatu.

2. Jikarh < 2, dengan menerapkan Lemma 3.3, diketahui bahwa

semua akar dari persamaan (3.10) mempunyai moduhasg
dari satu ketikar € (0,79), dan persamaan (3.10) memiliki
sedikitnya sepasang akar dengan modulus yang bedsiar dari
satu ketikar > 7. Oleh karena itu kesimpulan (2) telah terbukti.

3.4 Simulas Numerik

Simulasi numerik digunakan untuk memverifikasi hasialisis

yang telah diperoleh pada sub bab sebelumnya. Untuk
mensimulasikan analisis dinamik persamaan logiiskret dengan
waktu tunda, digunakan metode Euler paslaftware Matlab
(lampiran 5).
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Pada simulasi ini dipilih nilar = 1, h = 0.05, dan K = 100.

Terlihat bahwa parameter bifurkasi terpenuhi karena
rh = 0.05 < 2.

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangarnupéihitung
nilai ¢ kritis (t*) yang memenuhi persamaan (3.19), yaitu=
1.545632673. Titik kesetimbanganx® = K stabil asimsotik jika
diambil nilai r yang lebih kecil dart* seperti ditunjukkan Gambar
3.1

160
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100
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=01]

A0 i i 1 1 1 1 1 1
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wakty
(@)
1
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. i i ; ; i i i
a
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wakiu
)
Gambar 3.1. Grafik Solusi untuk (& = 1.5 < " dan
b)r=1<71"
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Dari Gambar 3.1 (a) dan Gambar 3.1 (b) terlihatwaalgrafik
solusi dengan nilai awak(t) =50 konvergen menuju ke titik
kesetimbangar™ dengan nilat masing-masing sebesar= 1.5 dan
7 = 1. Jika nilait yang dipilih lebih besar dati* maka grafik solusi
akan berosilasi seperti pada Gambar 3.2.

450 p-------- :' """" :' """" :"'"""""""'E"'"""""""""""".
P S S S e =51 8
e
0 R ———
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Gambar 3.2. Grafik Solusi untuk (a2 = 1.6 > t* dan
b)r=2>1"
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Semakin bertambahnya waktu, grafik pada Gambar(&.2lan
Gambar 3.2 (b) dengan nilai awa(t) = 50 danx(t) = 450 terus
berosilasi. Semakin besar nilai dariyang diambil, maka semakin
besar juga simpangan osilasinya dan semakin maenjttik
kesetimbangannya. Waktu tunda yang semakin besayahabkan
osilasi yang terjadi juga semakin besar sehinggapeegaruhi
kestabilan titik kesetimbangan yang pada hal iailatK (carrying
capacity).
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BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesmpulan

Berdasarkan tujuan pengerjaan skripsi ini yanghtelaraikan
pada Bab | dan hasil dari pembahasan pada Balmika dapat
diambil kesimpulan berikut.

1. Dengan menggunakan metode Euler, diperoleh bentkced
untuk persamaan logistik dengan waktu tunda. Daodeh
diskret tersebut diperoleh dua titik kesetimbangaamu x* = 0
danx* = K.

2. Titik kesetimbangan* = 0 tidak stabil, sedangkan titik" = K
stabil jika memenuhi beberapa syarat.

3. Pada titik x* =K terjadi perubahan kestabilan yang
menyebabkan terjadinya bifurkasi. Jikéh > 2 maka titik
kesetimbangan tersebut tidak stabil untuk sem@amit 0, dan

jika rh < 2, maka terdapat urutan tak terbatas dari parameter

waktu tunda, < t; < - < 1, < --- sehingga titik tetap stabil
asimtotik ketikar € (0, t,) dan tidak stabil ketika > .

4. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan haailyy sama
dengan hasil analisis.

4.2 Saran

Berdasarkan sifat kestabilan titik kesetimbanganmsgeaan
logistik kontinu dengan waktu tunda (Julianti, 2))ldetode Euler
menghasilkan kesimpulan yang salah untuk Teorema pada
rh > 2, sehingga kriteria kestabilannya tidak konsisteamgan
model kontinunya. Agar konsisten, maka nilaiharus dibatasi.
Untuk itu, diharapkan pada skripsi selanjutnya dakan metode
lain yang dapat mendekati kesimpulan pada modélrkamya.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Bentuk umum persamaas) ,; = (1 + rh)u,.

Misalkan 1 =1+ rh, maka persamaan,.; = (1+rh)u,
dapat ditulis kembali menjadi

U1 = AUy,
1. Jikan = 0, maka diperoleh bentuk

Unt1 = Ay

u1 S Auo.

2. Jkan = 1, maka

Unt1 = Ay

U, = Aul
uz = /‘{AU,O
uZ N, AzuO.

3. Jikan = 2, maka
Unt1 = Ay

u,3 [ /1u2
U,3 = /1/12u0
Uz = A3u0.

4. Jikan = p, maka
Un+1 = Auy
up+1 i AlpuO
u,p+1 = Ap+1u,0.
Berdasarkan hasil substitusi di atas, dapat didkapubahwa
Upyq = AUy,
mempunyai penyelesaian umum yang berbentuk
un+1 > )ln+1u0.

29






Lampiran 2. Perhitungan Per samaan (3.18) dan (3.19)

Untuk menemukan nilai dartos w* dan t* adalah masing-
masing persamaan (3.18) dan (3.19) dikuadratkandgamlahkan
seperti berikut.

Real :cos(m + 1) w* — cosmw* = —r%, (3.16)
Im:sin(m+ 1) * — sinmw* = 0. (3.17)
menjadi

r?t?
cos?(m + Dw* — 2cos(m + 1) w* cosmw* + cos? mw* = —
sin?(m + 1)w* — 2sin(m + 1) 0* sinmw* + sin® mw* = 0 +

1 —2(cos(m + 1)w* cosmw® + sin(m + 1)w* sinmw*) + 1

r27?
=—
r27?
2 — 2(cos(m + 1w* cosmw™ + sin(m + Dw* sinmw*) = 2

daricos(4 — B) = cos A cos B + sin A sin B, maka

Rl
2 — 2cos((m 5 m)w*) =7
r27?
2-2cosw’ =—5
m
- r?7?
cosw' =1—-——,
2m?
dan dari persamaan (3.18)
T*
cos(m+ 1) w* —cosmw* = —ra

—r7* =m(cos(m+ 1) w* — cosmw™)

_ —m(cos(m + 1) 0" — cosmw")

*

r
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Lampiran 3. Perhitungan Per samaan (3.20)

U d|A|?
T dr

—r(m22™ + mA™ — m2Am 1) — Ar(m?A™ + mA™ — m2Am1)

)} (m2Am + mAm — mzlm_l)(mzim + mAm — mzim_l)

a. Perhitungan pada Pembilang

—Ar(m22™ + mA™ — m2A"Y) — Ar(mZ2AM + mAT — m2am)
= —m2rA™ — mrA™ 4 m2rA™ — m2r A — mr A 4 m2 ™
= —m?r(A™F 4 ™) — mp (A 4 27 4 mZr (2™ 4+ ™)

= (=m?r — mr)(A™ + A1) + m2r(A™ + ™)

= (—=m?r — mr)(2 cos(im + 1)w) + m?r(2 cos mw)

= 2(—=m?r — mr) cos(im + 1)w + 2m?r cosmw

=2mr{(—m — 1) cos(m + 1)w + m cos mw}

b. Perhitungan pada Penyebut

(M2A™ + mA™ — m2 A" ) (MM + mA™ — m2Am1)

= mAATA™ + m3AMA™ — mANTIA™ 4 mEATMA + mEATmA™ —
m3ATIIM — A Al — 3 Mt ot e pmet

=m* + m3 — m*A" I + m3 4+ m? — mE3A I — mAam et —
m3AmAm1 4 mt

=2m* 4+ 2m3 + m? — m AN — mATAT L — m3AmT ™ —
m3Amam-1

=2m* + 2m® + m? — m* (A" + M) — m3 (AT +

Amdm—1
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=2m* 4+ 2m3 + m? — mAAm A (A7) — m3IAmAm (AT 42T
=2m* +2m® + m? - m*(A"14271) —m3 (21427
=2m*+2m®* +m? —m*(A+ 1) —m3*(1+ 1)

=2m* +2m3 + m? — m*(2 cosw) — m3(2 cos w)

=2m* + 2m3 + m? — 2m* cos w — 2m3 cos w

=2m*(1 — cosw) + 2m3(1 — cosw) + m?,

sehingga diperoleh bentuk

N 2mr{—(m+ 1) cos(m + 1)w + m cos mw}
~ 2m*(1 - cosw) + 2m3(1 — cosw) + m?
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Lampiran 4. Perhitungan Per samaan (3.21-3.24)
Real :cos(m+ 1) w —cosmw = —r%, (3.16)
Im:sin(m+ 1) w —sinmw = 0. (3.17)

Dari dua persamaan di atas, diperoleh
T

cosm+1)w —cosmw = —r— S LB
m
sin(m+1)w —sinmw =0 X sinmw +
) T
cos(m+ 1) w cosmw — cos“ mw = —r—cosm w
m
sin(m + 1) wsinm w — sin® mw = 0 +

cos(m+ 1) wcosmw +sin(m+ ) wsinmw —1 =

—r=cosmw

m

T
cos((m +1-— m)w) —1=—-r—cosmw
m
T
cos®—1=—-r—cosmw
m
r?7? T
1-— s—1l=-r—cosmw
2m m

r27? T
———=-Tr—cosmuw

2m? m

T rh
cosmw=—=—.
2m 2
Dari bagian Real diperoleh
cos(m+ 1) w — cosmw )
m

cos(m+1) w B
m

rt T
= ——71r—

cos(m+ 1) w 2m m
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rT rh

2m - 2’
berdasarkan persamaan (3.20), didapatkan
—2mr(m+ 1) cos(m+ Dw _ —2mr(m + 1) (_ T_T)
2m

36

= (2m?r + 2mr) T
2m

— (2m? i
(2m*“r + 2mr) >

rh
=2mr(m+ 1) >

=mr’h(m+1)>0

2m*rcosmw _ 9.2, (2)
2m

S rh

=2m?r —
2

=m?r’h >0

2m*(1 — cosw) 5, (1 B (1 v (Th)2>>

2
r2h?
o4
—2m<2>

=m*r?h® >0

2m3(1 — cos w) AT <1 / <1 \ (rh)2>>

2
r2h?
— 93
2m<2>

=m3r?h? >0,




©
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(o)
=
=
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Lampiran 5. Sour ce Code Program dengan Matlab

No. Listing Program
1. clear all;

2. clc;

3. tau=1.5;

4. K=100;

58 h=0.05;

6. m=tau/h;

7. r=1,

8. t=0:h:400;

9. P=length(t);

10. | x=zeros(1,P);

11. | x(1:m+1)=50;

12. | for n=m+1:P-1

13. X(n+1)=x(n)+(r*h*x(n)*(1-(x(n-m)/K)));
14. | end;

15. | figure(1);

16. | hold on; plot(t,x,'r,'linewidth',1.5);
17. | title(tau);

18. | xlabel('waktu');

19. | ylabel(‘jumlah populasi’);

20. | grid on;

39







