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BI-r-IDEAL DALAM I'-SEMIRING

ABSTRAK

Sebuah I-semiring dibangun oleh 2 himpunan semigrup komutatif
terhadap operasi penjumlahan yang dilengkapi dengan satu operasi
ternary yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Dalam skripsi ini dibahas
bi-I-ideal dalam 7I-semiring, sifat-sifat dan teorema yang terkait.
Selain itu juga dibahas bi-simple I'-semiring dan minimal bi-7-ideal
dalam I-semiring 7. Misalkan T adalah I-semiring, bi-I-ideal
dalam 7-semiring 7 dapat dibangun oleh sub I-semiring dari T,
misalkan A, yang memenuhi AI'TTA < A, dengan definisi bahwa
AlTTA = {aytyala € A,y € I'dan t € T}. Kemudian, T disebut
bi-simple I'-semiring jika T adalah bi-I-ideal tunggal dari T atau
dapat dinyatakan 7" adalah bi-simple I-semiring jika dan hanya jika
T =mI'TI'm, Ym € 7. Misal B adalah bi-/-ideal dalam 7', B
disebut minimal bi-I-ideal dari 7 jika dan hanya jika B adalah bi-
simple I'-semiring. Dengan kata lain, B disebut minimal bi-7-ideal
dari T jika dan hanya jika B merupakan bi-/-ideal tunggal dari B.

Kata Kunci: bi-I-ideal, I-semiring, bi-simple I'-semiring, minimal
bi-7-ideal.
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BI-T-IDEAL IN I'-SEMIRING

ABSTRACT

I'-semiring is built by two sets of additive commutative semigroup
with ternary operation that satisfies some certain properties. In this
script will be discussed about bi-T'-ideal in I'-semiring, properties
and its theorem. Also, will be discussed about bi-simple T'-semiring
and minimal bi-I'-ideal in I'-semiring 7. Let T is a ['-semiring, bi-I'-
ideal in T'-semiring can be built by A, A is a sub I'-semiring of T,
that satisfies AI'TTA S A. The definition of AITTTA is
AI'TTA = {aytyala € A,y € 'dant € T}. Then, T is called a bi-
simple T"-semiring if 7 is the unique bi-T-ideal of 7" or can be said
that T is called a bi-simple T'-semiring if only if T = mI'TTm,
vm € 7. A bi-T-ideal B of T is called minimal bi-TI'-ideal of T if
only if B is a bi-simple I'-semiring. This means a bi-I"-ideal B of T is
called minimal bi-T'-ideal of 7 if only if B is the unique bi-I"-ideal
of B.

Keywords: bi-I'-ideal, I'-semiring, bi-simple I"-semiring, minimal
bi-T"-ideal.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar merupakan salah satu bidang Matematika yang
mengalami perkembangan pesat. Dalam aljabar, dibahas bermacam-
macam struktur aljabar yang masing-masing memiliki sifat yang
berbeda. Struktur aljabar didefinisikan sebagai himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan satu operasi biner atau lebih. Perbedaan
yang mendasar dari setiap struktur aljabar adalah banyaknya operasi
pada struktur aljabar tersebut. Salah satu struktur aljabar yang
dilengkapi dengan sebuah operasi biner adalah semigrup, sedangkan
struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua buah operasi biner di
antaranya adalah semiring. Kedua struktur aljabar tersebut
mempunyai beberapa syarat tertentu.

Di dalam semiring, diperkenalkan beberapa struktur baru
yang merupakan generalisasi dari semiring seperti I-semiring.
Konsep 7-semiring diperkenalkan oleh Murali Krishna Rao pada
tahun 1995. Karena adanya bi-ideal dalam semiring, maka
dikembangkan bi-7~-ideal dalam 7-semiring.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang pada bagian sebelumnya,
maka pokok permasalahan yang dibahas dalam penulisan skripsi ini
adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana membangun bi-I-ideal dalam I-semiring?
2. Bagaimana sifat-sifat, proposisi serta teorema-teorema yang
terkait dengan bi-I-ideal dalam I-semiring?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk
1. Membangun bi- 7-ideal dalam 7-semiring.
2. Membuktikan sifat-sifat, proposisi serta teorema-teorema yang
terkait dengan bi-/-ideal dalam 7™-semiring.






BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan
contohnya, serta beberapa teorema dan bukti-buktinya sebagai acuan
dalam membahas permasalahan yang akan disampaikan.

2.1 Relasi, Pemetaan dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpunan yang
tidak kosong dapat dikaitkan dengan operasi penjumlahan,
pergandaan atau beberapa operasi biner lainnya. Berikut ini akan
diberikan definisi tentang relasi, pemetaan dan operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Hasil kali kartesius)

Misalkan A dan B adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan
terurut (x,y), dengan x € A dan y € B disebut hasil kali kartesius
dari A dan B, dinyatakan
AXB={(x,y)|x€ A, ye€ B}
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.2 (Relasi)

Misalkan A dan B merupakan himpunan tak kosong, dan misalkan R
adalah himpunan bagian (subset) dari A X B. Maka R disebut relasi
dari A ke B.

(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.3 (Pemetaan)

Misalkan A dan B suatu himpunan tak kosong. Suatu relasi f dari A

ke B disebut suatu pemetaan jika untuk setiap elemen x di A

mempunyai kawan tepat satu elemen y di B (y disebut image x di

bawah relasi f). f adalah pemetaan dari A ke B, dinyatakan dengan
f:A — B.

(Bhattacharya, dkk., 1990)



Definisi 2.1.4 (Operasi biner)

Suatu pemetaan x»: S X S — S
(a,b) —x*(a,b) =axb
disebut operasi biner pada himpunan S.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.5 (Sifat operasi biner)

Operasi biner #: S X S — S pada himpunan S dikatakan

i) Komutatif jikax *y =vy *x,Vx,y €S.

ii) Assosiatif jikax *x (yxz) = (x*y) *xz,Vx,y,z €S.
Jika o adalah operasi biner yang lain pada S maka operasi biner *
dikatakan

iii) Distributif kiri atas o jika
x*(yoz)=(x*y)o(x*2),Vx,y,zZ€S.

iv) Distributif kanan atas o jika
(yoz)*xx=(y*xx)o(z*x),Vx,y,z €E€S.
Jika operasi * adalah distributif kanan dan kiri atas operasi o
maka operasi * dikatakan sebagai distributif atas o.

(Bhattacharya, dkk., 1994)

Definisi 2.1.6 (Operasi n-ary)

Untuk suatu bilangan bulat positif n, pemetaan *:S™ — S, dengan
ST=85%x85x%xSXx..xS (n faktor) disebut operasi n-ary pada S.
Ketika n = 1 maka pemetaan *:S — S disebut operasi unary dan
ketika n =3 maka pemetaan #:S xS XS — S disebut operasi
ternary.

(Bhattacharya, dkk., 1994)

2.2 Semigrup

Semigrup merupakan suatu struktur aljabar yang terdiri dari
himpunan tidak kosong M bersama dengan operasi biner assosiatif.
Sebuah semigrup berbeda dengan grup. Tidak setiap elemen dari
semigrup memiliki invers atau bahkan memiliki elemen identitas.



Definisi 2.2.1 (Semigrup)

Misalkan M himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi *. (M,x)
disebut semigrup jika dan hanya jika:
1. (M,x) tertutup : a *b € M, untuk setiap a, b € M.
2. (M,x) assosiatif : (axb)*c=a=x*(bx*c) untuk setiap
a,b,c € M.
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.2

Misal N adalah himpunan bilangan asli, maka (N,+) adalah
semigrup.

Bukti:

1) (N, +) tertutup yaitu a + b € N untuk setiap a, b € N.
Ambil sebarang a,b € N, maka a + b € N. (N, +) berlaku sifat
tertutup.

2) (N,+) assosiatif yaitu (a+ b) + c = a+ (b + c) untuk setiap
a,b,c € N,
Ambil sebarang a,b,c € N, maka (a +b)+c=a+ (b+c).
(N, +) berlaku sifat assosiatif.

Karena (N, +) memenuhi sifat tertutup dan assosiatif, (N, +) adalah

semigrup. ]

Contoh 2.2.3

(N, ) adalah semigrup. N adalah himpunan semua bilangan asli.

Bukti:

1) (N,e) tertutup. Ambil sebarang a,b,c € N, makaa b = c € N.
Jadi (N, ) berlaku sifat tertutup.

2) (N,e) assosiatif. =~ Ambil sebarang a,b,c €N, maka
(aeb)ec=a-e(bec). Jadi (N,e) berlaku sifat assosiatif.

Karena (N, ) memenuhi sifat tertutup dan assosiatif, (N, ) adalah

semigrup. ]



Contoh 2.2.4

Misal Z adalah himpunan bilangan bulat, maka (Z,) adalah
semigrup.

Bukti:

Akan dibuktikan himpunan Z dengan operasi pergandaan memenuhi

aksioma-aksioma berikut:

1) (Z,*) tertutup yaitu a « b € Z untuk setiap a, b € Z.
Ambil sebarang a,b € Z, maka ae b € Z. Jadi a « b tertutup
terhadap bilangan bulat Z.

2) (Z,») assosiatif yaitu (aeb)ec=ae(bec) untuk setiap
a,b,c €Z.
Ambil sebarang a,b,c € Z, maka (a e b) ec = a * (b  c¢). Jadi
untuk setiap a, b, c € Z berlaku (a e b) e c = a e+ (b e c).

Karena (Z,» ) memenuhi 1) dan 2), (Z,= ) adalah semigrup. |

Contoh 2.2.5

Misal 4 ={2,4,6,8,..} dan M= {(“ Z) |a,b,c,d € A}. Maka
(M, +) adalah semigrup.

Bukti:
Ambil sebarang matriks P=(2n 2n),Q=(2n A

2 9 2n 2n 2n 2n
_(2n 2n . .
R = (Zn Zn),Vn €N. (M,+) merupakan semigrup jika

memenuhi:

1) Tertutup
2n 2n 2n 2n 2n+2n 2n+2n

Pre= (Zn Zn) (Zn Zn) 1 (Zn +2n 2n+ Zn)
_(2(n+n) 2(n+n)
B (2(71 +n) 2(n+ n))
Karena n+n €N maka 2(n+n) € 4,vn € N, sehingga
P + Q € M. Sifat tertutup berlaku pada M.

2) Bersifat assosiatif

®+0+r=[(G 50)* G 2+ Gn 20)

) dan



2n+2n 2n+ Zn) (Zn Zn)

(Zn +2n 2n+2n 2n_ 2n
((Zn +2n)+2n (2n+2n)+ Zn)

(2n+2n)+2n (2n+2n) + 2n
2n+ (2n+2n) 2n+ (2n+ 2n))
2n+ (2n+2n) 2n+ (2n + 2n)
- (Zn Zn) (Zn +2n 2n+42n

2n 2n) " \2n+2n 2n+2n):P+(Q+R)
Terbukti bahwa untuk sebarang P, Q, R € M berlaku

(P+Q)+R =P+ (Q+R). Jadi, sifat assosiatif berlaku
pada M.
Karena (M, +) memenuhi 1) dan 2), maka (M, +) adalah semigrup.
[ ]

Definisi 2.2.6 (Semigrup komutatif)

Misalkan (M,*) adalah semigrup. Maka (M,*) disebut semigrup
komutatif jikaa x b = b * a,Va,b € M.
(Golan, 1999)

Contoh 2.2.7
(N, +) adalah semigrup komutatif.

Bukti:

Dari Contoh 2.2.2 telah diketahui (N,+) merupakan semigrup.
Ambil sebarang a, b € N. Akan dibuktikan +b = b + a, Va,b € N.
Karena N bersifat komutatif terhadap penjumlahan jadi
a+b=b+a,Vab €N,

(N, +) merupakan semigrup dan memenuhi sifat komutatif, terbukti
bahwa (N, +) adalah semigrup komutatif. [

Langkah-langkah pembuktian di atas juga berlaku untuk
himpunan 2N terhadap operasi penjumlahan. Sehingga (2N, +)
merupakan semigrup komutatif.

Contoh 2.2.8

Misal Z adalah himpunan bilangan bulat. (Z,+) adalah semigrup
komutatif.

7



Bukti:
Akan dibuktikan himpunan Z dengan operasi penjumlahan
memenuhi tertutup, assosiatif dan komutatif.
1) Akan dibuktikan (Z,+) tertutup yaitu a + b € Z untuk setiap
ab el
Ambil sebarang a,b € Z maka a + b € Z. Jadi a + b tertutup
terhadap bilangan bulat Z.
2) Akan dibuktikan (Z,+) assosiatif yaitu (a+b)+c=
a+ (b + c) untuk setiap a,b,c € Z.
Ambil sebarang a,b,c €Z maka(a+ b)+c=a+ (b+ ).
Jadi untuk setiap a, b,c € Z berlaku (a+ b) + c = a + (b + ¢).
3) Akan dibuktikan a + b = b + a untuk setiap a, b € Z.
Karena Z bersifat komutatif terhadap penjumlahan jadi
a+b=b+a,Vab € Z.
Karena memenuhi tertutup, komutatif dan assosiatif terbukti bahwa
(Z, +) semigrup komutatif. [

Definisi 2.2.9 (Semigrup dengan elemen identitas)

Misalkan (M,*) adalah semigrup dan mempunyai elemen identitas e
sedemikian sehingga e * a = a * e = a, untuk setiap a € M. Maka
(M,*) disebut semigrup dengan elemen identitas atau (M,*) disebut
monoid.

(El-Madhoun, 2007)

Definisi 2.2.10 (Subsemigrup)

Misalkan (M,x) adalah semigrup dan P adalah himpunan bagian dari
M. Jika (P,*) merupakan semigrup, maka (P,*) disebut subsemigrup
dari (M,x).

(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.11
(N,) merupakan subsemigrup dari (Z,e).



Bukti:

Pada Contoh 2.2.3 dan 2.2.4 telah dibuktikan bahwa (N,) dan (Z,e)
adalah semigrup. Karena N adalah himpunan bagian dari Z. Maka
(N,e) adalah subsemigrup dari (Z,e). [

Contoh 2.2.12
(2N,¢) merupakan subsemigrup dari (N,e).

Bukti:

Telah diketahui (N,) adalah semigrup. 2N adalah himpunan bagian

tak kosong dari N. Berdasarkan Definisi 2.2.10, harus dibuktikan

bahwa (2N,e) adalah semigrup. (2N,e) merupakan semigrup jika
memenuhi tertutup dan assosiatif. Ambil sebarang 2n € 2N, maka

1) 2ne2n=4n=2(2n). (2N,s) tertutup terhadap operasi
pergandaan.

2) (2ne2n)e2n =4ne2n =8n=4(2n) dan 2ne (2ne2n) =
2ne4n =8n =4(2n). Jadi (2ne2n)e2n = 2ne(2ne2n)
untuk setiap 2n € 2N. (2N,e¢) assosiatif.

Karena (2N,e) tertutup dan assosiatif, terbukti bahwa (2N,e) adalah

semigrup. 2N adalah himpunan bagian tak kosong dari N maka

(2N,¢) merupakan subsemigrup dari (N,e). ]

Definisi 2.2.13

Misal (M,e) adalah semigrup. A dan B adalah himpunan bagian tak
kosong dari M. AB = {ab|a € A,b € B}.
(EI-Madhoun, 2007)

Definisi 2.2.14 (Ideal kiri dan kanan dalam semigrup)
Misal (M,e) adalah semigrup. A adalah himpunan bagian tak kosong
dari M. A disebut ideal kiri (kanan) dari M jika MA € A(AM < A).

Jika A adalah ideal kiri dan ideal kanan, maka A disebut ideal atau
ideal dua sisi dari M.
(EI-Madhoun, 2007)



Definisi 2.2.15 (Bi-ideal dalam semigrup)

Misal M adalah semigrup. W adalah himpunan bagian tak kosong
dari (M,e). W disebut bi-ideal dari M jika dan hanya jika W adalah
subsemigrup dari (M,») dan memenuhi WMW < W.

(El-Madhoun, 2007)

Contoh 2.2.16

(2N,¢) merupakan subsemigrup dari (N,e). Maka 2N adalah bi-ideal
dalam semigrup N.

Bukti:

Akan dibuktikan W = 2N adalah bi-ideal dalam semigrup M = N.
Maka harus ditunjukkan bahwa WMW < W untuk setiap w € 2N
dan setiap m € N. vn € N, misal 2n € 2N dan 2n —1,2n € N,
operasi pergandaan pada WMW akan diberikan pada tabel berikut:

Tabel 2.1 Operasi pergandaan pada WMW

w m w wmw

2n 2n—1 2n dne(2n—1) =
2(2ne(2n—1)) €2N,vne N

2n 2n 2n 8n = 2(4n) € 2N,Vn € N

Diperoleh WMW < 2N. Diketahui W = 2N maka WMW c W
untuk setiap w € 2N dan setiap m € N. Karena WMW < W maka
terbukti W = 2N adalah bi-ideal dalam semigrup M = N. |

2.3 Grup

Seperti halnya dengan semigrup, grup adalah struktur aljabar
yang merupakan himpunan beserta satu operasi biner yang harus
memenuhi beberapa aksioma.

10



Definisi 2.3.1 (Grup)

Misalkan G adalah suatu himpunan tidak kosong dengan sebuah
operasi biner *. Maka G disebut grup jika memenuhi aksioma-
aksioma berikut:
1. Tertutup
Untuk semua a, b € G, maka a * b juga di dalam G.
2. Bersifat assosiatif
Untuk sebarang a, b,c € G, berlaku (a = b) * ¢ = a * (b * ¢).
3. Memiliki elemen identitas
Terdapat suatu elemen e di G sedemikian sehingga
a*xe =exa= auntuksetiap a € G.
4. Memiliki invers
Untuk setiap a € G terdapat suatu elemen a~! sedemikian
sehinggaa*a ' =alxa=ce.
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.3.2

Bilangan bulat Z, bilangan rasional @, bilangan riil R dan bilangan
kompleks €, merupakan grup terhadap operasi penjumlahan,
sehingga dapat dinyatakan berturut-turut sebagai (Z, +), (R,+),
(Q,+), (C,+). Elemen identitas grup tersebut adalah 0 dan invers
dari a adalah - a.

Contoh 2.3.3

Misal G = M,(Z) = {(Ccl Z) la,b,c,d € Z}. (G, +) adalah grup.

Bukti:
(G, +) merupakan grup jika memenuhi:
1) Tertutup

Ambil sebarang a, b, ¢, d € Z, maka

(Z Z)*‘(Z Z):@Z ;Z), karena a,b,c,d € Z maka

2a,2b,2c,2d € Z. Jelas (G, +) tertutup.

11



2) Bersifat assosiatif
Ambil sebarang e, f, g, h,i,j, k,l € Z, maka
a b e f] i j_(a+e b+f> i j
[(c d)+<g h) +(k l)_ ct+g d+h +(k l)
_((a+e)+i (b+f)+j>_(a+e+i b+f+j>
T \(c+g)+k d+h)+1) \c+g+k d+h+l

(a+(e+i) b+(f+j)>
c+(g+k) d+((h+1D

_(a b e f ) i J ]
’ 4 (c d) + [(g h > (k l)
Terbukti bahwa untuk sebarang a,b,c € Z berlaku

(a+b)+c=a+ (b+c).Jadi (G,+) assosiatif.
3) Memiliki elemen identitas

Elemen identitas untuk penjumlahan adalah e = (8 8) maka

e+ (Z Z) = (8 g) + (Ccl Z) = (‘Cl Z) sedangkan di

pihak lain Z) te=(2 Z) + (8 8) AL Z).

G memiliki elemen identitas e = (8 8)

4) Memiliki invers

Setiap elemen di ¢ memiliki invers, misal (—A) = (_‘Cl |

a0+ (: Z)Z(j;b ~ sl bg):gg_ 9
dn (¢ )+CE=( )+(TF T)=( o)=¢
G memiliki invers  terhadap ~ penjumlahan,  yaitu

n=(Z; )

Karena G memenuhi 1), 2), 3) dan 4), maka (G, +) adalah grup. m

)

e

QU

Definisi 2.3.4 (Grup komutatif)

Misalkan (G,*) adalah grup. (G,*) disebut sebagai grup komutatif
jika a* b = b * a untuk setiap a, b € G.
(Dummit dan Foote, 2002)
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Definisi 2.3.5 (Subgrup)

Misalkan (G,*) adalah grup dan H adalah himpunan bagian dari G.
(H,*) disebut subgrup dari (G,*) jika (H,*) juga merupakan suatu
grup.

(Bhattacharya, dkk., 1994)

Contoh 2.3.6

Misal H = {(g g) |a, b€ Z}. Pada Contoh 2.3.3 telah dibuktikan

bahwa (G, +) adalah grup dan H € G. (H,+) adalah subgrup dari
G, +).

Bukti:
Akan dibuktikan (H, +) adalah subgrup dari (G,+). Berdasarkan
Definisi 2.3.5, harus dibuktikan bahwa (H,+) merupakan suatu
grup.
(H, +) merupakan grup jika memenuhi:
1) Tertutup

Ambil sebarang a, b € Z, maka

(‘3 g)+(g 8):(20‘1 zob). Karena 2a,2b € Z maka H

tertutup terhadap operasi penjumlahan.
2) Bersifat assosiatif
Ambil sebarang e, f, i, j € Z, maka

L | S
=((a+e)+i (b+f)+j)=(a+e+i b+f+j)

:(a+(ze+i) b+(zf+j)) 1 ’
= (g g) I [(g ](;) + ((l) 6)] H assosiatif terhadap operasi

penjumlahan.
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3) Memiliki elemen identitas

Elemen identitas untuk penjumlahan adalah e = (8 8) maka

e+ (g g) = (8 8) + (g g) = (g g) sedangkan di pihak

lain (‘S g) +e= (g g) + (8 8) = (g l(;) Jelas H
memiliki elemen identitas e = (g 8)

4) Memiliki invers

0 0
maka (—A)b+ (g g) = (_Oa ) _Ob) + (g g) = (§ §) =
dan (g__O_)+(__A)=(8 0)+(_0a __O):(O 0)-=e
H  memiliki invers  terhadap  penjumlahan, yaitu

o= )

Karena memenuhi 1), 2), 3) dan 4) maka (H,+) adalah grup. Telah
diketahui bahwa H € G dan (G,+) adalah grup, maka H adalah
subgrup dari G. [

Setiap elemen di H memiliki invers, misal (—4) = (" —b),
e

2.4 Ring
Definisi 2.4.1 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner

penjumlahan dan pergandaan, atau dinotasikan dengan (R,+,).

(R,+,») disebut sebagai ring jika memenuhi aksioma-aksioma

sebagai berikut :

1. (R, +) merupakan grup komutatif.

2. (R, ) merupakan semigrup.

3. (R,+,») memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap
a, b, c € R berlaku: a « (b + ¢c) =(a » b) + (a * ¢) dan
(b+c)ea=((ea)+(ce a).

(Dummit dan Foote, 2002)
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Contoh 2.4.2

Himpunan bilangan bulat Z merupakan ring.

Bukti:
Akan dibuktikan himpunan Z bersama dengan operasi penjumlahan
dan pergandaan memenuhi aksioma-aksioma berikut:
(i) (Z,+) harus memenuhi
e Ambil sebarang a, b € Z sehingga a + b = ¢ € Z.
Jadi Z tertutup.
e a,b,c € Zsedemikian sehingga (a + b) + ¢ = a + (b + ¢).
e Elemen identitas adalah 0.
e Memiliki invers yaitu —x yang juga merupakan bilangan
bulat.
o Komutatif, yaitua + b = b + a.

(ii) (Z,») merupakan semigrup
e Tertutup
e Assosiatif, yaitu (aeb) ec=ae(bec)

(ii1) Distributif, a, b, ¢ € Z berlaku
ae(b+c)=aeb+aecdan(b+c)ea=hbea+cea

Jadi, Z merupakan ring. [ ]

Contoh 2.4.3

Bukti:

Z¢ adalah ring jika memenuhi:

1) (Zg, +) grup komutatif.

Himpunan bilangan bulat modulo 6 terhadap operasi penjumlahan
didefinisikan pada tabel berikut:
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Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada Z

Jelas Z tertutup terhadap operasi penjumlahan, sebab untuk

Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada Zg.
Misal diambil a=1, b=2 dan c=3 maka
=0, sedangkan  di pihak lain

Dengan cara yang Sama, untuk setiap a,b,c € Zg akan
diperolen (a+b)+c=a+ (b+c). Jadi pada (Ze +)

Elemen identitas Zg untuk  penjumlahan adalah

0, karenaa + 0 = 0 + a = a untuk setiap a € Zg.

Berdasarkan  Tabel 2.1, dlperoleh bahwa 0+0 =0,
1=0

berarti (0) 1 =0, (1) 1=5; (2) L= (3) 1=3,
@) 1t=2, (5) = 1. Jadi setiap elemen di Z, mempunyai

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 5
2 2 3 4 | § 0
3 3 4 | § 0 1
4 | 4 5 0 1 2
5 5 0 1 2 3
i)
setiap a, b € Z¢ berlaku a + b € Zs.
i)
(1+2)+3=3+3
1+2+3)=1+5=0.
berlaku sifat assosiatif.
iii)
iv)
invers.
v)

Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada Zg. Misal
diambil a =1 dan b =3 maka 1+ 3 = 4, sedangkan di
pihak lain 3 + 1 = 4.

Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b € Z, akan
diperolen a+b =b+a. Jadi pada Zs berlaku sifat
komutatif.

2) (Zg,®) semigrup.
Himpunan bilangan bulat modulo 6 terhadap operasi pergandaan
didefinisikan pada tabel berikut:
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Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada Zg

NI B DN A O ]
=1 N Wl | ol Ol Ul

BN O NI O NI
W Ol WI| Ol WI| DI | Wl

T[T I NI = O =

Ol |l Ol Dl | Dl

Ul B W NI =IO -

i) Berlaku aeb € Zg untuk setiap a,b € Zg. Zg tertutup
terhadap operasi pergandaan.

ii) Berlaku sifat assosiatif pada Zg. Untuk setiap a, b, c € Zg
akan diperoleh (aeb) ec=ae (bec).

3) Zg memenuhi hukum distributif kiri dan kanan.
Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada Z¢. Misal diambil
a=1,b = 2danc = 0 maka
) as(b+c)=1+(2+0)
lainaeb+aec=1¢
i) (b+c)ea=(2+0)e
lainbea+cea=2e¢1+0e1=2+0=2.
Dengan cara Yyang sama, untuk setiap a,b,c € Z¢
akan diperoleh ae(b+c) =aeb+taec dan
(b+c)ea=bea+cea.
Karena Zg memenuhi 1), 2) dan 3) maka Ze adalah ring. ]

2
1

Definisi 2.4.4 (Ring komutatif)

Misalkan (R, +,¢) adalah ring. (R, 4+, ) disebut ring komutatif jika
berlaku sifat a « b = b « a untuk setiap a, b € R.
(Dummit dan Foote, 2002)
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Definisi 2.4.5 (Ring komutatif dengan elemen Identitas)

Misalkan (R,+,») adalah ring komutatif. (R,+,») dikatakan
mempunyai elemen identitas jika terdapat e € R sedemikian
sehingga untuk setiap a € R berlakueea =aee = a.

(Dummit dan Foote, 2002)

Definisi 2.4.6 (Subring)

Misalkan (R, +,» ) adalah suatu ring, dan U himpunan bagian tidak
kosong dari R. U disebut subring dari R jika (U, +,» ) merupakan
suatu ring.

(Bhattacharya, dkk., 1994)

Definisi 2.4.7 (Ideal)

Himpunan bagian tak kosong I pada ring R disebut ideal kanan (kiri)
pada R jika :
) Vabel=>a—-bel
i) Vael,VvreR=>ar€l(ra€l)
Jika | ideal kiri dan ideal kanan pada R (ar € I dan ra € I) maka |
disebut two-sided ideal.

(Bhattacharya, 1994)

Contoh 2.4.8

Misal Z adalah himpunan semua bilangan bulat dan (Z, +,») adalah
ring. Misal M = {0,+2,+4,+6, ...}, maka jelas bahwa M C Z. M
adalah ideal dari Z.

Bukti:
Misal a = 2p,b = 2q dengan a,b € M,p,q € Zdanr € Z
1) a=b=2p—-2q=2(p—q)
Karena p,q € Z maka p — q € Z, sehingga diperoleh
2(p — q) € M. Jadi, untuk setiap a,b € M berlaku a — b € M.

2) ar = (2p)r = 2(pr), sedangkan di pihak lain ra = r(2p)
= (r2p) = (2rp) = (2pr) = 2(pr).
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Karena p€Z dan r € Z maka pr € Z sehingga diperoleh
2(pr) € M. Jadi, untuk setiap a € M dan r € Z berlaku ar e M
danra € M.

Karena memenuhi 1) dan 2), maka M adalah ideal dari ring Z. ]

Teorema 2.4.9

Jika (I;);en adalah keluarga ideal kanan (kiri) dari ring R maka
Nien I; Juga merupakan ideal kanan (kiri).
(Bhattacharya, 1994)

Bukti:

Ambil sebarang a,b € Njeyl; dan r € R. Akan dibuktikan N;en/;

ideal kanan (kiri) dalam ring R. Untuk membuktikan bahwa N;ex /;

merupakan ideal kanan (kiri) maka harus ditunjukkan

a—DbE€ niENli dan ar € niENIi atau ra € niENli'

1) Untuk sebarang a,b € N;eyI; maka a, b € I;, Vi € N. Karena I;
adalah ideal untuk setiap i€ N maka a—b €l;,Vi€eN.
Akibatnya a — b € N;ey I;. Jadi, terbuktia — b € Ny I

2) Untuk sebarang a € N;enl; dan 7 ER. a € Njeyl; Maka
a € I;,Vi € N. Karena [; adalah ideal kanan (kiri) akibatnya
ar € I; atau ra € [;,Vi € N. Sehingga ar € N;eyI; atau
ra € niEN Ii'

Karena a — b € N;eyl; dan ar € NjeyI; atau ra € Njenl; Maka

terbukti bahwa N;ey I; merupakan ideal kanan (kiri) padaring R. =

2.5 Semiring
Definisi 2.5.1 (Semiring)

T disebut suatu semiring jika T bukan himpunan kosong dan terdapat
dua operasi biner penjumlahan dan pergandaan sedemikian sehingga
1. (T, +) merupakan suatu semigrup komutatif,
2. (T, ) merupakan suatu semigrup,
3. Berlaku hukum distributif, yaitu x e (y + z) = x e y + x * z dan
(y+z)ex =yex+zex untuksetiap x,y,z € T.
(Golan, 1999)
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R disebut ring jika memenuhi (R, +) grup komutatif, (R,e)
semigrup dan sifat distributif kiri dan kanan. Ketika (R,+)
memenuhi grup komutatif (tertutup, assosiatif, memiliki elemen
identitas, memiliki invers dan komutatif) maka (R,+) memenuhi
semigrup komutatif (tertutup, assosiatif dan komutatif). Jadi, R juga
merupakan semiring. Dengan kata lain, tiap ring adalah semiring.

Contoh 2.5.2

Himpunan T = (Z*, +, *) merupakan suatu semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa T = (Z*, +,+ ) adalah semiring.

(1) (Z*,+) semigrup komutatif. Ambil sebarang a, b, c € Z* maka
(i) a+ b €Z", (Z*, +) berlaku sifat tertutup.
(i) (a+b)+c=a+ (b+c), (Z*,+) berlaku sifat assosiatif.
(iii) a+ b = b + a, jadi pada (Z*, +) berlaku sifat komutatif.

(2) (Z*,») semigrup. Ambil sebarang a, b, ¢ € Z* maka
(i) aeb €Z*, (Z*,) berlaku sifat tertutup
(ii) (aeb)ec=as(bec), (Z*e) berlaku sifat assosiatif.

(3) Z* memenuhi hukum distributif, yaitu
Untuk setiap a, b, ¢ € Z*, berlaku
ae(b+c)=aeb+aecdan(b+c)ea=bea+cea.
Dari (1), (2), dan (3), maka terbukti bahwa T = (Z*,+, o)
merupakan semiring. [

Definisi 2.5.3 (Subsemiring)

Misalkan E adalah himpunan bagian tidak kosong dari semiring T
E dikatakan subsemiring dari T jika (E,+,+ ) adalah semiring.
(Kandasamy, 2002)

Definisi 2.5.4 (Ideal kiri dan ideal kanan semiring)

Misal (T, +, ) adalah semiring. Himpunan bagian tak kosong A dari
T disebut ideal kiri (kanan) dari T jika A adalah subsemigrup dari
(T, +) dan memenuhi TA € A(AT < A).
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Jika A adalah ideal kiri dan ideal kanan, maka A disebut ideal atau
ideal dua sisi dari T.
(EI-Madhoun, 2007)

Definisi 2.5.5

Misal T adalah semiring. X,Y # @ dan X,Y S T maka
XY = {xy|x € X,y € Y}. {x}Y dan ({x}Y) berarti xY dan (xY).
(Donges, 1994)

Definisi 2.5.6 (Bi-ideal dalam semiring)

Misal T adalah semiring dan W # @ adalah himpunan bagian dari

semiring (T, +,»). W disebut bi-ideal dari T jika dan hanya jika W

adalah subsemiring dari (T, +,») yang memenuhi WTW < W.
(Donges, 1994)

Contoh 2.5.7

Misal Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo 6. Zg adalah
semiring. Misal diambil W = {0, 3}, himpunan tak kosong dari Z.
Maka W adalah bi-ideal dari Z.

Bukti:

Akan ditunjukkan W adalah subsemiring dari Z, yang memenuhi

WTW c W.

1) W dikatakan subsemiring dari Z, jika W adalah himpunan
bagian tak kosong dari Z, dan W merupakan semiring. W
merupakan himpunan tak kosong dari Zg. Harus dibuktikan W
adalah semiring. W adalah semiring jika memenuhi:

a) (W, +) semigrup komutatif.
Himpunan W terhadap operasi penjumlahan didefinisikan pada
tabel berikut:

Tabel 2.4 Operasi penjumlahan pada W

wl|ol|+
Nr=1lk=1
Ol Wl | Wl
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i) Sifat tertutup berlaku pada (W,+), sebab untuk setiap
a,b € W berlakua + b € W.

ii) Sifat assosiatif berlaku pada W karena jika diambil a
b=0 dan ¢c=3 maka (0+0)+3=0+3=
sedangkan di pihak lain 0 + (0 +3) =0+ 3 = 3.
Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € W akan
diperoleh (a + b) + c=a + (b + ¢).

iii) Sifat komutatif berlaku pada W karena jika diambil a = 0
danb =3 maka0+3=3dan3 +0 = 3.

Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b € W akan
diperoleha+b =b + a.
b) (W,s) semigrup.
Himpunan W terhadap operasi pergandaan didefinisikan pada
tabel berikut:

0,
3,

Tabel 2.5 Operasi pergandaan pada W

Wil e
Ql| |l
Wi Sl Wl

i) Berlakuaeb € W,Va,beW.

i) Berlaku sifat assosiatif pada W karena untuk setiap
a,b,c € W berlaku (aeb)ec =ae (bec).

c) W memenuhi hukum distributif kiri dan kanan.
Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada W. Misal diambil
a—§ b—§danc—6maka
3 =13, sedangkan di
plhaklalna b+a c=3¢34+3¢0=3+0=3.

i) (b+c)ea=@B+0)+3=33=3, sedangkan di
pihak lainbea+cea=3¢3+0¢3=3+0=3.
Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c e W
akan diperoleh a e (b + c) = aeb + a e+ c dan
(b+c)ea=bea+c-ea.

Karena W memenuhi a), b) dan ¢) maka W adalah semiring.



Karena W adalah himpunan bagian tak kosong dari T = Z¢ dan W
merupakan semiring, jadi terbukti bahwa W adalah subsemiring dari
T = ZG' | ]

2) Akan dibuktikan W  memenuhi WTW < W. Misal
weW dan teT. WTW = {wtw|w € W dant € T} akan
ditunjukkan pada tabel berikut:

Tabel 2.6 Operasi pergandaan pada WTW

W I WI| W Wl | Wl WI| W | Wl | Wl | Wl | wil| O | Ol Ol | Ol | Ol | Ol | Ol | Ol | Ol | Ol | Ol [ Il [ £
Ul U | o B OO NI NI = =2 O O | U G| WS [ T WL NI NI | = O O | o+

wl| ol wi| oIl wl| ol wi| Ol wi| oI | wI | I wi| I wi| Ol | wil| oI | wi| Ol wil| Ol wil| oI S

S
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Dari Tabel 2.6 diperoleh WTW = {0,3}. Karena W = {0,3},
terbukti bahwa W memenuhi WTW < W. |

Karena W memenuhi 1) dan 2) maka terbukti bahwa W adalah
bi-ideal dari T = Zs. ]
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, lemma, teorema,
akibat, proposisi dan contoh yang berkaitan dengan bi-/-ideal dalam
I-semiring.

3.1 I'-Semiring

I-semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan
dengan operasi ternary. Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh
yang berkaitan dengan I'-semiring.

Definisi 3.1.1 (I'-semiring)

Misal 77 dan I' adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan.
Maka T disebut 7-semiring jika terdapat pemetaan T X I' X T - T
(memetakan (a,a,b) —» (aab)) yang memenuhi syarat-syarat
berikut:

1) aa(b+c) = aab + aac, (Distributif kiri)

2) (a+ b)ac = aac + bac, (Distributif kanan)

3) a(a+p)b =aab+ afb, (Distributif kiri dan kanan)
4) aa(bBc) = (aab)Pc, (Assosiatif)

Untuk setiap a, b, c € T dan setiap «, 8 € I'.

Contoh 3.1.2

Misalkan T = N dan I' = 2N adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan. Terdapat suatu pemetaan:

T XI'XT ->T

(a,a,b) » (aab)
untuk setiap a,b € T dan @ € I'. Misal 2n — 1,2n € N,¥n € N dan
2n € 2N,vn € N maka pergandaan aab didefinisikan pada tabel
berikut:
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Tabel 3.1 Operasi pergandaan pada aab

a a b aab
2n—1 |2n| 2n—1 2n—1)e2ne(2n—1) =
2(ne(2n—1)e(2n—1)) €2N,Vn €N
2n—1 | 2n 2n (2n—1) e4n =
2(2ne(2n—-1)) e2N,vneN
2n 2n | 2n—1 dne(2n—1) =
2(2ne(2n—1)) €E2N,vn €N
2n 2n 2n 8n = 2(4n) € 2N,Vn € N

Dari Tabel 3.1 diperoleh hasil pergandaan aab adalah anggota dari
2N = T, berlaku untuk setiap a,b € T dan a € I'. Maka T adalah 7-
semiring.

Bukti:

Misal diambil sebarang @ = 2a, 8 = 2b maka

1) aa(b+c)=ae2ae(b+c)=2a%b+c)
aab +aac =ae2aeb+ae2asc=2a’b+ 2a’c
=2a?*(b +c¢)
Jadi, untuk setiap a,b,c €N dan a € 2N berlaku
aa(b + ¢) = aab + aac.

2) (a+b)ac=(a+b)e2aec=(a+b)2ac = 2ac(a+ b)
aac +bac =ae2aec+be2aec=2a’c+ 2abc
= 2ac(a + b)
Jadi, untuk setiap a,b,c eN dan a € 2N berlaku
(a + b)ac = aac + bac.

3) ala+pB)b=ase(2a+2b) b= (2a?+ 2ab) «b
= 2ab + 2ab? = 2ab(a + b)
aab+afb =ae2asb+ae2beb=2a%bh + 2ab?
= 2ab(a + b)
Jadi, untuk setiap a,b€EN dan «,B € 2N berlaku
a(a + B)b = aab + apfb.

4) aa(bfc) =ae2as(be2bec)=2a?e(2b%)
= 2a? ¢ 2b%c = 4a’b?c
(aab)Bc = (a*2aeb) e 2b e c = (2ab) » 2bc = 2a’b » 2bc
= 2a® ¢ 2b%c = 4a*b?c
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Jadi, untuk setiap a,b,c €N dan «a,f € 2N berlaku
aa(bfc) = (aab)fc.

Berdasarkan Definisi 3.1.1, terbukti bahwa 7" adalah 7-semiring. m

Contoh 3.1.3

Misalkan T =Z dan I' = N adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan. Terdapat suatu pemetaan:

T XI'XT ->T

(a,a,b) » (aab)
untuk setiap a,b € T dan a € I'. Misal untuk -z,0,z € Z, Vz € Z
dan 2n—1,2n € N,vn € N maka pergandaan aab didefinisikan
pada tabel berikut:

Tabel 3.2 Operasi pergandaan pada aab

a a b aab
-Z 2n—1 -Z A
-Z 2n—1 0 0
-Z 2n—1 Z -Z
-z 2n -Z A
-z 2n 0 0
-z 2n z -z
0 2n—1 A 0
0 2n—1 0 0
0 2n—1 VA 0
0 2n -Z 0
0 2n 0 0
0 2n z 0
z 2n—1 -7 -z
z 2n—1 0 0
z 2n—1 A z
z 2n -Z -Z
z 2n 0 0
z 2n A z
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Dari Tabel 3.2 diperoleh hasil pergandaan aab adalah -z, 0,z dan

-z,0,z € Z, untuk setiap a, b € Z dan @ € N. Maka Z adalah
I-semiring.

Bukti:

Ambil sebarang a, b, c € Z dan «, € N maka

1) aa(b + c) = aab + aac (karena dalam Z dan N berlaku hukum
distributif Kiri).

2) (a+ b)ac = aac + bac (karena dalam Z dan N berlaku hukum
distributif kanan).

3) a(a+pB)b = (aa+aB)b (karena dalam Z dan N berlaku
hukum distributif Kiri), selanjutnya (aa + aB)b = aab + afb
(karena dalam Z dan N berlaku hukum distributif kanan).

4) aa(bBc) = (aab)pBc (karena dalam Z dan N berlaku assosiatif).

Karena 77 = Z dengan I' = N memenuhi aksioma 1), 2), 3) dan 4)

maka terbukti bahwa T = Z adalah I'-semiring. |

Contoh 3.1.4

Misal T = Z, adalah himpunan bilangan bulat modulo 4. 7 = 7Z,
dan I ={0,2} dalam Z, adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan. 77 dan I"memenuhi pemetaan:

T XI'XT —>T

(a,a,b) » (aab)
T adalah I"-semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan T = Z, adalah semigrup komutatif terhadap
penjumlahan. Operasi penjumlahan pada T° = Z, ditunjukkan pada
tabel berikut:
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Tabel 3.3 Operasi penjumlahan pada Z,

=1 Ol Wl NI NI
Nl = Ol Wl Wl

Ol I DI =] | =]

WIINIf =IOl +
WI NI =] Ol Dl

Z, adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan jika memenuhi:

1)

2)

3)

(Z4,+) tertutup. Dari Tabel 3.3 diperoleh a + b € Z, untuk
setiap a, b € Z,. Z, tertutup terhadap operasi penjumlahan.
(Z4,+) memenunhi sifat assosiatif. Ambil sebarang a,b,c € Z,
maka (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). Jadi pada (Z,, +) berlaku sifat
assosiatif.

(Z4,+) komutatif. Ambil sebarang a, b € Z,, maka
a+ b = b + a. Jadi pada (Z,, +) berlaku sifat komutatif.

Karena (Z,,+) memenuhi 1), 2) dan 3) maka (Z,,+) adalah
semigrup komutatif.

Akan dibuktikan I' = {0,2} adalah semigrup komutatif

terhadap penjumlahan. Operasi penjumlahan pada I' = {0, 2}
ditunjukkan pada tabel berikut:

Tabel 3.4 Operasi penjumlahan pada I' = {0, 2}

Nl oI+
N=]lt=]
Ol NI NI

I = {0,2} adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan jika
memenuhi:

1)

2)

(r,+) tertutup. Dari Tabel 3.4 diperoleh
+0=2 dan 2+2=0.

0+0=0,0+2=2,2 Jelas bahwa
(I, +) tertutup.

(I, +) memenuhi sifat assosiatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat
assosiatif pada I'. Misal diambil « = 0, 8 = 2 dan y = 0 maka

0+2)+0=2+0=2dan0+(2+0)=0+2 = 2.
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Dengan cara yang sama akan diperoleh (a +p8) +vy =
a+ (B +vy) untuk setiap a, B,y € I'. Jadi pada (I",+) berlaku
sifat assosiatif.

3) (I',+) komutatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada
(I',+). Misal diambil a=0 dan b=2 maka 0+ 2 = 2,
sedangkan di pihak lain 2 + 0 = 2. Dengan cara yang sama,
untuk setiap a,b € I' akan diperoleh a + b = b + a. Jadi pada
(I, +) berlaku sifat komutatif.

Karena (I, +) memenuhi 1), 2) dan 3) maka (I", +) adalah semigrup

komutatif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa T dan I' memenuhi
Pemetaan o: T XTI'XT - T. e&:Z, XTI XZ, - Z, (memetakan
(a,a,b) — aab) dengan a,b € Z, dan a € I'. Pergandaan 0 € I'
dan Va,b € Z, menghasilkan 0. Sedangkan pergandaan 2 € I' dan
Va,b € 7, menghasilkan 0 dan 2. Hal ini dikarenakan pergandaan
2€rl dan Va,b €Z, menghasilkan bilangan-bilangan genap
(bilangan-bilangan kelipatan 2) yang jika dinyatakan dalam
bilangan-bilangan bulat modulo 4 (Z,) adalah 0 dan 2. Jelas bahwa
T dan I' memenuhi pemetaan e:Z, X I’ X Z, — Z, Sebab untuk
setiap a, b € Z, dan a € I berlaku aab = {0, 2}, aab S Z,.

Terakhir, akan dibuktikan bahwa 7 = Z, dengan I' = {0, 2}
adalah 7-semiring. 7" adalah I-semiring jika memenubhi:

Misal diambil a = 0,b = 1,c = 2dan @ = 0, 8 = 2 maka

1) aa(b+c)=0e¢0e¢(1+2)=0¢3=0
aab +aac=0¢0¢1+0¢0¢2=0+0=0
Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € T dan a € I akan
diperoleh aa(b + ¢) = aab + aac.

2) (a+b)ac=(0+1)s0e2=1¢0=0
aac +bac=0¢0¢2+1¢0¢2=0+0=0
Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b,c € T dan a € T' akan
diperoleh (a + b)ac = aac + bac.

3) a(@+PB)b=0e¢(0+2)e1=0¢(2)e1=0¢2¢1=0
aab+afb=000e1+0¢2¢1=0+0=0
Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b € T dan «, 8 € I" akan
diperoleh a(a + B)b = aab + afb.

4) aa(bﬁc) =00 (1 °2. 2) =0 (6) 0

0
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Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € T dan a,f €T
akan diperoleh aa(bfc) = (aab)pfc.
Karena 7 = Z, dengan I = {0,2} memenuhi aksioma-aksioma 1),
2), 3) dan 4) maka T = Z, dengan I" = {0, 2} adalah /-semiring. m

3.2 Sub I'-Semiring
Definisi 3.2.1 (Sub I'-semiring)

Misal T adalah 7-semiring. Himpunan tak kosong A dari 7" adalah
sub I'-semiring dari T jika (A, +) adalah subsemigrup dari (7, +)
yang memenuhi ayb € A,Va,b € A danVy € I'.

Contoh 3.2.2

Misalkan T =N dengan I =2N adalah 7I-semiring. Jika
A = 2N adalah himpunan bagian tak kosong dari 7 =N
dan (A, +) merupakan subsemigrup dari (7, +). Maka A adalah
sub I'-semiring dari 7.

Bukti:

Harus dibuktikan bahwa A memenuhi ayb € A,Va,b € A
dan Vy € I'. Diperoleh ayb = 2n e 2ne2n = 8n = 2(4n) € 2N,
vn € N dengan operasi pergandaan biasa. Dalam hal ini,
dimisalkan 2n € 2N, vn € N. A = 2N maka ayb € A,
Va,b € A dan Vy er. Karena (A,+)  merupakan
subsemigrup dari (7,+) dan memenuhi ayb € A,Va,b € A dan
Vy € I' maka terbukti A adalah sub I'-semiring dari T. [

Contoh 3.2.3

Misalkan T =N (I' = 2N) adalah 7-semiring. A = 4N adalah
himpunan bagian tak kosong dari 7 = N dan (A, +) merupakan
subsemigrup dari (T, +). Maka A adalah sub I'-semiring dari T
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Bukti:

Harus dibuktikan .4 memenuhi ayb € A,Va,b € A dan Vy €.
Misal 2n € 2N dan 4n € 4N, Vn €N maka 4ne2ne4n =
32n =4(8n) € 4N,vn e N. A = 4N maka ayb € A,Va,b € A
dan Vy € I'. Terbukti bahwa ayb € A, Va,b € A dan Vy €T,
jadi A adalah sub I'-semiring dari T. |

3.3 Ideal dalam I'-Semiring
Definisi 3.3.1 (Ideal dalam I'-semiring)

Misal T adalah 7-semiring. (I, +) adalah subsemigrup dari T. I
disebut ideal dalam T jika memenuhi II'T €1 dan JTTC 1.
Definisi dari IT'T dan TTI adalah ITT ={xyr|x €,y eI,r € T}
sedangkan TTI = {ryx|r e T,y € I',x € I}.

Contoh 3.3.2
I = {0, 1} adalah ideal dari 7-semiring T = Z, (I = N).

Bukti:

Tabel 3.5 Operasi penjumlahan pada Z,

=IOl +
| K=ll{==]]
| =1 =1

Tabel 3.6 Operasi pergandaan pada Z,

=IOl e
Qljal|
=1 Ol =
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Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa T° = Z, adalah 7™-semiring.
Z, merupakan 7-semiring jika memenuhi:
1) (Z,, +) semigrup komutatif.

i) Dari Tabel 3.5 jelas Z, tertutup terhadap operasi
penjumlahan, sebab untuk setiap a,b € Z, berlaku
a+b€Z,.

ii) Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada Z,. Ambil
sebarang a,b,c €Z, maka (a+b)+c=a+ (b+c).
Jadi sifat assosiatif berlaku pada (Z,, +).

iii) Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada Z,. Ambil
sebarang a, b € Z, maka a + b = b + a. Jadi sifat komutatif
berlaku pada (Z,, +).

Karena (Z,,+) memenuhi sifat tertutup, assosiatif dan komutatif
maka Z, adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan.

2) 7Z, memenuhi pemetaan Z, X I' X Z, —» Z, dan beberapa
aksioma.
Pemetaan dengan operasi pergandaan Z, X TI' X Z, — Z,
(a,y,b) — (ayb) untuk setiap a,b € Z, dan setiap y €
diberikan pada tabel berikut:

Tabel 3.7 Operasi pergandaan pada ayb

a y b ayb
0 2n—1 0 0
0 2n—1 1 0
0 2n 0 0
0 2n 1 0
1 2n—1 0 0
1 2n—1 1 1
1 2n 0 0
1 2n 1 0

Jadi 2n—1€ N, vyne N (bilangan ganjil dalam N) dan
2n € N,vn € N (bilangan genap dalam N) diperoleh hasil
pemetaan Z, X I' X Z, - Z,, yakni {0,1} € Z,, maka Z,
memenuhi pemetaan.
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Akan ditunjukkan Z, adalah 7-semiring karena terdapat
pemetaan Z, X I' X Z, — Z, yang memenuhi aksioma-aksioma
berikut:

Misal diambil a = 0,b = 0,¢ = 1 dan B
i) aac(b+c)=0e¢1e¢(0+1)=0-¢ i:o
aab+aac=0¢1¢0+0e1¢1=0+0=0

Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b,c € Z, dan @ € N

akan diperoleh aa(b + ¢) = aab + aac.

i) (@+b)ac=(0+0)e1¢1=(0+0)e1=01=0
aac +bac=0e¢1¢1+0e1¢1=0+0=0

Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € Z, dan a € N

akan diperoleh (a + b)ac = aac + bac.

iiil) a(a+B)b=0e¢(1+2)e0=0e3¢0=0
aab+afb=0e1¢0+0¢2¢0=0+0=0

Dengan cara yang sama, untuk setiap a, b € Z, dan «, 8 € N

akan diperoleh a(a + B)b = aab + afb.
iv) aa(bBc) =0e1e(0e2¢1)=00=0

(aab)Bc=(0e10)e2¢1=00=0

Dengan cara yang sama, untuk setiap a,b,c € Z, dan

a, B € N akan diperoleh aa(bfc) = (aab)pBc.

2 maka

Q

Karena Z, dengan I' =N memenuhi 1) dan 2) maka Z,
adalah 7-semiring.

[ ={0,1} merupakan subsemigrup terhadap operasi
penjumlahan dari Z,. Selanjutnya, akan ditunjukkan I = {0,1} = Z,
memenuhi ITT €1 dan II'T < 1. Misal x € [,2n —1,2n € I’ dan
t € T, maka operasi pergandaan pada II'T dan T diberikan pada
tabel berikut:

Tabel 3.8 Operasi pergandaan pada ITT dan JT'1

X 14 t | xyt | tyx
0| 2n—1 0| O 0
0 2n 0| 0 0
0| 2n—=1 | 1| 0 0
0 2n 1,010
1|(2n—-1 10| 0 | O
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X )4 t | xyt | tyx
1 2n 0/ 0|0
1| 2n—-1 1|1/ 1 1
1 2n 11010

Dari Tabel 3.8 diperoleh bahwa xyt € I dan tyx € I, untuk setiap
x €l,y €' dan setiap t € T. Jadi II'T < dan IT'1 < I. Karena [
merupakan subsemigrup dari T yang memenuhi II'T €1 dan
TTI € I maka terbukti bahwa I = {0, 1} adalah ideal dari T n

Contoh 3.3.3
I = {0} adalah ideal dalam I-semiring T = Z, (I' = N).

Bukti:

(1, +) adalah semigrup komutatif jika memenuhi:

a. (1, +) tertutup. Jelas bahwa I tertutup sebab anggota I adalah 0
dan 0+ 0 = 0.

b. (I,+) assosiatif. Jelas bahwa I assosiatif sebab anggota I adalah
0dan(0+0)+0=0=0+ (0 +0).

c. (I,+) komutatif.

Karena memenuhi a, b dan ¢ maka terbukti (I,+) adalah semigrup

komutatif. Karena [ adalah himpunan bagian tak kosong dari Z,

maka I = {0} adalah subsemigrup dari Z,. Selanjutnya, akan

ditunjukkan I = {0} memenuhi II'T €I dan 7T €. Karena

0€l,2n—12n €l dan 0,1 €7, maka berlaku xyt =0 dan

tyx = 0. Karena [ = {0} maka II'T <[ dan 7T € 1. Karena I

merupakan subsemigrup dari T yang memenuhi II'T €1 dan

TTI < I maka terbukti bahwa I = {0} adalah ideal dari T [

3.4 I-ldeal Kiri (Kanan) I'-Semiring
Definisi 3.4.1 (I'-ideal kiri dan I'-ideal kanan I'-semiring)

Misal 7" adalah 7-semiring. L dan Q adalah sub I-semiring dari . L
disebut 7-ideal kiri dari T jika TTL S L. Q disebut I-ideal
kanan dari 7 jika QIrr < Q. JrL={tyllteT,yerl,l€L}
dan QI'T ={qytlq € Q,y €T, t € T}.
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Contoh 3.4.2

Misalkan T = N dengan I' = 2N adalah 7-semiring. Jika A = 2N
adalah sub I'-semiring dari 7, maka A adalah [-ideal Kiri dan
I-ideal kanan dalam I-semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa <A adalah 7-ideal Kiri dan [7-ideal
kanan dari . Maka harus ditunjukkan bahwa A memenuhi
JIrA < A dan AI'T < A. Misal diambil t € T,y € I',a € A, akan
ditunjukkan tya € A dan ayt € A untuk setiapt e T,y € ',a € A
pada tabel berikut:

Tabel 3.9 Operasi pergandaan pada I I'A dan Al'T

t Y | a tya ayt
2n 2n | 2n 8n = 8n € 2N
2(4n) € 2N, vn € N
2n—1 | 2n| 2n dne(2n—1) = dne(2n—1) € 2N
2(2ne(2n—-1)) €2N
vn €N

Dari Tabel 3.9, jelas bahwa TT'A € A dan AI'T € A, sebab untuk
setiap t €T,y €I',a € A diperoleh tya € 2N dan ayt € 2N.

Karena A adalah sub I'-semiring dari 7 yang memenuhi
JIrA € A dan AI'T € A maka terbukti A adalah 7-ideal kiri dan
I-ideal kanan dari T'. [

3.5 Bi-I'-ldeal dalam I'-Semiring
Definisi 3.5.1 (Bi-I'-ideal dalam I'-semiring)

Misal T adalah I-semiring. A adalah sub I-semiring dari T,
maka A disebut bi-/-ideal dari T jika AITTA S A.
AlTTA = {aytyala € A,y € ['dant € T}.
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Contoh 3.5.2

Misalkan T = N (I' = 2N) adalah 7-semiring dan A = 2N adalah
sub I'-semiring dari 7. Maka A adalah bi-I-ideal dalam I™-semiring.

Bukti:

Harus dibuktikan bahwa <A memenuhi AI'TTA S A. Misal
diambil t e T,y € I',a € A, akan ditunjukkan aytya € A untuk
setiap te T,y €l,a € A. Operasi pergandaan aytya akan
diberikan pada tabel berikut:

Tabel 3.10 Operasi pergandaan pada AT'TT A

a | vy t y | a aytya
2n | 2n | 2n—1 | 2n | 2n léne(2n—1) =
2(8ne+(2n—1)) €2N,vn€eN
2n | 2n 2n 2n | 2n 32n =
2(16n) € 2N,vn € N

Jelas bahwa AI'TI':A S A, sebab untuk setiap t e T,y € ',a € A
diperoleh aytya € 2N.Jadi AI'TTA S A.

Karena A adalah sub I-semiring dari T yang memenuhi
ArCTTA € A maka terbukti bahwa A adalah bi-I-ideal dari 7. m

Contoh 3.5.3
Misalkan T = N (I' = 2N) adalah 7-semiring dan A = 4N adalah
sub I-semiring dari . Maka A adalah bi-/-ideal dalam 7-semiring.

Bukti:

Berdasarkan Definisi 3.5.1, harus ditunjukkan AI'Tr-A < A. Misal
diambil t € T,y € I' a € A maka operasi pergandaan aytya akan
didefinisikan pada tabel berikut:
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Tabel 3.11 Operasi pergandaan pada AI'TT A

a Y t 14 a aytya
4n|2n| 2n—1 | 2n | 4n 64ne(2n—1) =
4(16ne(2n—1)) € 4N
vn €N
4n | 2n 2n 2n | 4n 128n =
4(32n) € 4N,vn € N

Dari Tabel 3.11, diperoleh aytya € 4N. A = 4N maka
aytya € A untuk setiap t €T,y €l',a € A. Dengan kata lain,
AITTA S A. Karena A adalah sub I-semiring dari T yang
terbukti memenuhi AI'TTA S A maka A adalah bi-7-ideal dalam
I-semiring T. [

Proposisi 3.5.4

Irisan bi-I-ideal B dari I-semiring 7 dan sebuah sub I-semiring A
dari T adalah bi-I-ideal dari 7-semiring 7.

Bukti:.

Diketahui B adalah bi-/-ideal dalam 7-semiring T dan A adalah sub
I-semiring dari 7. Misal C = B n A, akan dibuktikan € adalah bi-
I-ideal dari 7-semiring . Harus ditunjukkan bahwa C adalah sub-
I-semiring dari & dan memenuhi CI'TIC < C. Dari C=B N A
maka C € A. Karena A adalah sub I-semiring dari T maka
Crc € AlTA S A. Jadi CI'C < A dan karena C S A maka
CIrc c C. C = B n A adalah sub I'-semiring dari 7.

Kemudian, dari € = B n A maka C € B. Karena B adalah
bi-I-ideal dalam 7 maka berlaku BI'TT'B € B. Selanjutnya,
CI'Trc € BI'TTB € B.CI'TIrc € BdanC € Bmaka CI'TIC € C.
Karena C=BnNnA terbukti adalah sub-I-semiring dari T
dan memenuhi CIr'Trc c C, terbukti bahwa C = B n A adalah
bi-7-ideal dari 7-semiring T [ ]
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Lemma 3.5.5

Misal 7" adalah I-semiring dan B; adalah bi-/-ideal dari T, Vi € J,
dengan J = {1,2,3, ...,n}. Jika N;e; B; # @, maka N;¢; B; adalah
bi-I-ideal dari 7.

Bukti:
Akan dibuktikan N;e; B; adalah bi-/-ideal dari 7. Maka harus
ditunjukkan N;e; B; adalah sub I-semiring dari 7 dan memenuhi
Niey Bi I'TT Niey By € Nigy Bi.

Misal 7 adalah 7-semiring dan B; adalah bi-/-ideal
di 7, Vie]. Diasumsikan bahwa Nie;B; # 8. Misal
a,b € Nig;B; maka a,b € B;,Vi €]. Ambil m € T dan y,u €T.
Karena B; adalah bi-I-ideal dari maka pastilah B; memenuhi
sub I-semiring, sehingga  berlaku  ayb € B;,Vi €] dan
aymub € B;I'TI'B; € B;,Vi € J]. Karena ayb € B;,Vi €] maka
ayb € Nie; B;. Ny B; adalah sub I'-semiring dari T. Selanjutnya,
karena aymub € B;MI'B; € B;,Vi €] maka aymub € N;e; B,
untuk setiap a,b € N;e¢; B;,m € T dan y,u € I'. Dengan kata lain,
Niey Bi I'TT Niey Bi € Niej Bi.

Karena N;e; B; adalah sub I'-semiring dari J° dan memenuhi
Niey Bi T'TT Ny Bi € Ny B; maka terbukti bahwa N;e; B; adalah
bi-I-ideal dari T. [

Contoh 3.5.6

Misal T = N (I' = 2N) adalah I-semiring. Telah dibuktikan pada
Contoh 3.5.2 dan 3.5.3 bahwa A; = 2N dan A, = 4N adalah bi-7-
ideal dalam 7/-semiring 7. Maka ;¢; A; dengan J = {1,2} adalah
bi-I-ideal dalam I-semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan N;¢;A; dengan J = {1,2} adalah bi-/-ideal dalam
I-semiring. Ny A; = A3 N A, = 2NN4AN = {2,4,..} N {48, ...}
= {4,8,12,16,20, ...} = 4N. Telah dibuktikan 4N adalah bi-/~-ideal
dalam /-semiring. Jadi, terbukti bahwa N;c;A; dengan J = {1,2}
adalah bi-7-ideal dalam I'-semiring.

39



Misal A adalah himpunan bagian tak kosong dari /-semiring
T.Misal J = {B|B adalah bi — I' — ideal dari T yang memuat A }.
Misal (A), = Npey B. Jelas bahwa A < (A4),. Dengan Lemma 3.5.5,
(A), adalah bi-r-ideal terkecil dari T yang memuat A. (4), disebut
bi-7-ideal dari T yang dibangun oleh A.

Teorema 3.5.7

Misal A adalah himpunan bagian tak kosong dari 7-semiring T
maka (A), = AU ATAU AT'TTA.

Bukti:
Misal A adalah himpunan bagian tak kosong dari 7-semiring 7 dan
B = AUATAUAI'TTA, jelas bahwa A € B.
BI'B = (AU ATA) U (ATTTA)L (AU ATA) U (AI'TTA). Karena A
adalah himpunan bagian tak kosong dari 7" maka A € 7.
BI'B = (AU ATA) U (ATTTA)I' (AU AT'A) U (AT'TTA)
= ATAVU (ATA)I' (ATA) U (ATTTA)I (AT'TTA)
C ATAU (AT'T)I(TTA) U (ATTTA) (AT'TTA)
= ATAU AT'TTTTAVU (ATTTA)T (AT'TTA)
=ATAU Al (TTT)TAV (AI'TTA)T (AI'TTA)
C ATAUATTTAVU ATTTATATTTA
= ATAUATTTAU Al (TTA)TATTTA
CATAUAITTAVU AT (TTT)TAITTA
C ATAUAITTAVU ATTTAITTA
= ATAUATTTAU AT (TTA)TTTA
C ATAUATTTAV AT (TTT)ITTA
CATAUAITTAVU ATTITTA
=ATAUAITTTAVU AT (TIT)rA
CATAUATTTAU AT'TTA
=Al'AUAITTA S B
sedemikian sehingga diperoleh BI'B € B. Maka B adalah sub I~-
semiring dari T°.
BITIB = (AUATAUATTTA)T I'(AUATA U AT'TTA)
=AI'TTAVUATA(I'T I')ATAVU ATTTA(I'T T)AT'TTA
= AI'TTAVU ATATTTATA U ATTTA(I'T I')ATTTA
C AITTAVU AT (TTT)TATAU ATTTA(I'TT)ATTTA
C ATTTAUAITTATAVU AlTTTA(I'TT)AITTA

40



C AI'TTAVU AT (TTT)TAU ATTTA(ITT)ATTTA

CATTTAUATTTAU ATTTA(I'T INATI'TTA

= AI'TTAU AT (TTA)TTATTTA

CATTTAUAT (TITT)ITTATTTA

CATTTAVU ATTTTTAITTA

=AT'TTAVU AT (TTT)CATTTA

CATTTAVU AT'TTATTTA

= ATTTAU AL (TTA)ITTTA € ATTTAVU Al (TTT)ITTrA

C ATTTAUAITTTTA = ATTTAU AT (TTT)TA

CAITTAUAITTA = AI'TTA
BI'TrB <€ AIrTrA € B. Karena pada B Yyang merupakan
sub I'-semiring berlaku BI'TT'B € B maka B adalah bi-/-ideal dari
T.

Misal C adalah bi-I-ideal lain dalam T yang memuat
himpunan A. Pastilah C merupakan sub I-semiring dari 7 dan A € C
maka AI'A € CI'C <€ C, jadi AI'A € C. Karena C adalah
bi-r-ideal dari T dan A S C maka AI'TTA € CI'TIC < C, jadi
AI'TTA < C. Oleh karena itu B = AUAT'AVU AT'TT'A < C. Karena
telah terbukti bahwa jika terdapat bi-7-ideal lain yang memuat
himpunan A maka bi--ideal tersebut memuat B, sehingga B adalah
bi-r-ideal terkecil dari T yang memuat A. Jadi telah terbukti bahwa
(A), =B =AUATAU AI'TTA. n

Contoh 3.5.8

Misal T =7, dengan I ={0,2} dalam Z, adalah
I-semiring.  Diambil ~ himpunan  bagian tak kosong dari T,
A = {2}, maka bi-I-ideal dari 7 yang dibangun oleh A adalah
(A)p =AUATAUATTTA. Misal teT,yerl,a€ A, maka
diperoleh aya = 0 dan aytya = 0 untuk setiap t€ T,
y €l',a € A. Maka bi-I-ideal dari T yang dibangun oleh A adalah
(A), = AUATAUATTTA = {2} U {0} U {0} = {2} U {0}.
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Teorema 3.5.9

Misalkan 7" adalah 7-semiring. Misal B adalah bi-/-ideal dari T dan
A adalah himpunan bagian tak kosong dari T maka berlaku
pernyataan berikut:

(i) BI'A adalah bi-I-ideal dari T

(ii) Ar'B adalah bi-I-ideal dari T.

Bukti:

i) BI'A adalah bi-I-ideal dari T jika memenuhi:

a)

b)

BI'A merupakan sub I'-semiring dari T

(BrA)r(BrA) = (BrArB)rA. Karena B adalah bi-I-ideal
dari T dan A € T, maka

(Br'A)['(BT'A) = (BTATB)T'A € (BI'TTB)TA € Br'A
sehingga diperoleh (BIr'A)I'(BIr'A) < BI'A. Jadi BI'A adalah
sub I'-semiring dari 7.

BIr'A memenuhi (Br'A)I'TT'(BI'A) < BrI'A.
(BTA)ITT(Br'A) = (B[ATTTB)I'A

(BTA)[TT(Br'A) = (BTATTTB)IA € (BI'(TIT)I'B)TA
C (BI'TTB)I'A. Karena B adalah bi-I-ideal dari 7 maka
(BFA)TTT (BI'A) € (BI'TTB)TA < BI'A sehingga
diperoleh (BrA)I'TT'(Blr'A) < BT A.

Terbukti bahwa BI'A adalah bi-7-ideal dari T ]
ii) ArB adalah bi-I-ideal dari T jika memenuhi:

a)

b)

AT'B merupakan sub I-semiring dari T

(ArB)I' (AT'B) = AI'(BT'AI'B). Karena B adalah bi-/-ideal
dari T dan A € T, maka

(ATB)I'(AT'B) = A (BI'AI'B) € AI'(BI'TTB) € AT'B
sehingga diperoleh (AI'B)I'(AI'B) < AI'B. Jadi AT'B adalah
sub I-semiring dari T

AT'B memenuhi (ArB)I'TT' (AI'B) € AT'B.

(ATB)[TT (AT'B) = A (BI'TTAl'B)

(ATB)ITT (ATB) = AI'(BI'TTAI'B) € Al (B['TT'TT'B)

= Al (B[ (TI'T)I'B) € Al (BI'TIB) € AI'B sehingga
diperolen (ArB)I'TI'(AI'B) < AI'B.

Terbukti bahwa AI'B adalah bi-7-ideal dari T. ]
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Contoh 3.5.10

Selidiki apakah A4 = AT'B ? Misal :r={(‘c‘ Z)|a,b,c,d€Zz}

_(fa b A .
dengan I = {(6 5) |a, b, € Zz} adalah F—semirmg. Kemudian
diambil himpunan bagian tak kosong dari 7', A = (% %)

Bukti:

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 7 dan I' adalah semigrup
komutatif terhadap penjumlahan. (7', +) adalah semigrup komutatif
jika memenuhi:

1) (7,+) tertutup. Ambil sebarang a,b,c,d,e, f,g,h € Z,,

maka (‘Cl b)+<e f):<a+e b+f). Dari Tabel 3.5,

d g h) \c+g d+h)7 7 T
dapat dilihat bahwa 0+ 0=0,0+1=1,1+0=1,1+1=1.

at+e b+f .
Maka (C LW A h) ET, karena untuk setiap

a,b,c,d,e, f,g,h €Z, Jadi (T, +) tertutup.

2) (T,+) assosiatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada
(T,+). Ambil sebarang a,b,c,de,f,g,h,i,j,k,l € Z,, maka

a b e f i jy_(ate b+f i j

[(c d)+(g h>]+(k l)_(c+g d+h)+(k l)
_(la+te)+i (b+f)+j\ _ (ate+i b+f+j
_((c+g)+k (d+h)+l)_<c+g+k d+h+l)
_(a+(e+i) b+(f+j))
“\c+(g+k) d+t+D

_(a b e b i j
= (¢ d)+[(g h)+(k l)]
Terbukti bahwa untuk sebarang a, b, ¢ € Z, berlaku
(a+b)+c=a+ (b+c). Jadi (T,+) assosiatif .

3) (7,+) komutatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif
pada (7,+). Ambil sebarang a,b,c,d,e, f,g,h € Z,,

maka (a b) + (e f) = (a e Dy f), sedangkan di pihak

c d g h c+g d+h
. (e [\, (a by_(eta f+b)_(a+e b+f)
& (g h>+(c d)_(g+c h+d) \c+g d+h)

43



karena berlaku sifat komutatif untuk setiap a, b € Z,. Jadi (T, +)

komutatif.
Karena memenuhi 1), 2) dan 3) maka terbukti bahwa (7", +) adalah
semigrup komutatif. |

(I, +) adalah semigrup komutatif jika memenuhi:
1) (I',+) tertutup. Ambil sebarang a, b, ¢, d € Z,, maka
a b c d\_(a+c b+d :
((_) 6) + (6 6) —_( 90 _). E)a_rl T_abel_ ?.5, _dapilt
dilihat bahwa 0+0=0,0+1=1,1+0=1,14+1=1.

(a l(')' c b -(l)' d) € I, terbukti untuk setiap a, b, ¢, d € Z,. Jadi I’

tertutup terhadap operasi penjumlahan.
2) (I',+) assosiatif. Akan  ditunjukkan  berlaku  sifat
assosiatif pada (I', +). Ambil sebarang a, b, e, f,i,j € Z,, maka

G9)+G o)l &=a" "5 o)

:<(a+f)+i (b+f)+j):(a+f+i b+f+j)

0 0 0 0
=(a+(e+i) b+(f+j))
0 0

_(a b e f) (i 1)]
=G 9+G 5)*G o)l 1 7
. a b e l ]) b |

Terbukti  bahwa [((_) _6) + (ﬁ 6)] + ((_) A
(% g)+[(§ g)+<é ]6)] Jadi I assosiatif terhadap
operasi penjumlahan.

3) (I''+) komutatif. Akan ditunjukkan  berlaku  sifat
komutatif pada (I',+). Ambil sebarang a, b, c,d € Z,, maka

b+d

(% g) I (% (ﬁi) = (a E_l)' r 5 ) sedangkan di pihak lain

c d a b\ _(c+a d+b\_(a+c b+d
G )+ 6)‘5 o 0 )_(dﬁ 0 )
a c g 3 a .
karena berlaku ((_) 5) i (ﬁ (_)) = ((_) ﬁ) I (6 ﬁ)' Jadi I
komutatif terhadap operasi penjumlahan.
Karena memenuhi 1), 2) dan 3) maka terbukti bahwa (I, +) adalah
semigrup komutatif. [
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Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa T  adalah
I'-semiring.  Harus ditunjukkan 7 memenuhi  pemetaan
TXIxT —>T((Ay,B)— (AyB)) untuk  setiap A, BET
dan y €eI'. Ambil sebarang a,b,c,d,e,f,i,j,k, | € Z,, maka
(a b) Y (f }j) . (i j) _ <ae+_ﬁ af+§) . (i j)

c d 00 k1 ce+0 cf+0 k 1

ae af i j aei +afk aej+ afl :
r (ce cf) * (k ]l) - (cei +cfk  cej+ cfl)' REER
Tabel 3.5 dan 3.6 diperoleh 0+0 = 0,0+1=1,1+0 =1,
1+41=1dan0¢0=0,001=1,1¢0=1,1¢1= 1. Z, tertutup
terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan sehingga,
(i; I g{: 32. I ?]]:ll) € 7. Jadi untuk setiap A, B € T dany €T

berlaku T x I' x T > T ((A,y, B) — (AyB)). Terbukti T adalah
I-semiring. ]
Misal diambil himpunan  bagian tak kosong dari 7,

yakni B ={(& g) |a,b,€ Z,}. - Akan dibuktikan bahwa B adalah
bi-r-ideal dari 7. Terlebih dahulu harus ditunjukkan B merupakan
sub I'-semiring dari . B harus memenuhi AyC € B,VA,C € B dan

Vy € I'. Ambil sebarang a, b, e, f,i,j € Z,, maka

Co M oasan A
0 0/ \0o 0/ \0 0/ \0 O 0 0/
= (a_e ' +_0 aej +_0) = (a_e N ) Karena Z, tertutup terhadap
0+0 0+0 0 0 _ .

. . . aei aej .
operasi penjumlahan dan pergandaan sehingga ( 3 T ) € B. Jadi

untuk setiap A,C € B dan Vy € I' berlaku AyC € B. Terbukti B
adalah sub I'-semiring dari T.

Akan dibuktikan B adalah bi-7-ideal dari 7.
Harus ditunjukkan  BI'TT'B < B. Misal a,b,e, f,i,j,k, 1 € Z,,

B:(g g),rz(g ]ﬁf)ﬂ":(;c ]l'),maka
O R NN
(5 %)G -G 56 9
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_ (aei -I:afk aej + afl) . (e f) . (a b)

0 0 0 0 0 0
:<aezi + aefk aefi+ af2l> . (a b)
0 0 0 0
)" (azezi + a’efk abe?i +abefk)
2,2; (_)2 2; 7 |
(a ¢ l%a g’ l;_;abefk) € B. Jadi untuk setiap
_(a b _ (e f) _(t ] ..
B = (6 6),1“— (ﬁ 3 T (k l)’ dengan a, b, e, f, i, j,

k,l € Z, berlaku BI'TT'B < B. Terbukti B adalah bi-/-ideal dari 7.
Kemudian diambil himpunan bagian tak kosong dari T,

A= G %) maka

a2 9)-(6 -0
=(az-l_-ab az-l-ab)

0 0

~( -6 D6 H=C -6 B
=(Zz ZZ)

Jadi BI'A + AI'B.

N——
I
Q
ol ],
Q
STRS
N——
[ ]
Ve
N
[y
N——"

ATB = (1

=1 =l

Contoh 3.5.11

Misal 7 =N dengan I' = 2N adalah I-semiring. Maka B = N
adalah bi-/-ideal dari 7. Selidiki apakah BI'A = AI'B, jika diambil
A ={2n},vn € N?

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa B = N adalah bi-7-ideal dari 7. Maka harus
ditunjukkan B = N adalah sub I-semiring dari I yang memenubhi
BI'TTB € B. B = N jelas merupakan sub 7-semiring dari 7. Misal
beB,y el dan t €T, maka operasi pergandaan pada BI'TTB
diberikan pada tabel berikut:
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Tabel 3.12 Operasi pergandaan pada BIryrB

b Y t y b bytyb
2n—1|2n|2n—1 |2n| 2n—1 2n
2n—1|2n|2n—1 | 2n 2n 2n
2n—1 | 2n 2n 2n | 2n—1 2n
2n—1 | 2n 2n 2n 2n 2n

2n 2n | 2n—1 | 2n | 2n—1 2n

2n 2n | 2n—1 | 2n 2n 2n
2n 2n 2n 2n | 2n—1 2n
2n 2n 2n 2n 2n 2n

Dari Tabel 3.12 diperoleh BI'TT'B <€ 2N € N. Jadi BI'TTB € B.
Karena B = N adalah sub I-semiring dari 7 yang memenuhi
BI'TI'B < B, terbukti B adalah bi-7-ideal dari 7. ]

Selanjutnya, misal b€ B, yeTl' dan a € A. Operasi
pergandaan pada BI'A dan AI'B akan didefinisikan pada tabel-tabel
berikut:

Tabel 3.13 Operasi pergandaan pada BI'A

b y a bya
2n—1 | 2n | 2n (2n—1) e4n =
2(2ne(2n—-1)) €E2N,vn €N
2n 2n | 2n 8n =
2(4n) € 2N,Vn € N

Tabel 3.14 Operasi pergandaan pada AI'B

a y b ayb
2n | 2n | 2n—1 dne(2n—1) =
2(2ne(2n—1)) €2N,VneN
2n | 2n 2n 8n =
2(4n) € 2N,Vn € N

Diperolen BI'A = AI'B.
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Dari contoh 3.5.10 dan 3.5.11 dapat diambil kesimpulan
bahwa BI'A = AI'B jika I-semiring T berlaku komutatif terhadap
pergandaan.

Akibat 3.5.12

Misal T adalah 7/-semiring. Untuk bilangan bulat positif n, misal
By, B, ..., B, adalah bi-/-ideal dari 7. Maka B;I'B,I" ...I'B,, adalah
bi-/~-ideal dari T

Bukti:

Akibat akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika.
Dengan Teorema 3.5.9, maka B;I'B, adalah bi-I-ideal dari 7.
Selanjutnya, diketahui n adalah bilangan bulat positif dan k& < n.
Diasumsikan B, I'B,I" ... I' B, adalah bi-7-ideal dari 7.

Karena  ByI'B,I ..I'BiI'Byi1 = (ByI'Byl ...'By)I'Byyq,
maka B;I'B,I" ...'ByI'By.,.,; menurut Teorema 3.5.9 adalah bi-I-
ideal dari 7. Dengan induksi matematika dapat dibuktikan
BiI'B,I" ...I'ByI' By, adalah bi-/-ideal dari 7', maka terbukti bahwa
BiI'B,I" ...I'B,, adalah bi-I-ideal dari 7. ]

3.6 Bi-Simple I'-Semiring
Definisi 3.6.1 (Nol dari I'-semiring)

Misal T adalah 7-semiring. Jika terdapat 0 € T sedemikian sehingga
0+x=x4+0=0 dan Oax = xa0 =0,Vx €eT,Va €' maka 0
disebut elemen nol dari I-semiring 7. Dalam kasus ini dikatakan
bahwa T adalah 7-semiring dengan nol.

Contoh 3.6.2

Misal Z, = {0,1} adalah himpunan bilangan bulat modulo 2. Z,
adalah I-semiring dengan nol (I" = N).
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Bukti:

Pada Contoh 3.3.2, telah dibuktikan bahwa Z, = {0,1} adalah
I-semiring. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa Z, = {0, 1} adalah
I'-semiring dengan nol. Harus ditunjukkan Z, mempunyai elemen
nol. Dari Tabel 3.5 dan 3.6 dapat dilihat bahwa terdapat 0 € Z,
memenuhi 0 +x = x+0 = 0 dan Oeaex = xeae0 = 0,
Vx € Z,,Va € I'. Maka Z, mempunyai elemen nol. Terbukti bahwa
Z, adalah I'-semiring dengan nol. [ |

Definisi 3.6.3 (0-Simple I'-semiring)

Sebuah 7-semiring T dengan nol disebut O-simple jika 7T'T + {0}
dan T tidak mempunyai ideal lain selain 0 dan 7.

Contoh 3.6.4

Misal Z, = {0,1} adalah himpunan bilangan bulat modulo 2. Telah
dibuktikan pada Contoh 3.6.2 bahwa Z, adalah 7-semiring dengan
nol. Maka Z, adalah O-simple I"-semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan Z, = {0,1} adalah  O-simple I-semiring.
Harus dibuktikan bahwa T =7Z, memenuhi TTT # {0} dan
T tidak mempunyai ideal lain selain O dan J. Pada
Contoh 3.3.2 telah ditunjukkan bahwa T memenuhi pemetaan
Z, X T X 7, — Z, dengan operasi pergandaan untuk setiap a, b € Z,
dan untuk setiap 2n — 1,2n € N, maka dari Tabel 3.7 diperoleh
TrT ={0,1} # {0}.

Selanjutnya, ideal dari Z, adalah {0} dan {0, 1}. Dengan kata
lain, ideal dari Z, adalah elemen identitas dalam hal ini 0 dan Z, itu
sendiri.

Karena, telah terbukti bahwa Z, adalah I'-semiring dengan
nol, 7T'T # {0} dan Z, tidak mempunyai ideal lain selain 0 dan
dirinya sendiri, maka Z, adalah 0-simp/e I-semiring. [ ]

Definisi 3.6.5 (Bi-simple I'-semiring)

Misal T adalah 7-semiring. J° disebut bi-simple I-semiring jika T
adalah bi-/-ideal tunggal dari 7.
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Contoh 3.6.6

Misal diambil T ={1} dan r={13. 7 dan T
merupakan semigrup komutatif terhadap penjumlahan yang

didefinisikan sebagai 7 x T = T ((a, b) — (‘”b),Va, beT dan

2
I'xr-r((apf)v— (#) ,Va,B ET. Terdapat pemetaan

T XTI XT->T ((ay,b) — (ayb)) untuk setiap a,b € T dan
setiap y € I'. Maka T = {1} adalah 7™-semiring sekaligus bi-simple
I-semiring.

Bukti:

Akan dibuktikan T adalah bi-simple I-semiring. Maka harus
ditunjukkan bahwa 7 adalah bi-I-ideal tunggal dari 7. Dengan
operasi pergandaan, akan ditunjukkan terlebih dahulu 7 adalah bi-I-
ideal, maka harus memenuhi TTTTT € T. 1lelelelelCc1. T
memenuhi TTTTT € T. Jadi T adalah bi-7-ideal. 77 merupakan bi-
I-ideal dari T sendiri karena 7 hanya memiliki satu anggota
saja,yakni 1. Jelas adalah bi-I-ideal satu-satunya dari 7. Maka,
terbukti bahwa T adalah Dbi-simple I-semiring. ]

Teorema 3.6.7

Misal 7" adalah 7-semiring. 7 adalah bi-simple I-semiring jika dan
hanya jika T = mI'TI'm, Vm € T.

Bukti:
Misalkan T adalah I-semiring.
=) Diasumsikan bahwa T adalah bi-simple [-semiring. misal
m € T, dengan Teorema 3.5.9 dan Akibat 3.5.12, mI'TI'T adalah
bi-r-ideal dari . Dengan demikian mI'TI'm,vm € T adalah bi-7-
ideal dari 7. Karena T adalah bi-simple I'-semiring, sesuai Definisi
3.6.5maka T = mI'TI'm. [
<) Diasumsikan bahwa 7 = mI'TI'm,Vm € T. Akan dibuktikan
T adalah bi-simple I-semiring atau T adalah bi-7-ideal tunggal dari
T. Misal B adalah bi-7-ideal dari T. Jelas bahwa B < 7. Misalkan
be B makab € T sehingga sesuai dengan asumsi, maka T =
bI'TTh.

T =bI'ITh €S BTTTBSEB=>TCBHB
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Karena B € 7 dan 7 € B maka B = 7. Dengan kata lain T
adalah bi-7-ideal tunggal dari 7. Jadi terbukti 7" adalah bi-simple
I-semiring. |

Contoh 3.6.8

Misalkan T = {1}(I' = {1}) adalah bi-simple I-semiring, maka
memenuhi T = mI'TI'm, Vm € T.

Bukti:

Karena 1€J, maka dengan operasi pergandaan biasa
lele{l}e 11 ={1} dan {1} =7. Jadi T memenuhi
T =mlI'TI'm, Vm€T. [ ]

Teorema 3.6.9

Misal T adalah I-semiring dan B adalah bi-I-ideal dari 7. B adalah
minimal bi-/-ideal dari 7" jika dan hanya jika B adalah bi-simple
I-semiring.

Bukti:

Misal T adalah I-semiring dan B adalah bi-I-ideal dari T'.

=) Diasumsikan bahwa B adalah minimal bi-/-ideal dari T, akan
dibuktikan B adalah bi-simple I'-semiring.

Misal C adalah bi-/-ideal dari B, maka C S B dan CI'BI'C < C.
Karena B adalah bi-/-ideal dari 7, menurut Teorema 3.5.9,
CI'BI'C adalah bi-7-ideal dari . CI'BI'C adalah bi-7-ideal dari T
yang termuat dalam B. Sedangkan B adalah minimal bi-I-ideal dari
T dan CT'BI'C € B maka haruslah CI'BI'C = B. Oleh karena itu
B = CI'BI'C < C, sehingga B € C.

Karena € € B dan B S C maka B = C. Maka B adalah
bi-I-ideal tunggal dari B. Dengan kata lain, B adalah satu-satunya bi-
I-ideal dari B. Menurut Definisi 3.6.5, maka B adalah bi-simple
I'-semiring. ]
<) Diasumsikan bahwa B adalah bi-simple I-semiring, akan
dibuktikan B adalah minimal bi-7-ideal dari 7.

Misal C adalah bi-7-ideal dari T sedemikian sehingga C < B.
Karena C<SB dan B<ST maka CIBIC<SCIrTrccc
sehingga diperoleh CI'BIr'c¢ < €. Oleh karena itu, C adalah bi-/-
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ideal dari B. Sedangkan, menurut Definisi 3.6.5, B haruslah
satu-satunya bi-/-ideal dari B. Dengan kata lain, B tidak memuat bi-
I-ideal lain selain B itu sendiri. Maka haruslah € = B. Jadi B
adalah minimal bi-/-ideal dari T. [ ]

Contoh 3.6.10

Misal T = {1}(I' = {1}) adalah bi-simple I-semiring, maka T
adalah minimal bi-7-ideal.

Bukti:

T = {1} adalah bi-I-ideal dari T (I' = {1}) itu sendiri. T adalah bi-
I-ideal tunggal karena dalam T yang merupakan 7-semiring, tidak
terdapat bi-7-ideal lain selain T'. Karena T adalah bi-7-ideal
tunggal dan tidak memuat bi-/-ideal lain selain dirinya sendiri
maka J° dapat disebut minimal bi-/-ideal. [
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut:

1. Bi-I-ideal dalam I-semiring 7 dapat dibangun oleh sub 7-

semiring dari T, misalkan A, yang memenuhi AI'TTA S A.

2. Misalkan T adalah -semiring, B adalah bi-I-ideal dan A adalah

himpunan bagian tak kosong dari /-semiring 7.

i. Bi-I-ideal yang dibangun oleh A adalah (4), =
AUATAU AT'TTA.

ii. BI'A dan AT'B adalah bi-7-ideal dari 7.

iii. T adalah bi-simple I-semiring jika 7 adalah bi-/-ideal
tunggal dari 7. T adalah bi-I-ideal tunggal dari T dapat
dinyatakan dengan 7 = mI'TI'm, Vm € T.

iv. B disebut minimal bi-7-ideal dari T jika dan hanya jika B
adalah bi-simple I'-semiring. Dengan kata lain, B disebut
minimal bi-7-ideal dari T jika dan hanya B adalah bi-I-
ideal tunggal dari B.

4.2 Saran

Pada pembahasan lebih lanjut disarankan untuk membahas
bi-/-ideal dalam 7-semiring jika dibangun dari quasi-/-ideal dalam
I-semiring.
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