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BI- -IDEAL DALAM  -SEMIRING 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

Sebuah Г-semiring dibangun oleh 2 himpunan semigrup komutatif 

terhadap operasi penjumlahan yang dilengkapi dengan satu operasi 

ternary yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Dalam skripsi ini dibahas 

bi-Г-ideal dalam Г-semiring, sifat-sifat dan teorema yang terkait. 

Selain itu juga dibahas bi-simple Г-semiring dan minimal bi-Г-ideal 

dalam  Г-semiring   .  Misalkan       adalah   Г-semiring,  bi-Г-ideal  

dalam Г-semiring   dapat dibangun oleh sub Г-semiring dari  , 

misalkan   , yang memenuhi         , dengan definisi bahwa 

                             . Kemudian,   disebut 

bi-simple Г-semiring jika   adalah bi-Г-ideal tunggal dari   atau 

dapat dinyatakan   adalah bi-simple Г-semiring jika dan hanya  jika 

            . Misal   adalah bi-Г-ideal dalam  ,   

disebut minimal bi-Г-ideal dari   jika dan hanya jika   adalah bi-

simple Г-semiring. Dengan kata lain,   disebut minimal bi-Г-ideal 

dari   jika dan hanya jika   merupakan bi-Г-ideal tunggal dari  . 

 

 

Kata Kunci: bi-Г-ideal, Г-semiring, bi-simple Г-semiring, minimal 

bi-Г-ideal. 
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BI- -IDEAL IN  -SEMIRING 

 

 

 

ABSTRACT 

 

Г-semiring is built by two sets of additive commutative semigroup 

with ternary operation that satisfies some certain properties. In this 

script will be discussed about bi-Г-ideal in Г-semiring,  properties 

and its theorem. Also, will be discussed about bi-simple Г-semiring 

and minimal bi-Г-ideal in Г-semiring  . Let   is a Г-semiring, bi-Г-

ideal in Г-semiring can be built by  ,   is a sub Г-semiring of  , 

that satisfies  Г Г   . The definition of  Г Г  is  

                             . Then,   is called a bi-

simple Г-semiring if   is the unique bi-Г-ideal of   or can be said 

that   is called a bi-simple Г-semiring if only if         
    . A bi-Г-ideal   of   is called minimal bi-Г-ideal of   if 

only if   is a bi-simple Г-semiring. This means a bi-Г-ideal   of   is 

called minimal  bi-Г-ideal  of     if  only if   is the unique bi-Г-ideal 

of  .   

 

 

Keywords: bi-Г-ideal,  -semiring, bi-simple Г-semiring, minimal  

bi-Г-ideal. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu bidang Matematika yang 

mengalami perkembangan pesat. Dalam aljabar, dibahas bermacam-

macam struktur aljabar yang masing-masing memiliki sifat yang 

berbeda. Struktur aljabar didefinisikan sebagai himpunan tak kosong 

yang dilengkapi dengan satu operasi biner atau lebih. Perbedaan 

yang mendasar dari setiap struktur aljabar adalah banyaknya operasi 

pada struktur aljabar tersebut. Salah satu struktur aljabar yang 

dilengkapi dengan sebuah operasi biner adalah semigrup, sedangkan 

struktur aljabar yang dilengkapi dengan dua buah operasi biner di 

antaranya adalah semiring. Kedua struktur aljabar tersebut 

mempunyai beberapa syarat tertentu. 

Di dalam semiring, diperkenalkan beberapa struktur baru 

yang merupakan generalisasi dari semiring seperti Г-semiring. 

Konsep Г-semiring diperkenalkan oleh Murali Krishna Rao pada 

tahun 1995. Karena adanya bi-ideal dalam semiring, maka 

dikembangkan bi-Г-ideal dalam Г-semiring. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan  latar  belakang  pada bagian sebelumnya,  

maka pokok permasalahan  yang dibahas dalam penulisan skripsi ini 

adalah sebagai berikut. 

1. Bagaimana membangun bi-Г-ideal dalam Г-semiring? 

2. Bagaimana sifat-sifat, proposisi serta teorema-teorema yang 

terkait dengan bi-Г-ideal dalam Г-semiring? 

 

1.3 Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk 

1. Membangun bi- Г-ideal dalam Г-semiring. 

2. Membuktikan sifat-sifat, proposisi serta teorema-teorema yang 

terkait dengan bi-Г-ideal dalam Г-semiring. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan 

contohnya, serta beberapa teorema dan bukti-buktinya sebagai acuan 

dalam membahas permasalahan yang akan disampaikan. 

 

2.1 Relasi, Pemetaan dan Operasi Biner 

 Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpunan yang 

tidak kosong dapat dikaitkan dengan operasi penjumlahan, 

pergandaan atau beberapa operasi biner lainnya. Berikut ini akan 

diberikan definisi tentang relasi, pemetaan dan operasi biner. 

 

Definisi 2.1.1 (Hasil kali kartesius)  

Misalkan   dan   adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan 

terurut      , dengan     dan     disebut hasil kali kartesius 

dari   dan  , dinyatakan  

                     
(Bhattacharya, dkk., 1990) 

 

Definisi 2.1.2 (Relasi) 

Misalkan   dan   merupakan  himpunan tak kosong, dan misalkan   

adalah himpunan bagian (subset) dari    . Maka   disebut relasi 

dari   ke  . 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 

 

Definisi 2.1.3 (Pemetaan)  

Misalkan   dan   suatu himpunan tak kosong. Suatu relasi   dari   

ke   disebut suatu pemetaan jika untuk setiap elemen   di   

mempunyai kawan tepat satu elemen   di   (  disebut image   di 

bawah relasi  ).   adalah pemetaan dari   ke  , dinyatakan dengan 

       
(Bhattacharya, dkk., 1990) 
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Definisi 2.1.4 (Operasi biner)  

Suatu pemetaan         

                                                  

disebut operasi biner pada himpunan  . 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 

 

Definisi 2.1.5 (Sifat operasi biner) 

Operasi biner         pada himpunan   dikatakan  

i) Komutatif jika               . 

ii) Assosiatif jika                         . 

Jika   adalah operasi biner yang lain pada   maka operasi biner   

dikatakan 

iii) Distributif kiri atas   jika  

                            .   

iv) Distributif kanan atas   jika  
                            . 

Jika operasi   adalah distributif kanan dan kiri atas operasi   
maka operasi   dikatakan sebagai distributif atas  . 

(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

Definisi 2.1.6 (Operasi n-ary) 

Untuk suatu bilangan bulat positif n, pemetaan       , dengan 

              (n faktor) disebut operasi n-ary pada  . 

Ketika     maka pemetaan       disebut operasi unary dan 

ketika     maka pemetaan           disebut operasi 

ternary. 

(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

 

2.2 Semigrup 

 Semigrup merupakan suatu struktur aljabar yang terdiri dari 

himpunan tidak kosong   bersama dengan operasi biner assosiatif. 

Sebuah semigrup berbeda dengan grup. Tidak setiap elemen dari 

semigrup memiliki invers atau bahkan memiliki elemen identitas.  
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Definisi 2.2.1 (Semigrup) 

Misalkan   himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi  .        
disebut semigrup jika dan hanya jika: 

1.       tertutup :         untuk setiap        
2.       assosiatif :                    untuk setiap 

       . 

(Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.2.2 

Misal ℕ adalah himpunan bilangan asli, maka  ℕ    adalah 

semigrup. 

 

Bukti: 

1)  ℕ     tertutup yaitu      ℕ  untuk setiap     ℕ  
Ambil sebarang     ℕ, maka      ℕ.  ℕ     berlaku sifat 

tertutup.    

2)  ℕ     assosiatif yaitu                    untuk setiap   

       ℕ  
Ambil sebarang       ℕ, maka                   . 
 ℕ     berlaku sifat assosiatif.    

Karena  ℕ     memenuhi sifat tertutup dan assosiatif,  ℕ     adalah 

semigrup.                                                                                                

 

Contoh 2.2.3 

 ℕ     adalah semigrup. ℕ adalah himpunan semua bilangan asli. 

 

Bukti: 

1)  ℕ     tertutup. Ambil sebarang       ℕ, maka        ℕ. 

Jadi  ℕ     berlaku sifat tertutup.    

2)  ℕ      assosiatif.   Ambil   sebarang         ℕ,  maka 

                   . Jadi  ℕ     berlaku sifat assosiatif.    

Karena  ℕ     memenuhi sifat tertutup dan assosiatif,  ℕ     adalah 

semigrup.                                                                                                 
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Contoh 2.2.4 

Misal ℤ adalah himpunan bilangan bulat, maka  ℤ     adalah 

semigrup. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan himpunan ℤ dengan operasi pergandaan memenuhi 

aksioma-aksioma berikut: 

1)  ℤ     tertutup yaitu      ℤ  untuk setiap     ℤ. 

Ambil sebarang     ℤ, maka      ℤ. Jadi      tertutup 

terhadap bilangan bulat ℤ.  

2)  ℤ     assosiatif yaitu                     untuk setiap   

       ℤ  
Ambil sebarang       ℤ, maka                    . Jadi 

untuk setiap       ℤ berlaku                    . 
Karena  ℤ     memenuhi 1) dan 2),  ℤ     adalah semigrup.                                                                                                              

 

Contoh 2.2.5 

Misal               dan     
  
  

            . Maka 

      adalah semigrup. 

 

Bukti: 

Ambil sebarang matriks    
    
    

     
    
    

  dan 

   
    
    

     ℕ.       merupakan semigrup jika 

memenuhi: 

1) Tertutup 

     
    
    

   
    
    

   
          
          

  

  
            

            
  

Karena     ℕ maka             ℕ, sehingga 

     . Sifat tertutup berlaku pada  . 

2) Bersifat assosiatif 
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Terbukti   bahwa  untuk  sebarang                 berlaku  

               . Jadi, sifat assosiatif berlaku 

pada  . 

Karena       memenuhi 1) dan 2), maka       adalah semigrup.       

                                                                                          
 

Definisi 2.2.6 (Semigrup komutatif)  

Misalkan       adalah semigrup. Maka       disebut semigrup 

komutatif jika                  
(Golan, 1999) 

 

Contoh 2.2.7 

 ℕ    adalah semigrup komutatif. 

 

Bukti: 

Dari Contoh 2.2.2 telah diketahui  ℕ    merupakan semigrup. 

Ambil sebarang     ℕ. Akan dibuktikan               ℕ.  

Karena   ℕ  bersifat komutatif terhadap penjumlahan jadi  

             ℕ. 

 ℕ    merupakan semigrup dan memenuhi sifat komutatif, terbukti 

bahwa  ℕ    adalah semigrup komutatif.                                            

 

 Langkah-langkah pembuktian di atas juga berlaku untuk 

himpunan  ℕ terhadap operasi penjumlahan. Sehingga   ℕ    
merupakan semigrup komutatif.  

 

Contoh 2.2.8 

Misal ℤ adalah himpunan bilangan bulat.  ℤ    adalah semigrup 

komutatif. 
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Bukti: 

Akan dibuktikan himpunan ℤ dengan operasi penjumlahan 

memenuhi tertutup, assosiatif dan komutatif. 

1) Akan dibuktikan  ℤ    tertutup yaitu      ℤ  untuk setiap 

    ℤ. 

Ambil sebarang     ℤ maka      ℤ. Jadi      tertutup 

terhadap bilangan bulat ℤ.  

2) Akan    dibuktikan    ℤ      assosiatif   yaitu             
         untuk setiap          ℤ  
Ambil sebarang       ℤ maka                   . 
Jadi untuk setiap       ℤ berlaku                   . 

3) Akan dibuktikan         untuk setiap     ℤ.  

Karena ℤ bersifat komutatif terhadap penjumlahan jadi  

             ℤ. 

Karena memenuhi tertutup, komutatif dan assosiatif terbukti bahwa 
 ℤ    semigrup komutatif.                                                                                                                                                                                                   

 

Definisi 2.2.9 (Semigrup dengan elemen identitas)  

Misalkan       adalah semigrup dan mempunyai elemen identitas   

sedemikian sehingga            untuk setiap      Maka 

      disebut semigrup dengan elemen identitas atau       disebut 

monoid. 

(El-Madhoun, 2007) 

 

Definisi 2.2.10 (Subsemigrup)    

Misalkan       adalah semigrup dan   adalah himpunan bagian dari 

 . Jika       merupakan semigrup, maka       disebut subsemigrup 

dari      .                                

(Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.2.11 

 ℕ    merupakan subsemigrup dari  ℤ   . 
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Bukti: 

Pada Contoh 2.2.3 dan 2.2.4 telah dibuktikan bahwa  ℕ    dan  ℤ    
adalah semigrup. Karena ℕ adalah himpunan bagian dari ℤ. Maka 

 ℕ    adalah subsemigrup dari  ℤ   .                                                ■       

 

Contoh 2.2.12   

  ℕ    merupakan subsemigrup dari  ℕ   .  
 

Bukti: 

Telah diketahui  ℕ    adalah semigrup.  ℕ adalah himpunan bagian 

tak kosong dari ℕ. Berdasarkan Definisi 2.2.10, harus dibuktikan 

bahwa   ℕ    adalah semigrup.   ℕ    merupakan semigrup jika 

memenuhi tertutup dan assosiatif. Ambil sebarang     ℕ, maka 

1)               .   ℕ    tertutup terhadap operasi 

pergandaan. 

2)                           dan            
              . Jadi                       
untuk setiap     ℕ.   ℕ    assosiatif. 

Karena   ℕ    tertutup dan assosiatif, terbukti bahwa   ℕ    adalah 

semigrup.  ℕ adalah himpunan bagian tak kosong dari ℕ maka 

  ℕ    merupakan subsemigrup dari  ℕ   .                                        

       

Definisi 2.2.13 

Misal       adalah semigrup.   dan   adalah himpunan bagian tak 

kosong dari  .                . 
(El-Madhoun, 2007) 

 

Definisi 2.2.14 (Ideal kiri dan kanan dalam semigrup) 

Misal       adalah semigrup.   adalah himpunan bagian tak kosong 

dari  .   disebut ideal kiri (kanan) dari   jika           . 
 

Jika   adalah ideal kiri dan ideal kanan, maka   disebut ideal atau 

ideal dua sisi dari  . 

(El-Madhoun, 2007)  
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Definisi 2.2.15 (Bi-ideal dalam semigrup) 

Misal   adalah semigrup.   adalah himpunan bagian tak kosong 

dari      .   disebut bi-ideal dari   jika dan hanya jika   adalah 

subsemigrup dari       dan memenuhi      . 

(El-Madhoun, 2007)     

 

Contoh 2.2.16 

  ℕ    merupakan subsemigrup dari  ℕ   . Maka  ℕ adalah bi-ideal 

dalam semigrup ℕ. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan    ℕ adalah bi-ideal dalam semigrup   ℕ. 

Maka harus ditunjukkan bahwa       untuk setiap    ℕ 

dan setiap   ℕ.    ℕ, misal     ℕ dan         ℕ, 

operasi pergandaan pada     akan diberikan pada tabel berikut: 

 

Tabel 2.1 Operasi pergandaan pada     
 

          
                      

              ℕ    ℕ 

                   ℕ    ℕ 
 
Diperoleh      ℕ. Diketahui    ℕ maka       

untuk setiap    ℕ dan setiap   ℕ. Karena       maka 

terbukti    ℕ adalah bi-ideal dalam semigrup   ℕ.                    

 

 

2.3 Grup 

 Seperti halnya dengan semigrup, grup adalah struktur aljabar 

yang merupakan himpunan beserta satu operasi biner yang harus 

memenuhi beberapa aksioma. 
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Definisi 2.3.1 (Grup) 

Misalkan   adalah suatu himpunan tidak kosong dengan sebuah 

operasi biner  . Maka   disebut grup jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut: 

1. Tertutup 

Untuk semua      , maka     juga di dalam  . 

2. Bersifat assosiatif 

Untuk sebarang        , berlaku                . 
3. Memiliki elemen identitas 

Terdapat   suatu   elemen       di    sedemikian sehingga 

          untuk setiap    . 

4. Memiliki invers 

Untuk setiap     terdapat suatu elemen     sedemikian 

sehingga              . 

(Whitelaw, 1995) 

 

Contoh 2.3.2  

Bilangan bulat ℤ, bilangan rasional  , bilangan riil   dan bilangan 

kompleks    merupakan grup terhadap operasi penjumlahan, 

sehingga dapat dinyatakan berturut-turut sebagai  ℤ   ,      , 
     ,      . Elemen identitas grup tersebut adalah 0 dan invers 

dari   adalah –  . 

 

Contoh 2.3.3  

Misal      ℤ    
  
  

          ℤ .       adalah grup. 

 

Bukti: 

      merupakan grup jika memenuhi: 

1) Tertutup 

Ambil sebarang         ℤ, maka  

 
  
  

   
  
  

   
    
    

 , karena         ℤ maka 

            ℤ. Jelas       tertutup. 
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2) Bersifat assosiatif 

Ambil sebarang                 ℤ, maka 

  
  
  

   
  
  

    
  
  

   
      
      

   
  
  

  

  
              
              

   
          
          

  

  
              

              
  

  
  
  

    
  
  

   
  
  

   

Terbukti       bahwa      untuk     sebarang           ℤ     berlaku  
               . Jadi       assosiatif. 

3) Memiliki elemen identitas 

Elemen identitas untuk penjumlahan adalah    
  
  

 , maka  

   
  
  

   
  
  

   
  
  

   
  
  

 , sedangkan di 

pihak     lain     
  
  

         
  
  

     
  
  

     
  
  

 .  

  memiliki elemen identitas    
  
  

 .  

4) Memiliki invers 

Setiap elemen di   memiliki invers, misal       
    
    

 , 

maka       
  
  

   
    
    

   
  
  

   
  
  

    

dan      
  
  

        
  
  

   
    
    

   
  
  

   .  

     memiliki    invers    terhadap    penjumlahan,    yaitu 

      
    
    

 .  

Karena   memenuhi 1), 2), 3) dan 4), maka       adalah grup.        

  

Definisi 2.3.4 (Grup komutatif) 

Misalkan       adalah grup.       disebut sebagai grup komutatif 

jika         untuk setiap      . 

  (Dummit dan Foote, 2002) 
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Definisi 2.3.5 (Subgrup) 

Misalkan       adalah grup dan   adalah himpunan bagian dari  . 
      disebut subgrup dari       jika       juga merupakan suatu 

grup.                                        

(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

Contoh 2.3.6  

Misal     
  
  

       ℤ . Pada Contoh 2.3.3 telah dibuktikan 

bahwa       adalah grup dan    .       adalah subgrup dari 
     . 
 

Bukti: 

Akan dibuktikan       adalah subgrup dari      . Berdasarkan 

Definisi 2.3.5, harus dibuktikan bahwa       merupakan suatu 

grup.   
      merupakan grup jika memenuhi: 

1) Tertutup 

Ambil sebarang     ℤ, maka  

 
  
  

   
  
  

   
    
  

 . Karena       ℤ maka   

tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

2) Bersifat assosiatif 

Ambil sebarang         ℤ, maka 

  
  
  

   
  
  

    
  
  

   
      
  

   
  
  

  

  
              

  
   

          
  

  

  
              

  
  

  
  
  

    
  
  

   
  
  

  .   assosiatif terhadap operasi 

penjumlahan.   
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3) Memiliki elemen identitas 

Elemen identitas untuk penjumlahan adalah    
  
  

 , maka  

   
  
  

   
  
  

   
  
  

   
  
  

 , sedangkan di pihak 

lain  
  
  

     
  
  

   
  
  

   
  
  

 . Jelas   

memiliki elemen identitas    
  
  

 .  

4) Memiliki invers 

Setiap elemen di   memiliki invers, misal       
    
  

 , 

maka         
  
  

   
    
  

   
  
  

   
  
  

   , 

dan       
  
  

        
  
  

   
    
  

   
  
  

   . 

       memiliki       invers      terhadap      penjumlahan,      yaitu  

      
    
  

 .  

Karena memenuhi 1), 2), 3) dan 4) maka       adalah grup. Telah 

diketahui bahwa     dan        adalah grup, maka   adalah 

subgrup dari  .                                                                                     

 

 

2.4 Ring 

Definisi 2.4.1 (Ring) 

Misalkan   adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner 

penjumlahan dan pergandaan, atau dinotasikan dengan         . 
        disebut sebagai ring jika memenuhi aksioma-aksioma 

sebagai berikut : 

1.       merupakan grup komutatif. 

2.        merupakan semigrup. 

3.          memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap 

             berlaku:                                 dan 
                              .     

  (Dummit dan Foote, 2002) 
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Contoh 2.4.2 

Himpunan bilangan bulat ℤ merupakan ring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan himpunan ℤ bersama dengan operasi penjumlahan 

dan pergandaan memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(i)  ℤ    harus memenuhi 

 Ambil sebarang     ℤ sehingga       ℤ. 

Jadi ℤ tertutup. 

       ℤ sedemikian sehingga                . 
 Elemen identitas adalah 0. 

 Memiliki invers yaitu –   yang juga merupakan bilangan 

bulat. 

 Komutatif, yaitu            
 

(ii)  ℤ    merupakan semigrup 

 Tertutup 

 Assosiatif, yaitu                     
 

(iii) Distributif,       ℤ berlaku 

                   dan                    

 

Jadi, ℤ merupakan ring.                                                                        

 

Contoh 2.4.3 

Misal ℤ                     , maka ℤ  adalah ring. 

 

Bukti: 

ℤ  adalah ring jika memenuhi: 

1)  ℤ     grup komutatif. 

Himpunan bilangan bulat modulo 6 terhadap operasi penjumlahan 

didefinisikan pada tabel berikut:  
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Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada    

 

                 

                  

                  

                  

                  

                  

                  

 

i) Jelas ℤ  tertutup terhadap operasi penjumlahan, sebab untuk 

setiap     ℤ  berlaku     ℤ . 

ii) Akan   ditunjukkan   berlaku  sifat  assosiatif  pada  ℤ . 

Misal    diambil        ,        dan          maka     

                   ,  sedangkan  di pihak lain  

                   . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap       ℤ  akan 

diperoleh                . Jadi pada  ℤ     
berlaku sifat assosiatif.  

iii) Elemen identitas ℤ  untuk penjumlahan adalah  

  , karena             untuk setiap   ℤ . 

iv) Berdasarkan  Tabel 2.1, diperoleh bahwa           
                                                          

berarti                                                          

              
  

   . Jadi setiap elemen di ℤ  mempunyai 

invers.  

v) Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada ℤ . Misal 

diambil      dan      maka         , sedangkan di 

pihak lain         . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap        akan 

diperoleh        . Jadi pada ℤ  berlaku sifat 

komutatif. 

 

2)  ℤ     semigrup. 

Himpunan bilangan bulat modulo 6 terhadap operasi pergandaan 

didefinisikan pada tabel berikut: 
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Tabel 2.3 Operasi pergandaan pada    

 

                    

                     

                     

                     

                     

                     

                     

 

i) Berlaku      ℤ  untuk setiap     ℤ . ℤ  tertutup 

terhadap operasi pergandaan. 

ii) Berlaku sifat assosiatif pada ℤ . Untuk setiap       ℤ  

akan diperoleh                    .  
 

3) ℤ  memenuhi hukum distributif kiri dan kanan. 

Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada ℤ . Misal diambil 

          dan      maka 

i)                               , sedangkan di pihak 

lain                                 . 

ii)                               , sedangkan di pihak 

lain                                 . 

Dengan   cara   yang   sama,   untuk   setiap        ℤ  

akan   diperoleh                            dan   
                  .   

Karena ℤ   memenuhi 1), 2) dan 3) maka ℤ   adalah ring.                    

 

Definisi 2.4.4 (Ring komutatif) 

Misalkan          adalah ring.          disebut ring komutatif jika 

berlaku sifat           untuk setiap      .  

                (Dummit dan Foote, 2002) 
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Definisi 2.4.5 (Ring komutatif dengan elemen Identitas) 

Misalkan          adalah ring komutatif.          dikatakan 

mempunyai elemen identitas jika terdapat     sedemikian 

sehingga untuk setiap      berlaku               
                                                                    (Dummit dan Foote, 2002) 

 

Definisi 2.4.6 (Subring) 

Misalkan         
 
adalah suatu ring, dan U  himpunan bagian tidak 

kosong dari R . U disebut subring dari R  jika         
 
merupakan 

suatu ring.                                            

(Bhattacharya, dkk., 1994) 

 

Definisi 2.4.7 (Ideal) 

Himpunan bagian tak kosong   pada ring   disebut ideal kanan (kiri) 

pada R jika : 

i)              
ii)                      
Jika I  ideal kiri dan ideal kanan pada R (     dan     ) maka I 

disebut two-sided ideal. 

 (Bhattacharya, 1994) 

 

Contoh 2.4.8 

Misal ℤ adalah himpunan semua bilangan bulat dan  ℤ      adalah 

ring. Misal                 , maka jelas bahwa   ℤ.   

adalah ideal dari ℤ. 

 

Bukti: 

Misal           dengan           ℤ dan   ℤ 

1)                  
Karena     ℤ maka     ℤ, sehingga diperoleh  

        . Jadi, untuk setiap       berlaku      .  

 

2)                   ,   sedangkan di pihak lain            
                        . 
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Karena   ℤ dan   ℤ maka    ℤ sehingga diperoleh 

       . Jadi, untuk setiap     dan   ℤ berlaku      

dan     .     

Karena memenuhi 1) dan 2), maka M adalah ideal dari ring ℤ.            

 

Teorema 2.4.9 

Jika       ℕ adalah keluarga ideal kanan (kiri) dari ring   maka 

     ℕ  juga merupakan ideal kanan (kiri). 

(Bhattacharya, 1994) 

 

Bukti: 

Ambil sebarang          ℕ  dan    . Akan dibuktikan      ℕ  

ideal kanan (kiri) dalam ring R. Untuk membuktikan bahwa      ℕ  

merupakan ideal kanan (kiri) maka harus ditunjukkan  

         ℕ  dan         ℕ  atau         ℕ . 

1) Untuk sebarang          ℕ  maka           ℕ. Karena    
adalah ideal untuk setiap   ℕ maka           ℕ. 

Akibatnya          ℕ . Jadi, terbukti          ℕ .  

2) Untuk sebarang        ℕ  dan    .        ℕ  maka 

        ℕ. Karena    adalah ideal kanan (kiri) akibatnya 

      atau          ℕ. Sehingga         ℕ  atau 

        ℕ . 

Karena          ℕ  dan         ℕ  atau         ℕ  maka 

terbukti bahwa      ℕ  merupakan ideal kanan (kiri) pada ring  .      

 

 

2.5 Semiring 

Definisi 2.5.1 (Semiring)  

  disebut suatu semiring jika   bukan himpunan kosong dan terdapat 

dua operasi biner penjumlahan  dan pergandaan sedemikian sehingga 

1.       merupakan suatu semigrup komutatif, 

2.        merupakan suatu semigrup, 

3. Berlaku hukum distributif, yaitu                    dan    

                     untuk setiap           
(Golan, 1999) 
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   disebut ring jika memenuhi       grup komutatif,       
semigrup dan sifat distributif kiri dan kanan. Ketika       
memenuhi grup komutatif (tertutup, assosiatif, memiliki elemen 

identitas, memiliki invers dan komutatif) maka       memenuhi 

semigrup komutatif (tertutup, assosiatif dan komutatif). Jadi,   juga 

merupakan semiring. Dengan kata lain, tiap ring adalah semiring.     

 

Contoh 2.5.2 

Himpunan    ℤ        merupakan suatu semiring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa    ℤ        adalah semiring.  

(1)  ℤ     semigrup komutatif. Ambil sebarang       ℤ  maka  

(i)     ℤ ,  ℤ     berlaku sifat tertutup.  

(ii)                ,  ℤ     berlaku sifat assosiatif. 

(iii)         , jadi pada  ℤ     berlaku sifat komutatif.  

 

(2)  ℤ      semigrup. Ambil sebarang       ℤ  maka  

(i)      ℤ ,  ℤ      berlaku sifat tertutup  

(ii)                    ,  ℤ      berlaku sifat assosiatif.  

 

(3) ℤ  memenuhi hukum distributif, yaitu 

Untuk setiap       ℤ , berlaku 

                   dan                   . 

Dari (1), (2), dan (3), maka terbukti bahwa    ℤ          
merupakan semiring.                                                                            

 
Definisi 2.5.3 (Subsemiring) 

Misalkan   adalah himpunan bagian tidak kosong dari semiring  .  

  dikatakan subsemiring dari   jika          adalah semiring. 

                           (Kandasamy, 2002)  

 

Definisi 2.5.4 (Ideal kiri dan ideal kanan semiring) 

Misal          adalah semiring. Himpunan bagian tak kosong   dari 

   disebut ideal kiri (kanan) dari    jika   adalah subsemigrup dari 

      dan memenuhi           . 
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Jika   adalah ideal kiri dan ideal kanan, maka   disebut ideal atau 

ideal dua sisi dari  . 

(El-Madhoun, 2007) 

 

Definisi 2.5.5  

Misal   adalah semiring.       dan       maka  

               .      dan        berarti    dan     . 
(Donges, 1994) 

 

Definisi 2.5.6 (Bi-ideal dalam semiring)  

Misal T adalah semiring dan     adalah himpunan bagian dari 

semiring        .   disebut bi-ideal dari T jika dan hanya jika   

adalah subsemiring dari         yang memenuhi      .   

(Donges, 1994) 

 

Contoh 2.5.7 

Misal ℤ  adalah himpunan bilangan bulat modulo 6. ℤ  adalah 

semiring. Misal diambil          , himpunan tak kosong dari ℤ . 

Maka   adalah bi-ideal dari ℤ . 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan   adalah subsemiring dari ℤ  yang memenuhi 

     .  

1)   dikatakan subsemiring dari ℤ  jika   adalah himpunan 

bagian tak kosong dari ℤ  dan   merupakan semiring.   

merupakan himpunan tak kosong dari ℤ . Harus dibuktikan   

adalah semiring.    adalah semiring jika memenuhi: 

a)       semigrup komutatif.  

Himpunan   terhadap operasi penjumlahan didefinisikan pada 

tabel berikut: 

 

Tabel 2.4 Operasi penjumlahan pada   
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i) Sifat tertutup berlaku pada      , sebab untuk setiap 

      berlaku      . 

ii) Sifat assosiatif berlaku pada   karena jika diambil     , 

     dan      maka                    , 

sedangkan di pihak lain                    . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap         akan 

diperoleh                .  
iii) Sifat komutatif berlaku pada   karena jika diambil      

dan      maka          dan         . 

Dengan cara yang sama, untuk setiap       akan 

diperoleh        .  

b)       semigrup. 

Himpunan   terhadap operasi pergandaan didefinisikan pada 

tabel berikut: 

 

Tabel 2.5 Operasi pergandaan pada   

 

        

         

         

 

i) Berlaku              . 

ii) Berlaku sifat assosiatif pada   karena untuk setiap 

        berlaku                    .  
c)   memenuhi hukum distributif kiri dan kanan. 

Akan ditunjukkan berlaku sifat distributif pada  . Misal diambil 

          dan      maka 

i)                               , sedangkan di 

pihak lain                                 . 

ii)                               , sedangkan di 

pihak lain                                 . 

Dengan   cara   yang   sama,   untuk   setiap           

akan    diperoleh                                      dan  
                              .   

Karena   memenuhi a), b) dan c) maka   adalah semiring.  
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Karena   adalah himpunan bagian tak kosong dari   ℤ  dan   

merupakan semiring, jadi terbukti bahwa   adalah subsemiring dari 

  ℤ .                                                                                                     

               

2) Akan dibuktikan   memenuhi      . Misal  

    dan    .                       akan 

ditunjukkan pada tabel berikut: 

 

Tabel 2.6 Operasi pergandaan pada     

 

          

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            

            



24 

 

Dari Tabel 2.6 diperoleh            . Karena          , 
terbukti bahwa   memenuhi      .                                           

              

Karena     memenuhi  1)  dan  2)  maka terbukti bahwa   adalah 

bi-ideal dari   ℤ .                                                                                                                                                            
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini dibahas mengenai definisi, lemma, teorema, 

akibat, proposisi dan contoh yang berkaitan dengan bi-Γ-ideal dalam 

Γ-semiring. 

 

3.1 Γ-Semiring 

 Г-semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan 

dengan operasi ternary. Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh 

yang berkaitan dengan Г-semiring. 

 

Definisi 3.1.1 (Γ-semiring) 

Misal   dan   adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan. 

Maka   disebut Γ-semiring jika terdapat pemetaan         

(memetakan              ) yang memenuhi syarat-syarat 

berikut: 

1)                , (Distributif kiri) 

2)                , (Distributif kanan) 

3)                , (Distributif kiri dan kanan) 

4)                , (Assosiatif) 

Untuk setiap         dan setiap      . 

 

Contoh 3.1.2 

Misalkan   ℕ dan    ℕ adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan. Terdapat suatu pemetaan: 

            

              
untuk setiap       dan    . Misal         ℕ    ℕ  dan  

    ℕ    ℕ maka pergandaan     didefinisikan pada tabel 

berikut: 
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Tabel 3.1 Operasi pergandaan pada     

 

          

                               

                    ℕ    ℕ   

                      

              ℕ    ℕ   

                      

              ℕ    ℕ 

                   ℕ    ℕ   

 

Dari Tabel 3.1 diperoleh hasil pergandaan     adalah anggota dari 

 ℕ   , berlaku untuk setiap       dan    Г. Maka   adalah Γ-

semiring. 

 

Bukti:  

Misal diambil sebarang           maka 

1)                             
                                

          
Jadi,   untuk   setiap         ℕ   dan      ℕ  berlaku 

               .    

2)                                      
                                

          
Jadi,   untuk   setiap         ℕ   dan      ℕ  berlaku 

               .  

3)                                 

                    
                                

          
Jadi,      untuk     setiap         ℕ      dan          ℕ    berlaku  

               .  

4)                                  
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Jadi,  untuk  setiap       ℕ dan      ℕ berlaku 

               . 

Berdasarkan Definisi 3.1.1, terbukti bahwa   adalah Γ-semiring.           

 

Contoh 3.1.3 

Misalkan   ℤ dan   ℕ adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan. Terdapat suatu pemetaan: 

            
              

untuk setiap       dan    . Misal untuk –       ℤ    ℤ 

dan         ℕ    ℕ maka pergandaan     didefinisikan 

pada tabel berikut:   

 

Tabel 3.2 Operasi pergandaan pada      

 

          

–        –     

–            

–          –   

–      –     

–          

–        –   

       –     

           

           

     –     

         

         

       –   –   

           

           

     –   –   
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Dari Tabel 3.2 diperoleh hasil pergandaan     adalah –       dan 

–            ℤ, untuk setiap        ℤ dan   ℕ. Maka ℤ adalah 

Γ-semiring. 

 

Bukti: 

Ambil sebarang       ℤ dan     ℕ maka 

1)                 (karena dalam ℤ dan ℕ berlaku hukum 

distributif kiri). 

2)                 (karena dalam ℤ dan ℕ berlaku hukum 

distributif kanan). 

3)                  (karena dalam ℤ dan ℕ berlaku 

hukum distributif kiri), selanjutnya                  

(karena dalam ℤ dan ℕ berlaku hukum distributif kanan). 

4)                 (karena dalam ℤ dan ℕ berlaku assosiatif). 

Karena   ℤ dengan   ℕ memenuhi aksioma 1), 2), 3) dan 4) 

maka terbukti bahwa   ℤ adalah Г-semiring.                                                                                                                                                                                                                                     

 

Contoh 3.1.4 

Misal   ℤ  adalah himpunan bilangan bulat modulo 4.   ℤ  

dan           dalam ℤ  adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan.   dan Г memenuhi pemetaan: 

          
              

  adalah Г-semiring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan   ℤ  adalah semigrup komutatif terhadap 

penjumlahan. Operasi penjumlahan pada   ℤ  ditunjukkan pada 

tabel berikut:  
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Tabel 3.3 Operasi penjumlahan pada ℤ   

 

              

               

               

               

               

 

ℤ  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan jika memenuhi: 

1)  ℤ     tertutup. Dari Tabel 3.3 diperoleh     ℤ  untuk 

setiap     ℤ . ℤ  tertutup terhadap operasi penjumlahan.  
2)  ℤ     memenuhi sifat assosiatif. Ambil sebarang       ℤ  

maka                . Jadi pada  ℤ     berlaku sifat 

assosiatif.  

3)  ℤ         komutatif.     Ambil     sebarang           ℤ ,   maka  

       . Jadi pada  ℤ     berlaku sifat komutatif.          

Karena  ℤ     memenuhi 1), 2) dan 3) maka  ℤ     adalah 

semigrup komutatif. 

 Akan dibuktikan           adalah semigrup komutatif 

terhadap penjumlahan. Operasi penjumlahan pada           
ditunjukkan pada tabel berikut:   

 

Tabel 3.4 Operasi penjumlahan pada            
 

        

         

         

 

          adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan jika 

memenuhi: 

1)       tertutup. Dari Tabel 3.4 diperoleh  

                           dan         . Jelas bahwa 
      tertutup.   

2)       memenuhi sifat assosiatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat 

assosiatif pada  . Misal diambil           dan      maka 

                    dan                    .  
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Dengan   cara   yang   sama   akan   diperoleh         
        untuk setiap        . Jadi pada       berlaku 

sifat assosiatif. 

3)       komutatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada 

     . Misal diambil      dan      maka         , 

sedangkan di pihak lain         . Dengan cara yang sama, 

untuk setiap       akan diperoleh        . Jadi pada 
      berlaku sifat komutatif. 

Karena       memenuhi 1), 2) dan 3) maka       adalah semigrup 

komutatif. 

 Selanjutnya,   akan   ditunjukkan   bahwa   dan   memenuhi 

Pemetaan             .      ℤ    ℤ  ℤ    (memetakan 

           ) dengan     ℤ  dan    . Pergandaan      

dan      ℤ  menghasilkan   . Sedangkan pergandaan      dan 

     ℤ  menghasilkan    dan   . Hal ini dikarenakan pergandaan 

     dan      ℤ  menghasilkan bilangan-bilangan genap 

(bilangan-bilangan kelipatan 2) yang jika dinyatakan dalam 

bilangan-bilangan bulat modulo 4 (ℤ   adalah    dan   . Jelas bahwa 

  dan   memenuhi pemetaan   ℤ    ℤ  ℤ  sebab untuk 

setiap     ℤ  dan     berlaku            ,     ℤ .  

 Terakhir, akan dibuktikan bahwa   ℤ  dengan           
adalah Г-semiring.   adalah Г-semiring jika memenuhi: 

Misal diambil                dan           maka 

1)                                

                                   

Dengan cara yang sama, untuk setiap         dan     akan 

diperoleh                .    

2)                                

                                   

Dengan cara yang sama, untuk setiap         dan     akan 

diperoleh                .  

3)                                              

                                   

Dengan cara yang sama, untuk setiap       dan       akan 

diperoleh                .  

4)                                           
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Dengan cara yang sama, untuk setiap         dan       

akan diperoleh                . 

Karena   ℤ  dengan           memenuhi aksioma-aksioma 1), 

2), 3) dan 4) maka   ℤ  dengan           adalah Г-semiring.        

 

 

3.2 Sub Γ-Semiring 

Definisi 3.2.1 (Sub Γ-semiring) 

Misal   adalah Г-semiring. Himpunan tak kosong   dari   adalah 

sub Г-semiring dari   jika       adalah subsemigrup dari       
yang memenuhi              dan     . 

 

Contoh 3.2.2 

Misalkan    ℕ  dengan     ℕ  adalah  Г-semiring. Jika 

   ℕ  adalah   himpunan   bagian   tak   kosong   dari     ℕ   

dan        merupakan subsemigrup dari      . Maka   adalah 

sub Г-semiring dari  . 

 

Bukti: 

Harus    dibuktikan    bahwa         memenuhi                  

dan       .   Diperoleh                         ℕ  
   ℕ  dengan  operasi  pergandaan biasa. Dalam  hal  ini,   

dimisalkan      ℕ    ℕ.      ℕ   maka          
          dan       .  Karena            merupakan 

subsemigrup  dari        dan memenuhi                dan  

      maka terbukti     adalah sub Г-semiring dari  .                                                                          

 

Contoh 3.2.3 

Misalkan     ℕ      ℕ    adalah   Г-semiring.     ℕ  adalah 

himpunan  bagian  tak  kosong  dari    ℕ  dan        merupakan 

subsemigrup dari      . Maka   adalah sub Г-semiring dari  . 
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Bukti: 

Harus dibuktikan   memenuhi                dan      . 

Misal        ℕ   dan       ℕ    ℕ    maka             
           ℕ    ℕ.     ℕ maka              

dan     . Terbukti bahwa                 dan      ,  

jadi      adalah  sub Г-semiring dari  .                                                                                                

  

                         

3.3 Ideal dalam Г-Semiring 

Definisi 3.3.1 (Ideal dalam Г-semiring) 

Misal   adalah  Г-semiring.         adalah  subsemigrup  dari   .    
disebut  ideal  dalam       jika   memenuhi           dan        .  
Definisi dari     dan     adalah                        
sedangkan                       .  
 

Contoh 3.3.2 

          adalah ideal dari Г-semiring   ℤ     ℕ . 
 

Bukti: 

 

Tabel 3.5 Operasi penjumlahan pada ℤ  
 

+       

         

         

 

Tabel 3.6 Operasi pergandaan pada ℤ  
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Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa   ℤ  adalah Г-semiring. 

ℤ  merupakan Г-semiring jika memenuhi: 

1)  ℤ     semigrup komutatif. 

i) Dari  Tabel  3.5  jelas  ℤ   tertutup  terhadap  operasi 

penjumlahan,    sebab    untuk    setiap          ℤ     berlaku  

    ℤ .   

ii) Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada ℤ . Ambil 

sebarang       ℤ  maka                .   
Jadi sifat assosiatif berlaku pada  ℤ    . 

iii) Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif pada ℤ . Ambil 

sebarang     ℤ  maka        . Jadi sifat komutatif 

berlaku pada  ℤ    .   
Karena  ℤ     memenuhi sifat tertutup, assosiatif dan komutatif 

maka ℤ  adalah semigrup komutatif terhadap penjumlahan.  

 

2) ℤ  memenuhi pemetaan ℤ    ℤ  ℤ  dan beberapa 

aksioma. 

Pemetaan dengan operasi pergandaan ℤ    ℤ  ℤ  

              untuk setiap     ℤ  dan setiap     

diberikan pada tabel berikut: 

 

Tabel 3.7 Operasi pergandaan pada      

 

          

              

              

            

            

              

              

            

            

 

Jadi        ℕ    ℕ    (bilangan   ganjil   dalam   ℕ)   dan  

   ℕ    ℕ (bilangan genap dalam ℕ) diperoleh hasil 

pemetaan ℤ    ℤ  ℤ , yakni         ℤ , maka ℤ  

memenuhi pemetaan.  
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 Akan ditunjukkan ℤ  adalah Г-semiring karena terdapat 

pemetaan ℤ    ℤ  ℤ  yang memenuhi aksioma-aksioma 

berikut:  

Misal diambil                dan          maka 

i)                               

                                 

Dengan cara yang sama, untuk setiap       ℤ  dan   ℕ 

akan diperoleh                .    

ii)                                          

                                 

Dengan cara yang sama, untuk setiap       ℤ  dan   ℕ 

akan diperoleh                .  

iii)                                

                                 

Dengan cara yang sama, untuk setiap     ℤ  dan     ℕ 

akan diperoleh                .  

iv)                                 

                                

Dengan cara yang sama, untuk setiap       ℤ  dan 

    ℕ akan diperoleh                . 

 

Karena  ℤ   dengan    ℕ   memenuhi  1)  dan  2)  maka  ℤ   

adalah Г-semiring. 

           merupakan subsemigrup terhadap operasi 

penjumlahan dari ℤ . Selanjutnya, akan ditunjukkan           ℤ  

memenuhi       dan      . Misal               dan 

   , maka operasi pergandaan pada     dan     diberikan pada 

tabel berikut: 

 

Tabel 3.8 Operasi pergandaan pada     dan     
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Dari Tabel 3.8 diperoleh bahwa       dan      , untuk setiap 

        dan setiap    . Jadi       dan      . Karena   
merupakan subsemigrup dari   yang memenuhi       dan 

      maka terbukti bahwa           adalah ideal dari  .                                                

 

Contoh 3.3.3 

       adalah ideal dalam Г-semiring   ℤ     ℕ . 
 

Bukti: 

      adalah semigrup komutatif jika memenuhi: 

a.       tertutup. Jelas bahwa   tertutup sebab anggota    adalah    

dan         . 

b.       assosiatif. Jelas bahwa   assosiatif sebab anggota   adalah 

   dan                         . 
c.       komutatif.  

Karena memenuhi a, b dan c maka terbukti       adalah semigrup 

komutatif. Karena   adalah himpunan bagian tak kosong dari ℤ  

maka        adalah subsemigrup dari ℤ . Selanjutnya, akan 

ditunjukkan        memenuhi       dan      . Karena 

               dan        , maka berlaku        dan 

      . Karena        maka       dan      . Karena   
merupakan subsemigrup dari   yang memenuhi       dan 

      maka terbukti bahwa        adalah ideal dari  .                                                                                          

 

                                                                        

3.4 Г-Ideal Kiri (Kanan) Г-Semiring  

Definisi 3.4.1 (Г-ideal kiri dan Г-ideal kanan Г-semiring) 

Misal   adalah Г-semiring.   dan   adalah sub Г-semiring dari  .    

disebut  Г-ideal  kiri  dari     jika       .    disebut  Г-ideal 

kanan  dari     jika        .                         
dan                      . 
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Contoh 3.4.2 

Misalkan   ℕ dengan    ℕ adalah Г-semiring. Jika    ℕ 

adalah  sub Г-semiring  dari   ,  maka     adalah  Г-ideal  kiri dan 

Г-ideal kanan dalam Г-semiring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan  bahwa     adalah  Г-ideal  kiri  dan  Г-ideal  

kanan dari  .  Maka  harus ditunjukkan bahwa   memenuhi 

      dan      . Misal diambil            , akan 

ditunjukkan       dan       untuk setiap             

pada tabel berikut:    

 

Tabel 3.9 Operasi pergandaan pada     dan       

 

              
             

       ℕ    ℕ 

    ℕ 
 

                      

              ℕ 

   ℕ 

           ℕ 

 

Dari Tabel 3.9, jelas bahwa       dan      , sebab untuk 

setiap             diperoleh      ℕ dan      ℕ.
 Karena   adalah sub Г-semiring dari   yang memenuhi 

      dan       maka terbukti   adalah Г-ideal kiri dan 

Г-ideal kanan dari  .                                                                                                                                                                  

 

 

3.5 Bi-Г-Ideal dalam Г-Semiring 

Definisi 3.5.1 (Bi-Г-ideal dalam Г-semiring)  

Misal     adalah  Г-semiring.     adalah  sub Г-semiring  dari   , 

maka     disebut  bi-Г-ideal  dari     jika          . 

                             . 
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Contoh 3.5.2 

Misalkan   ℕ     ℕ  adalah Г-semiring dan    ℕ adalah 

sub Г-semiring dari  . Maka   adalah bi-Г-ideal dalam Г-semiring.  

 

Bukti: 

Harus dibuktikan bahwa   memenuhi         . Misal 

diambil            , akan ditunjukkan         untuk 

setiap            . Operasi pergandaan       akan 

diberikan pada tabel berikut:  

 

Tabel 3.10 Operasi pergandaan pada       

 

                

                             

              ℕ    ℕ 

                    

        ℕ    ℕ 

  

Jelas bahwa         , sebab untuk setiap              

diperoleh         ℕ. Jadi         .  

Karena       adalah   sub Г-semiring   dari       yang   memenuhi  

         maka terbukti bahwa   adalah bi-Г-ideal dari  .          

 

Contoh 3.5.3 

Misalkan   ℕ     ℕ  adalah Г-semiring dan    ℕ adalah 

sub Г-semiring dari  . Maka   adalah bi-Г-ideal dalam Г-semiring.  

 

Bukti: 

Berdasarkan Definisi 3.5.1, harus ditunjukkan         . Misal 

diambil             maka operasi pergandaan       akan 

didefinisikan pada tabel berikut: 
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Tabel 3.11 Operasi pergandaan pada       

 

                

                             

               ℕ 

   ℕ  

                     

        ℕ    ℕ 

          

Dari    Tabel   3.11,  diperoleh          ℕ.    ℕ maka 

        untuk setiap            . Dengan kata lain, 

        . Karena   adalah sub Г-semiring dari   yang 

terbukti memenuhi          maka   adalah bi-Г-ideal dalam 

Г-semiring  .                                                                                                                                                                          

 

Proposisi 3.5.4 

Irisan bi-Г-ideal   dari Г-semiring   dan sebuah sub Г-semiring   

dari   adalah bi-Г-ideal dari Г-semiring  . 

 

Bukti:                                 
Diketahui   adalah bi-Г-ideal dalam Г-semiring   dan   adalah sub 

Г-semiring dari  . Misal      , akan dibuktikan    adalah bi-

Г-ideal dari Г-semiring  . Harus ditunjukkan bahwa    adalah sub-

Г-semiring dari   dan memenuhi        . Dari       

maka    . Karena   adalah sub Г-semiring dari   maka 

         . Jadi       dan karena     maka 

     .       adalah sub Г-semiring dari  .     

 Kemudian, dari       maka    . Karena   adalah 

bi-Г-ideal dalam   maka berlaku        . Selanjutnya, 

             .         dan     maka        . 

Karena             terbukti   adalah  sub-Г-semiring  dari     

dan memenuhi         ,  terbukti  bahwa         adalah   

bi-Г-ideal dari Г-semiring  .                                                                                                                                                                        
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Lemma 3.5.5 

Misal   adalah  Г-semiring dan    adalah bi-Г-ideal dari        , 
dengan              . Jika         , maka        adalah  

bi-Г-ideal dari  . 

    

Bukti: 

Akan dibuktikan        adalah bi-Г-ideal dari  . Maka harus 

ditunjukkan            adalah   sub Г-semiring  dari   dan memenuhi  

                      .   

 Misal       adalah    Г-semiring   dan        adalah   bi-Г-ideal 

di    ,     .  Diasumsikan     bahwa            .   Misal     

           maka             . Ambil     dan      . 

Karena        adalah   bi-Г-ideal   dari    maka  pastilah    memenuhi 

sub Г-semiring,   sehingga   berlaku                 dan 

                     . Karena             maka 

          .        adalah sub Г-semiring dari  . Selanjutnya, 

karena                        maka               

untuk setiap                dan      . Dengan kata lain, 

                      .  

 Karena        adalah sub Г-semiring dari   dan memenuhi 

                       maka terbukti bahwa        adalah 

bi-Г-ideal dari  .                                                                                                                                                                

 

Contoh 3.5.6 

Misal   ℕ     ℕ  adalah Г-semiring. Telah dibuktikan pada 

Contoh 3.5.2 dan 3.5.3 bahwa     ℕ dan     ℕ adalah bi-Г-

ideal dalam Г-semiring  . Maka        dengan         adalah 

bi-Г-ideal dalam Г-semiring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan        dengan         adalah bi-Г-ideal dalam 

Г-semiring.               ℕ   ℕ                  

                   ℕ. Telah dibuktikan  ℕ adalah bi-Г-ideal 

dalam Г-semiring. Jadi, terbukti bahwa        dengan         

adalah bi-Г-ideal dalam Г-semiring.                                                  
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 Misal   adalah himpunan bagian tak kosong dari Г-semiring 

   Misal                                                . 
Misal           . Jelas bahwa       . Dengan Lemma 3.5.5, 

     adalah bi-Г-ideal terkecil dari   yang memuat  .      disebut 

bi-Г-ideal dari   yang dibangun oleh  .         

 

Teorema 3.5.7 

Misal   adalah himpunan bagian tak kosong dari Г-semiring   

maka                 . 

 

Bukti: 

Misal    adalah himpunan bagian tak kosong dari Г-semiring   dan   

              ,   jelas   bahwa      . 

                                   . Karena   

adalah himpunan bagian tak kosong dari   maka    .  

                                     
                                 
                                 
                             
                               
                       

                         

                         

                     

                       

                       

                   

                     

                 

             

sedemikian sehingga diperoleh      . Maka   adalah sub Г-

semiring dari  . 
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                 .   Karena   pada       yang   merupakan 

sub Г-semiring berlaku         maka   adalah bi-Г-ideal dari 

 . 

 Misal C adalah bi-Г-ideal lain dalam   yang memuat 

himpunan  . Pastilah C merupakan sub Г-semiring dari   dan     

maka                 ,    jadi           .   Karena       adalah  

bi-Г-ideal   dari       dan        maka              , jadi  

       . Oleh karena itu                 . Karena 

telah terbukti bahwa jika terdapat bi-Г-ideal lain yang memuat 

himpunan   maka bi-Г-ideal tersebut memuat  , sehingga   adalah 

bi-Г-ideal terkecil dari     yang memuat   . Jadi telah terbukti bahwa  

                  .                                                        

 

Contoh 3.5.8 

Misal     ℤ    dengan               dalam   ℤ    adalah                 

Г-semiring.   Diambil   himpunan   bagian tak kosong dari  , 

      , maka bi-Г-ideal dari   yang dibangun oleh   adalah 
                . Misal            , maka 

diperoleh                  dan                  untuk    setiap         
       .  Maka  bi-Г-ideal dari   yang dibangun oleh   adalah 

                                         . 
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Teorema 3.5.9 

Misalkan   adalah Г-semiring. Misal   adalah bi-Г-ideal dari   dan 

  adalah himpunan bagian tak kosong dari   maka berlaku 

pernyataan berikut:  

(i)     adalah bi-Г-ideal dari  . 

(ii)     adalah bi-Г-ideal dari  . 

 

Bukti: 

i)     adalah bi-Г-ideal dari   jika memenuhi: 

a)     merupakan sub Г-semiring dari  . 
                     . Karena B adalah bi-Г-ideal 

dari   dan    , maka 

                                    

sehingga diperoleh                . Jadi     adalah 

sub Г-semiring dari  . 

b)     memenuhi                  .  

                          

                                        

          . Karena   adalah bi-Г-ideal dari   maka 

                                   sehingga 

diperoleh                  . 

Terbukti bahwa     adalah bi-Г-ideal dari  .                                                                    

ii)     adalah bi-Г-ideal dari   jika memenuhi: 

a)     merupakan sub Г-semiring dari  . 

                     . Karena B adalah bi-Г-ideal 

dari   dan    , maka 

                                    

sehingga diperoleh                . Jadi     adalah 

sub Г-semiring dari  . 

b)     memenuhi                  .  

                          
                                      
                                    sehingga 

diperoleh                  . 

Terbukti bahwa     adalah bi-Г-ideal dari  .                                                                    
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Contoh 3.5.10 

Selidiki apakah       ? Misal     
  
  

          ℤ   

dengan     
  
    

       ℤ   adalah Г-semiring. Kemudian 

diambil himpunan bagian tak kosong dari  ,     
   

    
 .  

 

Bukti: 

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa   dan   adalah semigrup 

komutatif terhadap penjumlahan.       adalah semigrup komutatif 

jika memenuhi: 

1)         tertutup.   Ambil  sebarang                 ℤ , 

maka  
  
  

   
  
  

   
      
      

 . Dari Tabel 3.5, 

dapat dilihat bahwa                                    . 

Maka  
      
      

   , karena untuk setiap 

                ℤ . Jadi       tertutup.  

2)        assosiatif.  Akan ditunjukkan berlaku sifat assosiatif pada 
     . Ambil    sebarang                           ℤ , maka 

  
  
  

   
  
  

    
  
  

   
      
      

   
  
  

  

  
              
              

   
          
          

  

  
              

              
  

  
  
  

    
  
  

   
  
  

   

Terbukti     bahwa     untuk    sebarang            ℤ     berlaku  
               . Jadi        assosiatif . 

3)        komutatif. Akan ditunjukkan berlaku sifat komutatif 

pada        .   Ambil   sebarang                   ℤ ,   

maka  
  
  

   
  
  

   
      
      

 , sedangkan di pihak 

lain  
  
  

   
  
  

   
      
      

   
      
      

 , 
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karena berlaku sifat komutatif untuk setiap     ℤ . Jadi       
komutatif.   

Karena memenuhi 1), 2) dan 3) maka terbukti bahwa       adalah 

semigrup komutatif.                                                                             

       adalah semigrup komutatif jika memenuhi: 

1)       tertutup. Ambil sebarang         ℤ , maka 

 
  
    

   
  
    

   
      
    

 . Dari Tabel 3.5, dapat 

dilihat bahwa                                    . 

 
      
    

   , terbukti untuk setiap         ℤ . Jadi   

tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

2)         assosiatif.   Akan   ditunjukkan   berlaku   sifat   

assosiatif   pada      . Ambil sebarang             ℤ , maka 

  
  
    

   
  

    
    

  

    
   

      

    
   

  

    
  

  
              

    
   

          

    
  

  
              

    
  

  
  
    

    
  

    
   

  

    
  .  

Terbukti     bahwa       
    
      

     
    

      
      

    

      
    

 
  
    

    
  

    
   

  

    
  . Jadi   assosiatif terhadap 

operasi penjumlahan. 

3)         komutatif.   Akan   ditunjukkan   berlaku   sifat 

komutatif   pada        .   Ambil  sebarang         ℤ , maka 

 
  
    

   
  
    

   
      
    

 , sedangkan di pihak lain 

 
  
    

   
  
    

   
      
    

   
      
    

 , 

karena berlaku  
  
    

   
  
    

   
  
    

   
  
    

 . Jadi   

komutatif terhadap operasi penjumlahan.    

Karena memenuhi 1), 2) dan 3) maka terbukti bahwa       adalah 

semigrup komutatif.                                                                             
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 Selanjutnya,   akan   dibuktikan   bahwa       adalah            

Г-semiring.   Harus   ditunjukkan       memenuhi   pemetaan 

                          untuk   setiap          

dan      .   Ambil   sebarang                        ℤ ,    maka  

 
  
  

     
  

    
     

  
  

     
          

          
     

  
  

  

  
    
    

   
  
  

   
              
              

 . Karena dari 

Tabel   3.5   dan   3.6   diperoleh                                 

         dan                                    . ℤ  tertutup 

terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan sehingga, 

 
              
              

   . Jadi untuk setiap       dan     

berlaku                        . Terbukti   adalah  

Г-semiring.                                                                                           

 Misal   diambil   himpunan   bagian  tak kosong dari  , 

yakni       
  
    

       ℤ  .   Akan dibuktikan bahwa   adalah  

bi-Г-ideal dari  . Terlebih dahulu harus ditunjukkan   merupakan 

sub Г-semiring dari  .   harus memenuhi              dan 

    . Ambil sebarang             ℤ , maka    

 
  
    

   
  

    
   

  

    
   

    

    
   

  

    
 .  

  
            

          
   

      

    
 . Karena ℤ  tertutup terhadap 

operasi penjumlahan dan pergandaan sehingga  
      

    
   . Jadi 

untuk setiap       dan      berlaku      . Terbukti   

adalah sub Г-semiring dari  .  

 Akan     dibuktikan         adalah   bi-Г-ideal   dari    .   

Harus    ditunjukkan             .   Misal                  ℤ , 

     
  
    

     
  

    
     

  
  

 , maka 
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= 
                  

    
   

  
    

  

  
                      

    
 . 

 
                        

    
       .    Jadi    untuk    setiap  

   
  
    

     
  

    
     

  
  

 ,  dengan              

     ℤ  berlaku        . Terbukti   adalah bi-Г-ideal dari  . 

 Kemudian diambil himpunan bagian tak kosong dari  , 

    
   

    
  maka  

     
  
    

   
  
    

    
   

    
    

   
    

    
   

    
  

   
         
    

  

      
   

    
   

  
    

   
  
    

   
  
  

   
  
    

  

   
   

    
  

Jadi        .  

 

Contoh 3.5.11 

Misal   ℕ dengan    ℕ adalah Г-semiring. Maka   ℕ 

adalah bi-Г-ideal dari  . Selidiki apakah        , jika diambil 

          ℕ? 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa   ℕ adalah bi-Г-ideal dari  . Maka harus 

ditunjukkan   ℕ adalah sub Г-semiring dari   yang memenuhi 

       .   ℕ jelas merupakan sub Г-semiring dari  . Misal 

        dan    , maka operasi pergandaan pada       

diberikan pada tabel berikut: 
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Tabel 3.12 Operasi pergandaan pada        

 

                

                        

                      

                      

                    

                      

                    

                    

                  

 

Dari Tabel 3.12 diperoleh        ℕ  ℕ. Jadi        . 

Karena   ℕ adalah sub Г-semiring dari   yang memenuhi 

       , terbukti   adalah bi-Г-ideal dari  .                                                          

 Selanjutnya, misal         dan    . Operasi 

pergandaan pada     dan     akan didefinisikan pada tabel-tabel 

berikut: 

 

Tabel 3.13 Operasi pergandaan pada      

 

          

                      

              ℕ    ℕ 

             

       ℕ    ℕ 

 

Tabel 3.14 Operasi pergandaan pada         

 

          

                      

              ℕ    ℕ 

             

       ℕ    ℕ 

 

Diperoleh        .             
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 Dari contoh 3.5.10 dan 3.5.11 dapat diambil kesimpulan 

bahwa         jika Г-semiring   berlaku komutatif terhadap 

pergandaan.                                                      

 

Akibat 3.5.12 

Misal   adalah Г-semiring. Untuk bilangan bulat positif n, misal 

           adalah bi-Г-ideal dari  . Maka            adalah 

bi-Г-ideal dari  . 

 

Bukti: 

Akibat akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika. 

Dengan Teorema 3.5.9, maka       adalah bi-Г-ideal dari  . 

Selanjutnya, diketahui n adalah bilangan bulat positif dan    . 

Diasumsikan            adalah bi-Г-ideal dari  . 

 Karena                                  , 

maka                 menurut Teorema 3.5.9 adalah bi-Г-

ideal dari  . Dengan induksi matematika dapat dibuktikan 

                adalah bi-Г-ideal dari  , maka terbukti bahwa 

           adalah bi-Г-ideal dari  .                                                                                    

                                                                                                    

 

3.6 Bi-Simple Г-Semiring 

Definisi 3.6.1 (Nol dari Г-semiring)  

Misal   adalah Г-semiring. Jika terdapat     sedemikian sehingga 

          dan                     maka 0 

disebut elemen nol dari Г-semiring  . Dalam kasus ini dikatakan 

bahwa   adalah Г-semiring dengan nol. 

 

Contoh 3.6.2 

Misal ℤ          adalah himpunan bilangan bulat modulo 2. ℤ  

adalah Г-semiring dengan nol    ℕ . 
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Bukti: 

Pada  Contoh  3.3.2,  telah  dibuktikan bahwa   ℤ           adalah 

Г-semiring. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa ℤ          adalah 

Г-semiring dengan nol. Harus ditunjukkan ℤ  mempunyai elemen 

nol. Dari Tabel 3.5 dan 3.6 dapat dilihat bahwa terdapat     ℤ  

memenuhi                       dan                        
   ℤ      . Maka ℤ  mempunyai elemen nol. Terbukti bahwa 

ℤ  adalah Г-semiring dengan nol.                                                        

 

Definisi 3.6.3 (0-Simple Γ-semiring)  

Sebuah Г-semiring   dengan nol disebut 0-simple jika         
dan   tidak mempunyai ideal lain selain 0 dan  . 

 

Contoh 3.6.4 

Misal ℤ          adalah himpunan bilangan bulat modulo 2. Telah 

dibuktikan pada Contoh 3.6.2 bahwa ℤ  adalah Г-semiring dengan 

nol. Maka ℤ  adalah 0-simple Г-semiring. 

 

Bukti: 

Akan   dibuktikan   ℤ            adalah   0-simple Г-semiring.  

Harus   dibuktikan   bahwa     ℤ    memenuhi             dan 

    tidak   mempunyai   ideal   lain   selain   0   dan    . Pada   

Contoh 3.3.2 telah ditunjukkan bahwa   memenuhi pemetaan 

ℤ    ℤ  ℤ  dengan operasi pergandaan untuk setiap     ℤ  

dan untuk setiap         ℕ,  maka dari  Tabel 3.7 diperoleh 

               . 
 Selanjutnya, ideal dari ℤ  adalah      dan        . Dengan kata 

lain, ideal dari ℤ  adalah elemen identitas dalam hal ini    dan ℤ  itu 

sendiri.        

 Karena, telah terbukti bahwa ℤ  adalah Г-semiring dengan 

nol,         dan ℤ  tidak mempunyai ideal lain selain    dan 

dirinya sendiri, maka ℤ  adalah 0-simple Г-semiring.                                                            

 

Definisi 3.6.5 (Bi-simple Г-semiring) 

Misal   adalah Г-semiring.   disebut bi-simple Г-semiring jika   

adalah bi-Г-ideal tunggal dari  . 
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Contoh 3.6.6 

Misal    diambil               dan         .     dan       

merupakan semigrup   komutatif   terhadap   penjumlahan   yang   

didefinisikan sebagai                 
   

 
           dan   

              
   

 
        . Terdapat pemetaan  

                            untuk setiap       dan 

setiap    . Maka       adalah Г-semiring sekaligus bi-simple 

Г-semiring. 

 

Bukti: 

Akan dibuktikan   adalah bi-simple Г-semiring. Maka harus 

ditunjukkan bahwa   adalah bi-Г-ideal tunggal dari  . Dengan 

operasi pergandaan, akan ditunjukkan terlebih dahulu   adalah bi-Г-

ideal, maka harus memenuhi        .            .   

memenuhi        . Jadi   adalah bi-Г-ideal.   merupakan bi-

Г-ideal dari   sendiri karena   hanya memiliki satu anggota 

saja,yakni  . Jelas    adalah bi-Г-ideal satu-satunya  dari   .   Maka,  

terbukti  bahwa     adalah    bi-simple Г-semiring.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

 

Teorema 3.6.7 

Misal   adalah Г-semiring.   adalah bi-simple Г-semiring jika dan 

hanya jika             . 

 

Bukti: 

Misalkan   adalah Г-semiring. 
    Diasumsikan bahwa   adalah bi-simple Г-semiring. misal 

   ,  dengan  Teorema 3.5.9  dan  Akibat 3.5.12,       adalah  

bi-Г-ideal dari  . Dengan demikian            adalah bi-Г-

ideal dari  . Karena   adalah bi-simple Г-semiring, sesuai Definisi 

3.6.5 maka        .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
    Diasumsikan  bahwa              .  Akan dibuktikan   

  adalah  bi-simple Г-semiring atau   adalah bi-Г-ideal tunggal dari 

 . Misal B adalah bi-Г-ideal dari  . Jelas bahwa    . Misalkan 

    maka     sehingga sesuai dengan asumsi, maka   
     .  
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 Karena     dan      maka    . Dengan kata lain   

adalah bi-Г-ideal tunggal dari  . Jadi terbukti   adalah bi-simple  

Г-semiring.                                                                                                                               

 

Contoh 3.6.8 

Misalkan              adalah bi-simple Г-semiring, maka   

memenuhi             .  

 

Bukti: 

Karena      ,  maka   dengan   operasi  pergandaan biasa 

                   dan        . Jadi   memenuhi 

            .                                                                                                                                       

 

Teorema 3.6.9 

Misal   adalah Г-semiring dan   adalah bi-Г-ideal dari  .   adalah  

minimal  bi-Г-ideal dari     jika dan hanya jika    adalah bi-simple 

Г-semiring. 

 

Bukti:  

Misal   adalah Г-semiring dan B adalah bi-Г-ideal dari  .   
    Diasumsikan bahwa B adalah minimal bi-Г-ideal dari  , akan 

dibuktikan B adalah bi-simple Г-semiring. 

Misal C adalah bi-Г-ideal dari B, maka     dan        . 

Karena     adalah bi-Г-ideal dari  , menurut Teorema 3.5.9, 

      adalah bi-Г-ideal dari  .       adalah bi-Г-ideal dari   

yang termuat dalam B. Sedangkan B adalah minimal bi-Г-ideal dari 

  dan          maka haruslah        . Oleh karena itu 

         , sehingga    .                         

 Karena       dan       maka     . Maka B adalah 

bi-Г-ideal tunggal dari B. Dengan kata lain, B adalah satu-satunya bi-

Г-ideal dari B.  Menurut Definisi  3.6.5,  maka  B  adalah  bi-simple  

Г-semiring.                                                                                                                                                     
    Diasumsikan bahwa B adalah bi-simple Г-semiring, akan 

dibuktikan B adalah minimal bi-Г-ideal dari  .  

Misal C adalah bi-Г-ideal dari   sedemikian sehingga    . 

Karena       dan       maka                 

sehingga diperoleh         .  Oleh  karena itu,  C adalah bi-Г-
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ideal dari  B.  Sedangkan,   menurut   Definisi  3.6.5,      haruslah  

satu-satunya bi-Г-ideal dari B. Dengan kata lain, B tidak memuat bi-

Г-ideal lain selain     itu sendiri.  Maka  haruslah     .  Jadi B 

adalah minimal bi-Г-ideal dari  .                                                                                                                                   

 

Contoh 3.6.10 

Misal              adalah bi-simple Г-semiring, maka   

adalah minimal bi-Г-ideal.   

 

Bukti: 

      adalah bi-Г-ideal dari           itu sendiri.   adalah bi-

Г-ideal tunggal karena dalam   yang merupakan Г-semiring, tidak 

terdapat bi-Г-ideal lain selain  . Karena   adalah bi-Г-ideal 

tunggal dan tidak memuat bi-Г-ideal lain selain dirinya sendiri 

maka   dapat disebut minimal bi-Г-ideal.                                         
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BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

4.1 Kesimpulan 

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut: 

1. Bi-Г-ideal  dalam  Г-semiring     dapat  dibangun  oleh  sub  Г-

semiring dari  , misalkan  , yang memenuhi        . 

2. Misalkan   adalah Г-semiring,   adalah bi-Г-ideal dan   adalah 

himpunan bagian tak kosong dari Г-semiring  .   

i. Bi-Г-ideal    yang    dibangun   oleh       adalah        
           .     

ii.     dan     adalah bi-Г-ideal dari  .  

iii.   adalah bi-simple Г-semiring jika   adalah bi-Г-ideal 

tunggal dari  .   adalah bi-Г-ideal tunggal dari   dapat 

dinyatakan dengan             . 

iv.   disebut minimal bi-Г-ideal dari   jika dan hanya jika   

adalah bi-simple Г-semiring. Dengan kata lain,   disebut 

minimal bi-Г-ideal dari   jika dan hanya   adalah bi-Г-

ideal tunggal dari  .  

 

4.2 Saran 

Pada pembahasan lebih lanjut disarankan untuk membahas 

bi-Г-ideal dalam Г-semiring jika dibangun dari quasi-Г-ideal dalam 

Г-semiring.     
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