BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada pembahasan berikut akan ditunjukkan cara rméa@en
pelabelansuper edge-graceful Q(a)P(b) padacycle dengan satu
chord dan graDumbbell.

3.1 Pelabelan edge-graceful pada cycle dengan satu chord.
Teorema berikut akan menunjukkan baheyale dengan satu
chord untukp ganjil dapat dilabeli dengan pelabekuige-graceful.

Teorema 3.1
Jika G adalah gratycle dengan satghord untukp ganjil, makaG
adalahedge-graceful.

Bukti :

Graf C, () dengarp ganjil, mempunyai jumlah titik ganjil dan
jumlah garis genap. Himpunan titik-tittk pada gmgf(r) adalah
V= {v,vs ..., Vp} dan himpunan nilai titik-titiknya
P ={0,1,2,...,p} sedangkan himpunan garis-garis pada Gyi)
adalahE = {(vy, v,), ..., (Vp-1, ), (v1, v ), (¥4, 1)} dan himpunan
label garis-garisny@ = {0,1,2, ...,p + 1}.

Garis (v4,v,) dilabeli dengan 0, sedangkan pada garis-garis
yang lain dilabeli dengan {1,2,p},searah jarum jam. Setelah semua
garis pada’,(r) dilabeli, maka sesuai definisi didapatkan pelabela
pada titik-titiknya yaitu {1,3,...,0,2,4,p-1}, seperti terlihat pada
tabel 3.1.

Setelah titik-titik dan garis-garisnya terlabelirliteat bahwa
setiap himpunan & mempunyai kawan tepat satuRlidan semua
anggota dari himpunal® mempunyai kawan dv. Begitu juga pada
himpunanE, setiap himpunan d& mempunyai kawan tepat satu@li
dan semua anggota dari himpur@mempunyai kawan dt. Oleh
karena pasangan fung§f,f*) satu-satu dan onto, maka kedua
fungsi tersebut bijektif. Pada pelabelan di atagjterlihat bahwa
fungsif*(u) = (Z(u,,,)EE(G)f(u, v))(mod p) sesuai dengan definisi
padaedge-graceful. Maka grafC,(r) merupakan graédge—gracefl#

21



Tabel 3.1 Pelabeldadge-graceful jika p ganijil

Q P Pe('sab‘?'a” Pelabelan Titik
aris
012,30} | {0,1,2,3,....p-1} Frv) =1
fLv) =1 | Fep =
vy =2 |13
f(v3,v4) =3
frw) =0
f(vlivp) =p
fn,v) =0 f*(Vp) =p—1

Langkah-langkah pelabelasdge-graceful padacycle dengan satu
chord untukp ganjil adalah sebagai berikut :

1. Mengkonstruksi grafycle dengan satohord

2. Menentukan jumlah titik-titik dan jumlah garis-gampada graf
cycle dengan satchord

3. Menentukan titik; sampaiv, searah jarum jam

4. Menentukan himpunan nilai titik-titik dan himpunkatoel garis-
garis sesuai definisi

5. Melabeli garis-garis pada grajcle dengan satehord dengan
fungsif: E — Q bijektif dan searah jarum jam

6. Melabeli titik-titik pada grafcycle dengan satichord dengan
fungsif*:V — P bijekiif

7. Graf cycle dengan satuchord memenuhi pelabelaredge-
graceful.

Contoh 3.1:

Pelabelaredge-graceful padaC,(5)

1.
2.
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Mengkonstruksi graf, (5)

Graf C;(5) mempunyai jumlah titik 7 dan jumlah garisnya 8.
Himpunan titik-titik dan garis-garisnya adalah
V ={vy,v,,.., 07} dan

E = {(vy,v2), ..., We, v7), (v1,v7), (v1,V5)}

Menentukan titik {v,,v,, ..., v;} searah jarum jam. Seperti
terlihat pada Gambar 3.1



4.

5.

V3
V2

V4

VA1

V5

V7
V6

Gambar 3.1 Graf',(5)

Himpunan label garis-garis dan himpunan nilai 4itilkknya

adalahQ ={0,1,2,3,4,5,6,7} da® ={0,1,2,3,4,5,6}

Garis (v4,vs) dilabeli dengan 0 dan garis-garis yang lain

dilabeli dengan {1,2,3,4,5,6,7} searah jarum jaim,i ghelabelan

tersebut terlihat bahwa setiap anggota dari himp&raemiliki

tepat satu label pada himpunap, jadi fungsi f:E - Q

merupakan fungsi satu-satu damto. Dengan kata lain, fungsi

adalah fungsi bijektif.

Titik-titik pada graf C;(5) dilabeli dengan uraian sebagai

berikut :

frv) = ((171'172) + (v, v5) + (171'177))("1061 7) =
A+0+7)(mod7) =1

fr(vp) = ((V1»172) + (Uz»vg))(mOd 7)=(1+2)(mod7) =

3

f*(Ws) = ((vz,v3) + (vs,v4))(mod 7) = (2 + 3)(mod 7) =
5

f*(Wa) = ((V3,v4) + (v, v5))(mod 7) = (3 + H)(mod 7) =
0

f*ws) = ((va,v5) + (v1,v5) + (vs,v6) ) (mod 7) =
(4+0+5)(mod7) =2

f*we) = ((vs,v6) + (v6,v7))(mod 7) = (5 + 6)(mod 7) =
4

f*ws) = ((ve,v7) + (v1,v7))(mod 7) = (6 + 7)(mod 7) =
6

karenaf * satu-satu dan onto, jadi fungSi tersebut bijektif.
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7. Oleh karena kedua funggf, f*) bijektif, sehingga grat’;(5)
dapat dilabeli dengan aturan pelabelagdge-graceful
sebagaimana terlihat pada Gambar 3.2

Gambar 3.2 pelabelaige-graceful untukC-,(5)

Pelabelanegde-graceful pada grafC,(5) seperti yang telah
dijabarkan di atas terlihat pada tabel 3.2 berikut.

Tabel 3.2 PelabelaBdge-graceful pada grat’,(5)

© 3 Pelabelan Garis Pe'_l_ai?ﬁian
{0,1,2,3,4,5,6,7}| {0,1,2,3,4,5,6} | f(v,,v,) =1 A

f(v21v3) =2 f*(vl) : 1

fr(w;) =3

f(Ug,U4) =3 * _
flopvsy =4 | L) =3
f(vs,v6) =5 f*(w') : 2
flogv) =6 |F)=2
fwy,v,) =7 f*(vﬁ) : 6
fopvy=0 | F@D=

Berikut ini adalah contoh yang menunjukkan bahwa adle
dengan satwchord untuk p ganjil yang juga merupaka@(a)P(b)-
SEG yaitup = 5danr = 3.

Contoh 3.2:

Graf C5(3) adalahQ(a)P(b)-SEG untuk
l.a=1ldanb<3

2.a=2damb<1
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Pada grafCs(3) denganp ganjil, himpunan titik-titik dan
himpunan garis-garisnya sebagai berikut :
V ={vy,v3,v3,14 s}
E = {(v1,v;), (03, v3), (v3,v4), (04, V5), (V1, V5), (V1,3)}

Pada grat’;s(3) mempunyai jumlah titik yang ganjil dan jumlah
garis yang genap. Menurut definisi, jika jumlaliktiya ganjil dan
jumlah garisnya genap, maka himpunan nilai titilktilan himpunan
label garis-garisnya berturut-turut sebagai berikut

Q(a) ={ta t(a+1),t(a+2)}dan

P(b) ={0} U {+b, (b + 1)}

Selanjutnya menentukan titik-titik,, ..., vs searah jarum jam,
kemudian menentukan garishord, karena r =3 maka chord
merupakan garis yang menghubungkan antarajtiklengan titik
v3. Pada kasus :

1. a. Untuk a=1 dan b =1 pelabelan garis dan pelabelan
titiknya yaitu :
Himpunan pelabelan garisny@(1) = {—3,-2,—-1,1,2,3}
dengan uraian sebagai berikut :

f(wy,v) =1
fvy,v3) = =2
f(vs,vy) =3
f(v4,v5) =-1
f(v1'v5) =2
f(wy,v3) = -3

Setiap anggota dari himpunan garis-garisnya memilik
tepat satu label pada himpunan label garis-garidbgagan
demikian, dapat dikatakan bahwa fungsiE — Q adalah
fungsi satu-satu damnto. Karenaf: E — Q adalah satu-satu
danonto maka terlihat bahwg: E — Q bijektif.

Setelah semua garis terlabeli, langkah selanjutnya
melabeli titik-titik pada grat’s(3) dimana fungsf™:V — P
yang didefinisikan denganf*(w) = X wvere) f (W v)
diuraikan sebagai berikut :
fr(1) =(v1,v2) + (v, V5) + (v1,v3) =1+2+(-3)=0
fr(w2) =(vy, ) + (o, v3) =1+ (=2) = -1
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fr(w3) =(vo,v3) + (3, 14) + (Vy,v3) = —2+3+(=3) =
-2

fr(Ws) =(v3,v4) + (Vgv5) =3+ (=1) =2

[r(Ws) =(vg,v5) + (v, v5) = —1+2=1

karenaf * satu-satu daanto, makaf ™ bijektif.

Kedua fungsif dan f* sama-sama bijektif sehingga
graf C5(3) untuka=1 danb=1 dapat dilabeli dengan aturan
pelabelan super edge-graceful Q(a)P(b) sebagaimana
terlihat pada Gambar 3.3.

Gambar 3.3 pelabelaper edge-graceful Q(a)P(b) untuk
Cs(3) dengam,b =1

. Untuk b =2, himpunan nilai titik-tittknya adalah

P(2) = {—3,-2,0,2,3}, didapatkan pelabelan garis-garisnya
sebagai berikut :

f(v,v) =1
f(wy,v3) =2
f(vs,v) =3
f(‘l?4_,‘175) =3
f(vlJUS) =-1
f(vy,v3) = -2

Fungsif: E - Q adalah bijektif, karena setiap anggota
dari himpunan garis-garisnya memiliki tepat satielgpada
himpunan label garis-garisnya.

Pelabelan titik-titik pada grafs(3) diuraikan sebagai
berikut :



fr(1) =(v1,v3) + (v1,V5) + (vy,v3) =1+(-1)+(-2) = -2
fr(w2) =(vy,v3) + (v, v3) =1+2=3
f*(v3)(=(1)72;173) + (v3,v4) + (W, v3) =2+ (=3) +
—2)=-3
[ (va) =(v3,v4) + (Vs,v5) =(=3)+(3) =0
[ (s) =(vs,v5) + (vy,v5) =3+ (1) =2
karenaf * satu-satu daonto, makaf ™ bijektif.
Oleh karena kedua fungsf, f*) bijektif, sehingga
graf Cs(3) dapat dilabeli dengan aturan pelabel{th)P(2)-
SEGSeperti terlihat pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4 pelabelaper edge-graceful Q(a)P(b) untuk
C5(3) dengarmu = 1 danb = 2

. Untuk b =3, himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(3) = {—4,—3,0,3,4}, didapatkan pelabelan garis-garisnya
sebagai berikut :

f(v,v) =1
f(vy,v3) =3
f(v3,v4) = =2
f(v4,v5) =-1
f(vlJUS) =-3
f(v1,v3) =2

Setiap anggota dari himpundh memiliki tepat satu
label pada himpunag@. Dengan demikian, dapat dikatakan
bahwa fungsf: E — Q adalah bijektif.
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Sesuai dengan definisi fungsi
f (W) = Xwwmere) f(w,v) didapatkan pelabelan titik-titik
sebagai berikut :
(1) =(vy,v5) + (vg,5) + (vy, v3) =1+(-3)+2=0
fr(y) =(v,v;) + (p,v3) =1+3 =4
fr(w3) =(v3,v3) + (v3,v4) + (V1,v3) =3+ (-2)+2 =

3
fr(a) =(v3,v4) + (g, v5) = =2+ (1) =-3
frWs) =(v4,v5) + (v1,v5) = -1+ (-3) = —4
karenaf * satu-satu daonto, makaf ™ bijektif.

Graf C5(3) untuk a =1 dan b = 3 dapat dilabeli
dengan aturasuper edge-graceful Q(a)P(b) karena fungsi
(f, f) bijektif, sebagaimana terlihat pada Gambar 3.5.

Gambar 3.5 Graf5(3) untuka = 1,b =3

Untuk a = 2 danb = 1 didapatkamQ (2) = {—4,—-3,—2,2,3,4}
danP(1) = {—2,—1,0,1,2}. Pelabelan garis-garis dan pelabelan
titik-titiknya diuraikan sebagai berikut:

Pelabelan garig (v,,v,) = 2

fy,v3) = -3
f(v3,vy) = =2
f(v4,v5) =4
f(v1'v5) =—4
f(w,v3) =3
Pelabelan titik f*(v;) = (v1,v3) + (v1,v5) + (v1,v3) =2+
(-9)+3=1



[f(wp) = (v, v2) + (v, v3) =2+ (=3) =-1

fT(w3) = (2, v3) + (W3, v4) + (v, v3) = =3+ (-2) +
3=-2

[f(y) = (V3,v8) + (Vg,v5) = —2+4=2

fr(Ws) = (g, v5) + (v, v5) =4+ (—4)=0

Setiap anggota daik memiliki tepat satu label pada
dan setiap anggota dali memiliki tepat satu label pad@.
Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa furfgsi —» @ dan
fungsi f*:V — P adalah fungsi satu-satu damto. Karena
fungsi f dan f* bijektif, sehingga GralCs(3) dapat dilabeli
dengan aturansuper edge-graceful Q(2)P(1) sebagaimana
terlihat pada Gambar 3.6.

Gambar 3.6 pelabela@(a)P(b)-SEG pada graf;(3) untuk
a=2danb=1

Berdasarkan penjelasan di atas, terbukti bahwa €yé3)
untuka = 1p < 3 dana = 2p < 1 adalahsuper edge-graceful

Q(a)P(b).

Berikut adalah tabel yang berisi penjabaran dalalsan-
pelabelan pada titik-titik dan garis-garis yang aditkan di atas,
untuk nilai a dan b tertentu sehingga dihasilkan himpunan label
garis-garigQ(a) dan himpunan nilai titik-titikP(b).
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Tabel 3.3 Pelabelan pada g€af3)

Pelabelan Pelabelan
a Q@ P(b) Garis Titik
3, 2, 1,42 10| fwy,v) =1 -
12,3 |12 Fomvy = —2 | £ =0
f(U3,U4) = 3 f*(‘UZ) : _1
f(V4., US) =-1 f*gv3§ : 2_2
f(Vlfvs) = 2 ;*(‘U[l-) : 1
: fvy,vy) = =3 -
2 3, 2, 0, fv,v,) = 1 Ly )
23 |feuy=2 | L2
f(vz,v,) =-3 ;*(zz) : -3
f(U4,U5)=3 *( 3):0
f(V1,U5) =-1 f* V4 :
flovy=—2 | ) =2
3 4, 3,0, flopvs) =1 o
3.4 | flogvyy =3 | R00=0
f(173,174) 51 7 4 f*(VZ) : 3
o T2 s
f(vllUS) =-3 f* 4 :
fvy=2 | F'Ws) =4
2[ 1| 4 3,2, 2,02, -1, O, | f(on,0,) = 2 ¥y
3,4) DIRN itz = o (A5 S
f(v3,v4) = =2 f*(VZ) : _2
f(174, 175) =4 f*(v3) : 2_
f(vlﬁUS) =-4 f*(V4) : 0
fapv=3 | T =

3.2 Pelabelan super edge-graceful Q(a)P(b) pada cycle dengan

satu chord.

Teorema di bawah ini membuktikan bahwale dengan satu
chord untukp = 2n danr = n + 1 dapat dilabeli dengan pelabelan

Q(a)P(b)-SEG.

Teorema 3.2

C,,, (n+1) adalal(a)P(b)-SEG untukn > 3.
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Bukti :

Misal n=2, maka terdapat gréf,(3) yang merupakan grafcle
denganp genap. GrafC,(3) mempunyai jumlah titik genap dan
jumlah garis yang ganjil, himpunan nilai titik-ktidan himpunan
label garis-garisnya sebagai berikut :

Q@ ={-(a+1),—a,0,a,(a+1)}
P(b) ={—(b+1),—b,b,(b + 1)}

Diketahuir = 3 makachord menghubungkan titik»; dan v;.
Misal label garisi;, v3) tidak O dare=x dana+1=y, maka terdapat
dua titik yang mempunyai nilai sama, seperti padekar 3.7.

Gambar 3.7 Graf,(3)

Gambar di atas menunjukkan bah@éa) = {—y, —x,0, x, v}
danP(b) = {x,x, (—x + y), (—x — ¥)} sehingga terlihat jelas bahwa
pemetaan fungsf:V — P tidak bijektif. Jadi, grafC,(3) bukan
Q(a)P(b)-SEG. [

Pelabelan garis dan titik pada gré@f(3) seperti yang telah
dijabarkan di atas, disajikan dalam tabel 3.4 erddaini.

Tabel 3.4 Pelabelan pada g€a{3) untuka,b > 1

al|b Q(a) P(b) Pelabelan Garis | Pelabelan Titik
x| x4y x Ly x (v, v2) =0 2
0%y} |xy} §<52,'£3) —x | =—x-y
f(vs,va) =y f*(VZ) _ *
fonvy=—x |L()=x
fv,v3) = -y fiw,) = x4y
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Oleh karena itu, terjadi kontradiksi dengan peragat pada
teorema 3.2 di atas, sehingga terbukti bahwa ptxagé,, (n+1)
adalahQ(a)P(b)-SEG untukn > 3 adalah benar.

Langkah-langkah pelabelasuper edge-graceful Q(a)P(b) pada
cycle dengan satohord adalah sebagai berikut:
1. Mengkonstrukstycle dengan satahord
a. Mengkonstrukscycle C,,(r) secara melingkar
b. Mengkonstruksi titik-titikv, ..., v, searah jarum jam
c. Mengkonstruksi garis-garis yang incident dengarnk tit
V1, s Vp
d. Mengkonstruksi garighord yang menghubungkan titil;
dengary,
2. Menentukan jumlah garis-garis dan jumlah titikktiiadacycle
dengan satohord
3. Menentukan himpunan label garis-garis dan himpungai
titik-titik.
Qa)={xa, t(a+1),..,t(a+ qz;z)} jika g genap
Qa)= {0} U{£a,x(a+1),..,£(a + qT_‘?’)} jika g ganjil
P(b) = {£b, 2(b + 1), .., (b + =)} jikap genap

P(b) = {0} U {£b, £(b + 1), ..., (b + =)} jika p ganijil.

4. Melabeli garis-garis pada&ycle dengan satuchord dengan
fungsif: E — Q bijektif.

5. Melabeli titik-titik padacycle dengan satghord dengan fungsi
f*:V - P bijektif.

6. Cycle dengan satuchord memenuhi pelabelarsuper edge-
graceful Q(a)P(b).

Contoh 3.3:
PelabelarQ(a)P(b)-SEG pada graf,(3) untuka=2 danb=1

Graf C4(3) mempunyai jumlah titik 4 dan jumlah garis 5, jadi
himpunan titik-titik dan himpunan garis-garisnya akaih
V= {171,172,173,174} dan
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E = {(vy,v2), (02, v3), (V3,14), (V4, v1), (v, v3)} karena jumlah
titiknya genap dan jumlah garisnya ganjil una# danb=1 maka
himpunan nilai titik-titik dan himpunan label gagarisnya adalah
sebagai berikut :

Q(2)={-3,—-2,0,2,3} danP(1)= {—2,—-1,1,2}

Garis-garis (v1, v5), (v, v3), (v3,v4), (V4, 1), (v, v3) dilabeli
dengan {0,2,3,-2,-3}. Karena setiap garis pada g@f(3)
mempunyai kawan tepat satu@j2) danQ(2) habis berkawan d,
maka jelas bahwa fungfi E — Q adalah bijektif.

Melabeli titik-titik pada grafC,(3) dengan definisi fungsi
pelabelan titik sebagai berikyt*(w) = X vee) f (W, v), pada
pelabelan titik-titiknya terdapaf*(v,) = =5 dimana —5 & P(1)
dan terdapat dua titik yang memiliki label samhirsgga pemetaan
pada fungsif* bukan bijektif. Jadi, gra€,(3) tidak dapat dilabeli
dengan aturan pelabel&fa)P(b)-SEG seperti terlihat pada Gambar
3.8 berikut.

Gambar 3.8 Pelabelan pada gfaf3) untuka=2 danb=1

PelabelanQ(a)P(b)-SEG pada gralC,(3) seperti yang telah
dijabarkan di atas disajikan pada tabel 3.5.

Tabel 3.5 Pelabelan pada g€a{3) untuka = 2 danb = 1

alb Q@) P(b) Pelabelan Garis | Pelabelan Titik
21 1| {3, -2, 0,|] { -2, -1, (v, v,) =0 »

2,3} 1,2} %;Z) =g (=SS
f(vs,vy) =3 f*(UZ) _ 2
fovg=—2 |£.08)=
f(vy,v3) = =3 [ =1
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Contoh 3.4:
PelabelanQ(a)P(b)-SEG pada grafC;,(6), misalkana =1 dan
b = 3.

Dapat diketahui jumlah titik pada gréf,(6) adalah 10 dan
jumlah garisnya adalah 11. Himpunan titik-titik daimpunan garis-
garisnya adalah sebagai berikut :

V = {Ul, 172, ...,Ulo}
E = {(v1,v2), (02,V3), ..., (Vg, V10), (V1, V10), (V1, V6 )}

Karena jumlah titiknya genap dan jumlah garisnyajiganaka
himpunan nilai titik-tittknya dan himpunan label rigagarisnya
adalah sebagai berikut:

Q(1)={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}5
P(3)={-7,—6,—5, —4,—3,3,4,5,6,7}

Sebelum melabeli garis dan titik terlebih dahuluner@ukan
titik v, dan titik-titik yang lain searah jarum jam. Kenam
melabeli garis-garis dan melabeli titik-titiknyaelRbelan garis-garis
dan titik-titiknya akan diuraikan sebai berikut :

Garis 1,v3) =1, (v3,v3) = =5, (V3,v4) =4, (v4,Vs) = -3,
(s,v6) =5, (Wevy) =-2, (v5,v8) =1, (vgvg) = —4,
(vg, v19) = 2, (v1,v10) =3, (v1,v6) =0 dan titk v; =4,v, =
—4,v3 =—-1,v, =1,v5 =2, v, =3,v;, = =3,V = —5,v9 =
—2,V19 = 5.

Terlihat bahwa pelabelan garis-garis dan titiktitia satu-satu
dan onto. Dengan kata lain, fungsif, f*) adalah bijektif. Oleh
karena keduanya bijektif, sehingdg,(6) dapat dilabeli dengan
aturan pelabela@(a)P(b)-SEG seperti terlihat pada Gambar 3.9

3
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Gambar 3.9 pelabeldd(1)P(3)-SEG pada graf;(6)
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Berikut ini adalah tabel yang menjabarkan pelabél#atitik
dan garis-garis pada gréf,(6).

Tabel 3.6 Pelabelan pada g€} (6) untuka=1 danb=3

alb| Q@ Pb) | Pelabelan Garis | | oool"

3| {-5, 4, -3,|{7,-6,-5-| f(v,v,) =1 f*(vy) =4
2,-1,0, 1,0 4, -3, 3, 4| f(vp,v3) =5 | f'(v,) =—4
2,3,4,5 |567 |fnu)=4 | f(vs)=-1

f(vg,v5) = =3 fr(va) =1
f(vs,v6) =5 [ (vs) =2
f (e, v7) = =2 f*(we) =3
f(vy,v8) = —1 fr(w;) =-3
f(vg,v9) = —4 f*(vg) = =5
f(ve,v40) = 2 fr(wg) = -2
f(vi,v10) =3 f (1) =5
f(v1,v6) =0

Berikut adalah teorema yang menyatakan babyeke dengan
satuchord untukp=2n dann=4k hanya merupaka@(1)P(1)-SEG.

Teorema 3.3
C,n(r) adalahQ(1)P(1)-SEG untuk = 4k

Bukti :

Cycle C,,(r) merupakancycle dengan satuwchord untuk p
genap, maka himpunan titik-titik dan himpunan gggasisnya
sebagai berikut :

V= {vl,vz,v3, ...,vzn} dan
E = {(vy,v2), (03, V3), ..., Wan—1,V2n),(V1, V2n), (v1, vp)}

Cycle dengan satwchord untuk p=2n mempunyai jumlah titik
yang genap dan jumlah garis yang ganjil. Menurdintd jika
a,b=1, jumlah titik genap dan jumlah garisnya ganjdka himpunan
titik-titik dan himpunan garis-garisnya berturuttttisebagai berikut:
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o ={-(1+£3),..-2-1,012,... 1 + =)
P ={-(1+22),..-2-112,..,(1 + =)

Selanjutnya menentukan titik, vy, ..., v, Searah jarum jam,
kemudian menentukanr dan membuat garischord yang
menghubungkan titiky; danwv,. Tiap-tiap garis padaycle dengan
satu chord dilabeli dengan himpunan label garis-garisnya dima
fungsinya adalalfi: E — Q danf bijektif.

a. Garis (vgk,vq1), (V1,13), (V3,V3), oo, (War—1,v2k)  dilabeli
dengan 4k, -1,4k-1, -2, 4k-2,-3, ..., 4k-i+1, -, 3k+1, -k.

b. Garis  Uar Var+1), (Vak+1, Var+2)s o (Vag-1,Va)  dilabeli
dengan -3k, k+1, -3k+1, k+2, -3k+2, k+3, ..., -3kkti+1, ..., -
2k-1, 2k.

C. Garis  War Vak+1)) Wir1 Vars2) - (Vor—1,Ver)  dilabeli
dengan -4k, 1, -4k+1, 2, -4k+2, 3, -4k+3, ..., 4k#Hi, ..., -3k-1,
K.

d. Garis(ek, Ver+1)) (Vei+1, Vok+2), Wek+2 Vek+3)y -0
(vgr—1, vgi) dilabeli dengan 3k, -k -1, 3k-1, -k-2, 3k-2, -k=3,
3k-i, -k-i-1, ..., 2k+1, -2k.

e. Garis ¢4, v,) dilabeli dengan 0.
f(wy,v) =0
Fungsif satu-satu dan onto, jafdiadalah bijektif.

Langkah selanjutnya melabeli titik-titiknya denghimpunan
nilai titik-tittiknya dimana fungsif*:V — P yang didefinisikan
f W) = Xwwmeee) f W v).

a. Titik vy, vy, v;3, ..., 75, dilabeli dengan 4k-1, 4k-2, 4k-3, ...,
2k+1.
b. Titik Vopy1, Voks2 Vogeszs - Vak—q dilabeli dengan-2k+1, -

2k+2, -2k+3, ..., -1.

C. TitiIk V4pi2, Vaks3r Vaksar - Vok—1 dilabeli dengan -4k+1, -
4k+2, -4k+3,..., -2k-1.
d. Titik Ygrs1, Ver+2) Ver+3s -+» Vgr—q1 dilabeli dengan 2k-1, 2k-2,

2k-3, ..., 1.

e. Titik vy, var, Ver, Vg dilabeli dengan -4k, -2k, 4k, 2k.
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Untuk mengetahui bahwa funggi: V — P bijektif, maka akan
dibuktikan sebagai berikut :
1. f* fungsiinjektif
Ambil sembarang, v € V dengarf™(u) = f*(v)
Akan dibuktikan bahwa = v
f*(u) = Z(uv)EE(G) f(uv)
f*(v) = Z(uv)EE(G)f(uv)
Karenaf *(u) = f*(v), makau = v. Jadi,f* injektif.
2. f* fungsi surjektif
Himpunan nilai titik-titiknya mempunyai kawan tepagtu
dihimpunan titik-titiknya, jadf* surjektif.
Karenaf* fungsi injektif dan surjektif maka* fungsi bijektif.
Dengan demikian, karena pasangan pemetgayi*X
pada grafC,,(r) untuka,b = 1 keduanya sama-sama bijektif,
makaf disebut pelabela@(1)P(1)-SEG. |

Langkah-langkah pelabelasuper edge-graceful Q(1)P(1) pada

C,n () untukp=2n dann=4k adalah sebagai berikut :

1. Mengkonstrukscycle dengan satchord
a. Mengkonstrukscycle C, () atauC,, (r) secara melingkar
b. Mengkonstruksi titik-titikv,, ..., v,, Searah jarum jam
c. Mengkonstruksi garis-garis yang incident dengark tit

V1, wer U
d. Menentukan nilarr dan mengkonstruksi garehord yang
menghubungkan titik, dengan,

2. Menentukan himpunan label garis-garis dan himpuniai
titik-titiknya. Jika p genap danab=1 maka himpunannya
sebagai berikut :

2n—-2

Q(1) = {0} U {£1,£(2), .., (1 + 255}

2n-2

)

3. Melabeli garis-garis padaC,,(r) dengan fungsif:E - Q
bijektif.

P(1) = {+1,+(2),.., +(1 +

a. Garis (Vgk, V1), (V1,V2), (V2,V3), v, (V2p—1, V2i)
dilabeli dengan 4k, -1,4k-1, -2, 4k-2,-3, ..., 4k -, ...,
3k+1, k.

b. Garis @ax, Vak+1), War+1, Var+2)) oo
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(V4r—1,Var) dilabeli dengan -3k, k+1, -3k+1, k+2, -
3k+2, k+3, ..., -3k+i, k+i+1, ..., -2k-1, 2k.

c. Garis Cakr Vak+1) Wkt 1) Vak+2)s s Wek—1, Vek)
dilabeli dengan -4k, 1, -4k+1, 2, -4k+2, 3, -4k+3, -
4k+i-1, i, ..., -3k-1, k.

d. Garis(Vek, Ver+1)) (Vek+1) Ver+2)
(Veks2)Veka3), -» (Vgr—1, Vgr) dilabeli dengan 3k, -k -
1, 3k-1, -k-2, 3k-2, -k-3, ..., 3k-i, -k-i-1, .2k+1, -2k.
e. Garis (4, v,) dilabeli dengan 0.
4. Melabeli titik-titik pada C,,(r) dengan fungsif*:V — P
bijektif.
a. Titik vy,v,,v3, ..., 05,4 dilabeli dengan 4k-1, 4k-2, 4k-3,
. 2k+1.
b. Titik vopi1, Vokaz Vokas, > Var—1 dilabeli dengan-2k+1, -
2k+2, -2k+3, ..., -1.
C. Titik Vapyo, Vaks3r Vagsar - Ver—q dilabeli dengan -4k+1, -
4k+2, -4k+3, ..., -2k-1.
d. Titik Vers1, Ver+2, Ver+3ss -»Vgr—1 dilabeli dengan 2k-1,
2k-2, 2k-3, ..., 1.
e. Titik vZk,v4k,v6k,v8k dilabeli dengan -4k, -2k, 4k, 2k.
5. Cycle C;,(r) memenuhi pelabelansuper edge-graceful

Q(P().

Contoh 3.5:
PelabelarQ(1)P(1)-SEG pad&g(5)
1. Mengkonstruksi grafs(5)

Dapat diketahuip =8 = 2(4), jadin=4 dank =1
sehingga dapat diketahui jumlah titik padg5) adalah 8 dan
jumlah garisnya 9, sedangkan nitat= 5. maka himpunan titik-
titik dan himpunan garis-garisnya sebagai berikut :

V ={vy,v,,v3,..., 05}

E = {(v1,v3), (V3,v3), ..., (V7,V8),(v1, Vg), (V1, V5)}

kemudian menentukan titil;, ..., vg Searah jarum jam, seperti
terlihat pada Gambar 3.10.
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Gambar 3.1@g(5)

Karena jumlah titiknya 8 dan jumlah garisnya 9 makapunan
nilai titik-titik dan himpunan label garis-garisnyerturut-turut
sebagai berikut :

Q(1)={4,-3,-2,-1,0,1,2,3 %

P(1)={-4,-3,-2,-1,1,2,3,3

Melabeli garis-garis pada;(5).

a.

b
A
d.
e

Garis(vg, v41), (v4, v,) dilabeli dengan 4, -1.
Garis ,, v3), (v3, v,) dilabeli dengan -3, 2.
Garis 4, vs), (vs, vg) dilabeli dengan -4, 1.
Garis(vg, v7), (v7, vg) dilabeli dengan 3,-2.
Garis (1, vs) dilabeli dengan O.

karenaf satu-satu daanto makaf" bijektif.

Melabeli titik-titik padaCg(5).

o0 TQ

Titik v, dilabeli dengan 3.

Titik v5 dilabeli dengan -1.

Titik vy dilabeli dengan -3.

Titik v, dilabeli dengan 1.

Titik vy, v4, Vg, vg dilabeli dengan -4, -2, 4, 2.
karenaf * satu-satu daanto makaf ™ bijektif.

. SehinggaCg(5) dapat dilabeli dengan aturan pelabetaper
edge-graceful Q(1)P(1) sebagaimana terlihat pada Gambar
3.11.
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Gambar 3.11 pelabelanper edge-graceful Q(1)P(1)untukCg(5)

Pelabelan Q(a)P(b)-SEG pada grafCg(5) yang telah
dijabarkan diatas terlihat pada tabel 3.7.

Tabel 3.7 Pelabelan pada g€g{5) untuka,b = 1

2 {4, -3,-2,-| {4, -3, -2, -| f(vy,v,)=—-1 | ff(vy) =3
1,0,1,2 3] 1,1,2 3,4} | f(vy,v3) =-3 | f (v,) = —4
4} fvs,v4) =2 fr(ws) = -1
favs) = -4 | f*(v,) = -2
f(vs,v6) =1 f (ws) = -3
fe,v;) =3 f(ve) = 4
fw,vg) =-2 | fr(v)) =1
f(vy,v5) =0 fr(wg) =2
f(v1,v8) = 4

Langkah-langkah pelabela@(a)P(b)-SEG pada grafC,, (n+1)
adalah sebagai berikut :
1. Mengkonstrusi graf,,, (n+1)
a. Menentukan jumlah titik-titik dan jumlah garis-gagpada
graf C,,, (n+1)
b. Menentukan titikvy, ..., v5, Searah jarum jam
c. Menentukan garishord
2. Menentukan himpunan nilai titik-titik dan himpunkaiel garis-
garis sesuai definisi
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3. Melabeli garis-garis pada gré},, (n+1) dengan fungsft: E —
Q bijektif

4. Melabeli titik-titik pada graf’,,, (n+1) dengan fungsi*:V — P
bijektif

5. Graf(C,, (n+1) memenuhi pelabelad(a)P(b)-SEG

3.3 Pelabelan super edge-graceful Q(a)P (b) pada Graf Dumbbell
Pada pembahasan berikut akan ditunjukkan cara rmé@en

pelabelarsuper edge-graceful Q(a)P(b) pada GraDumbbell.

Teorema 3.4

Graf Dumbbell D(3,3) adalatQ(a)P(b)-SEG untuk
1. a=1danb =1,2,3

2. a=23danb =1

3. a=4danb =2a+1

4. a = 4 bukanQ(a)P(1)-SEG.

Bukti :
Pada graf D(3,3) terdapat 6 titik dan 7 garis, hungn titik-
titik dan himpunan garis-garisnya sebagai berikut :
V = {v1,v5,v3,u,up, uz}

E= {(Ulr 172), (Ul; U3)r (172, 173)! (Ulr ul)! (u1; uZ)J (ulr U3),

(uz,u3)}

Himpunan nilai titik-titik dan himpunan label gagsrisnya
berturut-turut sebagai berikut :

Q(a) ={0,ta,t(a+1),t(a+2)}

P(b) ={xb,£(b+1),£(b + 2)}

Selanjutnya menentukan titik-titik dan garis-gayesn titik
V1, Uy, V3 dan gariqv,, v,), (vq, v3), (v3, v3) Searah jarum jam, pada
titik uq, uy, uz dan garis(uq,u,), (uqg, u3), (uy, uz) berlawanan arah
jarum jam, sedangkan gari§v,;,u;) merupakan garis yang
menghubungkan dugycle tersebut, kemudian melabeli titik-titik dan
garis-garisnya. Pada kasus :
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1. a. Untuka=1 danb=1 didapatkan himpunan nilai titik-titik dan

42

himpunan label garis-garisnya sebagai berikut :

Q) ={-3,-2,-1,0,1,2,3}

P(1) ={-3,-2,-1,1,2,3}

Melabeli garis(v;,u;) dengan 0,1, v,) dengan 2(v,, v3)
dengan 1,(v;,v3) dengan -3(uq,u,) dengan -2(u,,us3)
dengan -1(u,,u3) dengan 3. Definisi fungsi dari pelabelan
titik adalahf™(w) = X wv)ere) f (w, v) sehingga didapatkan
pelabelan titikv, = -1, v, =3, v3=-2, uy =1, u, =
—3, u; = 2. Seperti pada Gambar 3.12 L

Gambar 3.12)(1)P(1)-SEG pada D(3,3)

. Untuk b=2 didapatkan himpunan nilai titik-titiknya yaitu

P(2) = {—4,-3,-2,2,3,4}.

Garis(vq,u,) dilabeli dengan -3,4, v,) dengan 3(v,, v3)
dengan 1,v,,v3) dengan 2,(u,,u,) dengan -1,u,,us)
dengan -2, (uy,u3) dengan 0. Karena fungsi
f W) = Xwweee) f (W, v) jadi, didapatkan pelabelan titik
v =2, v=4, v3=3, u;=-4, u, =-3, uz =—2.
Seperti terlihat pada Gambar 3.13

Gambar 3.1¥)(1)P(2)-SEG pada D(3,3)



c. Untuk b=3 didapatkan himpunan nilai titik-titiknya sebagai
berikut :P(3) = {-5,—4,-3,3,4,5}
Melabeli garis f(v;,u,) dengan O
f(v1,v,) dengan -3
f(v,,v3) dengan -2
f(vy,v3) dengan -1
f(uq,uy) dengan 3
f(u,,u3) dengan 2
f(uy,u3) dengan 1

Melabeli titik  f*(v,) = —4

f*(wz) =-5
f*(vs) = -3
ffu) =4
ff(uy) =5
f (uz) =3
Seperti pada Gambar 3.14 di bawah ini [ |

Gambar 3.140)(1)P(3)-SEG pada D(3,3)

. a. Untuka=2 danb=1 didapatkan himpunan nilai titik-titik dan
himpunan label garis-garisnya sebagai berikut :

Q(2) ={—-4,-3,-2,0,2,3,4}

P(1) ={-3,—2,—-1,1,2,3}

Kemudian melabeli garis-garisnya seperti uraiankhber:
garis(vy,uy) = =2, (v1,v;) = 3, (v5,v3) = —4,

(W, v3) =2, (u,up) =4, (upu3z) =-3, (u,u3z) =0.
Karena fungsif*(u) = Xwwer@) f(wv), jadi pelabelan
titik-titiknya seperti uraian berikut :

vy = (W, u) + (w,ve) +(v,v3) =—2+3+2=3
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3.

44

vy = (W, v2) + (Vp,v3) =3 -4 =-1

v3 = (v, v3) + (Vy,v3) = —442==-2

U = (v u) + (U up) + (upuz) =—-24+44+0=2

Uy = (U, up) + (Ug uz) =4-3=1

us = (uy,uz) + (ug,u3) =—-3+0=-3

Seperti terlihat pada Gambar 3.15 [ |

Gambar 3.1%)(2)P(1)-SEG pada D(3,3)

b. Untuka=3 didapatkan himpunan label garis-garisnya yaitu

Q@) ={-5,—4,-3,0,3,4,5}.

Melabeli garis(v4, u;) dengan -4,4;, v,) dengan 4(v,, v3)
dengan -5,(v;,v3) dengan 3,(u;,u,) dengan 5,(u,,us3)
dengan -3(u,,u3) dengan 0. Definisi fungsi dari pelabelan
titik adalahf™(w) = Yuvere) f (w v) sehingga didapatkan
pelabelan titikv; =3, v, = =1, v3 = =2, u; =1, u, = 2,

u; = —3. Seperti pada Gambar 3.16 u

Gambar 3.16)(3)P(1)-SEG pada D(3,3)

Untuk a = 4 danb=2a+1. Untuka = 4 didapatkan himpunan
nilai titik-tittk dan himpunan label garis-garisnyaebagai
berikut :

Q(4) ={-6,—5,-4,0,4,5,6}

P(2a+1) =P0O) ={-11,-10,-9,9,10,11}



pelabelan garisnya yaitw,, v,), (v1, v3), (V3,v3), (v1,uy),

(uq,uy), (uq,u3), (uy, u3) dilabeli dengan 4,6,5,0,-4,-6,-5.

Pelabelan titiknya sebagai berikut :

v = (W, uy) + (v, ve) + (v,v3) =0+4+6=10

vy = (Vg,v5) + (v, v3) =4+5=9

vy = (v, v3) + (v, v3) =5+ 6 =11

uy = (v, u) + (U, uy) + (U, uz3) =0—4—-6=-11

up = (ug, up) + (up,uz) = —4-—-5=-9

us = (uy,usz) + (ug,u3) = -5-6=-11

Begitu juga untuka > 4, maka pelabelan garisnya adalah

(01, 12), (1, v3), (V2,v3), (W1, uy), (Ug, uz), (ug, u3), (uz, usz)
dilabeli dengarg, at1, at+2, 0, a, -(atl), -@t+2) dan pelabelan
titiknya adalahvy, v,,v3,uy,u,, u; dilabeli dengan -@+3), -
(2a+2), -(2a+l), (2a+l), (2a+2), (2a+3). Seperti terlihat pada
Gambar 3.17 u

Gambar 3.18 pelabel&p(a)P(2a+1)-SEG pada D(3,3)

4. Untuk a > 4, misalkana = 4 danb = 1 didapatkan himpunan
nilai titik-titik dan himpunan label garis-garisnyaebagai
berikut :
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Q(4) = {_6l _51 _410'4'5'6}
P(1) ={-3,-2,—-1,1,2,3}

Pelabelan titik merupakan penjumlahan dari labekga
garis yang incident dengan titik tersebut, jk& 4 seharusnya
b =2a + 1. Karena pada kasus 4 diatasl, maka himpunan
nilai titik-titiknya tidak memenuhi syarat pelabel&(a)P(b)-
SEG. Sehingga D(3,3) untuk> 4 dan b=1 bukan merupakan
pelabelarQ(a)P(1)-SEG.

Pada pembuktian di atas terlihat bahwa pada ka&u3 1
setiap himpunan garis-garisnya memiliki kawan teyadti pada
himpunan label garis-garisnya, begitu juga padgphiman titik-
titiknya memiliki kawan tepat satu pada himpunalainiitik-
titiknya, sehingga pemetaan fungSidan fungsif™ bijektif.
Oleh karena itu kasus di atas dapat dilabeli demgdabelan
Q(a)P(b)-SEG kecuali kasus 4. |

Pelabelan pada kasus-kasus di atas akan dijabarkan
kembali pada tabel 3.8 berikut.

Tabel 3.8 Pelabelan pada graf D(3,3)

Jo o [ e [ rme |
1|3 2 -1,0]{3 2 1| fry,u) =0 AN
1,2, 3} 12057 | e L2 E ¥
flvy,vs) =1 f*(VZ) : 2
f(vy,v3) = -3 f*(vg) : I
fug,uy) = -2 f*(ul) :
f(uz,u3) =-1 f*(uz) =3
flugun =3 |F ) =2
2 {-4, -3, -2,| f(vy,uy) =3 * _
23,4 |fovy=3 |L.)=2
f(vy,v3) =1 f*(VZ) : g
flnvy =2 |F.s)=
fluuy) =—1 | £.@)=—
f(uz,u3) =-2 f*(uZ) =3
fluguy =0 | W) =2
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Lanjutan tabel 3.8 Pelabelan pada graf D(3,3)

Pelabelan Pelabelan
a Q(a) P(b) Garis Titik
3,2, 1,0, {5, -4, 3, | f(vy,u;) =0 D
12,3 |3,45 |fluu)=-3 |L00="2
f(UZ'v3) =—2 f*(VZ) : :3
Flmvy) = =1 [L09 72
f(u1.u2)=3 * ! :
flgu) =2 | f02)=5
fluguy=1 | F@)=3
2 (4,-3,2,0[{3, 2, 1,| flopu) =2 | ... ~_
2,3, 4} 1,2,3} | fnv)=3 |LE)= 3_1
f(UZ'v3) =—4 f*gvzg : -2
f(vl'v3) =2 f*(Vg) : 2
f(ult uZ) 71 4' f* ul :
flugug) = -3 | £.2) =1
flupuy =0 | F@)="3
3 {5, -4, -3, 0, fo, ) =—4 | .. _
3,4,5) flomvy) =4 (FE)=3
f(VZ'v3) =-5 f*(VZ) : _2
f(v,v3) =3 f*(vg) : I
f(ulruz) =1 f*(ul) : 2
f(u2!u3) 3 2 f*(uZ) :
fluu) =—3 | f @) =73
4 {6, -5, -4, 0,/ {-11, -10, - | f(vy,u;) = 0 N
4,5, 6} 9, 9, 10|f(ryvy=24 |LO)= éo
11} f(VZﬁv3) =5 f*gvzg : 11
f(v1'v3) =6 f*(Vg) : —-10
f(ulruz) =—4 f* o : 9
f(uz,U.3) 3 _5 f*(uZ) : ~
flu,u =6 | f @) =11
(3, 2, -1
1,2, 3}
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Teorema berikut akan menunjukkan bahwa graf D(dd¢glah
pelabelarQ(a)P(b)-SEG.

Teorema 3.5

Graf D(4,4) adalal@(a)P(b)-SEG untuk
1. a=1danb =123
2. a=234danb =1

Bukti :

Graf D(4,4) adalah graf (8,9), mempunyai titik 8rdgaris 9.
Titik vq,vy,v3,v, Searah jarum jam dan titikug, uy, Uz, uy
berlawanan arah jarum jam. Seperti Gambar 3.18&uderi

Gambar 3.19 Graf D(4,4)

Himpunan label garis-garis dan himpunan nilai {tilknya
adalah Q(a) ={0,ta,t(a+1),+(a +2),+(a+ 3)} dan
P(b) = {xb,£(b+1),£(b + 2), +(b + 3)}. Pada kasus :

1. Untuka = 1 danb = 1 didapatkan himpunan label garis-garis
Q) ={-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4} dan himpunan nilai titik-
titik P(1) = {—4,-3,-2,—-1,1,2,3,4}.

Untuk b =2 didapatkan himpunan nilai titik-titik

P(2) = {-5,—4,-3,-2,2,3,4,5}.

Untuk b =3 didapatkan himpunan nilai titik-titik

P(3) = {—-6,—5,—4,-3,3,4,5,6}.

Pelabelan D(4,4) terlihat pada Gambar 3.20 di baniah M
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Q(1)P(1)-SEG pada D(4,4) Q(1)P(2)-SEG pada D(4,4)

Q(1)P(3)-SEG pada D(4,4)

Gambar 3.20 Pelabelan pada D(4,4) urtek 1 danb = 1,2,3

2. Untuk a = 2 danb = 1 didapatkan himpunan label garis-garis
Q(2) ={-5,—4,—-3,-2,0,2,3,4,5} dan himpunan nilai titik-
titik P(1) = {—4,—3,-2,—1,1,2,3,4}.

Untuk a = 3 didapatkan himpunan label garis-garisnya yaitu
Q@3) ={-6,-5,—4,-3,0,3,4,5,6}.

Untuk a = 4 didapatkan himpunan label garis-garisnya yaitu
Q4) ={-7,—6,-5,-4,04,5,6,7}. Pelabelannya terlihat pada
Gambar 3.21 berikut.

Q(2)P(1)-SEG pada D(4,4)  Q(3)P(1)-SEG pada D(4,4)
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Q(4)P(1)-SEG pada D(4,4)

Gambar 3.21 Pelabelan pada D(4,4) untuk 2,3,4 danb = 1

Pada Gambar di atas terlihat jelas bahwa fungsbpén garis
f+E — Q bijektif dan fungsi pelabelan titik*: V — P juga bijektif.

Oleh karena it merupakan pelabeldaa)P(b)-SEG.

atas.

Tabel 3.9 Pelabelan pada graf D(4,4)

Tabel 3.9 berikut memuat pelabel@fa)P(b)-SEG sesuai
dengan kasus-kasus pada graf D(4,4) seperti yéaig dgabarkan di

Pelabelan Pelabelan
alb Q(a) P(b) Garis Titik
1| (-4, -3, 2,| (-4, -3, 2, -| f(vy, ;) = 0 R SN
1,0,1,2/1,1,234 | fo,v) =4 |LW)=2
3.4} g =g | FOD=T
f(‘l73,174) =-1 f*(v3) : _3
f(vlﬁvzt) =—2 f*(V4) : _2
f(ul' uZ) = _4 f*(ul) : 3
Flupu) =3 | f.@2) =1
flusu) =1 |f)=4
flupu) =2 |FT@)=3
2 {-5, 4, -3, - f(v1’u1) =0 * _
2,2,3,4,5) | fo,v) =4 | L. ()= 3
f(vz’v3) =-2 f*(VZ) : 5
f(vz,v,) =-3 f*(vg) : _
fpvy=—1 | L) =—4
Flupuy) = —4 | £/ @) =3
flupu) =2 | L.02) =2
f(u3,u4) =3 f*(ug) : i
fuguy=1 | @)=
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Lanjutan tabel 3.9 Pelabelan pada graf D(4,4)

Pelabelan Pelabelan
a Q@) P(b) Garis Titik
(4, 3, 2,| 6, 5, 4 -| fopu) =2 | oor -
1,0, 1, 2, 3,3,4,5,6) ;(vl,vz) =3 | [ () .
3.4} fvy=0 |F02=73
f(v3,v4) = _4' f*(v3) : _5
f(VI,U4) = _1 f*(V4) : N
flupuy =1 |1)=3
flupu)=3 | L@)=4
fugu) =2 |L)="5
fug,uy) =4 frlu) =6
2 5, -4, 3, {4 3, 2, -| fo,u) =4 .
2,0,2,3(1,1,2.3,4 | flryvy=3 |L.00) :i
4,5} flogvp) =—2 | L2 =
fwsvy=0 |L.)="2
Flo vy =—4 | L) =4
Flupuy) = =5 | L) =4
fQuzuz) =2 f*guzg : ::i
f(u3:u4) =-3 f*(U3) : -2
Epy fluguy =1 | J @)=
3 -6, -5, -4, fvy,u) =-3 . _
3,0, 3, 4, Florvg) = —6 | L.(n) =3
5, 6} favy=5 | L02)=-1
f(V3'U4) =-4 f*(V3) : !
foun)=6 | L2
f(ulruz) =-5 f*(ul) : -2
f(u2'u3) =3 f* 2 : 3
f(U.3,U.4) 7 0 f*(u3) :
fluu)=4 |f@I=4
Z {7, 6, 5, Fopw) ==3 | . . _
4,0, 4,5, Ty \lr
6.7} flos03)=5 1| £ =7
f(173,174) =—4 f*(v3) : 2
f(V1’174) =6 f*(V4) :
f(u1, uZ) = _5 f*(ul) : 3
Flupup) =3 | f.02) =2
fusuy =0 |fL@)=3
flugu)=4 | @=4
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Teorema berikut akan menunjukkan bahwa D(5,5) nadep
graf Q(a)P(b)-SEG.

Teorema 3.6

Graf D(5,5) adalah @jP(b)-SEG untuk
1. a=1danb = 1,234

2. a=2danb=1,23,45,6

3. a=345danb =1

Bukti :

Graf D(5,5) adalah graf dengap genap, mempunyai
himpunan titik-titik vy, v,, V3, Vg,uq, Uy, Us, Uy, Titik v4, v, 03,04
searah jarum jam dan titik;, u,, us, u, berlawanan arah jarum jam,
atau sebaliknya. Pada kasus :

1. Untuka =1 danb = 1 mempunyai himpunan label garis-garis
Q@) ={-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} dan himpunan nilai
titik-titik P(1) = {-5,—4,-3,—2,-1,1,2,3,4,5}

Untuk b =2 mempunyai himpunan nilai titik-titik
P(2) = {—6,—5,—4,—3,—2,2,3,4,5,6}

Untuk b=3 mempunyai himpunan nilai titik-titik
P(3)={-7,—6,—5,—4,-3,3,4,5,6,7}

Untuk b=4 mempunyai himpunan nilai titik-titik
P(4) = {-8,—7,—6,—5,—4,4,5,6,7,8}

Pelabelannya terlihat pada Gambar 3.22 |

e 2 0 - e 4 1 -4
Q(1)P(1)-SEG pada graf D(5,5) Q(1)P(2)-SEG pada graf D(5,5)
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%,

Q(l)-P(S)-SEG pada graf D(5,5) Q(1)P(4)-SEG pada graf D(5,5)

Gambar 3.22 Pelabelan pada graf D(5,5) untek1 dan

b=1,2,34

2. Untuka = 2 danb = 1 mempunyai himpunan label garis-garis
Q) =1{-6,-5,-4,-3,-2,0,2,3,4,5,6} dan himpunan nilai

titik-titik P(1) = {5, —4,-3,—2,—1,1,2,3,4,5}
Untuk b =2 mempunyai himpunan nilai
P(2) = {—6,—5,—4,—3,-2,2,3,4,5,6}

Untuk b =3 mempunyai himpunan nilai
P(3) ={-7,—6,—5,—4,-3,3,4,5,6,7}

Untuk b=4 mempunyai himpunan nilai
P(4) = {-8,—-7,—6,—5,—4,4,5,6,7,8}

Untuk b =5 mempunyai himpunan nilai
P(5) ={-9,—8,-7,—-6,-5,5,6,7,8,9}

Untuk b=6 mempunyai himpunan nilai
pP(6) ={-10,-9,-8,-7,—6,6,7,8,9,10}
Pelabelannya terlihat pada Gambar 3.23

titik-titik

titik-titik

titik-titik

titik-titik

titik-titik

Q(2)P(3)-SEG Q(2)P(4)-SEG
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Q(2)P(5)-SEG - Q(2)P(6)-SEG

Gambar 3.23 Pelabelan pada graf D(5,5) untek2 dan

b=1,2,345,6
3. Untuk a=3 dan b=1 mempunyai himpunan label
Q@3)={-7,—-6,—-5,—4,-3,0,3,4,5,6,7} dan himpunan label

P(1) ={-5,—-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5}

Untuk a=4 mempunyai himpunan label garis-garis
Q(4)={-8,-7,—6,—5,—4,0,4,5,6,7,8}

Untuk a=5 mempunyai himpunan Ilabel garis-garis
Q) ={-9,-8,-7,—6,-5,0,5,6,7,8,9} |
Pelabelannya terlihat pada Gambar 3.24

Q(5)P(1)-SEG

Gambar 3.24 Pelabelan pada graf D(5,5) untek3,4,5 danb = 1
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Terlihat jelas bahwa pada gambar-gambar di atasbelkn
garis-garis dan titik-titiknya adalah bijektif. Jdd(5,5) adalah graf
Q(a)P(b)-SEG. [

Pelabelan pada graf D(5,5) pada kasus tertentu yelad
dijabarkan di atas disajikan kembali dalam tabddadivah ini.

Tabel 3.10 Pelabelan pada graf D(5,5)

alb| Q@) P(b) Pelabelan garis | Foe
1| {-5,-4,-3, -| {-5, -4, -3, -| f(v,,u;) =5 * A
2-1. 0, 1, 2 -1, 1,2, 3, ;(vl,vz) —o |[m)=4
2,3,4,5) | 4,5) Flopve)=—3 | L (v2)=-3
famy=2 |50 =1
Flrgvs) = —4 |50 =2
fov) =—1 | L) =7
f(ug,uy) = =5 f*(ul) : 3
fluzuz) =1 f*guzg : ;4
flusu) =4 S5 70
F g ug) = —2 | £ () =2
fu,us) =3 frus) =
2 {-6, -5, -4, -| f(vy,uy) = -3 / _
3,-2,2,3,4, f(vy,v,) =0 f*(vl) : 4
5’ 6} f(VZlUS) =3 4 f*(‘UZ) : ;
Floguy=—2 |L.0RI=2
[y, v5) = —4 f*(w') : _5
fv,v5) =-1 f*(VS) : _3
Fluguy) = =5 | £.04) ==
f(uzuz) =3 f*(uZ) =2
fluz,uy) =2 f*(u3) =3
flgu =1 | L) =3
fauguy =5 | ®)=
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Lanjutan Tabel 3.10 Pelabelan pada graf D(5,5)

a Q@) P(b) Pelabelan garis Pe't?gﬁ'a”
{(5.-4,-3, -| {-7, -6, 5, - | f(v,uy) = 5 .
2-1, 0, 1,4, -3, 3 4,5, ;(vl,vz) —p |fm)=7
2.3.4,5) | 6,7} fav)=4 |L.0)=8

Frog=1 |F =3
f(V4., US) = 3 f*(V4) : 3
f(vy,vs) =0 f*(US) :
f(uy,up) = =5 f*(ul) i
flupug) = —2 | f.w2) =77
Flugu) =4 |10 = 70
f(u4, uS) =-1 f* e : 4
f(uy,us) = =3 frus) = -
{_8! -71 -61 Y/ f(vlﬂul) =0 * _
5, 4, 4, 5, f(vy,v,) = -1 f*(vlg _ _i
67,8 | flwyv)=-3 [L2)="
Y f(vs,v,) = =5 f*(V3) : 8
flogv) =2 | LOD =77
f(vl,vs) =—4 f*(vs) : 5
f(u1:u2) o 1 f* ul : 4
flupuy) =3 | L) =
fQuz,uy) =5 f*(u3) : 9
f(U.4, uS) = 2 f*(u4) : Z
fu,us) =4 fus) =

2 {-6,-5,-4, |{-5,-4,-3,-| fopu)=-3 | ... \_ _
-3, -2, 0,02 -1, 1, 2| fwy,v) =—4 {c*gl% _ 24
2,3, 4,5, 3,4,5} fav) =6 | 001
6} f(U3,'U4) = -5 *( 3) —

f(V4., US) =2 f*(V4) : 5
flogv) =3 | [.vs)=
fu ) = —6 | £1Ga) =5
fQuz,u3) =5 f*(uZ) : ;1
flus,uy) = -2 f*(u3) : 2
f(ug,us) =0 f*(u4) : Z
fapu) =4 | F@)=
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Lanjutan Tabel 3.10 Pelabelan pada graf D(5,5)

Q(a) P(b) Pelabelan garis Pelt?:)iﬁlan
{_6’_5’_41 {_61 '51 '4’ - f(vlrul) =—4 * a ¥
3, -2, 0,3, -2 2, 3, fl,vy) = 2 ;Ezlg W
2,3,4,5/4,56 |fmw)=6 |L 2077
6} f(vs,v,) = -3 “( 3) — >

fopv) =5 | L0)=2
fovy =0 | £ =
f(ui: u) = =5 f*(ul) ==
flugug) =3 | .42 772
fugu) =6 | L0220 = 73
fugus) =2 f* ca _ 6
fug,us) =4 frlus) = -
{-7, -6, -5, -| flvy,uy) =5 X _
| A D
6,7} foav) =6 | .72 =3
floguy=0 |Ls)=6
v =4 | L) =2
f(v,,vs) =3 f*(Vs) - c
Fluuz) = =6 | L0 =72
flupug) =2 | L0420 =~
Flugug) = —5 | () =3
f(ug,us) = =2 f*(u4) _ _Z
f(ug,us) = —4 frlus) =—
{-8, -7, -6, -| f(vy,uy) =6 * _
5,-4,4,5, 6, f(v,v,) = -2 f*(vl) = 4 )
7,8} F(v,,v5) = —4 f*(Vz) = —7
Flos o) = —3 | L 2 7
Flonvg) = =5 [ Fo0 78
f(v,v5) =0 o o0
fluun =5 | L) =5
;) =3 ﬂ?%:?
f(u3'u4) =4 ;*(33) : 6
flugus) =2 f*(u4) _ _4
f(uy,us) = —6 57—
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Lanjutan Tabel 3.10 Pelabelan pada graf D(5,5)

a Q@) P(b) Pelabelan garis | F920"
-6,-5,-4, {-9, -8, -7, - (V1’u1) =-5 o -
%,Q,Q6naa&1;me=—4 f.om) =
2,34, 5,89 Flopvg) =3 | 1.0 =7
6} f(U3,U4) =2 ;*Evgg : -8

f(V4., US) =—6 f*(z4) : —6
f(vy,vs) =0 * > :
f(ug,up) =6 f*(ul) i b
flupu) =2 |fw)=8
f(us,uy) =3 f*(u3) : 3
flug,us) =4 f*(u4) : 9
flupu) =5 | @)=

{-10, -9, -8,| f(v,u;) =0 * _

-7, -6, 6, 7, f(vy,v,) = -6 f*(vl) : -

8,9, 10} f(vy,v3) = —4 f*(vz) : 10
f(vs,v,) = =2 f*(V3) : -6
Flouvs) ==5 | LD =77
f(vy,v5) = =3 f*(vs : 9
flug,uy) =6 f* ) :
flupug) =4 |1 @) =10
fQuz,uy) =2 f*(u3) 4
f(U.4, uS) = 5 f*(u4) : ;
f(u,us) =3 fus) =

3 {7, 6, 5,/ {5, 4, 3, -| frpw) =—3 | vur +_
4,-3,0,3,|2 -1, 1,2 3| fopvy=7 |LW)=4
4,5,6,7} | 4 5) NSV S Y

[z, 1) =6 f*(vg) : f
Flove) =5 [ £ =1
fo,v) =0 |[.s)="
fluu) =5 | £, =5
fuz,u3) = -6 f*(uZ) : _%
flus,uy) =4 f*(u3) : B
fQug,us) = =7 f*(u4) : _4
fapuy =3 | T @)=~
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Lanjutan Tabel 3.10 Pelabelan pada graf D(5,5)

b| Q@ P(b) Pelabelan garis F’e't?gﬁ'a”
1]{8 -7, 6[{5 4 3 -[ fopu) =7 | .. _
-5,-4,0,4,2-1,1, 2, 3, f(',jljﬁz) -6 f*(vl) < €
5,6,7,8 |45} F(v,vs) = —8 f*(Vz) X —g
f(v3,v4) =5 f*(V3) : 5_
f(vy,v5) =0 f*(Va,): .
f(vy,vs) = =4 f*(vs) -
f(ulyuz) =4 f*(ul) =4
f(uz,uz) = =5 f*(u2) 7 =
f(us,uy) =8 f*gu% v g
f(ug,us) = —6 f* Uy :1
| f(ul' uS) = 7 f (uS) -
5 {-9, -8, -7, Floyuy) =7 o
6, -5, 0, 5, Foiv)=—g | [)=-1
6, 7, 8, 9} F(vy,v3) = 6 f(vy) = -2

T2 | Frl) =3
f(V3,U4) =-9 f*(v:) = —4

f(vzp vS) =5 * _
f(vy,v5) =0 f*(VS) _ ; &
Flusup) = =5 | L E0 =
fuzuz) =9 f*(uz) :
fus,us) = —6 f*(u3) : "
f(us,us) =8 f*(u4) : i
fluug) = =7 | 170 =

Berikut adalah teorema yang menyatakan bahwa D(6,6)
merupakan pelabelaa)P(b)-SEG.

Teorema 3.7

Graf D(6,6) adalal®(a)P(b)-SEG untuk
1. a=1danb = 1,234

2. a=2danb=1,2,34,5,6

Bukti :
Langkah-langkah untuk melabeli D(6,6) sama seperti
pembuktian-pembuktian sebelumnya. Bedanya terlesala jumlah

59



p dan nilai pada a dan b yang menyebabkan himpualeinya
berbeda.

1. Jkaa=1 danb =1, maka himpunan label garis-garis dan
himpunan nilai titik-titiknya adalah
Q1) ={-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6} dan
P(1) = {-,6,—5,—4,—-3,-2,—1,1,2,3,4,5,6},
jka b =2, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(2) = {-7,—6,—5,—4,—3,-2,2,3,4,5,6,7},
jlka b =3, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(3) = {-8,—-7,—6,—5,—4,—3,3,4,5,6,7,8},
jlka b =4, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(4) ={-9,-8,-7,—6,—5,—4,4,5,6,7,8,9}. Pelabelan titik-
titik dan garis-garisnya seperti pada Gambar 3eztkibt. [ |

Q()P(3)-SEG — O(U)P@).SEG

Gambar 3.25 Pelabel&(a)P(b)-SEG pada D(6,6) untuk=1 dan
b=1,2,3,4

2. Jikaa=2 danb =1, maka himpunan label garis-garis dan
himpunan nilai titik-titiknya adalah
Q2) ={-7,-6,-5,—-4,-3,-2,0,2,3,4,5,6,7} dan
P(1) ={-,6,—-5,—-4,-3,-2,-1,1,2,3/4,5,6},

60



jika b =2, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(2) ={-7,—6,—5,—4,—3,-2,2,3,4,5,6,7},

jlka b =3, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
P(3) = {-8,—-7,—6,—5,—4,—3,3,4,5,6,7,8},

jlka b =4, maka himpunan nilai titik-tittknya adalah
P(4) = {-9,—-8,-7,—6,—5,—4,4,5,6,7,8,9},

jlka b =15, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
p(5) ={-10,-9,-8,-7,—-6,-5,5,6,7,8,9,10}, dan

jka b =6, maka himpunan nilai titik-titiknya adalah
pP(6) ={-11,-10,—9,-8,-7,—6,6,7,89,10,11}. Pelabelan
titik-titik dan garis-garisnya seperti pada GamB&6 berikuil

Q(2)P(5)-SEG 0 Q(2)P(6)-SEG

Gambar 3.26 Pelabel&y(a)P(b)-SEG pada D(6,6) untuk=2 dan
b=1,2,3,4,5,6

Penjabaran tentang pelabelan pada graf D(6,6) pada
pembuktian di atas tertera pada tabel 3.11 berikut.
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Tabel 3.11 Pelabelan pada graf D(6.6)

Pelabelan Pelabelan
a Q(a) P(b) Garis Titik
{-6,-5,-4,-3,-| {-6,-5,-4,- | f(v;,u) =0 X -
2,- 3,-2,- f(vpvz) =—6 f*(V1) : N
1012345 1,12345, flvyvs) =2 | L.02) = s
6) Q) fwav)=4 L0070
f(V4_, US) =-5 ;*(54) : -2
f(v51v6) =3 f*(vs) : 4
f(vllv6) = 1 f*(u6) : 5
f(u1, uz) =6 f*(ul) : 3
f(uZ'u3) =-3 f*( 2) : 2
f(u3'u4) =5 f*(Z3) : 1
fug us) = —4 f*(u4) ; -6
f(us, uﬁ) =-2 f*(us) =_3
flupue) = =1 o
{'71'67'5" f(vl'ul) =5 * —
2.3 N v, ca SO0 =4
223456, | floyvs) = -3 | L. W) =7
7} f(vs,vs) =6 f*(v3) / i
f('U4, vS) = -2 f*(v4) : 3
f(”s' UG) =-1 f*(US) : Y
f(vy,v6) = =5 f*(vs) / 78
flnuy=0 | L3 =0
fluz,uz) =2 f*(uz) : 5
f(u3'u4) =3 f* N : 7
f(u4!u5) =4 f*(U4) : 2
Flugug) = —6 [ £.0) =72
flu,ug) =1 [ e =
{-8,-7,-6,- (vpu) =1 i _
5!'41' ;(Upvz) =-4 f*(vl) : 8
334567, | floyvs) = -1 | LW =5
8} f(U3,7-74) = L3 f*(vs) : 3_4
f(l]4, US) =6 f*(v4) : 4
f(USiv6) = -2 f*(US) : 7
f(vl've) = _5 f*(v6) : ;
f(uvuz) =0 f*(ul) : 6
f(u2iu3) =-6 f*(uZ) : _3
f(u3,u4) =3 f*(U3) : E:
f(u4,u5) =5 f*(u4) : 7
f(uS!uG) =2 f*(uS) : 6
flu,ug) =4 flue) =
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Lanjutan Tabel 3.11 Pelabelan pada graf D(6.6)

Pelabelan Pelabelan
% Q(@) P(b) Garis Titik
{-6, -5, -4, -| {-9,-8,-7,- fv, ) =-3 » a
3,-2,-1,0,1, 6,5, Fwwd=1 9!
2,3,4,5,6} | 445678, | f(v,vs) = 4 1 (v2) .
9) flsvy=2 |F0)=5
f('U4_, Us) = 5 f*(v4) : 8
f(”s' UG) E 3 f*(US) :
fanv) =6 | L. =9
fluy,uy) =0 f*(ul) : _g
f(uz,u3) =-5 f*(UZ) : :9
f(u3'u4) =—4 f*gugg : -6
f(u4!u5) = -2 f*(u4) : —8
flusug=—6 | L. %)= 75
flug,ug) = =1 frue) =
2 {7,654 [ {654 [fv,u)=-3 | .. _
3 3,2,- Flopo)=-5 | L0 =3
2,023,456, 1,1,2,345,| f(v,vs) = 4 f(v2) =1
7 ) fomy =2 | LI 28
f(U4, US) =3 f*(v4) : —4
fWav) = =7 [l 25
vy =5 | L =72
fQuy,uy) =0 f*(ul) : B
fluy,u3) = -6 f*(uz) : I6
f(u3,u4) H 7 ;*gugg : 3
fluus) = ~4 | £ 04070
flusug=6 | L0 =2
fug,ug) = =2 frue) =
{'7-'61'5!' f(v1;u1) =6 * _
4,-3,- f(vy,v,) =5 f*(vl) : >0
2,23,45,6,| f(v,v3) =7 f*(UZ) _ i
7} f(U3,l74) =-3 f*gv3§ : -7
f(U4, Vs) =—4 f*(v4) : —4
f(US' v6) = 0 f* Us : 6
f(vy,v6) = —6 f*(ve) : -
fluy,u) =6 f*(ul) : g
f(uz,u3) = 3 f*(uZ) : 2
f(u3,u4) = -2 f*gu3) : :3
Flugug)==3 | L0 =2
f(uS!uG) = 7 f*(uS) :
fu,ug) =5 fiue) = =5
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Lanjutan Tabel 3.11 Pelabelan pada graf D(6.6)

Pelabelan Pelabelan
a Q@) P(b) Garis Titik
{-7,-6,-5,-4,- | {-8,-7,-6,- fv,wy) =-5 o =
3- 5-4- | flovy=5 |06
2,0,2,3,45,6,| 3,3,45,6,7, | f(v,,v3) =3 f*(UZ) : S
7} 8} f(l?3,l74) =4 f*(v3) : 3
Fogvg=—7 | L) =73
f(US' UG) =2 f*(US) :
f(vy,ve) = —6 f* (s) : N,
f(upuz) = 0 f*(ul) : 58
f(uz,u3) =6 f*(UZ) : 4
fus,u,) = -2 f*gu% : 5
f(u4!u5) N 7 f*(u4) : 3
f(uS'u6) =—4 f* - : -7
flug,ug) = =3 fue) =
{'91'8"7" f(vl'ul) =5 * —
65- | fwyuy=—-s [LE)=76
4,456,178, | frgvy) = -4 | £.@2) = =9
9) Flow) = =3 | L& 777
f(U4, US) 7 7 ;*(u}) : 5
f (s, v6) = =2 *(Us) : _3
f(vlﬂv6) =-6 f* Ve : 9
f(ul,uz) 5 0 f*(ul) :
fuzus) =6 f*(uz) : g
f(u3,u4) =2 f*gu3§ : _5
Flugnsy =27 L2040 Z 72
f(uS'u6) =3 f*(uS) : 7
fuy,ueg) =4 ) =
{-10,-9,-8,- | f(v{,u;) = -5 5 L
7!'61' f(vl'vz) i 7 f*(vl) : 8
5,567,891 f(v,v) =3 | L. (72)= 0
o fow) =4 | L7
fy,v5) =5 f* ¥ : 5
f(USiv6) =0 f*(US) : 6
f(vl've) -’ 6 f*(ve) :
fup,uy) = -3 f*(ul) : —°
f(uz,u3) =—4 f*(uZ) : 7
f(us,uy) = —6 f*(u3) _ _éo
f(u4,u5) =-2 f*(u4) : _9
f(uS!uG) =-7 f*(us) : _
fug,ug) =2 frlue) = =5

64




Lanjutan Tabel 3.11 Pelabelan pada graf D(6.6)

Pelabelan Pelabdan
; B9 o Garis Titik
{'7,'6,-5,-4,- {-11,_10,_ f( » )= o~ * <
3’- 9’-8'-7'_ f(zpllj:) = -7 f*(vl) : —-10
2,0,2,3,4,5,6,| 6,6,7,8,9,10| f(v,, v;) = —4 f*(yz) . —11
7} ,11} f(vs,v,) = =5 f*(v3) = —9
f(y,vs) = =2 f*(v4) = :;
f(vs, 176) = —6 f*(vs) :
f(v1, U6) =0 f*(vs) : —6
f(u1,u2) =) f*(u1) : g
fluyuz) =6 f*(uz) :
f(us,uy) =5 [ (ug) = 31
f(us,us) = 4 f*guz;g = )
f(us,us) =3 f* Us :
fly,ug) =7 f*(ug) = 10

Teorema berikut akan menunjukkan bahwa graf D(agglah
Q(1)P(1)-SEG untuka > 3.

Teorema 3.8
Untuk setiam > 3, graf D(n,n) adalaky(1)P(1)-SEG.

Bukti :

Graf D(n,n) adalah graf yang dibangun oleh dye C,, danc,
untukn = 3, jika n=2 makacC, bukan merupakan grajcle karena
graf cycle adalah grafs yang berorde: > 3. Keduacycle C,, danC,
terdiri dari titik uy,u,,...,u, dan vy,v,,..,v,. Jka titik
Uq, Uy, ..., U, diletakkan searah jarum jam, maka titk v,, ..., v,
diletakkan berlawanan arah jarum jam, atau sebalikKemudian
menentukan himpunan label garis-garisnya dan hisupunilai titik-
titiknya. jika n > 3, makap adalah genap sehingga didapatkan
himpunan label garis-garis dan himpunan nilai itikknya adalah
Q@) = {0} U {xa, +(a+1),..,t(a + L)} dan
P(b) = {xb, £(b +1),..., £(b + ZD)}.

Untukn > 3 terdapat dua kasus, yaitu :
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n>3= {n ganjil
n genap

1. Jikan ganjil. Diasumsikam = 2k — 1,k = 2. Terdapat garis-
garis (uy, uz), (us, us), .., (Ugk-3, Uzk-2), (Uzk-1,u1) dilabeli

dengan 0, -1, -2, -(k-1). Garis-garis
(U2, uz), (Ug, Us), ..., (Ugk—g, Uzk—3), (Uzk—2, Uzk—1) dilabeli
dengan 2k-1, 2k-2,...,k+1. Garis-garis
(v1,v2), (V3,V4), oo, (Vap—3, Vak—2), (V2r—1,v1) dilabeli dengan
—(2k-1), -(2k-2), -k. Garis-garis
(v2,V3), (V4 V5), o) (V2k—20 V2i—3), V2k—2, V21-1) dilabeli

dengan 1, 2, 3, ..., (k-1), dan gafis,v;) di labeli dengan k.
Sedangkan titik-titiku, u,, ..., u,,_4 dilabeli dengan 1, (2k-1),
(2k-2), ..., 3,2, dan titik-titikv,, v, ..., Vo, dilabeli dengan —
(2k-1), -(2k-2), ..., -3, -2, -1.

2. Jika n genap. Diasumsikan = 2k, k = 2. Untuk garis-garis

(ug,uz), (uz, us), -, (Uzk—3, Uzk—2), (Uzg—1, Uzk) dilabeli
dengan 0, -1, -2, -(k-1). Garis-garis
(uy,us3), (Ug, Ug), ..., (Uzgk—2, Usk—1), (U, uq) dilabeli dengan
2Kk, 2k-1, 2k-2, k+1. Garis-garis
(1, v2), V3, V4), -, (Vap—3) Var—2)s (Vak—1, Var) dilabeli
dengan -2k, -(2k-1), -(k+1). Garis-garis

(v, v3), (W4, V5), «oo, (Wag—2, Var—1), (V2r, v1) dilabeli dengan 1,
2, 3, ..., k, dan gariéu,, v,) dilabeli dengan -k, dari pelabelan
tersebut diperoleh pelabelan titik-titike,, u,, ..., u;, yang
dilabeli dengan 1, 2k, (2k-1), ...,3, 2. Titik¥itv,, vy, ..., Vi
yang dilabeli dengan —(2k-1), -(2k-2), ..., -3, -2,

Berdasarkan dua uraian di atas masing-masing gaigiliki
kawan tepat satu di himpunan label garis-garissghjngga tidak
ada garis yang berlabel sama, begitu juga padaitiknya. Dengan
kata lain fungsi(f, f*) bijektif. Terbukti bahwa graf D(n,n) untuk
n >3 dapat dilabeli dengan pelabel@ta)P(b)-SEG, khususnya
dengamz, b = 1. Jadi, graf D(n,n) adala®(1)P(1)-SEG. |
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Langkah-langkah menentukan bahwa graf D(n,n) ad@@hP(b)-
SEG.

1. Mengkonstruksi graf D(n,n)

2. Menentukan titik-titik uq, u,, ..., u,, padacC, searah jarum
jam dan titik-titik v, v,, ..., v, padacC,, berlawanan dengan
arah jarum jam, atau sebaliknya.

3. Menentukan himpunan label garis-garis dan himpumnka
titik-titiknya sesuai definisi.

4. Melabeli garis-garis pada graf D(n,n) dengan fungsi
f: E — Q bijektif. Padan = 3, terdapat dua kasus yaitu :

1. untuk n genap didapatkan pelabelan garis sebagai
berikut:
a. (ug,up), (uz ug), .., (Uzk—3, Uzk—2), (Uak—1, Uzk)
dilabeli dengan 0, -1, -2, ..., -(k-1)
b. (uz us3), (Ug Us), .., (Uak—2, Uak—1), (Uak, Uz)
dilabeli dengan 2k, 2k-1, 2k-2, ..., k+1
C. (v1,v2), (V3,1), .., (Wap—3, Vak—2), (Vak—1, Var)
dilabeli dengan -2k, -(2k-1), ..., -(k+1)
d. (v2,V3), (W, Vs), -, Wak—2, Var-1)s (Vak, V1)
dilabelidengan 1, 2, 3, ..., k
e. (uq,v,) dilabeli dengan —k.
2. Untukn ganjil pelabelan garisnya sebagai berikut :
a. (ug,up), (uz us), o, (Uzg—3, Ugg—2), (Ugg—1,U1)
dilabeli dengan O, -1, -2, ..., -(k-1)
b. (uz, u3), (Ug, Us), ..., (Ug—4 Usk—3), (Uzg—2) Uzk—1)
dilabeli dengan 2k-1, 2k-2,...,k+1
C. (v1,v2), (V3,V4), ., (War—3, Var—2), Va1, V1)
dilabeli dengan —(2k-1), -(2k-2), ..., -k
d. (v2,v3), (V4,V5), ..., (Vag—4 Vap-3), (V2—2, Vor—1)
dilabelidengan 1, 2, 3, ..., (k-1)
e. (uqy,vy) dilabeli dengan k
3. Melabeli titik-tittk pada graf D(n,n) dengan fungsi
fV - P Dbijektif, dengan definisi  fungsi
f W) = Xwwmeee) fw ).
a. Pada n genap didapatkan pelabelan titik
Uy, Uy, ..., Uy, Yang dilabeli dengan 1, 2k, (2k-1),
w3, 2. Titik-titik vy, v,,...,v5, yang dilabeli
dengan —(2k-1), -(2k-2), ..., -3, -2, -1.
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b. Pada n ganjil didapatkan pelabelan titik
Uy, Uy, ..., Usg—q dilabeli dengan 1, (2k-1), (2k-2),
e 3,2, dan titik-titik vy, v,, ..., V9,1 dilabeli
dengan —(2k-1), -(2k-2), ..., -3, -2, -1.
4. Graf D(n,n) memenuhi pelabelanQ(a)P(b)-SEG
khususnyd(1)P(1)-SEG untuka > 3.

Contoh 3.6:
Graf D(9,9) adalal@(1)P(1)-SEG
1. Mengkonstruksi graf D(9,9)
dengann =9=2(5)—-1-k=5
2. Menentukan titik-titiku,, u,, ..., ug padaCy searah jarum jam
dan titik-titik vy, v,,...,v9 padaCy berlawanan dengan arah
jarum jam, atau sebaliknya, seperti Gambar 3.27.

Gambar 3.27 Graf D(9,9)

3. Graf D(9,9) adalah graf (18,19), jadi himpunan inflék-
titik dan himpunan label garis-garisnya adalah :
Q(a) = {0} U {xa,x(a+1),..,£(a+8)}
P(b) ={xb, (b + 1), ..., (b + 8)}

4. Melabeli garis-garis pada graf D(9,9) dengan fungsi
f:E = Q bijektif. Untuk n =9 menurut kasus 1 diatas
didapatkan pelabelan garis-garisnya sebagai berikut

(u,uz) =0 (uz,u3z) =9
(us,uy) = -1 (ug,us) =8
(us, ug) = —2 (ug,uy) =7
(u7,ug) = -3 (ug,ug) = 6
(ug,uy) = —4
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(vll UZ) =-9 (Uz,vg) =1

(vs3,v,) = —8 (Vg v5) = 2
(vs,v6) = =7 (ve,v7) =3
(v7,v8) = —6 (vg,v9) = 4
(v9, V1) = =5 (uy,v1) =5

5. Melabeli titik-titik pada graf D(9,9) dengan fungSi:V — P
bijektif, dengan definisi fungsi™(w) = X ver) f (W v).
Karena n ganjil sehingga didapatkan pelabelan titik
Uy, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug dilabeli dengan 1, 9, 8, 7, 6,
5, 4, 3, 2 dan titik-titikv,, v,, v3, vy, Vs, Vg, V7, Vg, Vg dilabeli
dengan -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1. Sep@dmbar 3.28
berikut.

Gambar 3.28 D(9,9)

6. Terlihat dari pelabelan yang didapatkan di atasMaatungsi
(f, f") adalah bijektif, sehingga graf D(9,9) dapat dilabe
dengan aturan pelabelanQ(@)P(b)-SEG  khususnya
Q(L)P(1)-SEG, karena himpunan label garis-garis dan
himpunan nilai titik-titiknya yang didapatkan adala
{-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,95X1) dan
{-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9P%1).

Berikut adalah tabel yang memuat pelabe@id)P(1)-SEG
pada graf D(9,9) seperti yang telah di jabarkaatais.
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Tabel 3.12 Pelabelan pada graf D(9,9)

a Q(a) P(b) Pelabelan Garis PdTelil;iTl(an
. {-9,-8,-7,- | {-9,-8,-7,- (ug,u) =0 5 9
6,-5,-4,3- | 6,5,-4,-3 - g(uz,%) =g |l
2, 2. Flumu)=-1 | F.0) =
101,234, 1,0,1,234, f(u, us) =8 filu;) =8
56,7,8,9} | 56,789 | flus ug) =—2 f*(u4) =7
Flug uy) =7 f*(us) =6
f(uz,ug) = =3 frlue) =5
f(ug, ug) = 6 f:(u7) =4
fug,ug) = —4 f*(uS) _ g
f,uy) =5 f*(ug) _ 9
fv,v) = -9 f *(vl) o
f(wp,v3) =1 C (v;) = -8
Fvs,vy) = 8 f*(vs) =-7
Floavs) =2 | L) =6
Floswa) = 27 o ) 720
f (e, v7) =3 f*(vﬁ) 7 _3
f(v7,v8) = —6 f*(v7) ’ _2
fogv) =4 | L@)="
f(vy,v9) = =5 [ (wy) = -1
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