ANALISIS DINAMIK MODEL INTRA — HOST
MALARIA DENGAN SISTEM IMUN

SKRIPSI

oleh
ANIS BUNGA KARTIKA DEWI
0810943030-94

& >
2, P >
RUsan matemm™

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2012






ANALISIS DINAMIK MODEL INTRA — HOST
MALARIA DENGAN SISTEM IMUN

SKRIPSI

Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar
Sarjana Sains dalam bidang Matematika

oleh
ANIS BUNGA KARTIKA DEWI
0810943030-94

& >
Yy, M I P >
RUsan matems™

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS BRAWIJAYA
MALANG
2012
|






LEMBAR PENGESAHAN SKRIPSI

ANALISIS DINAMIK MODEL INTRA — HOSTMALARIA
DENGAN SISTEM IMUN

oleh
ANIS BUNGA KARTIKA DEWI
0810943030-94

Setelah dipertahankan di depan Majelis Penguiji
pada tanggal 03 Desember 2012
dan dinyatakan memenuhi syarat untuk memperoleh gek
Sarjana Sains dalam bidang Matematika

Telah diperiksa dan disahkan oleh:

Dosen Pembimbing | Dosen Pembimbing Il
Dr.Wuryansari M. K., M.Si. Dr. Abdul Rouf A., M.Sc.
NIP.196607281993032001 NIP.196709071992031001
Mengetahui,

Ketua Jurusan Matematika
Fakultas MIPA Universitas Brawijaya

Dr. Abdul Rouf A., M.Sc.
NIP.196709071992031001







LEMBAR PERNYATAAN

Saya yang bertanda tangan di bawah ini :

Nama : Anis Bunga Kartika Dewi
NIM : 0810943030
Jurusan : Matematika

Penulis skripsi berjudul : Analisis Dinamik Model Intra — Host
Malaria dengan Sistem Imun

dengan ini menyatakan bahwa :

1. skripsi ini adalah benar-benar karya saya sendiri @n bukan
hasil plagiat dari karya orang lain. Karya-karya yang
tercantum dalam daftar pustaka skripsi ini semata-nata
digunakan sebagai acuan/referensi.

2. Apabila di kemudian hari diketahui bahwa isi skripsi saya
merupakan hasil jiplakan, maka saya bersedia menamggng
segala resiko yang akan saya terima.

Demikian pernyataan ini dibuat dengan segala kesadan.

Malang, 03 Desember 2012
yang menyatakan,

Anis Bunga Kartika Dewi
NIM. 0810943030






ANALISIS DINAMIK MODEL INTRA —HOST
MALARIA DENGAN SISTEM IMUN

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas modegitra — host malaria dengan
memperhatikan adanya sistem imun. Penyebaran pényalaria
dimodelkan dalam sistem persamaan diferensial brasainier
dengan empat variabel, yaitu sel darah merah gehatel darah
merah terinfeksiY), merozoit beba®{), dan sistem imun tubu)(
Berdasarkan hasil analisis, diperoleh tiga titilsdténbangan yaitu
titik kesetimbangan bebas penyakit, titik kesetimbangan endemik
tanpa adanya sistem imul, dan titik kesetimbangan endemik
dengan adanya sistem imuf,. Eksistensi dan kestabilan titik
kesetimbangan tersebut dipengaruhi oleh angka daksodasar,.
Untuk Ry, < 1 hanya titik kesetimbangaF, yang eksis dan stabil
asimtotik global, sedangkan untulg > 1 titik kesetimbangarkt;
stabil asimtotik lokal dan titik kesetimbangé&p tidak stabil. Pada
bagian akhir dilakukan simulasi numerik untuk mérsgrasikan dan
untuk menguiji hasil analisis yang telah diperoleh.

Kata kunci : model intra — host, titik kesetimbangan, sistemun,
angka reproduksi dasar, analisis kestabilan.
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DYNAMICAL ANALYSIS ON A MODEL OF MALARIA
INTRA — HOST WITH IMMUNE SYSTEM

ABSTRACT

This final project deals with a model of malarigran— host with
immune system. Transmission malaria disease is lexbdas a
nonlinear differential equation in four variablegmely uninfected
red blood cell X), infected red blood cellsy), free merozoitesM),
and immune responsé).(The model has three equilibrium points,
namely free endemic equilibrium poir,, endemic equlibrium
without immune responsg;, and endemic equilibrium point with
Immune responseg,. The existence and stability of the equilibrium
points are determined by basic reproduction nunierlf R, < 1
there is onlyE, which is global asimtotically stable, wheregsis
global asimtotically stable whety > 1 and equilibrium poink, is
unstable. Numerical simulation are carried outldstrate analytical
findings.

Keywords : intra — host model, equilibrium point, immungstem,
basic reproduction number, stability analysis.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Malaria adalah penyakit yang penyebarannya sanggsd, |
terutama di negara yang beriklim tropis dan sulpisioseperti
Indonesia. Saat ini, setengah dari penduduk dwemiaiko terjangkit
penyakit ini. Jumlah kasus akibat penyakit ini sak antara 300 —
500 juta tiap tahunnya, dan menyebabkan 1.5 —2a/ Kematian.
Secara garis besar epidemiologi malaria menyangkbal utama
yang saling berkaitan yaitu, antara manusia sebagag perantara,
nyamuk vektor sebagai inardgefinit, penyebab penyakitagen,
yaitu plasmodium

Model dinamika malaria pertama kali diteliti oleh.MR
Anderson dkk, (1989). Model yang ditemukan oleMRAnderson
yang menjadi landasan bagi para ilmuwan lainnya rimembahas
interaksi sel inang dengan parasit. Seorang ilmule&mama M.B.
Gravenor dkk. (1995) melakukan penelitian lebihjugn yaitu
dengan menambahkan parameter untuk mengontrobkenjarasit
dalam persaingan menginfeksi sel darah merah s8éatuk model
yang dirumuskan oleh R.M. Anderson dan M.B. Graveno
dimodelkan kembali oleh J.Tumwiine dkk. (2007) damg
menambahkan variabel sistem imun pada tubuh peéaderi

Penyakit malaria pada manusia merupakan kasusbensgat
dinamis dan dapat dideskripsikan dalam sebuah muod&matika.
Pada skripsi ini dipelajari analisis dinamik motitta — hostmalaria
dan sistem imun tubuh. Model ini dikonstruksi meilatliagram
interaksi dalam darah, yang meliputi empat sub [agowyaitu sel
darah merah sehat); sel darah merah terinfek)( merozoit bebas
(M) dan sistem imun tubuhl)( sehingga diperoleh suatu sistem
persamaan diferensial biasa nonlinier yang memuatpae
persamaan. Dengan menggunakan analisis sistem iljnaitik
kesetimbangan dan sifat kestabilan titik kesetigan model
tersebut dapat ditentukan. Selain itu dalam skripsi juga
diperkenalkan angka reproduksi dadaasic reproduction numbgr
R, yang mendeskripsikan ukuran terjadi atau tidakeyaemik
dalam populasi. Serta dibahas lebih dalam melatuulasi numerik

1



yang disajikan dalam grafik solusi dan potret falsgan nilai
parameter yang sesuai.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang pada subbab 1.1, pokok
permasalahan yang dikaji dalam skripsi ini ada&iiagai berikut.

1. Bagaimana model dinamikntra — Host malaria dengan
sistem imun tubuh?

2. Apakah eksistensi titik kesetimbangan model merkariu
Syarat tertentu?

3. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model?

4. Bagaimana simulasi numerik model apabila diberikéai
parameter yang berbeda?

1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini adaleébagai
berikut.

1. Menentukan model dinamikitra — Host malaria dengan
sistem imun tubuh.

2. Menentukan eksistensi titik kesetimbangan model.

3. Menentukan kestabilan titik kesetimbangan model.

4. Melakukan simulasi humerik model apabila diberikalai
parameter yang berbeda.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Definisi 2.1.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yamyadwubungan
antara suatu fungsi yang tidak diketahui dengan sa&au lebih
turunannya (Edrward dan Penney, 2001).

Definisi 2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial biasa berdimereilalah sistem
yang terdiri darin persamaan diferensial biasa linier dengan
variabel. Bentuk umum sistem persamaan difereris@da linier
orde satu berdimensaidengan koefisien konstanta adalah

dx,

E = aq11X1 + A12Xy - ¥ A1nXn

dx,

E — alel + azzxz + . + aznxn (21)
dx,

ar Ap1Xq + AppXy + -+ appXy

dengamg; ; adalah konstanta riil dafy = 1, ..., n (Robinson, 2004).
bentuk (2.1) dapat ditulis secara singkat dalamtubemmatriks
sebagai

dx

E = Ax + f(t),
x1 a11 aln A fl
denganx=|: |, A=| ¢ = ] dan f = [ i ] (Finizio dan
Xn An1 - Apn 12

Ladas, 1982).

2.2 Sistem Dinamik

Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik)
Secara geometri sistem dinamik adalah pergartitik sepanjang
solusi suatu sistem di dalam ruang phase (Perkid,)20



Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus)
Sistem dinamik berdimensi empat yang berbentuk

dxq —F( )

dr 1 X1,X2,X3, X4

dx, iy )

éit — X7 x17x27x3rx4-

X3 (2.2)
_— F

dt 3(x1, X2, X3, X4)

dx, ~ Fy( )

dt — 14 x1'x27x37x4-

dengan fungsif;, i =1,..,4 tidak bergantung secara eksplisit
terhadap waktu disebut sistem otonomus (Finizio dan Ladas, 1982).

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan)

Diberikan sistem otonomus (2.2). TitR = (x;*, x5*, x3%, x,*)
disebut titik kesetimbangansistem (2.2) jikaF,(X*) = F,(x*) =
F3(x*) = F,(x*) = 0 (Nagle dkk, 1993).

Definisi 2.2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik kesetimbangai* = (x;*, x5*, x3%, x,*) dikatakan
1. stabil jika Ve > 0,36 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap
solusi sisten¥ = x(t) yang memenuhi
1%(0) — x|l < &
maka berlaku
[|2(t) — x*|| < &Vt >0,
2. stabil asimtotik jika ia stabil dag §,,0 < 6, < 8, sedemikian
sehingga sebuah solusi sistém: x(t)yang memenuhi
1%(6) — "]l < &
bersifat
lim (6 = 7
3. tidak stabil jika titik tersebut tidak memenubhitkria (1) (Boyce
dan DiPrima, 2008).

2.2.1 Sistem Otonomus Linier

Perhatikan sistem otonomus linier berikut



dx,
dt
dx,

= a11X1 + Q12X + A13X3 + A14Xy,

= Ap1X1 T QX3 + Ap3X3 + Ap4X4,

dt (2.3)

dxs
P uih + azzXxz + Az3X3 + A34Xy,
dx,
E = a41x1 + a42x2 + a43X3 + a44x4.
Persamaan (2.3) dapat dinyatakan dalam bentukksatbagai
dz _
at = Y (2.4)

a11 Q12 Q13 Qy4
Az1 Gz QA3 dpg
A3y Qzz A3z Q34|
Qg1 Qgp Q43 QAyg

denganx = (xy, x,,x3,x,)T dand =

Teorema 2.1 Kestabilan Sistem Otonomus Linier
Misalkan 4,, untuk n=1,..,4 adalah nilai eigen matriks
koefisien sistem otonomus liniet. Titik kesetimbangant* = 0
bersifat
1. stabil asimtotik jika bagian riil,, negatifvn,
2. stabil jikad,, mempunyai bagian riil noin,
3. tidak stabil, jika terdapat,, yang memiliki bagian riil yang positif
vn (Edward dan Penney, 2001).

2.2.2 Sistem Otonomus Nonlinier
Perhatikan sistem otonomus nonlinier

dx,

E = fl (xll x27 x3l X4),

dx,

E = f2(x1, X2, X3, x4),

d (2.5)
X3

E = f3 (xlr er x3r x4);

dx,

dr = fa(x1, X2, X3, X4).

dengary, f>, f3 danf, nonlinier.



Asumsikan fi, f, f; dan f, mempunyai turunan parsial yang
kontinu pada titik X* = (x;*,x,%, x3%,x,*). Deret Taylor fungsi
foi=1,..,4di sekitarﬁ adalah

A = fiG >+Zaﬁ ) tm@i= 1 (26)

dengan 1;(%), l— 1 ., 4 adalah  suku sisa. Karena

dxl d
dt ( Xi =X );
maka persamaan (2.6) dapat ditulis dalam bentukiksasebagai

berikut

0F, 0F, 0F, 0F;]
0x; 0x, 0x3 0xy
X —x" [FGED)] |90 0F 0F 0F) e —x

d = 2" _|F(E)|  10x 0xy 0x3 0xa] [x2— 257
dt|%s —x3" | |Fs(x)| |0Fs 0F; 0OF; O0Fs| fx3—x5"
Xg — x4* F4(.7_C)*) axl axz a.X3 ax4 X4 — x4*

J0F, OF, O0F, O0F,
[0x; 0xy; 0x3 0xy4l..

[771(32)]

|r]2(x)|

773(x)

14 (%)

(2.7)

dengan
[0F, 0F, O0F; O0F]
0x; 0x, O0xg 0xy
0F, 0F, OF, O0F,
s |0x; O0x; Oxg Oxy
J&)=\3r, aF, oF, oF, (2.8)
0xq O0xy, O0x3 0xy
0F, O0F, OF, 6F4
10x, 0x, 0x3 0x4_ 2
adalah matriks Jacobi atagpartial derlvatlve matrix (derivative
matrix).

6



Jika dimisalkan X; =x;—x;",i=1,...,4serta mengingat
fi(x*),v;=1,...,4, maka persamaan (2.7) dapat ditulis sebagai

_dxl_
dt .
dz, 21 [mG]
E =% 552 | "72(92) |
~ |=J&7) 5|+ g 2.9
dg:| =1 || * | nec) (2.9)
dt Xy 14(%)
dx,
3 dt > . - -
Persamaan(2.9) dapat ditulis sebagai
dw

T JEXIW +1j,
denganw = (%, %, X3,%,) dani = (n1,7m2,13,14). Bila X cukup
dekat dengarr* makaw bernilai kecil, sehinggd7|| < ||w||. Oleh
karena itu,77 dapat diabaikan dan sistem nonlinier (2.5) dapat
dihampiri oleh sistem linier
d—)
% = Jw,dengan | = J(x*) (2.10)
Jika ¥ = %* diperoleh w = 0, sehingga sistem linier (2.10)
memiliki titik kesetimbangamw = 0, dan/ identik dengarA pada
persamaan (2.4). (Robinson, 2004).

Teorema 2.2 Kestabilan Sistem Otonomus NonLinier
Titik kesetimbangan sistem otonomus nonli(ieb) bersifat

1. stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistenmgadilinierkan
stabil asimtotik,

2. tak stabil jika titik kesetimbangan sistem yangnarkan tak
stabil (Robinson, 2004).

2.3 Kiriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Jika suatu sistem linier hampiran mempunyai persama
karakteristik berbentuk
M+ a A+ a2+ -+ a,_A+a, =0. (2.11)
maka kestabilan titik kesetimbangan dapat diasalianpa harus
menyelesaikan persamaan (2.11) terlebih dahulutu yeengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.



Teorema 2.3 Kriteria Routh-Hurwitz
Akar-akar polinom (2.11) mempunyai bagian real tiégika
a, > 0dan

Hy =la4| >0,
H, = |a1 > 0,
az da
a 1 0
H3 =|az ap; aq|> o, ..,
as a4, as
a 1 0 .. 0
Hk = ag: a:z .Cll .:“ 0: > 0,
0 0 O Ay

dengark = 1,2, ..., n.
Untuk n =4, persamaan (2.11) menjadi
M+ a3 +a,2+az1+a, =0 (2.12)
Akar — akar persamaan (2.12) akan bernilaatiijika dan hanya
jika semuaa; >0, a; > 0, a,a, > a3 danay(a;(aa; — a;a,) —
as?) > 0 (Glass dan Murray, 2001).

2.4 Metode Lyapunov

Definisi 2.4.1 (Fungsi Lyapunov Lemah)

Misalkan x* adalah titik kesetimbangan persamaan diferensial
dx/dt = g(x). Suatu fungsil: R™ - R disebut fungsiLyapunov
lemah jika terdapat suatu persekitardfi € R" pada X* yang
memenuhi

i. L(X*)=0danL(x) >0,VX#x* eW

i. L(X)<0, VXEW (Alligood, 2000)

Definisi 2.4.2 (Fungsi Lyapunov Kuat)

Fungsi £ disebut fungsiLyapunov kuatjika terdapat suatu
persekitaran¥# padax* yang memenuhi kondisi (i) pada Definisi
2.4.1 dan

LX) <0, VX+X"€eEW (Alligood, 2000)

Teorema 2.4.3 (Kestabilan Global dengan Fungsi Lyamov)
Misalkan x* adalah suatu titik kesetimbangan persamaan

diferensial dx/dt = g(x). Titik kesetimbangant* bersifat stabil

8



global jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lematukine*. Jika
terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat unték maka x* bersifat
stabil asimtotik global (Alligood, dkk. 2000).

2.5 Sistem Imun

Suatu partikel asing (antigen) masuk ke daisonh, tubuh akan
mengeluarkan respon imun. Respon imun tubuh terbegjadi dua,
yaitu respon imun seluler dan respon imun humdtetika respon
imun berhasil dilaksanakan, sel-sel tertentu dasing-masing tipe
akan menyimpan suatu memori tentang antigen yamg baja
dilawan. Jika antigen yang sama menyerang kemivelka dapat
dikenali oleh sel-sel imun sehingga respon yangerdibn dapat
lebih cepat, akurat, dan agresif (Kirschner, 1996).

2.6 Siklus Hidup Plasmodium

Siklus hidup plasmodium penyebab malaria nikimilua inang
yaitu manusia dan nyamuk. Siklus aseksual plasmoderjadi di
dalam tubuh manusia sedangkan siklus seksual itpaaa nyamuk.

2.6.1 Siklus Hidup Seksual

Siklus hidup seksual terjadi di dalam tubuhamyk apabila
nyamuk anopheles betina menghisap darah yang memggn
gametosit Kemudian terbentuk ribuan sporozoit dan beberapa
sporozoitmenembus kelenjar nyamuk dan bila nyamuk menggigit
atau menusuk manusia maka sporozoit masuk kedataah dlan
mulailah siklugpre-eritrositik

2.6.2 Siklus Hidup Aseksual

Sporozoitdari kelenjar ludah nyamuk anopheles betina disijek
ke dalam tubuh. Setelah tiga puluh menit sporozeitsebut
memasuki sel-sel parenkim hati dan memulai stagiksoeritrositik
pada daur hidupnya. Parasit yang ada di dalam a&@ltlmbuh
menjadi skizondan berkembang menjadierozoit (10.000-30.000
merozoit, tergantung spesiesnya) . Sel hati yamgardung parasit
pecah danmerozoit keluar dengan bebas. Proses tersebut terjadi
sebelum memasuki eritrosit maka disebut stadiveeritrositik atau
eksoeritrositikyang berlangsung selama 2 minggu.



Siklus eritrositik dimulai saatmerozoitmemasuki sel-sel darah
merah. Parasit tampak sebagai kromatin kecil, itiikgil
olehsitoplasma yang membesar, bentuk tidak terdam mulai
membentukiropozoit tropozoit berkembang menjadikizonmuda,
kemudian berkembang menjatizonmatang dan membelah banyak
menjadimerozoit Dengan selesainya pembelahan tersebut sel darah
merah pecah damerozoit pigmen dan sisa sel keluar dan memasuki
plasmadarah. Parasit memasuki sel darah merahy#aimmtuk
mengulangi siklusskizogoniBeberapamerozoitmemasuki eritrosit
dan membentukskizon dan lainnya membentukjametosityaitu
bentuk seksual (gametosit jantan dan betina) $etelalalui 2-3
siklus skizogoni darah.
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BAB Il
PEMBAHASAN

3.1 Diagram Interaksi

Model dinamik intra — host malaria dan sistémun tubuh
membagi populasi menjadi empat subpopulasi, yaitpapulasi sel
darah merah sehat, subpopulasi sel darah meralnfetesi
subpopulasi merozoit bebas dan subpopulasi sisteum itubuh.
Arus perpindahan materi dari subpopulasi — subgspulersebut
secara skematis disajikan pada Gambar 3.1.

Hy H1 Hi

! ?

koM

= X > Y F— |

Y

Hy
Un

Y
M
v

kX

HUm

Gambar 3.1 Diagram interaksi model dinamik inttzost malaria
dan sistem imun tubuh

dengan

: banyaknya sel darah merah sehat

: banyaknya sel darah merah terinfeksi

: banyaknya sel imun

: banyaknya merozoit bebas

: laju rekruitmen sel darah merah sehat

: laju kematian alami sel darah merah sehat

: laju infektifitas sel darah merah disebabkananeit

-~ <X

&R
R

1%]
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Uy : laju kematian alami sel darah merah yang tekaife

Um : laju kematian alami merozoit bebas

Ui : laju kematian alami sel imun

Uy : laju perubahan dari bentakexual menjadi merozoit

r : laju merozoit per laju kematian sel darah meeaimfeksi

Ue . laju aktifasi sel imun akibat kontak dengan dalah
merah terinfeksi

Un : laju aktifasi sel imun akibat kontak dengan nzeio

Ay : laju perkembangbiakan sel imun berkaitan denggin
darah merah terinfeksi

Am : laju perkembangbiakan sel imun berkaitan dengan
merozoit

3.2 Konstruksi Model

Model dinamik intra — host malaria dan sistémun tubuh
diperoleh dengan menerjemahkan diagram interaks$a gaambar
3.1 ke dalam model matematika. Laju perubahan pigpulasi sel
darah merah sehat, sel darah merah terinfeksi, zoierbebas dan
imun tubuh diperoleh sebagai berikut.

3.2.1 Laju Perubahan Sel Darah Merah Sehat

A merupakan laju rekruitmen vyaitu laju banyaknya datah
merah yang diproduksi oleh sumsum tulang. Semudasah merah
sehat memiliki kemungkinan untuk terinfeksi meroZeebas yang
ada di dalam hati. Laju perubahan sel darah meehht gersebut
berbanding lurus dengan laju rekruitmen pada wakyaitu

= A,
dt
dengam\ > 0.

Banyaknya sel darah merah sehat dapat berkukamena
kematian alami, yaitu kematian bukan karena teksifeoleh
merozoit bebas yang ada dalam hati, sehingga lejubphan sel

darah merah sehat karena kematian alami, adalah
ax

E = —UyX,
dengarnu, menyatakan laju kematian alami sel darah meradtseh
Berkurangnya sel darah merah sehat tidak halik@enakan
kematian alami saja, tetapi karena adanya penyerapa darah
merah sehat oleh merozoit bebas yang ada dalam yaatj
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menyebabkan terjadinya infektifitas. Laju perubaseindarah merah
sehat pada wakty berbanding lurus dengan bertambahnya sel darah
merah terinfeksi karena merozoit, yaitu
X
E E kSMX,

k., menyatakan laju infektifitas sel darah merah dibian merozoit.

Dengan demikian laju perubahan sel darah meedtat dapat
dinyatakan sebagai

— = A—p, X — k;MX. (3.1)

3.2.2 Laju Perubahan Sel Darah Merah Terinfeksi

Adanya interaksi antara sel darah merah sééragan merozoit
bebas yang ada di dalam hati, mengakibatkan jusdatiarah merah
yang terinfeksi bertambah. Laju perubahan sel daratah terinfeksi
pada waktut, berbanding lurus dengan penyerapan merozoit bebas
oleh sel darah merah sehat, yaitu
dy
E — kSMX,
Banyaknya sel darah merah terinfeksi dapaubang disebabkan

adanya kematian alami, sehingga laju perubaharda®h merah
terinfeksi karena kematian alami, adalah
dy
dt ==Y,
denganyu; menyatakan laju kematian alami sel darah meraly yan
terinfeksi.

Sel darah merah terinfeksi juga mengalami kimakarena
terjadi pelepasan atau pembentukan merozoit baju. erubahan
sel darah merah terinfeksi pada waktuberbanding lurus dengan
berkurangnya sel darah merah terinfeksi karenayadaelepasan
atau pembentukan merozoit baru, yaitu

dy

dt - ﬂyyp
denganu, menyatakan laju perubahandari benasexual menjadi
merozoit.

Serangan merozoit terhadap sel darah merah icmem
terbentuknya sel imun. Munculnyaa sel imun terseteningkatkan
perlawanan terhadap merozoit dan sel darah meratdietesi pada
tubuh. Sel imun yang terbentuk mengakibatkan barigmya sel
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darah merah terinfeksi. Laju perubahan sel darafameerinfeksi
pada waktu karena adanya sel imun, adalah

dy

dr = —UcYl,
denganu,. menyatakan laju aktifasi sel imun akibat kontakgm
sel darah merah terinfeksi

Dengan demikian laju perubahan sel darah meeainfeksi

terhadap waktu dapat dinyatakan sebagai berikut.

Y
o R ksMX — (uy + py)Y — oYl (3.2)

3.2.3 Laju Perubahan Merozoit Bebas

Laju berkurangnya sel darah merah terinfelseha pelepasan
atau pembentukan merozoit baru sebanyak mengakibatkan
bertambahnya merozoit bebas. Laju perubahan méroebas pada
waktu t, berbanding lurus dengan berkurangnya sel daraiahme
terinfeksi, yaitu

dM

E L .uy;
dengan- menyatakan laju merozoit per laju kematian selaldar
merah terinfeksi.

Berkurangnya merozoit karena adanya penyerap&nozoit
bebas oleh sel darah merah sehat yang ada dalamdrmatebabkan
terjadinya infektifitas dan juga menyebabkan bebainmya sel darah
merah terinfeksi. Laju perubahan merozoit bebasapaektu t,
berbanding lurus dengan berkurangnya merozoit be@asna
penyerapan sel darah merah sehat, yaitu
dM
E — —kSMX.

Banyaknya merozoit bebas dapat berkurang aden adanya

kematian alami, sehingga laju perubahan merozdiadekarena
kematian alami, adalah

am _
ac | Hmt

denganu,, menyatakan laju kematian alami merozoit bebas.

Aktifasi sel imun terjadi karena adanya kontk#ngan merozoit
bebas dan menyebabkan berkurangnya merozoit belbas.
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perubahan merozoit bebas pada waktiberbanding lurus dengan

aktifasi sel imun karena adanya kontak dengan roérgaitu
dM

- - —upMi,
dengany;, menyatakan laju aktifasi sel imun akibat kontakgm
merozoit.
Dengan demikian laju perubahan sel darah meraifeksi dapat
dinyatakan sebagai berikut.
dM
ST Hy ksMX — ppmM — upMI. (3.3)
3.2.4 Laju Perubahan Sel Imun
Tubuh manusia secara alami memiliki kemampuartuku
memproduksi sel imun. Sistem imun terus memperbamnianya
untuk melawan sel darah merah terinfeksi karenaorodr bebas
maka, sel imun berkembang biak sebanygkkarena adanya sel
darah merah terinfeksi dan sebanyak karena adanya merozoit
bebas di dalam hati. Laju perubahan sel imun padatunt,
berbanding lurus dengan bertambahnya sel imun &aestanya
perkembang biakan , yaitu

dl
B3 (A,Y + A, ML
Banyaknya sel imun dapat berkurang disebabkalanya
kematian alami, sehingga laju perubahan sel imuaneakematian

alami, yaitu

dl

—=—ul,
dt Uy

Dengan demikian laju perubahan sel imun texpadaktut dapat
dinyatakan sebagai berikut.
dl
o= (AY + A M) — 1. (3.4
Berdasarkan uraian sebelumnya diperoleh syspensamaan
diferensial non-linier untuk laju perubahan subpagiusel darah
merah sehat, laju perubahan subpopulasi sel daeakhnterinfeksi,
laju perubahan subpopulasi merozoit bebas dan pajwbahan
subpopulasi sel imun, yaitu

15



dX
== A= X = kMX,

dy
= ksMX = (g + py)Y — pcYl,
(3.5)
aM
P Ty — ksMX — pyM — up MI,
dl
—= (A)Y + A4y M) — ;1.
dengan(\, Hx ks: K1, Bys Be s T Bmos Bps Ayr Am: Hi pOSitif-

3.3 Titik Kesetimbangan
Titik kesetimbangan sistem (3.5) diperoleh jika
dax dy dM dl

N Tl Tl T T
sehingga diperoleh sistem persamaan

A—wX— kMX =0, (3.5a)

ksMX — (pg —py)Y — p Y1 =0, (3.5b)
riyY — ksMX — M — pp MI = 0, (3.5¢)
[A,Y + A, M| — pl = 0. (3.5d)

Berdasarkan hasil perhitungan pada Lampiran 1 dliplertiga
titik kesetimbangan yaitu, titik kesetimbangan Isbpenyakit
Eo[A/py 0,0,0], titik kesetimbangan endemik tanpa adanya sel
imun E,[X* Y*,M*,0] dan titik kesetimbangan endemik dengan
adanya sel imui, [X, Y, i, 1].

Titik kesetimbangan endemik tanpa adanya sistemm,irhe= 0
diperoleh

* Mm(ﬂl + My) : (363.)
K ks[py (r = 1) — ]
Hxtm
Y* = S : :
Bt By ks [.uy(r -1 - .u1] (3.60)
e =A@ =D -m] p (3.60)

ton (111 + 11y) ks
Jika
Ak r—1) —
et (111 + phy)
MakaX*,Y*, M* dapat ditulis sebagai
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A

X* = , 3.8a
Ropy ( )
Y* _;(R -1) (3.8b)
(H1 + My)Ro ° ’ .
M = i—" (Ry — 1). (3.80)
S

R, disebut sebagai angka reproduksi dasar. Dengankide E;
eksis jika Ry > 1.

Titik kesetimbangan endemik dengan adanyairseh [ # 0
adalah

(tm + D) (1 + py + picl)

X = — (3.9a)
ks[ﬂy(r - 1) - (Ml + ﬂcl)]

_ Ak —1) — (uq + pd .
i = [y (r D -G tp ~)] B (3.9b)

(m + D (1 + py +ueI) ks

= 1 Aks [.uy(r -\ 1) - (.ul ] Mci)] Hx

7= —|y-1, \ S 3.9¢
Ay ¢ (i + pnD (1 + 1y + pcl) - ks 559

Nilai X,Y danM disyaratkan harus positif. Karena semua parameter
bernilai positif, Xeksis jika dan hanya jika

ty(r —1) > py + pcl. (3.10)
Sedangkan nilaf danM dijamin positif jika dan hanya jika
.uiks
T (3.11)
Hx(Am +1)

Pertidaksamaan (3.10) dan (3.11) merupakan syasitensik,.
Perhatikan bahw&, ¥ danM bergantung pada sebarang nilat 0,
sehingga ada tak berhingga banyaknya Ejik

3.4 Analisis Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan

Berdasarkan Subbab 2.5, sistem persamaan (@esipakan
sistem nonlinier. Kestabilan titik kesetimbangarpedoleh dari
linierisasi sistem dengan matriks Jacobi

JX,Y,M,I)
[—(ux + ksM) 0 —ksX 0 1
A ksM —(p + Hy + ucl) kesX —ucY
3 —ksM iy —(ksX + pm + pnl) —unM
0 Ayl A1 ALY + 1M — g

(3.12)
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Analisis kestabilan hanya dilakukan untukktkesetimbangaf,
dan E; saja, sebab ada tak berhingga banyaknya HitikPerilaku
solusi di sekitar titike, akan disimulasikan secara numerik.

3.4.1 Analisis Kestabilan untukE,
Matriks Jacobi sistem (3.5) di tithg, adalah
i A

—Hx 0 —ks .u_x 0
0 —(u+uy) k2 0
J(Ep) = ALy S . (13
A
0 iy —(m + ks—) 0
Hx
0 0 0 — ;)

Nilai ei_gen matriks (3.13) diperoleh dengan ngedesaikan
persamaalfi(E,) — Al| = 0, yaitu

A
_(lll +ﬂy) -4 ks#_
(/‘l+/ix)(l+:u'l.) XA = 0,
Ty fr (:um + ks _) =2
Hx
atau
A+ ) A+ )% +a;2+a,) =0 (3.14)
dengan

A
ar =t +ﬂy+ﬂm+ksﬂ_r

X

A
ay = (i1 + 1y) + ks.u_(uy(l —7) + )
X

= (1 + 11y) — ksfx(uy(r -1 —)
dari persamaan (3.14) diperoleh akar karakterigfik= —u, dan
A, = —u;. Berdasarkan Teorema 2.2 titi&,[A/u,,0,0,0] akan
stabil asimtotik jika keempat akar karakteristikngaalah real
negatif. Jelas bahwa;, 1, < 0, sedangkan persamaan (3.14) akan
mempunyai akar — akar karakteristik negatif jikaa, > 0.

Nilai dari semua parametéy p,, (i, iy, i, ks adalah positif
sehingga a; = py + uy + iy + ks A/, pasti bernilai  positif.
Selanjutnya, a, dapat ditulis sebagaia, = pun, (1 +uy) —
ks A/py (uy(r — 1) — py ). Sehinggaz, > 0, jika
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Akg[py (r — 1) — py

ﬂxﬂm(ﬂl + ﬂy)
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa tigsdtimbangan
Eqo[A/py 0,0,0] stabil asimtotik jika Ry <1 dan tidak stabil
jika Ry > 1.

<1

3.4.2 Analisis Kestabilan untukk
Seperti telah disebutkan sebelumnya, fga> 1 maka terdapat
dua titik kesetimbangan yaifig[A/u, 0,0,0] danE;[X*,Y*, M*, 0].
Untuk menganalisis kestabilan lokal dafi[X*,Y*, M*, 0]
digunakan matriks Jacobi sistem (3.5) di tHik yaitu

R 0 ks 0
oMx Ro
Ro—1) —(u+p) = el gy~ 1)
Hx(Ro — —(u1 + =
xR0 1 Y. llxRO (Ml L, ﬂy)RO 0
](E1) = k.A o'
“meRo=1)  Thy (e “Hlte Ry — 1)
#XRO ks
AL M
0 0 0 —— (R, — 1)+ Ro—1) —
(#1 + Hy)Ro ) ks 0 '
(3.15)

Nilai eigery(E,) diperoleh dari persamaan karakteristik

<—A+<L(RO— 1) 4t p gy

(#1 + #y)Ro ks
. " —k A
— oy #xRo
Ry —1 ~ ks
Bi| || #x(Ro—1)  —(uy + 1) Ry
kA
—Ux(Ro — 1) iy (#m + m)
=0
atau
Ay PacAm )
Y (Ry— 1)+ = (R — 1) — ;| (BB + a1 2% + azA + a3) = 0,
((H1+ﬂy)Ro( ety
(3.16)
dengan
ay = iy + fly + f + Ropty + ——,
UxRo
kA
@z = Rope (1 + bty + ptm) + ——,
0

19



az = (1 + tty) (Ro — 1y
Perhitungan koefisien, a, dan a; ditunjukkan pada Lampiran
(2). Dari  persamaan (3.16) diperoleh nilai  eigen

Ay = = (A4 /(s + 1y)Ro) Ro = 1)) + hydm/ks (R = 1) — .
Berdasarkan Teorema 2.3, persamaan (3.16) akanlikndragian
riil negatif jika dan hanya jika,,a,,a; > 0 dana,a, > a;. Pada
Lampiran 2 telah ditunjukkan bahwa, a,, a; > 0 dan

kA
a;a; — az = (Roﬂx(lh +uy) + R_) (.U1 + Hy + U + Rolly
0

kA
o
ROﬂx
kA
+ Um [ﬂx(.ul + .“y) + Roky (Rolux + tm + R_)]
oMx
> 0.

Dengan demikian titik kesetimbangBp bersifat stabil asimtotik.

3.5 Analisis Kestabilan GlobalEy untuk Ry < 1

Berdasarkan Teorema 2.4.3 untuk menunjukkatakéan global
E, harus ditunjukkan bahwa terdapat suatu fungsi uyap £ kuat
atau lemah untulE,. Misalkan terdapat suatu fungsi untuk E,
sebagaimana
LX,Y,M, D) =ruw,Y + (1 + py)M.

Selanjutnya, untuk menunjukkan apakah fungsi tertseterupakan
fungsi Lyapunov kuat atau lemah, diperlukan adapgmbuktian
terlebih dahulu bahwa fungdi tersebut memenuhi kondisi pada
definisi yaitu £L(x*) = 0 danf(X) > 0,VX #X* € W
PembuktianC(X*) = 0
Bukti:
LX,Y,M, D) =rpY + (ug + 1y )M

= ru, 0+ (,ul + ,uy)O

=0
Jadi, terbukti bahwa(x*) = 0.

Pembuktianf(X) >0, VX #x* e W

Bukti:
LY, M, D) =rpyY + (ug + 1y )M
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Ty Y + (;11 + yy)M >0
Karena nilai parameter, u,,u; bernilai positif, makaru,Y +
(11 + )M pasti akan bernilai positif.
Jadi, terbukti bahwa(x) > 0.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwamemenuhi Definisi 2.4.2
yaituL(®) <0, VX #x* €W
Bukti:
karena

LX,Y,M, D) =ru,Y + (ug + py )M
Diperoleh
L'=rpY + (u + uy)M’
= ryy(ksMX = (,ul + ,uy)Y > ,uCIY)
+ (uy + py)(ruyY — M — ppIM — ksMX)
= rpykMX — rpyuclY — (uy + py ) (kX + ppl + pm)M
sehingga
iyl + (uy + py ) (up DM
< ruyksMX — (py + 1) (ksX + )M
Jikarp, ksMX — (uy + py) (kX + )M <0 maka jelas bahwa
L' <0. Sehingga cukup dibuktikanu, ksMX — (py + py ) (ksX +
Um)M < 0.
TiyksMX — (1 + py )ksMX — (g + 1) )M < 0
M[ksX (py(r = 1) = p1) = (2 + bty J1im] <0

(11 + py M[ksx(“y(r_l)_’“)—
vy )Hm

1
(1 + w1y )t

<0

ksA(p, (r —1) — ) ]
M —1|<o0
(b + 1y ) [ ot (111 + 1) 3
(11 + py JumM[Ry — 1] < 0 (3.17)

Titik E, eksis jika Ry <1ldan  menyebabkan nila(u1 I
ﬂy)ﬂmM[RO - 1] <0.
Karena kondisi i, ii, dan iii yang berdasarkan Difi2.6.2 terpenuhi
untuk fungsi Lyapuno¥, sebagaimana
LY, M, 1) =ru,Y + (pg + py)M

adalah fungsi Lyapunov kuat, sehingga kestahiigradalah stabil
asimtotik global.
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3.6 Simulasi Numerik dan Kajian Perilaku Solusi

Pada sub bab ini, disimulasikan suatu solusi daters (3.5).
Untuk mensimulasikan hasil analisis secara numeligunakan
metode Runge Kutta orde 4 menggunakan software MYBIL
R2008a. Source code dapat dilihat pada Lampiran 4.

3.6.1 Simulasi | untuk E

Pada simulasi untuk,, digunakan nilah = 100, u,, = 0.5,k =
0.0025, uy, = 0.5, u, = 0.5, 4; = 0.05, 43 = 0.01,7 = 2, . =
0.002, up, = 0.003,4, = 0.03,1,, = 0.02 diperolehR, = 0.96078.
Nilai parameter tersebut memenuhi syarat eksistbabwa nilai
R, = 0.9608 < 1, dimana hanya terdapat satu titik kesetimbangan
yang eksis dan stabil, yaitu titik kesetimbangaiptaadanya sistem
imun E, = (200,0,0,0). Seperti ditunjukkan Gambar 3.2 yang
memperlihatkan bahwa grafik solus(t),Y(t), M(t) dani(t) akan
menuju ke titik kesetimbangdfy. Dengan kata lain, titilE, stabil
dan pada kondisi nyata dapat dikatakan bahwa tidsblapat
penyebaran penyakit pada populasi tersebut karada pkhirnya,
populasi dark (t), M (t)dani(t) menuju nol atau habis.

450 T T T T T T T T T

X(t)

4001 -[-\ - - - - --q---p---p---

350

300

250

200

X(0), Y (1).M@®).1(t)

150

100

50

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t
Gambar 3.2 Grafik Solusi untuig

22



Potret fase untulky, < 1 juga memperlihatkan kestabilan fitik
kesetimbangarE,. Pada Gambar 3.3 terlihat bahwa dengan nilai
awal (100,5,30,1) dan nilai awal yang berbeda-bgmdik solusi
menuju ke titik kesetimbangak,. Berdasarkan Gambar 3.3 dapat
dilihat juga bahwa untuk nilai awal yang jauh mauplekat dengan
titik kesetimbanganE,solusi dari sistem juga menuju ke titik
kesetimbanga#,.

M(t)

Y(®) uf @
X0
Gambar 3.3 Potret Fase untik

3.6.2 Simulasi Il untuk E4

Pada simulasi untukt;, digunakan nilaiA = 4,u, = 0.8, ks =
0.0025, uy, = 0.05, py, = 0.01,; = 0.5,y = 0.5,7 = 20, =
0.002, u, = 0.003, 4, = 0.03,4,, = 0.02 diperolehR, = 1.02272.
Nilai parameter tersebut memenuhi syarat eksistbabiwa nilai
R, = 1.02272 > 1, dimana terdapat dua titik kesetimbangan yang
eksis, yaitu titik kesetimbangan tanpa adanya raisi@un E; =
(4.8889,0.1616,7.2727,0) danE, = (5,0,0,0). Berdasarkan analisis
subbab 3.4..2 titik kesetimbangan yang stabil ddalitik
kesetimbangan tanpa adanya sistem ifudan titik kesetimbangan
Eytidak stabil, seperti ditunjukkan pada Gambar 3.4.
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Gambar 3.4 Grafik Solusi untuiq

Berdasarkan Gambar 3.4 dapat dilihat bahwaissosistem
persamaan akan menuju K§. Dalam kondisi nyata dikatakan
bahwa pada populasi tersebut sedang terjadi wabah.

Potret fase untulR, > 1 juga memperlihatkan kestabilan titik

kesetimbangart,. Pada Gambar 3.5 terlihat bahwa dengan nilai
awal (100,10,30,1) dan nilai awal yang berbeda-bgddik solusi
menuju ke titik kesetimbangak,. Berdasarkan Gambar 3.5 dapat
dilihat juga bahwa untuk nilai awal yang jauh maupiekat dengan
titik kesetimbanganE; solusi dari sistem juga menuju ke titik
kesetimbangant;, tidak menuju titik E,. Hal ini menunjukkan
bahwakE; stabil sedangkaf, tidak stabil.
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Gambar 3.5 Potret Fase untkik

3.6.3 Simulasi Il untuk E,

Pada simulasi Il untukE, dengan [ # 0, digunakan nilai
A=4,u,=08k; =0.09, uy, =0.05, p, =0.01, g, =10, p; =
0.5,7 = 20, u. = 0.002, yp =0.003, 4, =0.03,4,, =0.02,] =1
diperoleh R, = 36.8182 > 1. Nilai parameter tersebut memenubhi
syarat eksistensi dimana terdapat tiga titik kedsdingan yang eksis
yaitu tittlk kesetimbangan tanpa adanya sistem imEn=
(5,0,0,0), E; = (0.136,7.075,3.183,0) dan
E, = (0.178,3.592,13.586) seperti ditunjukkan pada Gambar 3.6.
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Gambar 3.6 Grafik solugi= 0

Nilai awalX(t),Y(t), M(t) dani(t) adalah (15,20,50,10), grafik
solusi Gambar 3.6 menunjukkan bahwa tidak menujik ti
kesetimbanganE,. Hal ini, berarti bahwa ada infeksi yang
disebabkan oleh merozoit karené), M(t) dani(t) tidak menuju
ke nol.

Parameter pada Simulasi lll menyebabKareksis namun tidak

stabil. Hal ini menjadi suatu kajian yang menaskhingga perlu
dilakukan simulasi numerik untuk lebih memperjetesnbahasan.
Berdasarkan hasil simulasi numerik, diperoleh pofase seperti
tampak pada Gambar 3.7.
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Gambar 3.7 Potret Fage= 0

Potret fase pada Gambar 3.7 menunjukkan babmiapat tiga
titik kesetimbangan yang eksis. Namun, dari Gan3batidak dapat
ditentukan titik manakah yang akan stabil, karen&rep fasenya
tidak menuju salah satu dari ketiga titik kesetingen yang eksis.
Hanya saja, potret fase berada sangat dekat demigas;. Hal ini
dapat diartikan bahwa adanya sistem imun yang niseoara alami
di dalam tubuh manusia, tidak mampu menekan lajtupduhan
merozoit bebas yang menyebabkan terjadinya endehek. ini
diperlihatkan pula pada grafik solusi Gambar 3.énaha nilai
merozoit bebas bertambah setiap satuan w@htsehingga titike,
menjadi tidak stabil.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan tujuan pengerjaan skripsi ini yangaikan pada

Bab | dan hasil pembahasan pada Bab Ill, maka ddigambil
kesimpulan sebagai berikut.

1.

Model intra — host malaria dan sistem imun tubulupa sistem
otonomus nonlinier dengan empat variabel dan dukasbe
parameter. Diagram interaksi dari model dapat alililpada
Gambar 3.1.

. Pada model intra — host malaria diperoleh tigak titi

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan dengamyadaistem
imun  Ey[A/u,,0,0,0] dan E{[X*,Y*,M*,0] dan titik
kesetimbangan tanpa adanya sistem ilﬁj{ﬂ?, Y, Mf] Dimana
eksistensi titik kesetimbangah}, dan E; ditentukan oleh suatu
bilangan yang disebut bilangan reproduksi daBgr Titik
kesetimbangarE,[A/u,,0,0,0] selalu eksis. Sedangkan untuk
titik kesetimbangark; [X*,Y*,M*,0] eksis jikaR, > 1. Titik
kesetimbanga#®, eksis, jikaX,Y danM positif X positif jika dan
hanya jikau, (r — 1) > uy + pI danpks > (A, + 1).

. Kestabilan titik kesetimbangan untuk,[A/u,,0,0,0] adalah

stabil asimtotik jikaR, < 1 dan tidak stabil jikaR, > 1. Titik
kesetimbangang, [X*,Y*, M*, 0] bersifat stabil asimtotik lokal

jika Ry > 1. Sedangkan titik kesetimbangah|X, Y, M,I| tidak
stabil.

. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan haaigy sesuai

dengan hasil analisis.

4.2 Saran

Pada pengkajian selanjutnya diharapkan kestabilabal dari

titik kesetimbanganE; dapat dianalisis menggunakan analisis
kestabilan global yang lebih mudah dipahami.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan Nilai Titik Kesetimbangan

Misalkan K*,Y*, M*, I*) adalah titik kesetimbangan/titik kritis
dari sitem persamaan (3.5). Titik kesetimbangarermsistersebut
diperoleh jika

dx dy dM dl
ar  dt dt dt

sehingga sistem persamaan (1.5) menjadi sisterarpass

A—wX— kMX =0 (1.5a)

ksMX — (p — )Y — pu YT =0 (1.5b)
riyY — ksMX — M — up MI =0 (1.5¢)
[A,Y + ApM|I — pwI=0 (1.5d)

solusi persamaan (1.5d) dapat dinyatakan dalanukent
[AY + AM — p;]1=0

[=0 (1.6)

Y\ & v (1.7)

dari solusi diatas mengakibatkan adanya dua komuligik sistem
imun, yaitu/ = 0 dan/ # 0. Apabila/ = 0 disubstitusikan ke dalam
persamaan (1.5) — (1.7) diperoleh

A= X — ksMX =0 (1.8)
ksMX — (ug + 1)Y= 0 (1.9)
ruyY = ksMX — py M =0 (1.10)
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Dari persamaan (1.8) diperoleh
A— X — ksMX =0
A= Xy + kM) =0
Xy + kM) = A

X=———+— (111
(W + ksM) 2
Secara sama, dari persamaan (1.9) diperoleh
ksMX — (pg + )Y =0
k M( A ) (1 +1y)Y =0
N llx + kSM ﬂl nuy —
(s + 1)Y= ksMA
ksMA
(1.12)

Y =

(ﬂx + ksM)(Ml + ﬂy)

Dengan mensubstitusikan persamaan (1.11) dan (Bel@¢rsamaan
(1.10) diperolenh,

ruyY — ksMX — i, M = 0

k MA k MA
'r' -
o e + M) (i +11y) (i + M)

— UmM =0

rﬂyksMA - ksMA(.ul + #y) i ﬂmM(ﬂx + ksM)(ﬂl + .uy)
(b + kM) (uy + 11y) (1.13)
=0
Persamaan (1.13) akan bernilai sama dengan nobadesyarat
(e + ksM)(py + 1)) # 0. Sehingga, persamaan (1.13) menjadi

rﬂyksMA = ksMA(Hl + ﬂy) — UmM (py + ksM)(Hl + ﬂy) =0
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Af(ryyksA-—ksA(uli-uy)
— Lyl ksM)(ﬂl + lly)) =0 (1.14)
Dengan demikian, dari persamaan (1.14) diperolkh Mi = 0 atau
M = rﬂyksA - ksA(ul + ﬂy) — Um (py + ksM)(ﬂl + ﬂy)-
ApabilaM = 0 disubstitusikan ke persamaan (1.8) diperoleh

A—pX — ksMX =0

A—u,X=0
x=2 (1.15)
Px '

Lalu dengan mensubstitusikdh= 0 danX = uA ke persamaan (1.9)
diperoleh

ksMX — (py + 1)Y= 0
- (Hl +My)Y =0
Y=0

Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan ypaegama, yaitu
titik kesetimbangan bebas penyakit

A
e [—,o, 0, o] (1.16)
Uy

Selanjutnya, untull = 1, koA — ksA(py + py) — fon (e +
ksM)(uy + ) diperoleh bentuk

r.uyksA - ksA(ﬂl + ﬂy) — i (pye + ksM)(.ul + .uy) =0
ksA[ﬂy(r -1- ﬂl] = fm (U + ksM)(ﬂl + .uy)

k.A —1)—
sAluy (r — 1) — g .
tm (11 + 1y)
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ksA[#y(r b 1) B Ml] g

k.M =
° tom (11 + 1)

Apy(r—D—pm]|

o (11 + 11y) ks
Dengan mensubstitusikan persamaan (1.17) ke peasar(ia8)
diperoleh

M* =

(1.17)

A—p X — ksMX =0

Alpyr=D -]

A—u,X— k X=0
* U pm(p + 1) ks
k. XA Y72
o [y - = 1) — ] p) B
ﬂm(ﬂl +.uy)
_ ksXA[Hy(T S o Ml]
(11 + 1)
. bl )

= (1.18)

kslpy (r = 1) — 1]
Dengan cara yang sama, melalui pensubstitusiarampeaen (1.17)
dan (1.18) ke persamaan (1.9) diperoleh

ksMX — (11 +p,)Y =0

k. [A[uy(r —D-m] u_x] [ pon (1 + 1)

o (11 + 1y) ks[uy(r — 1) — ul]] = (+m)y

Alpyr =D -] ] [ ton (11 + 1)
e ey e
Ay =D =] (s +1y)
G =D =] k=1 —p] (u1 +1y)Y
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Mot (11 + 11y)
A— =(u +u,)Y
ks[#y(r - 1) - Hl] ( - y)

pre o P (1.19)
ottty e[, r = 1) = |
Dengan demikian

diperoleh titik kesetimbangan yateglua,
yaitut; = (X*,Y*, M*,0) dengan

xo = Fmlitny) o AC-D-m]
) 2 iy = Du_ ;‘1] (s + 1) ks
M*=M1+ uy_ ks[#y(rx_rf)_#l] I"=0 .
Untuk I # 0 akan dihitung dengan mensubstitusikée: “="m
ke dalam persamaan sistem (1.5), sehingga diperoleh g
kMZ kMR + p M + p MT
(2 + py + pc1) 9 iy,
ksX (kX A+ i + ppl)
(g + 1y + ped) Ty

ks)?r:uy o (ksX + Um + ﬂhi) (:ul + iy + .uci)
ksXrpy, — kX (g + 1y + pel) = (um + unD) (1 + py + picl)
)?-(ksr:uy - ks(:ul +uy + ﬂci)) = (Um + :uhi)(ﬂl +uy t+ ﬂci)

7o (nt n) (py + py + uc{') .50
ks [ﬂy(r —-1) - (#1 + ﬂcl)]

Dari persamaan (1.5a) dengan mensubtitusikan peaesar(il.17),
maka diperoleh
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=
|
1=
=
> T‘
==
1%}
|
>

i1 = A X
kX
o A X
kX kX

i = | __
(HmtunD)(Hatpuy+uc) kg
S k[, r=1)—(uy D)

kg u =D = (g )], sl

(i + oD (2 + 1y + picl) ks
Sedangkan untuk memperoleh nild; dapat diperoleh dengan
mensubtitusikanpersamaan (1.21) ke dalam persadidzawah ini,

sehingga diperoleh

Ay
o Aks[ﬂy(r_l)_(.“l'*'ﬂci)] B
7= Hi = Am (m+unD)(pa+py+ucl) ks
Ay
1 Akg | (r—1) — (g +ucl
«|y (b, CU]—“—’“ (1.22)

Y=—|u—2 =
AT Qo  uaD( + 1y + ) ks

Dan nilai daril, diperoleh dengan mensubstitusikan persamaan (1.7)

kedalam persamaan (1.5d),

(4,7 + A, = T =0

[Ay% + Amiv'z]i— fi =

wl — pI=0
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Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan leetygitu, titik
kesetimbangan tanpa sistem imfiyn= (X, ¥, M, 1) dengan

(m + Dy + 1y + 11 T)
ks[ﬂy(r - 1) - (.ul + .uci)]

Y_ i 1 — Aks[ﬂy(r_l)_(ﬂl-}_ﬂci)]_ﬂ_x
l % (.um + Mhi)(ﬂl + Hy + .uci) kS

Ay
Aks[ﬂy(r - 1) - (ﬂl + ﬂci)] _ .u_x
(o + 1D (g + py + ul) ks

X =

M =
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Lampiran 2. Perhitungan Koefisien Persamaan (3.16)

koA
UxRo

a; = —(—(u1 + py) — Rotty — (i + —=0)

S

.uxRO

= g + Uy + Uy + Ropiy +

koA
a; = Ropiy (ul + Uy + i + Roptx + )
UxRo

+( n )( +ksA> kAR kA
Hi T HUy) | K — H
! YT ueRy)  pxRo ° x pxRy "
koA
ﬂxRO Y
kA
= Roﬂx(ﬂl +uy + ﬂm) + kA — kA + (Hl + My) (ﬂm + LR )
x 0
ks ko
MRy 7 Rg

kA
= Robte (1 + py + ) + ==+ i (12 + 11y)
A kg
- T
UxRo

+ (H1

kA
- ROﬂx(ﬂl + Hy + ﬂm) + + Mm(ﬂl + ﬂy)

ksA(uy, (1 — F) + 1)
+
UxRo

kA
= Rope (s + bty + pim) + =+ tm (111 + 1)

_ ksA(ﬂy(l B I') + #1)
ksA(uy(r—1)—pq)
Pl (t1+1ty)

X

kA
= Rot(pa + 1y + tin) Rt tm (11 + 1y) — i (11 + 1)
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kA
= Ropte (i1 + iy + tim) + Rf

—ksA( + 1y ) (—1e(Ry — 1)) — DR
1Ry H1 T Uy )(—HUxitg Ry Hy ol

kA
+ Roptx (11 + 11y) (um + )
UxRo
kA

ﬂxRO

as =

+

(ﬂx (RO -\ 1))rﬂy

koA

=% (u1 + 1y)(Rg — 1) — ksArpy, + Ropy (11 + 1y )t

kA
I ksA(ul I ,uy) I R—O(RO - Dry,,

kA
Ro

= (Ro~1) 2~ + 1,0 = 1) + ks (o +py (= + 1))

+ Rote (i1 + 1y )i,
kA
= Rotx (11 + ty )it — Rio(uy(r —=1) = 1)
= Um (g + ﬂy) (RO - 1)ﬂx

a1a; — az = <H1 + Uy + tm + Rolly
kA ko
R + iy F ) + —)

ﬂxRO) ( olx (ﬂl .uy .um) RO

= (m (1 + 1y) (Ro = Dty )

+

= (1 + #y + ) (aRoty + tyRotix + timRopiy + Roft” + ksA)
+kSA( +uy + +kSA)+kA
Ro \Ha+ ity + it o+ oo )+ R

+ Rofhxbtin (1 + ty + i) — Rothxbtin (11 + 11y)
+ et (11 + 11y)
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1
~ (.u1 + Uy + Mm) [Ro.ux(.ul + Uy + iy + Rollx) + kA (1 + R_O)]

4 b (R o Jsh ) + (11 + 1)
RO olx ROﬂx Hxlm\ U1 .uy
+ Roﬂx:umz

kA
a,a; —az = <R0.ux(.u1 A iy 13 R_o) (ul + ty + i + Rolly

kA
=4
Roﬂx
koA
P [ux(ul + 1ty ) + Ropy (Roux + tm + 3 )]
ol
>0
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Lampiran 3. Program

function  dX=f1(X,M,miux,ks,A);
dX=A-miux*X-ks*M*X;

function  dY=f2(X,Y,M,l,ks,miul,miuy,miuc);
dY=ks*M*X-(miul+miuy)*Y-miuc*Y*l;

function  dM=f3(X,Y,M,l,r,miuy,ks,mium,miuh);
dM=r*miuy*Y-ks*M*X-mium*M-miuh*M*;

function  dI=f4(Y,M,l,lamdam,lamday,miui);
dl=(lamday*Y +lamdam*M)*I-miui*l;

clc;

clear all ;
h=0.1;
t=0:h:150;

n=length(t)-1;

miux=0.5;
ks=0.0025;
A=100;
miul=0.01;
miuy=0.5;
miuc=0.002;
r=2;
miuh=0.003;
lamdam=0.02;
lamday=0.03;
miui=0.05;
mium=0.5;

ro=(A*ks*(miuy*(r-1)-miul))/(miux*mium*(miul+miuy))
X1=A/miux
X2=mium*(miuy+miul)/(ks*(miuy*(r-1)-miul))

Y 2=(A/(miul+miuy))-(mium*miux/(ks*(miuy*(r-1)-
miul)))
M2=(A*(miuy*(r-1)-miul)/(mium*(miul+miuy)))-miux/ks

X_t(1)=100;
Y_t(1)=20;
M_t(1)=40;
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I_t(1)=10;
X_t2(1)=20;
Y_t2(1)=10;
M_t2(1)=15;
|_t2(1)=5;
X_t3(1)=60;
Y_t3(1)=20;
M_t3(1)=30;
|_t3(1)=10;
X_t4(1)=90;
Y_t4(1)=30;
M_t4(1)=50;
|_t4(1)=20;

for i=1:n
X=X_t(i);
Y=Y _t(i);
M=M_t(i);
I=1_t(i);
X2=X_t2(i);
Y2=Y_t2(i);
M2=M_t2(i);
12=I1_t2(i);
X3=X_t3(i);
Y3=Y_t3(i);
M3=M_t3(i);
13=I_t3(i);
XA4=X_t4(i);
Y4=Y_t4(i);
M4=M_t4(i);
14=I_t4(i);

cc=RK4(X,Y,M,l,miux,ks,A,miul,miuy,miuc,r,miuh,mium
lamdam,lamday,miui,h);

cc2=RK4(X2,Y2,M2,12,miux,ks,A,miul,miuy,miuc,r,miuh
,mium,lamdam,lamday, miui,h);

cc3=RK4(X3,Y3,M3,13,miux,ks,A,miul,miuy,miuc,r,miuh
,mium,lamdam,lamday,miui,h);

cc4=RK4(X4,Y4,M4,14, miux,ks,A,miul,miuy,miuc,r,miuh
,mium,lamdam,lamday, miui,h);
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X_t(i+1)=cc(1);

Y_t(i+1)=cc(2);

M_t(i+1)=cc(3);

|_t(i+1)=cc(4);

X_t2(i+1)=cc2(1);
Y_t2(i+1)=cc2(2);
M_t2(i+1)=cc2(3);
|_t2(i+1)=cc2(4);

X _t3(i+1)=cc3(1);
Y_t3(i+1)=cc3(2);
M_t3(i+1)=cc3(3);
|_t3(i+1)=cc3(4);
X_t4(i+1)=cc4(1);

Y _t4(i+1)=cc4(2);
M_t4(i+1)=cc4(3);
|_t4(i+1)=cc4(4);

end;

figure(1);

plot(t,X_t, ™ oYt o'm' tMt o bttt
idth* ,2);

xlabel( 't );

ylabel(  "X(t),Y(t),M(t),I(t)’ );
legend( ‘X()' ,'Y(@®)' M@ I@Q) )i
grid on;

untuk Ry>1

figure(8);
plot3(X_t,Y_t,M_t,'b",X_t2,Y_t2,M_t2,'r',X_t3,Y_t3,
M_t3,'k',X_t4,Y_t4,M_t4,'g",X1,0,0,'r*',X2,Y2,M2,'k
* 'LineWidth',3);

xlabel("X(t)";

ylabel("Y(t)");

zlabel('M(t)");

legend('N1','N2','N3','N4",'EQ','E1")

grid on;

Untuk R, <1
figure(8);

plot3(X_t,Y_t,M_t, b X t2Y_t2M 2, "

M_t3, 'k X_t4,Y_t4M t4, 'g" ,X1,0,0, '
3);
xlabel(" "X(t)' );

‘g’ , 'Linew

X_13,Y_t3,
, 'LineWidth'
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lY(t)l

ylabel(

zlabel(  'M(t)'
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