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ANALISISDINAMIK MODEL INTERAKSI
SATU PREDATOR DAN DUA PREY

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas dua macam maquietlator-prey. Keduanya
terdiri dari satupredator dan duaprey. Pada model ke dua terdapat
kerjasama antgirey sedangkan pada model pertama tidak demikian.
Kedua model merupakan sistem otonomus nonliniegalertiga
variabel tak bebas yaitu populg@sey pertama, populagrey ke dua,
dan populasipredator. Analisis dinamik berupa perhitungan titik
kesetimbangan dan analisis kestabilan lokal titdsetimbangan
dilakukan terhadap kedua model. Kerjasama anfaey
menyebabkarprey lebih sulit dimangsa olelpredator sehingga
populasiprey dan predator membutuhkan waktu yang lebih lama
untuk mencapai keadaan yang setimbang. Di bagikin slkripsi ini
dilakukan simulasi numerik untuk mengilustrasikaan dmenguji
hasil analitik kedua model.

Kata kunci: model predator-prey, kerjasama antaiprey, titik
kesetimbangan, kestabilan lokal.
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DYNAMICAL ANALYSISOF TWO PREY
AND ONE PREDATOR INTERACTION MODEL

ABSTRACT

In this final project two kinds of predator—prey aeds are studied.
Both of them consist of predator and two preys. $&eond model
takes the competition between preys into accouhilewthe first
model does not. Both of models are formulatedhreg-dimensional
nonlinear autonomous system, with three dependemiables,
namely first prey populations, second prey popoietj and predator
populations. Dynamical analysis on both modelshsascequilibrium
points and local stability of equilibrium pointseapresented. Preys
are more difficult to be caugh by predator duereyjs cooperation
so their population need longer time for reach m@@acondition.
Finally, numerical simulations are presented tstitate analytical
result.

Keywords: predator-prey model, cooperation between preys,
equilibrium point, local stability.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Adanya interaksi antarspesies berpengaruh terhadap
pertumbuhan spesies. Interaksi antarspesies digeatatan menjadi
tiga tipe, yaitupredator-prey jika tingkat pertumbuhan spesies satu
berkurang dan spesies lainnya meningkat, kompgkai tingkat
pertumbuhan masing-masing spesies yang berinteksurang,
dan mutualisme, jika tingkat pertumbuhan semua ispegang
berinteraksi bertambah (Murray, 2002).

Model pertama dan paling sederhana yang digunakdoku
mempelajari interakspredator-prey dikemukakan olethotka dan
Voltera. Model ini menggambarkan interaksi antar dua ggegang
berperan sebagai mangsa dan pemangsa (Murray,. 2002)

Di alam bebas, interaksi antgredator-prey tidak hanya
melibatkan dua spesies. Salah satunya interakdator-prey yang
melibatkan tiga spesies dengan satedator dan duaprey. Dalam
interaksi tersebut terdapat kemungkinan adanya ktsi@ntarprey
untuk memperebutkan nutrisi, kerjasama anpaey melawan
predator, atau tanpa interaksi antarey.

Berbeda dari skripsi Sakinal?0l1l) yang membahas model
predator-prey dengan dua spesies atau Handay&0lZ) yang
membahas model interaksi tiga spesies dengan spest@a berupa
omnivorg dalam skripsi ini dipelajari analisis dinamik modsltu
predator dan duaprey dengan kerjasama dan tanpa kerjasama antar
prey serta pengaruh kerjasama anpegy terhadap populasi secara
keseluruhan

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang pada subbab 1.1, pokok
permasalahan yang dibahas dalam penulisan sknpsadalah
sebagai berikut.
1. Bagaimana formulasi model interaksi saitedator dan dua
prey dengan kerjasama dan tanpa kerjasama preg?
2. Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan model?
3.  Bagaimana simulasi numerik model dan interpretasiny



4,

Bagaimana pengaruh kerjasama amgasy terhadap populasi
secara keseluruhan?

1.3 Batasan Masalah

Penulisan skripsi ini difokuskan pada pembahas@ngan

beberapa batasan masalah, yaitu

QY @ =

.

populasi bersifat tertutup,

terdapat satu jengredator dan dua jenigrey,

pada model ke dua, kedpeey bekerjasama melawamedator,
kerjasama antarey hanya dilakukan ketika terdapptedator,
tidak ada kompetisi antarey,

tingkat memangsa dapredator diasumsikan berbanding lurus
dengan populagirey,

kematianpredator hanya disebabkan karena kelangkpiaay.

1.4 Tujuan Penulisan

1.

2.
3.

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk

mengkonstruksi model interaksi sapuedator dan duaprey
dengan kerjasama dan tanpa kerjasama pregr

menentukan kestabilan titik kesetimbangan model,
melakukan simulasi numerik model dan
menginterpretasikannya,

mengetahui pengaruh kerjasama amtiagy terhadap populasi
secara keseluruhan
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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Definis 2.1.1 (Persamaan Diferensial)

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat
hubungan antara suatu fungsi yang tidak diketabngan satu atau
lebih turunannya (Edward dan Penney, 2001).

Definisi 2.1.2 (Persamaan Diferensial Biasa)
Persamaan diferensial biasa (PDB) adalatapsan diferensial
yang hanya memuat satu variabel bebas (Erward elamely, 2001).

Definisi 2.1.3 (Sistem Persamaan Diferensial Biasa)

Sistem PDB berdimensi adalah suatu sistem yang terdiri dari
persamaan diferensial biasa linier dengarariabel. Bentuk umum
sistem persamaan diferensial biasa linear orde Isatdimensin
dengan koefisien konstan adalah

dx,

E =3 a11x1 eH a12x2 + -+ alnxn

dx,

'_dT N alel + azzxz + -t aann (2.1)
dx,

Frd =0p1Xy + AppXy + -+ AppXy

dengam; ; adalah konstanta riil dayy = 1, ..., n (Robinson, 2004).
2.2 Sistem Dinamik

Definis 2.2.1 (Sistem Dinamik)

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat akhket
nilainya di masa yang akan datang jika diberikaatisliondisi awal
pada masa sekarang atau di masa lalu (Naggle diarl $28).

Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus)
Sistem dinamik berdimensi tiga yang berbentuk



d

’a);—l: Fl(xwxz’xs)

dx

d—tzz F2(X1,X2,X3) (2'2)
dx

d_ts_ F3(X1’X2'X3)

disebut sistem otonomus jikg;, untuk i = 1,2,3 adalah fungsi
bernilai real yang tidak bergantung secara ekspéshadap waktt
(Naggle dan Saff, 1993).

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan)
Pandang sistem otonomus (2.2). T|(|>K1X2X3) yang memenubhi
06,50, ) = B (%, ) = Fo(X, %, %, ) =0 disebut titik
kritis sistem (2.2). Titik kritis merupakan solusistem otonomus
(2.2) dengarF; = 0, sehingga titik kritis disebut juga titik tetapaat
titik kesetimbangan (Naggle dan Saff, 1993).
Definisi 2.2.4 (Kestabilan Titik K esetimbangan)

Titik kesetimbangar(xi , X;, X3) dikatakan
(a) stabil jikaOe >0, Co >0 sedemikian sehingga bila

H(Xl(o)’ X (O)' X3 (0)) - (X1 o0 X X‘ <0 maka
H(Xl(t)' X (t) Xy (t)) - (XI X Xg l‘ <g t>0

(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atadak memenuhi
kriteria (a)
(c) stabil asimtotik jika ia stabil damod,, 0<J, <J, sedemikian

sehingga sebuah solugj = Xi(t) X, = Xz(t) Xy = xs(t) yang
memenuhiH(xl(t), X, (t), %, (t)) - (xl : xzxsl‘ < J,, akan bersifat
lim (x, (£), , (t). % (t)) = (x;,%;,x;) (Robinson, 2004).



2.3 Sistem Otonomus Linier

Definisi 2.3.1 (Sistem Otonomus Linier)

Suatu sistem otonomus dikatakan linier jika tidakdapat
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Berdéaiélah sistem
otonomus linier tiga dimensi

dx, _
E =% + X, + A 3X;,

dx, _
E =a,nX + X, + Ay3X3, (2-3)

dx, _
E =35 X + a;3,%, + Q33X

dimana a; merupakan konstanta riil, untiylf =1, 2,3. Persamaan
(2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks
“ = Ax 2.4
dt = AXx ( 0 )

denganx = (x,x,,x3)T dan

&y S, A3
A=lay 8y a8yl
83 83 g

Jika det(A)#0 , maka titik(00,0) merupakan satu-satunya titik
kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut (Balgmn DiPrima,
2005).

Teorema 2.3.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Linier)
Misalkan A, untukn = 1,2,3adalah nilai eigen matriks koefisien

A sistem otonomus linier dengatef{A)#0 . Titik kesetimtzang
(0,0,0) bersifat
1. Stabil asimtotik jikaA, bernilai riil negatif atau bagian ril,

5



bernilai negatif untuk setiap

2. Stabil (tetapi bukan stabil asimtotik) jika terdapd, dengan
bagian riil nol.

3. Tidak stabil jika terdapatd, yang memiliki bagian riil yang
positif (Boyce dan DiPrima, 2005).

2.4 Sissem Otonomus Nonlinier

Suatu sistem otonomus dikatakan nonlinier jika dped
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Bentokura sistem
otonomus nonlinier tiga dimensi adalah

d

ltl = 1 (Xl, X2, X3 )’

d

% =1, (xl’ X5 X3 ) (2.5)
d

—(;(Ts 77 3 (XL X2, XS )

di manaf;, f;,dan f; nonlinier.

Diasumsikan bahwa fungdy, f, dan f; mempunyai turunan
parsial yang kontinu di titikc* = (x7, x5, x3). Deret Taylor fungsi
f1, >, danf; di sekitar titikk* adalah

0f(x") dfi(x")

A = &)+ 522 0y —xi) + 0= 2
2.6)
a =%
+ ]:;)(Cx ) (x3 — x3) + 11 (%),
3
9 =% 0 —x
£ = @+ L2 6 —x) + 2 - )
2.7)
a =%
+ f2E) (x3 — x3) + 12 (%),

a.X'3



f3:(x) = f3(x") +

O (% 0f 4
B =+ 3 oy = )

(2.8)
af (x*) . _
e (= ) 1),
dengam; (x),n,(x), dann;(x) suku sisa. Karena
dxl_d( )dxz_d( )dx3 d( Y
gt ~ar TG = g e e 33

maka persamaan (2.9) sampai dengan (2 11) dapdis ditalam
bentuk matriks sebagai berikut

f(x") Xy — X1 171 (%)
=[2G |+ ]G |22 — x5 | + |n2(X) |, (2.9)
—x3 f3(x7) X3 — X3 13 (%)
di mana
(afl 6f1 afl‘
axl axz ax:g
o _ |92 Of, 0Of,
J&) = B\ (2.10)
6f3 8f3 6f3
_0x1 6.X'2 6x3_(f*)

matriks Jacobi atapartial derivative matrix (derivative matrix).

Misalkan X; = x; —x1 X, =X, —x3 X3 = x3 —x3. Karena
F,(x*)=F,(x*) = F3(x*) = 0, maka persamaan (2.9) dapat ditulis
dalam bentuk

_d k\l_

ddé Xy M
E 553 N3

d X3

L dt




Persamaan (2.11) dapat ditulis

dw -

a  JwEn
denganw = (£, %,,%3)", 7 = (M1, 12,m3)", dan ] =J(x*). Jika
(x1,x5,%x3) cukup dekat dengar{xj,x;,x3), maka (X;,X,,X3)
bernilai kecil sehinggall7|| < |[w]l. Oleh karena itup dapat
diabaikan dan sistem nonlinier (2.5) dapat dihampieh sistem
linier

dw
dt

—

Jw. (2.12)

Untuk x; = x1,x; = x3,x3 = x5 diperoleh (X;,%,,%3) =
(0,0,0), sehingga sistem linier (2.11) memiliki titik kéisgbangan
(%41,%,,%3) = (0,0,0) dan/ identik denga\ pada persamaan (2.4).

Teorema 2.4.1 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinier)
Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (Bérsifat

1. stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistermgadilinierkan
stabil asimtotik.

2. Tak stabil jika titik kesetimbangan sistem yangnilirkan tak
stabil (Robinson, 2004).

25 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Jika suatu persamaan karakteristik sulit ditentukdai eigen
beserta tandanya, dapat digunakan Kkriteria Routhvitiu untuk
mempermudah menganalisis jenis kestabilannya.

Kestabilan titik kesetimbangan sistem otonomus)(2ientukan
dengan nilai eigen matriks Jacobi (2.10). Misalkaatriks Jacobi
(2.10) memiliki persamaan karakteristik

A+ +c,A+c, =0 (2.13)

di mana ¢; = —tr(J),c; = Yi_,det(Jy), c; = —det(J), dan J,
adalah matriks yang diperoleh ddridengan menghapus baris dan
kolom kek (Ledder, 2005).

8



Teorema 2.5.1 (Kriteria Routh-Hurwitz)
Bagian real akar persamaan (2.13) bernilai nefikifc,, c,, dancs
memenubhi kriteria Routh-Hurwitz, yaitu

Cl C3
1l c
(Glass dan Murray, 2001).

C3>O,H1=|C1|>O,danH2= >O

2.6 Model Pertumbuhan L ogistik

Model logistik yang diperkenalkan oleh Verhulst oypmkan
sebuah model pertumbuhan populasi. Model tersedeskkipsikan
sebagai

dimanar merupakan tingkat pertumbuhan intrinsik populasn da
bernilai positif danK merupakan daya dukung lingkungearfying
capacity) yaitu kapasitas maksimum lingkungan (Boyce dan
DiPrima, 2005).

2.7 Model Predator Prey

Model interaksipredator-prey pertama kali diperkenalkan oleh
Volterra dan dikenal dengan model Lotka-Volterrasufsi dari
model tersebut adalaprey tumbuh tidak terbatas kecuali ada
predator, adanyapredator mengurangi populagirey, kelangkaan
prey mengakibatkan kematigpredator, dan pemangsaan terhadap
prey sama dengan laju interaksi prey dan predator

dN
— =N(a-bP
o - Na-bP)
dP
— =P(cN -d),
o = PleN-d)

di manaN adalahprey, P predator, a laju pertumbuharprey, b
tingkat memangsa dafrey, ¢ tingkat kontribusiprey terhadap
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predator, dan d tingkat kematianpredator (Glass dan Murray,
2001).

2.8 Simbiosis

Simbiosis adalah hubungan antara dua makhluk hirpeda
yang hidup bersama. Terdapat beberapa macam simbios
diantaranya simbiosis komensalisme, simbiosis fm®ae, dan
simbiosis mutualisme. Simbiosis komensalisme addlabungan
antara dua jenis makhluk hidup yang menguntunghkdahssatu
pihak sedangkan pihak yang lain tidak dirugikanntob hubungan
antara ikan hiu dan ikan remora. Simbiosis pasms#i adalah
hubungan antara dua jenis makhluk hidup, yang satundapat
keuntungan sedangkan pihak yang lain dirugikan.t@ohubungan
antara benalu dan tumbuhan inangnya. Simbiosisatisie adalah
hubungan antara dua jenis makhluk hidup yang saling
menguntungkan. Contoh hubungan kupu-kupu dengaanizm
berbunga (Sugiyanto dan Ismawati, 2008).
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Model Interaksi Satu Predator dan Dua Prey

Misalkan x(t) menyatakan populaprey pertama pada waktu
y(t) menyatakan populagirey ke dua pada waktw, dan z(t)
menyatakan populaspredator pada waktut. Interaksi antara
x(t), y(t), danz(t) dapat dimodelkan sebagai berikut

3.1.1 Model Pertama

Model pertama merupakan model interaksi anpaeglator dan
dua prey tanpa kerjasama antgrey. Di bawah ini merupakan
konstruksi model pertama.

3.1.1.1 Laju Perubahan Populas Prey Pertama

Laju pertambahan populagirey secara alami digambarkan
dalam model pertumbuhan logispkey

dx _ \
’a ~ aX(l X), (3.1)

di mana a adalah laju pertumbuhan instrinsik Pertumbuhan
populasi x akan melambat dan menuju titik nol ketika populgsin
mendekati daya dukung lingkungan.

Adanya z yang memangsax mengakibatkan populask
berkurang. Semakin besar tingkat memangsazdarhadapk, maka
populasi x akan semakin berkurang. Laju perubahan poputasi
berbanding lurus dengan tingkat memargsahadapx

dx _

a = —Xz, (3.2)

Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2), laju peambpbpulasi
prey satu adalah
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dx
it —ax(l-x) —xz (3.3)
3.1.1.2 Laju Perubahan Populas Prey kedua
Sama dengan penjelasan pada subbab 3.1.1.1, mg@ka la

perubahan populagiterhadag adalah

Q: —_ —
ot by@d-y)-yz (3.4)

3.1.1.3 Laju Perubahan Populas Predator

Tidak adanya populasx dan y sebagai bahan makanan
mengakibatkan kematian Laju perubahan populagiberbanding
lurus dengan laju kematiarkarena tidak adanya mang&a

dz
— = -Cz 5
a (3.5)

Ketersediaan  populask dan y sebagai bahan makanan
mempengaruhi perubahan populasiz mengubahx dany yang
dimangsanya menjadi energi untuk tumbuh dan ber&agtibak.
Semakin banyagrey yang dimangsa, semakin besar pertumbahan
Laju perubahan populasiterhadap wakttiberbanding lurus dengan
koefisien kontribusix terhadap pertumbuhan (d) dan koefisien
kontribusiy terhadap pertumbuhar(e).

dz

— =dxz+ 3.6

a eyz (3.6)
Berdasarkan persamaan (3.5) dan (3.6), laju peamadpulasi

zterhadap wakttiadalah sebagai berikut

3—? =-cz+dxzteyz (3.7)
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Berdasarkan persamaan (3.3), (3.4), dan (3.7) nrakdel
interaksi satupredator dan duaprey tanpa kerjasama ant@rey
adalah

dx

— zax(1-Xx) - xz,

g L-Xx)—xz

y _

—~ =by@l-vy) - vz 3.8
ot yd-y)-yz (3.8)
dz

" = —cz+dxz + eyz,

a, b, ¢, d, danebernilai positif.

3.1.2Modd Ke Dua

Model ke dua merupakan model interaksi anfaeator dan
dua prey dengan kerjasama antprey. Di bawah ini merupakan
konstruksi model ke dua.

3.1.2.1 Laju Perubahan Populas Prey Pertama

Sebagaimana dijelaskan pada subbab 3.1.1.1, |ajangeahan
populasiprey secara alami dan kematigney pertama digambarkan
dalam persamaan 3.1 dan 3.2

Terdapat interaksi antara dan y, yaitu kerjasama untuk
melawarnz. Semakin besar tingkat interaksi tersebut, semadaryak
populasix dany yang tidak dimangsa. Laju perubahan populasi
berbanding lurus dengan tingkat interaksi.

dx

—= 3.9

o (3.9)
Maka laju perubahan populasierhadapg adalah

%:ax(l— X) = XZ+ XyzZ (3.10)

3.1.2.2 Laju Perubahan Populasi Prey Ke Dua
Sama dengan penjelasan pada subbab 3.1.2.1, mgka la
perubahan populagiterhadag adalah

13



d
o =Ya-y) - yzrz (3.12)

3.1.2.3 Laju Perubahan Populas Predator
Analog dengan penjelasan pada subbab 3.1.1.3, lajaka
perubahan populasiterhadag adalah

j—f =-Cz+dxz+eyz (3.12)

Berdasarkan persamaan (3.10), (3.11), dan (3.1%)dem
interaksi satuypredator dan duaprey dengan kerjasama antgrey
adalah

dx
—=ax(l—Xx) —xz+ |
pm @-x) Xyz

% —by(l=xX) - yz+ Xz (3.13)

$:—02+dxz+eyz
dt ’

a, b, ¢, d, dane bernilai positif.

3.2 Titik K esetimbangan M odel

3.2.1 Model Pertama
Titik kesetimbangan model pertama (3.8) diperoledngin
menyelesaikan persamaan

ax(l—-x) —xz=0,
by(l-y)-yz=0, (3.14)
-cz+dxz+eyz=0.

Sistem persamaan (3.14) dapat dinyatakan dalamkbent
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x(a—-ax-2) =0,
y(b—-by-2) =0,
z(-c+dx+ey) =0,

diperoleh

Xx=0 ataua—-ax—z=0,
y =0 ataub—-by -z=0, (3.15)
z=0 atau—c+dx+ey=0.

Kombinasi dari solusi-solusi (3.15) menghasilkan lagan
kemungkinan, yaitu

1.x=0,y=0,danz=0,
2.x=0,y=0,dan-c+dx+ey =0,
d.a-ax-z=0,y=0, danz =0,
4.x=0b-by-z=0, danz=0,
5a-ax-z=0b-by-z=0, danz=0,
6.a—ax-z=0,y=0, dan—-c+dx+ey =0,
7.X=0b-by-z=0, dan—-c+dx+ey =0,
8.a-ax-z=0b-by-z=0, dan-c+dx+ey=0.

Kemungkinan pertama menghasilkan titik kesetimbanga
E;(0,0,0), yang menunjukkan bahwa semua populasi punah.

Kemungkinan ke dua mustahil sehingga tidak terdadifik
kesetimbangan yang memenuhi.

Kemungkinan ke tiga terjadi ketika— ax —z =0,y = 0, dan
y=0. Jika y=0 dan z=0 disubstitusikan kea —ax —z =0,
diperolehx=1. Sehingga pada kemungkinan ke tiga diperoléh tit
kesetimbanganE,(1,0,0) Titik kesetimbanganE, menunjukkan
populasiprey ke dua darpredator punah.

Kemungkinan ke empat terjadi ketika= 0,b — by —z =0,
dan z =0 Jika x=0 dan z=0 disubstitusikan ke-by —z =10 ,
diperoleh y=" 1. Pada kemungkinan ke empat diperoleh titik
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kesetimbanganE;(0,1,0) Titik kesetimbanganE; menunjukkan
populasiprey pertama dapredator punabh.
Kemungkinan ke lima terjadi ketika—ax —z = 0,b — by —
z =0 danz = 0. Jika z=0 disubstitusikan k& — ax —z = 0 dan
b — by —z = 0, diperoleh
a—-ax=0, (3.16)
b-by=0. (3.17)

Penyelesaian persamaan (3.16) dan (3.17) adalaldany=1.
Maka pada kemungkinan ke lima diperoleh titik keskangan
E,(1,1,0). Titik kesetimbangarE, menunjukkan hanya populasi
predator yang punah.

Kemungkinan ke enam terjadi ketika— ax —z = 0,y = 0 dan

-c +dx + ey = 0. Jikay=0 maka diperoleh

—c+dx =0, (3.18)
a-ax-z=0. (3.19)

Penyelesaian persamaan (3.18) adala& c/d. Jika x =c/d
disubstitusikan ke persamaan (3.19), maka& a —ac/d atau
z = (ad — ac)/d. Pada kemungkinan ke enam diperoleh titik
kesetimbangan Ez(c/d,0, (ad — ac)/d). Titik kesetimbangan
tersebut terjadi ketika populgsiey pertama sebesayd , populasi
predator sebesafad — ac)/d danprey ke dua punah.

Titik kesetimbanganE; ada jika d >c, koefisien kontribusi

prey pertama terhadap pertumbuhaedator lebih besar dari tingkat
kematianpredator.

Kemungkinan ke tujuh terjadi ketika = O,b —by -z = 0, dan
—c+dx+ey =0. Jikax=0, diperoleh

-ctey=0, (3.20)
b-by-z=0. (3.21)

Penyelesaian persamaan (3.20) adajak c/e. Jika y =c/e
disubstitusikan ke persamaan (3.21), diperalehb — bc/e atau
z = (be — bc)/e. Pada kemungkinan ke tujuh diperoleh titik
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kesetimbanganE,(0,c/e, (be — bc)/e. Titik kesetimbangan &
menunjukkan bahwa hanya populpisdy pertama yang punabh.

Titik kesetimbangan & ada jikae>c, koefisien konstribusi
prey ke dua terhadap pertumbuhparedator lebih besar dari tingkat
kematianpredator.

Kemungkinan ke delapan terjadi ketika

a-ax-z=0,
b-by-z=0, (3.22)
-c+dx+ey=0.

Titik kesetimbangan kemungkinan ke delapan dipéraliengan

menyelesaikan sistem (3.22) seperti perhitungaa pacthpiran 1.
Dari perhitungan pada Lampiran 1, diperoleh

. ae+bc—-be
A~ \Y, Sah

(3.23)
ae+bd
*:ac+bd—ad (3.24)
ae+bd
- :abd+abe—abc. (3.25)
ae+bd

Jadi pada kemungkinan ke delapan diperoleh titdetimbangan
E7(X*»y*,2*)
Titik kesetimbangali; ada jika
c>e,
c>d,
d+e>c
Titik kesetimbangalt; terjadi ketika tidak ada populasi yang

punah.
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Jadi model pertama memiliki tujuh titik kesetimbang yaitu
E1(0,0,0),E,(1,0,0)E5(0,1,0), E4(1,1,0),E5(c/d, 0, (ad — ac)/d),
E¢(0,c/e,(be — bc)/e), dan E;(x*, y",z").

3.22Modd Ke Dua
Titik kesetimbangan model ke dua (3.13) diperoledngan
menyelesaikan persamaan

ax(l—-x) —xz+ xyz=0,
byL-y) - yz+xyz=0, (3.26)
—cz+dxz+eyz=0.

Sistem persamaan (3.26) dapat ditulis dalam bentuk

x(a-ax-z+yz) =0,
y(b-by-z+x2) =0, (3.27)
z(-c+dx+ey) =0,

diperoleh

X=0 ataua—-ax—-z+yz=0,
y=0 ataub-by-z+xz=0, (3.28)
z=0 atau—c+dx+ey=0.

Kombinasi dari solusi-solusi (3.28) menghasilkan lapan
kemungkinan, yaitu

1.x=0,y=0,danz=0,
2.x=0,y=0,dan-c+dx+ey =0,
da-ax—-z+yz=0,y=0, danz=0,
4.x=0,b-by-z+xz=0, danz =0,
5.a-ax-z+yz=0b-by-z+xz=0, danz =0,
6.a-ax-z+yz=0,y=0, dan—-c+dx+ey =0,
7.Xx=0,b-by-z+xz=0, dan-c+dx+ey =0,
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8.a-ax—-z+yz=0b-by-z+xz=0, dan—-c+dx+ey =0.
Kemungkinan pertama menghasilkan titik kesetimbanga
El(0,0,0). Titik kesetimbangan E; menunjukkan bahwa semua

populasi punah.

Kemungkinan ke dua mustahil sehingga tidak memilittk
kesetimbangan.

Kemungkinan ke tiga terjadi ketika— ax —z+yz =0,y =0,
danz = 0. Jikay=0 danz=0 disubstitusikan ke-ax —z+yz =0 ,
diperolehx=1. Jadi pada kasus tiga diperoleh titik kesetimbang
E,(1,0,0) yang menunjukkan populagrey ke dua danpredator
punah.

Kemungkinan ke empat terjadi ketika= 0,b — by —z + xz =
0, danz = 0. Jikax=0 danz=0 disubstitusikan ke-by — z + xz =
0 , diperolehy=1. Jadi pada kemungkinan ke empat diperoleh titik
kesetimbangart;(0,1,0) yang menunjukkan populagiey pertama
danpredator punah

Kemungkinan ke lima terjadi ketika—ax—-z+yz=0,b —
by —z + xz = 0 danz = 0. Jikaz=0 disubstitusikan ket — ax —
z+yz = 0danb — by — z + xz = 0, diperoleh

s =0,
™ (3.29)
b-by =0,
dari persamaan (3.29) diperoleh penyelesah dany= 1. Jadi
pada kemungkinan ke lima diperoleh titik kesetin@mnEAllO)

yang menunjukkan hanya populgsiedator yang punabh.
Kemungkinan ke enam terjadi ketika—ax —z+yz =0,y =
0 dan-c + dx + ey = 0. Jikay=0 maka diperoleh

—c+dx=0, (3.30)
a-ax-z=0. (3.31)

Penyelesaian persamaan (3.30) adalak c/d. Jika x =c/d
disubstitusikan ke persamaan (3.31), diperaleha —ac/d atau

z = (ad —ac)/d. Pada kemungkinan ke enam diperoleh titik
kesetimbangan Es(c/d,0,(ad —ac)/d) yang menunjukkan
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populasi prey pertama sebesat/d, populasi predator sebesar
(ad — ac)/d danprey ke dua punah.

Titik kesetimbangarks ada jikad > ¢, koefisien kontribusprey
pertama terhadap pertumbuharedator lebih besar dari tingkat
kematianpredator.

Kemungkinan ke tujuh terjadi ketika= 0,b — by — z + xz =
0 dan-c + dx + ey = 0. Jikax=0, diperoleh

—c+ey =0, (3.32)
b-by-z=0. (3.33)

Penyelesaian persamaan (3.32) adajak c/e. Jika y =c/e
disubstitusikan ke persamaan (3.33), dipercleh b — bc/e atau

z = (be —bc)/e. Jadi pada kasus tujuh diperoleh titik
kesetimbanganE, (0, c/e, (be — bc)/e) yang menunjukkan hanya
populasiprey pertama yang punah. Titik kesetimbandggrada jika

e > c, koefisien kontribusiprey ke dua terhadap pertumbuhan
predator lebih besar dari tingkat kematipnedator.

Kemungkinan ke delapan terjadi ketika

a-ax—z+yz=0,
b-by-z+xz=0, (3.34)
—c+dx+ey=0.

Titik kesetimbangan kemungkinan ke delapan dipardiengan
menyelesaikan sistem (3.34) seperti perhitungam pagnpiran 2.
Dari perhitungan pada Lampiran 2, diperoleh

) e+\/§(c—e)
X
d\/g+e
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b
*_c—d+d\/%

y = b )
d a+€

z* = ab.

Jadi pada kasus delapan diperoleh titik kesetimdang
E,(x*,y*, z*) yang menunjukkan tidak ada populasi yang punah
Titik kesetimbangai, ada jika

c>e,
c>d.

Jadi model ke dua memiliki tujuh titik kesetimbangaaitu
E;(0,0,0),E,(1,0,0)E5(0,1,0), E4(1,1,0),E5(c/d, 0, (ad — ac) /d),
E¢(0,c/e, (be — bc)/e), danE, (X Yy ,Z')

3.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan M odel

3.31 Mode Pertama

Sebelum menganalisis kestabilan titik kesetimbangaodel,
terlebih dahulu dilakukan proses linierisasi. Hdisilerisasi model
pertama sistem (3.8) adalah matriks Jacobi yaroebénk

a—-2ax—-z 0 - X
J(x,y,z): 0 b-2by-z -y
dz ey —c+dx+ey

3.3.1.1 Titik Kesetimbangan El(0,0,0)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik;

0
0| (3.35)
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Nilai eigen matriks ( 3.35) diperoleh dengan meegaikan
persamaafJ(E,)—Al| =0, yaitu

(a=A)b-2)-c-4)=0,
(3.36)

dari persamaan karakteristik (3.36) diperoleh= a,A, = b dan

A3z = —c. Karena nilai semua parameter positif maka> 0,4, > 0,

dan A3 <0. Sehingga berdasarkan teorema 2.3.1, titik
kesetimbangag; bersifat tidak stabil pelana.

3.3.1.2 Titik Kesetimbangan EZ(ZI.,O,O)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik,

-a 0 -1
JE)=| 0 b 0 | (3.37)
0O 0 -c+d

Nilai eigen matriks (3.37) diperoleh dengan menya&ilean
persamaafd (E,) - Al| = 0, yaitu

(~a-A)b=A)-c+d-1)=0, (3.38)
dari persamaan karakteristik (3.38) diperoleh= —a, 1, = b dan
A3 = d — c. Karena nilai semua parameter positif maka< 0 dan
4, > 0. Sehingga tanpa melihat tantla dapat ditentukan bahwa

titik kesetimbangaik, bersifat tidak stabil pelana.

3.3.1.3 Titik Kesetimbangan E,(0.,0)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di tititk;
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a o0 0
J(E,)=[0 -b -1 | (3.39)
0 0 -c+e

Nilai eigen matriks (3.39) diperoleh dengan mensailean
persamaadﬂ(Es) - Al | =0, yaitu

(a=A)(-b-A)(-c+e-1)=0 (3.40)

dari persamaan karakteristik (3.40) diperoleh= a, 1, = —b dan
A3 = e — c. Karena nilai semua parameter positif maka> 0 dan
A, < 0. Sehingga tanpa melihat tantla, dapat ditentukan bahwa
titik kesetimbangaik; bersifat tidak stabil pelana.

3.3.1.4 Titik Kesetimbangan E,(110)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titik,
-a 0 &l
g )=l 0 b 1 .| (3.41)
0O 0 -c+d+e

Nilai eigen matriks (3.41) diperoleh dengan menyailan
persamaaf (E,) - 1| = 0, yaitu

(-a-2)(-b-2)(-c+d+e-A)=0, (3.42)

dari persamaan karakteristik (3.42) diperolgh= —a, 1, = —b dan
A3 =d + e — c. Karena nilai semua parameter positif maka< 0
dan4, < 0 . Titik kesetimbangark, bersifat stabil asimtotik lokal
jikaAz < 0. Agard; < 0 haruslahd + e < c.

Jadi titik kesetimbangak, bersifat stabil asimtotik lokal jika
d+e<c.

3.3.1.5 Titik Kesetimbangan Es(c/d, 0, (ad — ac)/d)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titiks
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a—ZaC—[ad_aCj 9 _c
d d d
J(E)= 0 b—(ad;acj 0 |
d[ad—acj e(ad—acj c+q S
I d d d|

[ad —2ac—ad + ac 0 B
d d
JE.)= 0 b—(ad;acj 0o |
ade— ace
ad —ac -c+c
L d i
& 0 _c]
d d
IE)=| O b—(ad;acj 0| (3.43)
R ade - ace 0
L d i

Persamaan karakteristik untuk matriks (3.43) ddala

(—%—A)(b—add_ac—/1>(—)l)
C(b_ad—ac
d

—A)a(d—c) =0,

(b—ad;ac—a) [(—%—A)(—A)+%(d—c)] —0,
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(bd — ad + ac — dA)[(—ac — dA)(=2A) + acd — ac?] =0,
(bd — ad + ac — dA)(dA? + acA + acd — ac?) = 0,

diperoleh akar karakteristid; = b — (ad — ac)/d dan dua akar
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilhanya perlu
diketahui tanda dua akar karakterisfik danA; tanpa mencari
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua nilai eigeinnya,
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadara petsamaan
dA? + acA + acd — ac? = 0, diperoleh

ac
/12+A3=_7<0,

acd —ac® _ c(ad — ac)
we- d

12/13 = > O,

berdasar kondisi tersebut maka dani; < 0.

Titik kesetimbangaits stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika
A1,1,, dan A3 < 0. Agar 4; < 0 haruslahb < (ad — ac)/d. Jadi
titik kesetimbanganEs bersifat stabil asimtotik lokal asalkan
b < (ad —ac)/d.

3.3.1.6 Titik Kesetimbangan E4(0,c/e, (be — bc)/e)
Matriks Jacobi sistem (3.8) di titiks

a_[be—bcj J 0
e
I(E,)= 0 b—2bc—(be bcj -
e e e
@C—q be-bc -c+e—
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a_[be—bcj .
e

be - 2bc —be+ bc

J(E,) = 0 .
bde - bed be — be
I e
a_(be—bcj 0 0
e
bc C
J(E,)= 0 —
bde - bed be—bc 0
e

Persamaan karakteristik dari matriks (3.44) yaitu

e

—A) (g)b(e —c) =0,

be — bc

e

be — bc

==

bc

(3.44)

[ e oo

(ae — be + bc — eA)[(—bc — eA)(=A) + bce — bc?] = 0,

(ae — be + bc — eA)(eA? + bcA + bce — bc?) = 0,

diperoleh akar karakteristid; = a — (be — bc)/e dan dua akar
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilhanya perlu
diketahui tanda dua akar karakterisfik danA; tanpa mencari
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karstiketainnya,
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadrat padsamaan
eA? + bcA + bce — bc? = 0, diperoleh
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bc
AZ +/13 = _: < O,
bce —bc?  c(be — bc) Y
e

12/‘13 = 0;

berdasar kondisi tersebut maka dani; < 0.

Titik kesetimbangarEs stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika
A1, 4,5, dand; < 0. Agar A, < 0 haruslaha < (be — bc)/e. Jadi titik
kesetimbangais stabil asimtotik lokal asalkan< (be — bc)/e.

3.3.1.7 Titik Kesetimbangan E, (x* Y,z )
Matriks Jacobi sistem (3.8) Hy,

a-2ax -7 0 -X
J(E )= 0 b-2by -7 -~y ., (3.45)
dz ez —c+dX +ey
r.ll O r.13

dengan
r=a—2ax* —2z"
T3 = —Xx"
ra==0
13, =dz*
T3, = ez"
r33 = —c+dx* +ey*
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Substitusikanc*, y*, danz* di mana
L ae+bc —be
ae+bd
. _ac+bd-ad
"~ ae+hd
abe+ abd —abc
ae+bd

ke dalam matriks (3.45) seperti tercantum dalam piean 3,
diperoleh

_ —-a’e—abc+abe
ae+bd
B (ae+ bc—bej
r.13 Y [ W d\NAd 4
ae+hbd
\ —b?d —abc +abd
ae+hd
N [ac+bd—adj
M == @ W o\ P |;
ae+hbd
_ abde+ abd? —abcd
ae+bd
_ abe’ + abde- abce
ae+bd

11

r22

31

r32

I3 =0.
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Sehingga matriks Jacoli, (X* \, .t )

—a’e-abct+abe 0 _(ae+ bc- bej 1
ae+bd ae+bd
IE)= 0 —b’d —abc+abd _[ac+bd—adj |
ae+hd ae+hd
abdetabd’ —abcd abé +abde-abce 0
ae+bd ae+bd i

Dari matriks Jacoli; diperoleh persamaan karakteristik

A +AVP+BA+C=0. (3.46)

Berdasarkan teorema 2.5.1 koefisien dari polinodgj3adalah

A\ 7> ]
A=—trace(E7):— a‘e abc+abe+ b“d — abc + abd |
ae+ bd ae+bd

(a e+abc—abe  b’d+abc- abdj

ae+hd ae+bd
(a ae+hbc—be)+b(bd +ac - ad)j
ae+hd '
B = J22 23 + Jll J13 + Jll J12 ’
'J32 33 (E;) ‘]31 'J33 (E;) J21 J22 (E;)

Penghitungan nilaB seperti yang tercantum dalam Lampiran 4
adalah

e (ac + bd — ad) (abe + abd — abc>

ae + bd ae + bd
(ae + bc — be) (abe + abd — abc)
ae + bd ae + bd
(ae + bc — be) (bd + ac — ad)
ae + bd ae + bd

29



C =-defJ(g,))

Penghitungan nilaC seperti yang tercantum dalam Lampiran 4
adalah

A :(ae+ bc—bej(b(bd +ac—ad)j(d(abe+ abd —abc)j N

ae+bd ae+bd ae+bd
a(ae+bc—be))( ac+bd —ad ) e{abe+ abd - abc)
ae+hd ae+hd ae+hd '

Nilai-nilai eigen yang diperoleh dari persamaan463. akan
dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Igati akar
persamaan (3.46) akan bernilai negatif jika daryhaka A,C >0

dan AB-C > 0.
a. A>0.

A=(a(ae+ bc —be) + blbd + ac—ad))
ae+bd ’

berdasar syarat eksisternst e danc >d, maka

A:(a(ae+bc—be)+ b(bd +ac—ad)j D,
ae+bd
A>0.

b.C>0

Y (ae+ bc—bej(b(bd + ac—ad)j(d(abe+ abd - abc)j .

ae+bd ae+bd ae+bd
[a(ae+ bc - be)j[ ac+bd -ad j( e(abe+abd - abc)j
ae+hd ae+hbd ae+bd ’
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berdasar syarat eksistertsk d, c> €, dand +e>c maka

e [ae+ bc—bej[b(bd + ac—ad)j(d(abe+ abd - abc)j )

ae+bd ae+bd ae+bd
a(ae+bc—be)) ac+hd —ad ( e(abe+ abd —akbc)
ae+hbd ae+bd ae+hd ’
C>0.
c. AB-C>0

Dengan perhitungan seperti tercantum dalam Lamp#an
diperoleh

» ( a(ae+bc—be j(ae+bc bej( abe+ abd—abc)j

ae+hbd ae+hd ae+bd

J{ a(ae+bc—be) [a ae+bc— bej[b(bd+ac—ad)j
ae+hbd ae+bd ae+hbd

+(b(bd+ac—ad) (ac+bd adj(e(abe+abd abc)j
ae+hbd ae+bd ae+bd

+(b(bd+ac—ad)( a(ae+bc-be) j( (bd+ac—ad)j
ae+bd ae+bd ae+bd

berdasar syarat eksistensi>d,c>e, dan d+e>c maka

AB-C>0.
Ketiga akar persamaan (3.46) bernilai negatif sgantitik
kesetimbangak; bersifat stabil asimtotik lokal asalkan

c>d,
c>e
d+e>c.
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3.32 Modd KeDua

Sebelum menganalisis kestabilan titik kesetimbangaodel,
terlebih dahulu dilakukan proses linierisasi. Hdisilerisasi model
ke dua yaitu sistem (3.13) adalah matriks Jacatuj yeerbentuk

a—-2ax—-z+yz Xz =X+ Xy
J(x,y,z)= yz b-2by-z+xz -y+xy
dz ez —ct+dx+ey

3.3.2.1 Titik Kesetimbangan El(O, 0, O)
Matriks Jacobi sistem (3.13) di titk

a 0 O
J(E)=[0 b 0. (3.47)
0 0 -c

Nilai eigen matriks (3.47) diperoleh dengan mensa&ilan
persamaafd (E,) - Al| =0, yaitu

(@a=A)b-A)(-c-4)=0, (3.48)

dari persamaan karakteristik (3.48) diperolgh= a,4, = b, dan

A3 = —c. Karena nilai semua parameter positif maka> 0, 1, > 0,

dan A3 <0. Sehingga berdasarkan teorema 2.3.1, titik
kesetimbanga#’; bersifat tidak stabil pelana.

3.3.2.2 Titik Kesetimbangan Ez(l 0, 0)
Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik,

-a 0 -1
JE,)=| 0 b -1 | (3.49)
0O O -c+d
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Nilai eigen matriks (3.49) diperoleh dengan mensailan
persamaafJ (E,) - 1| =0, yaitu

(~a-A)(-b-A)d-c-1)=0, (3.50)

dari persamaan karakteristik (3.50) diperoleh= —a, A, = b, dan
A3 = d — c. Karena nilai semua parameter positif maka< 0 dan
A, > 0. Sehingga tanpa melihat tantla, dapat ditentukan bahwa
titik kesetimbangatt’, bersifat tidak stabil pelana.

3.3.2.3 Titik Kesetimbangan E3(O,l O)
Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik,

a o0 0
J(E)=/0 -b -1 |. (3.51)
0 O -cte

Nilai eigen matriks (3.51) diperoleh dengan mensa&ilean
persamaad (E;) - Al| = 0, yaitu

(a-A)-b-A)(-c+e-2)=0, (3.52)

dari persamaan karakteristik (3.52) diperoleh= a, 1, = —b, dan
A3z = e — c. Karena nilai semua parameter positif maka> 0 dan
A, < 0. Sehingga tanpa melihat tantla, dapat ditentukan bahwa
titik kesetimbangat’; bersifat tidak stabil pelana.

3.3.2.4 Titik Kesetimbangan E4(l 1, 0)
Matriks Jacobi sistem (3.13) di titik,
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-a 0 0
JE,)=| 0 -b 0 (3.53)
0O O -c+d+e

Nilai eigen matriks (3.53) diperoleh dengan mensailean
persamaafid (E, ) = 1| = 0, yaitu

(~a-A)(~b-A)(-c+d+e-A)=0, (3.54)
dari persamaan karakteristik (3.56) diperolel= —a, 1, = —b, dan
A3 =d + e — c. Karena nilai semua parameter positif maka< 0
dan A, < 0. Titik kesetimbangart, bersifat stabil asimtotik lokal
jikaA; < 0. Agari; < 0 haruslahd + e < c.

Jadi titik kesetimbangatt, bersifat stabil asimtotik lokal jika

d+e<c.

1.3.25 Titik Kesetimbangan E5(c/d,0, (ad — ac)/d)
Matriks Jacobi sistem (3.13) Hi

2-20.C _(ad—acj c(ad—acj c
d d di d d
ad-ac) c(ad-ac
J 0 b- +— 0
& N iR
d[ad—acj e{ad—ac} g
d d d|
[ad - 2ac—ad +ac acd —ac® c |
d d d
2 _ 2
0 b_(ad 2agd+ac 0
d
ade-ace
ad —ac —q -c+cC
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| _ac acd-ac® ¢
d d , d
=l 0 b—a(%) 0| (3.55)
ad —ac ade;ace 0

Persaarﬁaan karakteristik dari matriks—(3.55) yaitu

(—%—A) <b —_ a(d ;:)2 —A) (=)
+(§)<b—a(d;6) —A)(ad—ac) =0,
<b —a(d ~ C) —A) [(—%—A) =)+ (2) (ad - ac)| =0,

2
<bd i (u) g d,1> [(=ac — dA)(=A) + (acd — ac?)] = 0,

d
d — c\?
bd — ad (—d—) —dA | (dA? + acAd + acd — ac?) = 0,

diperoleh akar karakteristid; = b — a(d — c¢/d)? dan dua akar
karakteristik lainnya.Untuk menganalisis kestabildmanya perlu
diketahui tanda dua akar karakterisflk dan 1; tanpa mencari
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karstiketainnya,
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadrat gafla acl +
acd — ac? = 0, diperoleh

ac
/‘{2+13=_7<0,

d — ac? d—
ac ac =c(a ac)>

s == d

0,

berdasar kondisi tersebut maka dani; < 0.
Titik kesetimbangaits stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika
A, Ay, dan; < 0. Agar A; < 0 haruslahb < a(d — c/d)?. Jadi
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titik kesetimbanganEs bersifat stabil asimtotik lokal asalkan

b <a(d—c/d)>.

3.3.2.6 Titik Kesetimbangan E4(0,c/e, be — bc/e)
Matriks Jacobi sistem (3.13) Hi

[ (be—bcj c(be—bcj
a- +=
e el e
c(be—bcj
el e
d(be—bcj
e

Fa_ ( be? — 2bce+ bc?

JE)=

e2

bce-bc?
e2

bde—bcd
e

|

e-c)’
—) 0 0

a_
e
_| bee-bc® _bc
e e
bde—bcd be—bc
e

(e

=

0

be—2bc—-be+bc

) -

)

Dlo

o /—m\m\o

e
be—bc

I
o
+ olo

(3.56)

Persamaan karakteristik dari matriks (3.56) yaitu

(a=o (5 -2)(
;C) —,1) (g) (be — bc) = 0,

+<a—b(e
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(a ~b(2 — C)Z Y ,1) [(—% L A) (=) + (g) (be — bc)] =)
(ae — be (e ; C)Z - el) [(=bc — eA)(—2) + (bce — bc?)] =0,

e —C\2

(ae - be( . ) - el) (eA? + bcA + bce — bc?) = 0,
diperolen akar karakteristikl; = a < b(¢ ~ ¢/p)?> dan dua akar
karakteristik lainnya. Untuk menganalisis kestabilhanya perlu
diketahui tanda dua akar karakteristk dan A tanpa mencari
besarnya. Untuk mengetahui tanda dua akar karstiketainnya,
menggunakan sifat-sifat akar persamaan kuadaratgigd+ bcA +
bce — bc? = 0.

bc
Az + /13 = _: < 0,
bce — bc?  c(be — bc)
= >0

A3 = 2

)

berdasar kondisi tersebut maka dani; < 0.

Titik kesetimbangaits stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika
A1, 15, dand; < 0. Agar A; < 0 haruslahz < b(e — c¢/e)?. Jadi titik
kesetimbanganEs bersifat stabil asimtotik lokal asalkan <
b(e —c/e)?.

3.3.2.7 Titik K esetimbangan E7(X*, Yy, Z*)
Matriks Jacobi sistem (3.13) d,

a—2ax -z +yz XZ -X +Xy
J(E;): yz b-20y -Z +XZ -y +Xy |(3.57)
dz ez —c+dX +ey
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dengan
t,=a-2ax -Z +y z,
t,=X72,
t13 :—X* +X*y*,
’[21=y*2*,
t,=b-2by -Z +x'Z,
ty==y XY,
t,, =dz

Substitusix ', y', danz" ke dalam matriks di mana

b
et g(c e)

d\ﬁj+e
a
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ke dalam matriks (3.57) seperti tercantum dalam piean 6,
diperoleh

_-ae-c/ab+elab

t11
d\/6+e
a
_e\/£+bc—be
t12_ b )
d\/7+e
a
b
_ e+\E(C ° d+e-c

t13_ ’
d\/E+e d\/6+e
a a
:bd+c@—d@

d.|—+e

21
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Sehingga matriks Jacolfi, (X*, v, Z*)

—ae-c/ab+e/ab  e/ab+bc-be a(c—e)
d\F +e d\F +e d\F +e
a a a
b b b
d bd+C\/gb—d\/gb —bd‘/;—bC‘de ~+c—d d\/;

a
d\F +e d\P +e d\F +e
a a a

dh/ab e/ab 0

dari matriks Jacobi tersebut diperoleh persamaeakiexistik
AL+AF+BA+C =0. (3.58)

Berdasarkan teorema 2.5.1 koefisien dari polinof8)3adalah

—ae—c@+e\/%—bd\/5—bc+bd
a

d\F+e
a

ae+c@—e\@+bd\[6+bc—bd
a

d\/6+e
a

A =-tracdJ(E} )= -
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B* = ‘]22 ‘]23 + ‘]11 ‘]13 ‘]11 ‘]12

(E)

+

‘]32 ‘]33 ‘J31 ‘]33(E;) ‘]21 "]22

(E)

Penghitungan nilaB" seperti yang tercantum dalam Lampiran 7
adalah

B = d\/g+c_d d\/g+ng—c\/E e+f) 78 | dre-o
el e T

Penghitungan nilaC™ seperti yang tercantum dalam Lampiran 7
adalah

b b
e+.|—(c-¢ | d /= +c-d 2] 2
C = i = ab +abedJ§b+abeJ.
b b b a
d\f+e d\f+e d\f+e
a a a

Nilai-nilai eigen yang diperoleh dari persamaan6@3. akan
dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Igati akar
persamaan (3.60) akan bernilai negatif jika damyaajika

A',C">0dan AB -C >0.

a. A >0

41



e
a0 ve

Berdasar syarat eksistensi tiﬂ; c>edanc>d, makaA >0.
b. C >0.

b b
e+ |~(c-¢ | d.|]=+c-d I -
oAl a abd\f +abe+bdy/ab+abe|
b b b a
d,/—+e d/—+e |d/|-+e
a a a

Berdasar syarat eksistensitiik c >e,c>d, d +e>c, maka
C >0.

c. AB -C >0

Dengan perhitungan seperti tercantum dalam Lampi8an
diperoleh

AB -C =H,

drec ae+ac\f if c\f be+bd | de/ab +bcd—bd<if bce
d\F+e \f+e d\F+e
a a a

Pada titik kesetimbangak; semua populasi tidak ada yang
punah. Secara biologi dapat dikatakan bahwa jurpiay yang
tersedia melebihi jumlapredator, besarnya kontribusi kedyaey
terhadap pertumbuharpresator lebih besar daripada tingkat
kematianpredator. Sehingga berdasar kondisi tersebut dan syarat
eksis titikE; kondisi
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C>E€,
c>d,
d+e>c,

(3.59)

dari kondisi (3.59) terdapat tiga kemungkinan wait>e, d =¢,

atau d <e. d dane adalah koefisien kontribusi dany terhadap
pertumbuhare. a danb adalah laju pertumbuhan intrinskkdany.
Semakin besar laju pertumbuhandan y, semakin besar pula
kontribusix dany terhadap pertumbuhan a danb berbanding lurus
dengand dane. Terdapat kemungkinan, jika kontribusiterhadap
pertumbuhan z lebih besar daripada kontribusy terhadap
pertumbuhanz, maka dapat dipastikan laju pertumbubanebih
besar daripada laju pertumbuhgndan sebaliknya. Jadi secara
matematis kemungikinan-kemungkinan tersebut dapaistan

d >e makaa>Db, (3.60)
d =e makaa=Db, atau (3.61)
d <e makaa<h. (3.62)

Kondisi (3.59) sampai dengan (3.62) digunakan untuk
menganalisis nila® B —C .

i. Kondisi (3.59) dan kondisi (3.60)

ae+ac‘F —a?F —bo\F ~be+bd de/§b+bcotbd$ —bc
Y =d+e—c a a a a
b b

G2 G2 TR
~+ ~+e ~+e
a a a
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o
+
(D
8
—
=y
|
‘g‘
N——
+
o
g]
|
9
~
+
o
o
—
%‘
N—

o

\/E+e : dyb/ +e
e(\/g \/;J+ c(d -e)

berdasar kondisi (3.61) dan kondisi (3.62) maka

d+e—c>0,(1—\/gJ>0,(\/%—\/b—z)>0,(\/%—\/g]>o,

dand —e>0. SehinggaA' B"-C" =H >0.

ii. Kondisi (3.61) dan kondisi (3.63)
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H =

d+e-c

dJB+e

-

1, t+e
a

berdasar kondisi (3.59) dan kondisi (3.61) maka

d+ec>0( D o,[a - Vb7 )=0 [\fﬂ

dand —e=0. SehinggaA'B"-C" =H =0.

H =

Kondisi (3.59) dan (3.62)

d+e-c

ke

hebif

d\/g+e

el

d\/7+e
a

e

berdasar kondisi (3.59) dan (3.62) maka




d+e—c>0,{1—\/g}o,(\/%—\/_t?)m{\/%—\Ej<o,

dand —e<0. SehinggaA'B"-C" =H > 0.

Kondisi (3.59) dan (3.61) tidak memenuhi kriterisouih-

Hurwitz karena A'B" —=C" =0. Untuk kondisi (3.59) dan (3.60)
atau kondisi (3.59) dan kondisi (3.62) memenuhiekia Routh-
Hurwitz. Pada kondisi tersebut ketiga akar persan(d@8) bernilai
negatif. Sehingga titik kesetimbang&a bersifat stabil asimtotik
lokal jika

c>e,

c>d,

d+e>c,
d>e,
a>b.

atau
c>e,
c>d,
d+e>c,
d>e,
a > b.

3.4 Simulasi Numerik dan Interpretasinya

Pada subbab ini akan diamati perilaku dinamik aksr antara
duaprey dan satyredator melalui simulasi numerik model pertama
dan kedua. Perilaku solusi tersebut akan dibandimgllengan
perhitungan analitik pada subbab 3.3.

Model predator-prey memiliki tujuh titik kesetimbangan dengan
empat titik diantaranya stabllisting program dari simulasi tersebut
dicantumkan dalam Lampiran 9

3.4.1 Model Pertama

Model pertama disimulasikan dengan nilai awal yaegbeda-
beda.
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34.1.1Smulas 1
Pada simulasi pertama digunakan nilai parameter0.3,b =
0.4,c=04,d =0.1,e = 0.2 yang memenuhi syarat kestabilan

E4(1,1,O) yaitud +e<c.

05~ ! |-

z(t)

y(t)

Gambar 3.1 Potret fase model pertama untuk simpé&tima

Berdasarkan gambar 3.1 dengan menggunakan duaamibli
berbeda, trayektori menuju ke titik kesetimbangangysama yaitu
E,(1,1,0) yang menunjukkan populasi(t),y(t), dan z(t)
mencapai keadaan stabil sadt) =1, y(t) =1, dan z(t) = 0.
Keadaan tersebut sesuai dengan syarat kestdhilahn mana tingkat
kontribusi keduaprey terhadap pertumbuharpredator lebih kecil
daripada tingkat kematiarpredator. Karena kondisi tersebut,
populasipredator akan berkurang dan punah. Ketp@dator punah,
populasiprey satu darprey dua akan tumbuh tanpa hambatan sampai
batas daya dukung lingkungannya.

47



3.4.1.2 Smulas 2

Pada simulasi ke dua digunakan nilai parameter
a=04,b=005¢c=02d=04,e=001 yang memenuhi syarat
kestabilarEs(c/d, 0, (ad — ac)/d) yaitub < (ad — ac)/d.

-
| nl
/‘ | -
S ! : j“v;“*r—ﬂ;_‘
o ! | | E4 [ 1
y b U ! \} E2 |
/ - - - =
1S E N RS S
sy | | : : LT T T
VA N | | ; }
S / e E7 w
0.5\/ /: //: | : / »;!va;i I
/ / | ! i | | ~-
A L I | | I
S T} ‘ E5(q.5,0,0.2) ;
0‘/ //: // \“\>‘L\“\“
// ‘// 7 // 1
= Sy, y y <<—(0.05,0.01,0.01)
e , [ ]
N ,/ /¥ -~ --(0.05,10,0.005), E3-7 ’.A K
0.5~ // // A_/L“‘*«‘/LEJ_> L//
/ / - = —
0.5
x(t)

0]
Gambar 3.2 Potret fase model pertama untuk simkéagiua

Berdasarkan gambar 3.2, jelas bahwa solusi modlrpa stabil
menuju titik E5 (0.5, 0, 0.2) yang menunjukkan populasi(t), y(t),
dan z(t) stabil pada saat populasi(t) = 0.5, y(t) =0, dan
z(t) = 0.2. Prey ke dua punah karena faktor pertumbuhan alami
prey dua lebih kecil dari faktor-faktor yang berperamadainteraksi
b < ad — ac/d serta adanyaredator. Hal ini sesuai dengan syarat
kestabilarEs.

Tingkat kontribusiprey pertama terhadap pertumbuhgredator
lebih besar dari tingkat kematignedator d >c sehinggaoredator
tidak mengalami kepunahan.
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3.4.1.3Smulas 3
simulasi 3 digunakan nilai parameter
a=00L,b=02c¢c=02d=00,e=04 vyang memenuhi
syarat kestabilaf4(0,c/e, (be — bc)/e) yaitu< (be — bc) /e .

Pada

(0.04,0:95,0.01
-7

)

y(t) X(t)
Gambar 3.3 Potret fase model pertama untuk Simkdasga

Berdasarkan gambar 3.3 terlihat solusi sisterilstamuiju titik
E¢(0,0.5,0.1) yang menunjukkan populas(t), y(t), danz(t) stabil
pada saat populasi(t) =0, y(t) = 0.5, dan z(t) = 0.1. Prey
pertama mengalami kepunahan karena faktor pertuambatami
prey pertama lebih kecil dari faktor-faktor yang berperdalam
interaksia < (be — bc)/e serta adanyaredator. Populasipredator
tidak akan punah karena tingkat kontribysiey dua terhadap
pertumbuhanpredator lebih besar dari tingkat kematigaredator
e>c_ Keadaan pada simulasi tiga ini merupakan kebaliéan

simulasi dua. Pada simulasi dua popufasy dua yang punah,pada
simulasi tiga populasi populagrey satu punah sedangkanedator
pada kedua simulasi tersebut tidak mengalami kdmama
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34.1.4 Smulas 4

Pada simulasi empat ini digunakan dua macam niikii-n
parameter a = 0.25,b = 0.15,¢ = 0.3,d = 0.25,e = 0.15 dan
= 0.15,b = 0.25,c = 0.3,d = 0.15,e = 0.25 .

1

0.9

0.8

o7HFY - -

0.6 H

0.5H

Jumlah Individu

0.4

] R ——_—————

0.2

0.1

l l

1 1
400 600 800 1000
Waktu (t)

Gambar 3.4 Grafik solusi model pertama untuk sisiula
ke empat dengaa > b

Berdasarkan gambar 3.4 dapat diketahui bahwa selsg@m
stabil menuju titikE,(0.8,0.67,0.05) yang menunjukkan populasi
x(t),y(t), danz(t) stabil pada saat populas{t) = 0.8, y(t) =
0.67, dan z(t) = 0.05. Ketiga spesies dapat hidup berdampingan
dan tidak ada yang punah. Populgsey satu lebih besar dari
populasi prey dua Hal tersebut terjadi karena dalam simulasi
numerik digunakan parameter yang memeiauhb.
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Gambar 3.5 Potret fase model pertama untuk simulasi
ke empat dengaa > b

Gambar 3.5 merupakan potret fase model pertam& sirhwlasi
ke empat dengaa> b. Hasil yang ditunjukkan sama dengan gambar
3.4, di mana solusi stabil menuju tifik(0.8,0.67,0.05).
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Gambar 3.6 Grafik solusi model pertama untuk sisiula
ke empat dengab > a

Interpretasi gambar 3.6 hampir sama dengan gandbaNd@mun
solusi sistem stabil menuju titikE,(0.67,0.8,0.05) yang
menunjukkan populasi(t), y(t), danz(t) stabil pada saat populasi
x(t) = 0.67, y(t) = 0.8, dan z(t) = 0.05. Ketiga spesies dapat
hidup berdampingan dan tidak ada yang putrapulasiprey dua
lebih besar dari populaprey satu Hal tersebut terjadi karena dalam
simulasi numerik digunakan parameter yang mememneta.
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Gambar 3.7 Potret fase model pertama untuk simulasi
ke empat dengab > a

Gambar 3.7 merupakan potret fase model pertam& sithwlasi
ke empat denganb > a. Hasil yang ditunjukkan sama dengan
gambar 3.6, di mana solusi stabil menuju t##K0.67,0.8,0.05).

3.4.2 Model Ke Dua

Model ke dua disimulasikan dengan nilai awal beabbeda.
Pada model ke dua terdapat kerjasama gmwey untuk melawan
predator.

34.21Smulas 1
Pada simulasi satu digunakan nilai-nilai paramgsrg sama

dengan 3.4.2.1 yang memenuhi syarat kestadE@éllO) yaitu
d+e<c.
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Gambar 3.8 Potret fase model ke dua untuk simpi&sama

Interpretasi gambar 3.8 sama dengan interpretasbaa 3.1.
Solusi sistem stabil menuju titi€,(1,1,0) yang menunjukkan
populasix(t), y(t), dan z(t) mencapai keadaan stabil saét) =
1, y(t) = 1, danz(t) = 0.

3.4.22Smulas 2
Pada simulasi dua digunakan nilai-nilai =~ parameter
a=04,b=005c=02d=04e=001lyang memenuhi syarat

kestabilarnEs(c/d, 0, (ad — ac)/d) yaitub < a((d — ¢)/d)?.
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Gambar 3.9 Potret fase model ke dua untuk simkédua

Pada gambar 3.9 terlihat bahwa dengan nilai-niEiameter
tersebut, solusi numerik konvergen ke titik kesbangan
E:=(0.5,0,0.2). Populasprey ke dua punah karena dimangsadator
selain itu faktor pertumbuhan alapriey dua lebih kecil dari faktor-
faktor yang berperan dalam interaksk a((d — ¢)/d)?. Tingkat
kontribusiprey satu terhadap pertumbuhgredator lebih besar dari
tingkat kematiarpredator d > ¢ sehingggoredator tidak mengalami
kepunahan.

34.23Smulas 3

Pada simulasi tiga digunakan nilai-nilai  parameter
a=001,b=02c=02d=001e=04yang memenuhi syarat
kestabilanE, (0, c/e, (be — bc)/e) yaitua < b((e — ¢)/e)?.
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Gambar 3.10 Potret fase model ke dua untuk simkdatga

9. X(t)

Berdasar gambar 3.10 solusi numerik konvergan ki i
kesetimbangaik (0, 0.5,0.1). Populasiprey pertama punah karena
dimangsapredator selain itu faktor pertumbuhan alamiey satu
lebih kecil dari faktor-faktor yang berperan dalamteraksi a <
b((e —c)/e)?. Tingkat kontribusi prey ke dua terhadap
pertumbuhanpredator lebih besar dari tingkat kematigmredator
e >c¢ sehinggaredator tidak mengalami kepunahan.

3.4.2.4 Smulas 4

Sama dengan subbab 3.4.1.4, pada simulasi empdigimakan
dua macam nilai-nilai parameter = 0.25,b = 0.15,c = 0.3,d =
0.25,e = 0.15 dana = 0.15,b = 0.25,c = 0.3,d = 0.15,e = 0.25

yang memenuhi syarat kestabilah, (x* Y, Z*) yaitu d + e >
c,d>ea>bdand +e>c,e>d,b> a.
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Gambar 3.11 Grafik solusi model ke dua untuk sisiula
ke empat dengaa > b

Berdasar gambar 3.11, solusi sistem mengalamisosiébelum
akhirnya stabil menuju titik€,(0.77,0.71,0.2) yang menunjukkan
populasix(t), y(t), danz(t) stabil pada saat populasit) = 0.77,
y(t) = 0.71, danz(t) = 0.2. Kondisi tersebut menunjukkan bahwa
ketiga spesies dapat hidup berdampingan tanpa adg gunah.
Osilasi terjadi karena adanya kerjasama aptay. Pada solusi
numerik tersebut populagrey satu lebih besar dari populgsiey
dua karena digunakan nilai parameter yang memeauii.
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Gambar 3.12 Potret fase model ke dua untuk simulasi
ke empat denga@a > b

Gambar 3.12 merupakan potret fase model pertamak unt

simulasi ke empat dengara > b. Hasil yang ditunjukkan sama
dengan gambar 3.11, di mana solusi stabil menupik ti
E;(0.77,0.71,0.2).
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Gambar 3.13 Grafik solusi model ke dua untuk sisiula
ke empat dengaiy > a

Interpretasi gambar 3.13 hampir sama dengan iragr
gambar 3.11. Namun solusi numerik pada gambar 3st3bil
menuju titik E5(0.71,0.77,0.2) yang menunjukkan populasi
x(t),y(t), danz(t) stabil pada saat populasi{t) = 0.71, y(t) =
0.77, danz(t) = 0.2. Populasiprey dua lebih besar dari populasi
prey satu karena digunakan nilai parameter yang mememetta.
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z(t)

Gambar 3.14 Potret fase model ke dua untuk simulasi
ke empat dengab > a

Gambar 3.14 merupakan potret fase model pertamak unt
simulasi ke empat dengara > b. Hasil yang ditunjukkan sama
dengan gambar 3.13, di mana solusi stabil menupik ti
E,;(0.71,0.77,0.2).

3.5 Pengaruh Kerjasama Antar Prey

Kondisi nyata interakspredator prey tiga spesies ini adalah
interaksi antara singa, rusa, dan zebra di maiga siarperan sebagai
predator, rusa dan zebra sebapeey pertama damrey ke dua.
Kerjasama antgorey berupa pembauran antara rusa dan zebra ketika
terdapat singa.

Dampak kerjasama antarey untuk melawanpredator dapat
dilihat pada gambar 3.11dan gambar 3.13. Pada ge8riiadi mana
terdapat kerjasama antarey, solusi numerik sistem mengalami
osilasi dan membutuhkan waktu yang lebih lama umhéncapai
titik kesetimbangan yang stabil dibandingkan sofwsneric gambar
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3.11. Hal ini menunjukkan bahwa kerjasama antarey
menyebabkamrey lebih sulit dimangsa olelpredator sehingga
populasiprey dan predator membutuhkan waktu yang lebih lama
untuk mencapai keadaan yang setimbang.
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Tabel 3.1 Syarat Eksistensi dan Syarat Kestabiiék Resetimbangan

Titik Kesetimbangan Syarat | Jenis Kestabilan Syarat Kestabilan
Eksistensi

Model Pertama

£1(0,0,0) Model Ke Dua ¢ i
Model Pertama Tidak Stabil

E>(1,0,0) Model Ke Dua \ Pelana )
Model Pertama

E5(0,1,0) Model Ke Dua \ i
Model Pertama

E,(1,1,0) Model Ke Dua i EhE L
Model Pertama Stabil Asimtotik b < (ad —ac)/d

Es(c/d,0,(ad —ac)/d) "yodelKe Dua g6 Lokal b < a((d —c)/d)?
Model Pertama a < (be—bc)/e
Es(0,c/e, (be = bc)/e) Model Ke Dua TS a<b((e—c)/e)?
Model Pertama c>d, Stabil Asimtotik Syarat eksistensi
c>e, Lokal
E,(x"y* 2% d+e>c
AT e Model Ke Dua c>d, d+e<c,a>b,dan
c>e d>eataud + e <
¢,b > a,dane > d







BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam skripsi ini, diperoleh

kesimpulan sebagai berikut.

1. Model predator-prey tiga spesies dengan dan tanpa
kerjasama antgorey merupakan sistem otonomus nonlinier
dengan tiga variabel yaitu populagrey pertama,prey ke
dua, darpredator.

2. Terdapat tujuh titik kesetimbangan untuk masingintas
model. Empat titikk dari masing-masing model stabil
asimtotik lokal apabila memenuhi syarat kestabgaaian
tiga titik lainnya tidak stabil. Hasil simulasi nenik
menunjukkan kesimpulan yang sama dengan analisis
analitiknya.

3. Kerjasama antarprey menyebabkanprey lebih sulit
dimangsa olelpredator sehingga populasinembutuhkan
waktu yang lebih lama untuk mencapai keadaan yang
setimbang.

4.2 Saran

Pada skripsi ini dibahas modwledator-prey tiga spesies dengan
dan tanpa kerjasama antgrey. Pada pembahasan selanjutnya
terdapat beberapa hal yang masih bisa dikembardg@skripsi ini,
yakni membentuk modelpredator-prey tiga spesies dengan
kerjasama antgrey dan kompetisi antgerey atau modepredator-
prey empat spesies dengan kompetisi aptadator dan kerjasama
antarprey.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Perhitungan Nilai X', y*, dan z© Mode Pertama

Tititk kesetimbangarx', y', dan z diperoleh dari menyelesaikan
persamaan

a—-ax—z=0,
b—by—z:O, (1.2
-c+dx+ey=0.

Dari persamaan (1.1) diperoleh

o b ey (1.2)
a

. _c—dxX

y = , (1.3)
€

Z =b-by'. (1.4)

Substitusi persamaan (1.2) ke (1.3)

E_Q(a;?j
e el a )

<)
I

. C (ad—dzj
y=—= )
e ae
_ac—ad+dz
y=—+——. (1.5)
ae

Subtitusi persamaan (1.5) ke (1.4)
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; =b_b(ac—ad +dz ]
ae
738 abe—abc +abd - bdz’
ae
aez =abe-abc+abd —bdz’,
aez +bdz =abe-abc+abd,
Z (ae+hd) = abe—abc +abd,
S = abe+abd —abc
ae+hbd

(1.6)

Subtitusi persamaan (1.6) ke (1.2)

_ abe+abd —abc
a(ae+hbd)
_ae+bd-be-bd +bc
- ae+bd ’
_ae—be+hbc
~ ae+bd

(1.7)

Subtitusi persamaan (1.6) ke (1.5)

. _ac—ad  d (abe+abd—abcj
y = +— )

ae ae ae+hbd
. _(ac—ad)(ae+bd)+ d(abe+ abd — ahc)
= ae(ae+hd) '
. _ a’ce+abcd —a*de-abd? + abde+ abd® - abcd
\ ae(ae+hd) ’
. _a’ce—a’de+abde
~ aelaetbd)
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Lampiran 2. Perhitungan Nilai x',y’, dan z Model Ke Dua

Titik kesetimbanganx', y', danz diperoleh dari

a-ax—z+yz=0,

b-by-z+xz=0,

—-c+dx+ey=0.

Dari persamaan (2.2) dan (2.3) diperoleh

. b-7Z+X7Z

4 b

Substitusi persamaan (2.4) ke (2.5)

v _b-z +i(c—ey j

b b d
BE bd-dz +cz -ey z
bd

bdy’ =bd-dz +cz —ey z,
bdy +ey 'z =bd-dz +cz,
y (bd +ez )=bd—dz' +cz,

. _bd -dz +cz
bd+ez”

Substitusi persamaan (2.6) ke (2.4)

(2.1
(2.2

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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“d d| bd+er

c(bd +ez*)—(bde—dez* +cez*)
dlbd +ez') ’
_bed +cez’ —bde+dez’ —cez
dlbd +e7')
_ bed —bde+dez’
~ dlbd+ez)

T e(bd—dz* +cz*]

X =

. _bc-be+ez

- 2.7
bd + ez @1

Substitusi persamaan (2.6) dan (2.7) ke persanzash (
a- — |—z + — |z =0,
bd+ez bd+ez

a_(abc—abe+aez*j_z* +{bolz ~d(z )+C(Z)J

bd+ez bd+ez
eltrez )-fabo-aberaez |- bd ez )+ oz -alz f +ofz] ) _,
bd+ez i
abd+aeZ —abctabe-aeZ ~bdz ~dz | +bdz —d(z f +dz ) =0

abd —abc + abe- e(z*)z—d(z*)2+c(z*)2:0,
(c-e-a)z'f ~ablo-e-a)=0,
(c-e-d)z f =ablc-e-d)

(2 =ab
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Z =+/ab, (2.8

karenaz selalu bernilai positif sehingga tidak mungkire —/ab .

Substitusi (2.8) ke persamaan (2.6) dan (2.7)

:bc—be+e\/£
bd+eJab

d %+e
eﬁ/?(c e)
d\/7+e

:bd—d\/%w\/%
bd+efab

_d b +c-d
. S s ” | (2.10)
d\/7+e
Dari persamaan (2.8), (2.9), dan (2.10) diperoleh
Cer b
d\/7+e

d\/7+cd
7 d\/7+e

(2.9)
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Lampiran 3. Penyeder hanaan M atriks Jacobi E;Model Pertama

Matriks JacobiE, (x* Vg z*) adalah

a-2ax -z 0 -X
J(E,) = 0 b-2by -7 -y ,
dz’ ez —c+dx +ey
I’Zl.l O r13

di mana

fa ==X,
r,,=b-2by -7,
M ==Y,
r, =dz’,
r, =€z,

r,=-—C+dx +ey.
= ae+bc —be
ae+hbd
. _ac+bd -ad
~ ae+hbd
abe+ abd —abc
ae+bd

Untuk mendapatkanm, i,j=1,2,3 disubtitusikan nilak , Y, dan
Z sehingga diperoleh
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r,=a-2ax -z,

a(ae+ bc—bej [abe+ abd —ach
r,=a-2 = ,

ae+hd ae+hd
FL a(ae+bd) - 2a(ae+ bc - be) - (abe + abd — abc)
y ae+bd ’
_ a’e+abd - 2a’e— 2abc + 2abe— abe — abd + abc
V. ae + bd '
_ —a’e—abc+abe
1o ac+bd
B (ae+ bc—bej
fe=— ———— |
ae+hd

r,,=b-2by -7,

B [ac+bd—adj (abe+abd —abcj
r,, =b—2b -
ae+hd ae+hd
b(ae+bd) - 2b(ac + bd — ad) - (abe+ abd — abc)

2 ae+hbd

_ abe+ b?d — 2abc — 2b’d + 2abd — abe - abd + abc

2 ae+bd

_ —b?d —abc +abd
ae+bd '

(o= ac+bd —ad
= ae+bd /)

I’22



r (abe+ abd - abc
r,, =d

ae+bd j

_ abde+abd? - abcd

31

ae+bd

_ abe+ abd —abc

32

ae+hd j

_ abe® + abde - abce

32

B (ae+bc—bej e(ac+bd—ad
=—C+d ———— |+6 ————

ae+bd

_ —c(ae+hd)+d(ae+hbc-be)+elac +bd ~ad)

ae+bd

ae+bd

)

33

_ —ace—bcd +ade + bed — bde+ ace+ bde—ade

ae+bd

33

l3 =0.

ae+bd

Sehingga matriks Jacoli, (x* Y, z*)

—-a’e—abc+abe
aet+bd

JE)= 0

h _(ae+ bc—bej |
ae+bd
~b*d~abctabd _( ac+bd —adj
aet+bd aetbd )|
0

abderabd® —abcd abé +abde-abce

aet+bd

aet+bd







Lampiran 4. Penyederhanaan B dan C

B — ‘]22 ‘]23 + 'Jll ‘]13 + 'Jll ‘]12
J32 J33(E7) ‘331 333(57) le J22(57)
-b?’d-abc +abd  (ac+hd - ad

- ae + bd (Wj
abe® + abde — abce 3
ae + bd
-a’e-abc +abe  (ae+bc-be
o ae + bd ( ae + bd j
abde + abd ? - abcd 0
ae + bd
- a’e—abc + abe 5
+ ae + bd
0 - b®d - abc + abd |
ae + bd |
_(ac+bd - ad \( abe® + abde - abce
_( ae + bd j[ ae + bd J
+(ae+bc—bej(abde+abd2—abcdj
ae + bd ae +bd
+[—a2e—abc+abej(—b2d—abc+ade
ae + bd ae + bd
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Lampiran 5. Perhitungan AB-C
a(ae+bc—be)+b(bd +ac— ad)j( ac+bd-ad )( elabe+abd - abc)] . ( a(ae+bc—be)+b(bd +ac— ad)j( ae+bc— bej( d(abe+abd - abc))

ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd

a(ae+bc—be)+b(bd +ac— ad))( -a(ae+bc- be))( —b(bd +ac- ad)j
ae+bd ae+bd ae+bd

(ae+bc bej( bd +ac- ad)j(d(abe+abd—abc)j ( alae+bc- bej(ac+bd—ad}(e(abe+abd—abc)]

ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd

alae+bc—be )( ac+bd-ad ](e(abe+ abd —abc j ( alae+bc—be )( ae+bc- bej( abe+abd —abc }{a ae+hbc-be j( alae+ bc—be)j

( ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+hd ae+bd
b(bd +ac-ad bd +ac—ad)( ac+bd —ad ) e{abe+abd - abc bd +ac-ad) ) ae+bc—be) d(abe+abd-abc)) . (b(bd +ac—ad)
( ae+bd j ( ae+hbd j( ae+bd j( ae+bd j ( ae+hd j( ae+hbd j( ae+hbd j ( ae+bd j
(a ae+bc—be) j( bd +ac—ad j (ae+ bc-be ( bd +ac—ad j( (abe+abd - abc)) ( a(ae+bc—be j(ac+ bd - adj[e(abe+ abd - abc)j
ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ’
(a ae+bc—be )( ae+bc— be]( abe+abd —abc )) +( alae+bc- be)]( alae+ bc—be)]( bd +ac-ad ] ( bd +ac—-ad j(ac+ bd —ad)
ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd ae+bd
abe+abd - b(bd +ac—ad) a(ae+bc—be)Y b(bd +ac-ad)
( ae+bd j ( ae+hd )( ae+hd ]( ae+hd j
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Lampiran 6. Penyeder hanaan Matriks E; Model Ke Dua

a—2ax -z +yz XZ =X +Xy
JE)= y7Z b-2oy -Z +XZ -y +Xy |(3.60)
dz ez —c+dX +ey

di mana

t,=b-2by -7 +X'Z,
==y +XV,

t,, =dz

t,, =€z

t,=—C+dx +ey .
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e+ [P/ (c-¢)
Vs d\/Z/E;+e |
d\/7+c d
d A+e
Z =.Jab,

Untuk mendapatkatyy, i,j=1,2,3 disubtitusikan nilak’, y*, dan
z, sehingga diperoleh

t,=a-2ax -z +y 7,
e+\/Zc e d\/i+c d
d\/-+e d\/-+e
_ad%+ae—2ae—2ac\/%+2aq/%—bd—a/§)+bd+cﬁb—d@
) d\ﬁ+e ’

dﬂ;+ae 2ae-2cyab+2e/ab—bd -eyab+bd+c/ab- df

d\r+e

_-aec ab+e\/73

d\r+e
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t,=X2,
[ erPale-e) @b,
d\/%+e
:e@+bc—be
d %+e .

=AY,
=—x(1-y')
_ eﬂ/?(c e) d\/7+c d
d\/7+e d\/7+e
_ eﬂ/?(c e) d\/7a+e d\/7a+c d
d\/7+e _ d\/%+e ’
_ e+\/?(c e)| e+c-d
d\/7+e d\/%+e'
t2l_yz
d\/7+c I\
d\/7+e
_bd+cJab-dvab

d\/7+e
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t,,=b-2by -7 +xXZ

K, d./b A |
: Zb( \({I\/7%7+c d il eﬂ/?(c—)
e o, Jf
bd, [0/ +be- » ,
i \/Z be 2bd\/%—2bc+2bd—bd—e\/£ evab
+evab +bc—be

d\/%+e

- A+c—d 1_{e+\/%(c—e)

. d y+c—d ( d\/%ﬂa H

B fofie ooty

(B |

A i ba+ %_C\/%
v
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t,=—C+dx +ey,
e+\/70e d\/7+cd
d\/7+e d\/7+e

—cd\/7 ce+de+cd\/7 de\/7+de\/7+ce de
d\/7+e

Sehingga matriks Jacol, (x*, y, Z*)

=0.

—oe-olabeloh (| /ibvbcte _{%J%(c—éldmﬂ}
)| Beolab-olad ~ba|B -berbd {d\/% +c—dId\/% +efo o’ ]
d\fﬁe d\?ﬁ +e d\/% +e d\/% +e
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Lampiran 7. Penyederhanaan B* dan C’
B* n_ ‘J22 ‘sz + 'Jll ‘J13 ‘Jll ‘J12
DA%k (&) (E)

~bel b ~be-+bd ) d\/:l+c—dJ[d\/:+e\/%—c\/%
g d%ﬂ d\/%+e d\/%+e

—ae-c/ab+e/ab _eﬂ/%(c—e) d+e-c
d\/%+e d\/%+e d\/%+e
dvab 0

—ae-c/ab+efab  efab+bc-be
d\/%+e d\/%+e

bd+c/ab-dvab ‘bd\/%‘bc’fbd’
d\/7+e d\/7+e

(8pre-osPrrauref) - [orfPies
d\/7+e d\/7+e d\/7+e
d+e-c —ae-c/ab+e/ab bd\/7 ~beahd

[d\/7+e}j\/_[ d\/7+e I d\/7+e J

_{e\/a_b+bc—beJ[bd+c\/a_b—d\/a_b}

d\/%+e d\/%+e

+
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d\r +e

o R

d\r +e

d\F +e

—b’de-bca/ab+bde/ab

[d+e c} W {bdeﬁwabceabdem cd+bc+/ab—bcd/ab

(d\F +e)

(62
—~b?de-bca/ab+bda/ab

(d\r +e]2

_[bdd?b+abceabdab2w+b&ﬁb—bwgb

(d\/%+e)2

P

d\r +e
c’ = -det(3(E}))

—ae-c/ab+e/ab

e/ab+bc-be

o

d\/%+e

d\/%+e

_ | bd+o/ab-dyab ~bd|'%,~be+bd

{J?(@I d}
d\/% +e d\/%+e

d\/%+e
dvab
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Lampiran 8. Perhitungan AB -C

i B ﬁcﬁ )P dJ[ch el P
a%,+e a,b +e d b/ +e Ao +e

[e dJﬁ(i:)LdeeJ /; wg Idd((dljr}ab 5 s b
r(cﬁ &[5 B +c- dId( b/ rafb/ - ﬂ b(df b +o-d) B +o- dId( b, +efb - cm
a/b e | dfb e a,b +e ab +e Ldf re a,b, +e
B e o Id+e J _ Hafpges d)(e+ b/(c- Id J@” @c_e)IdJ%w_dJ
d|b +e d /b +e | ab ve d/+e | dfbire |d[D+e d D e | dfb ve

{dd\/flc }ab b +aberbaababe)

b +e
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Lampiran 9. Listing Program
Model Pertama

%Memasukkan nilai parameter dan sistem persamaan
model interaksi satu predator dan dua prey
function  dy=PP7(t,y)

a=0.3;

b=0.4;

c=0.4;

d=0.1;

e=0.2;

dy(1)=a*y(1)-a*y(1)"2-y(1)*y(3);
dy(2)=b*y(2)-b*y(2)"2-y(2)*y(3);
dy(3)=-c*y(3)+d*y(1)*y(3)+e*y(2)*y(3);

%Perhitungan  solusi  sistem . persamaan  model

interaksi satu predator dan dua prey dengan Runge

Kutta Orde 4

function  [T,Z]=rks7(PP7,a,b,za,M)

h=(b-a)/M;

Z=zeros(M+1,length(za));

T=a:h:b;

Z(1,)=za;

for j=1:M
k1l=h*feval(PP7,T(j),Z(,:));
k2=h*feval(PP7,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);
k3=h*feval(PP7,T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);
kd=h*feval(PP7,T(j)+h,Z(j,:)+k3);
Z(j+1,))=2(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end;

%Program Utama
[t y]=rks7( ‘PP7' ,0,1000,[0.05,1.8,0.01],8000);

figure(1);

plot(t,y, ‘Linewidth' ,2);
hold on;

xlabel(  'Waktu (t)' );

ylabel( 'Jumlah Individu' );
grid on

axis square
legend( ‘x(t)' 'y 'z );
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figure(2);

plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3), ‘LineWidth' ,1.5);
hold on

plot3(y(1,1),y(1,2),y(1,3), *g' , 'LineWidth' ,5);
plot3(y(500,1),y(500,2),y(500,3), “*r' , 'LineWidth'

)i

plot3(0,0,0, 'k* -, 'LineWidth' ,5); %E1
plot3(1,0,0, ‘b* , 'LineWidth' ,5); %E2
plot3(0,1,0, 'b* , 'LineWidth' ,5); %E3
% plot3(1,1,0,'y*','LineWidth',5);%E4

a=0.3;

b=0.4;

c=0.4;

d=0.1;

e=0.2;

x5=c/d;

z5=(a*d-a*c)/d;

y6=cle;

z6=(b*e-b*c)/e;

x7=(a*e+b*c-b*e)/(a*e+b*d);
y7=(a*ctb*d-a*d)/(a*e+b*d);
z7=(a*b*d+a*b*e-a*b*c)/(a*e+b*d);

plot3(x5,0,z5, '‘g* , 'LineWidth'  ,5);  %E5
plot3(0,y6,z6, 'm* ., 'LineWidth' ,5); ' %E6
plot3(x7,y7,z7, 'k*' , 'LineWidth' ,5); - %E7
hold off
hold on

xlabel(  'x(t)' );
ylabel( ‘y(t) )
zlabel(  'z(t)' );
grid on

Model Ke Dua

%Memasukkan nilai parameter dan sistem persamaan
model interaksi satu predator dan dua prey

function  dy=PP13(t,y)

a=0.3;

b=0.4;

c=0.4;

d=0.1;

e=0.2;

dy(1)=a*y(1)-a*y(1)"2-y(1)*y(3)+y(1)*y(2)*y(3);
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dy(2)=b*y(2)-b*y(2)"2-y(2)*y(3)+y(1)*y(2)*y(3);
dy(3)=-c*y(3)+d*y(1)*y(3)+e*y(2)*y(3);

%Perhitungan  solusi sistem  persamaan  model

interkasi satu predator dan dua prey dengan Runge

Kutta Orde 4

function  [T,Z]=rks43(PP13,a,b,za,M)

h=(b-a)/M;

Z=zeros(M+1,length(za));

T=a:h:b;

Z(1,))=za;

for j=1:M
ki=h*feval(PP13,T(j),Z(,)));
k2=h*feval(PP13,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2);
k3=h*feval(PP13,T(j)+h/2,Z(j,:)+k2/2);
kd=h*feval(PP13,T(j)+h,Z(j,:)+k3);
Z(j+1,)=2(j,:)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end;

%Program Utama
[t y]=rks43( '‘PP13' ,0,1000,[0.05,1.8,0.001],8000);

figure(1);

plot(t,y, ‘Linewidth' ,2);
hold on;

xlabel(  'Waktu (t)' );

ylabel( 'Jumlah Individu' );
grid on

axis square
legend( ‘x(¥)' 'y 'z} )

figure(2);

plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3), ‘LineWidth' 2);

hold on

plot3(y(1,1),y(1,2),y(1,3), *g' ', 'LineWidth' ,5);
plot3(y(500,1),y(500,2),y(500,3), “*r' | 'LineWidth* ,2

JF

plot3(0,0,0, 'k* , 'LineWidth' ,5); %E1
plot3(1,0,0, '‘b* , 'LineWidth' ,5); %E2
plot3(0,1,0, 'm* , 'LineWidth' ,5); %E3
% plot3(1,1,0,'y*,'LineWidth',5);%E4

a=0.01;

b=0.2;
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c=0.2;

d=0.01;

e=0.4;

x5=c/d;

z5=(a*d-a*c)/d;

y6=cle;

z6=(b*e-b*c)/e;
x7=(e+sqrt(b/a)*(c-e))/(d*sqrt(b/a)+e);
y7=(d*sqrt(b/a)+c-d)/(d*sqrt(b/a)+e);
z7=sqgrt(a*b);

plot3(x5,0,z5, ‘¥, 'LineWidth'
plot3(0,y6,z6, ‘re, 'LineWidth'
plot3(x7,y7,z7, 'k* , 'LineWidth'
hold off

hold on

xlabel(  'x(t)' );
ylabel( 'y(t)" )
zlabel(  'z(t)' );
grid on
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