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PENENTUAN FUNGSI GELOMBANG DAN TINGKAT
ENERGI DARI SUATU PARTIKEL DENGAN METODE
OPERATOR FILTER

ABSTRAK

Telah dilakukan penelitian tentang penentuan fungsi gelombang
secara numerik pada potensial atom hidrogenik dan potensial osilator
harmonik. Penelitian ini menggunakan metode numerik operator
filter (filter operator method). Metode numerik ini melibatkan
matriks dengan kebanyakan nol. Salah satu bentuk matriks yang
elemen nolnya berpola adalah matriks pita (banded matrix). Lebar
pita adalah maksimum banyaknya elemen taknol pada baris-baris
suatu matriks pita. Matriks pita yang terkecil adalah yang lebar
pitanya tiga atau dikenal sebagai tridiagonal matriks. Hasilnya
menunjukkan bahwa fungsi gelombang yang ditentukan dengan
menggunakan metode numerik Operator filter sama dengan hasil
analitis. Hal ini dapat dilihat dari error yang dihasilkan yaitu untuk
po tensial atom hidrogenik pada keadaan (n,l) = (1,0),(2,0), (2,1), dan
(3,0) masing-masing sebesar 0.2153%, 0.215%, 0.263%, dan
0.145%. Sedangkan error yang dihasilkan pada potensial osilator
harmonik pada keadaan n=0, n=5 masing-masing sebesar
0.000839% dan 0.000597%. Selisih untuk tiga tingkat energi
pertama dari atom hidrogenik terhadap harga perhitungan numerik
dengan analitik masing-masing sebesar 0.248%, 0.08%, dan
0.02777%. Selisih energi dari potensial osilator harmonik pada
keadaan kuantum n = 0, n = 5, n = 10, dan n = 15 terhadap harga
perhitungan numerik dengan analitik masing—masing sebesar
0.0025%, 0.0138%, 0.0263%, dan 0.06015%.

Kata Kunci : Numerik, Potensial Atom Hidrogenik, Potensial
Osilator Harmonik, Metode Operator Filter.
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DETERMINATION OF WAVE FUNCTIONS AND ENERGY
LEVEL OF PARTICLE BY USING FILTER OPERATOR
METHODS

ABSTRACT

The research on the determination numericaly of the wave
functions of hydrogenic atom and harmonic oscillator potentials has
been done. This study used operator filter methods. This numerical
method involved a matrix with many zeros. One form of the element
matrix is a matrix of zeros patterned ribbon (banded matrix).
Bandwidth is the maximum number of nonzero elements in the rows
of a matrix band. The smallest band matrix is a wide ribbon of three,
known as tridiagonal matrix.The results show that the wave functions
determined by using numerical methods Filter Operator are the same
as the analytical result. This can be seen from the resulting error for
hydrogenic atom potentials, which are (n,l) = (1,0),(2,0), (2,1), and
(3,0) respectively by 0.2153%, 0215%, 0263%, and 0145%. For the
harmonic oscillator potential, when n = 0 and n = 5 the error
are0.000839% and 0.000597%. The for the difference first three
energy levels of the hydrogenic atom from the numerical calculations
with the analytic value each by 0248%, 0.08%, and 0.02777%. The
energy difference of the harmonic oscillator potential in quantum
state n =0, n =5, n = 10, and n = 15 from numerical calculations to
the analytic method are 0.0025%, 0.0138%, 0.0263%, and
0.06015%.

Key words: Numerical, Hydrogenic Atom Potential, Potential
Harmonic Oscillator, Filter Operator Method.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Di dalam mekanika kuantum, pemodelan terhadap suatu bentuk
medan potensial merupakan hal yang sangat penting. Pemodelan
dengan bentuk medan potensial tertentu akan memberikan
sumbangan pada penggambaran mengenai karakteristik zarah yang
dipengaruhinya. Karakteristik zarah ini ditunjukkan oleh keberadaan
energi-energi terikatnya serta perilaku fungsi gelombang yang
bersesuain dengan keadaan tersebut.

Dalam kaitannya dengan permasalahan yang dikaji, fungsi
gelombang merupakan kuantitas teoritis fundamental dalam
mekanika kuantum. Dari fungsi gelombang dapat diperoleh berbagai
informasi tentang partikel itu sendiri, seperti kemungkinan
terdapatnya partikel dalam suatu ruang pada saat itu. Dengan fungsi
gelombang kita dapat mengetahui di mana partikel itu sering berada,
dapat mengetahui momentum rata-rata dari partikel tersebut, dan
juga beberapa besaran lain yang menggambarkan sifat-sifat partikel
itu sendiri. Untuk mendapatkan fungsi gelombang partikel tersebut,
digunakan sebuah persamaan energi dalam bentuk persamaan
differensial atau yang lebih dikenal dengan Persamaan Schrodinger.

Penyelesaian Persamaan Schrodinger banyak menggunakan
metode komputasi (numerik). Di antaranya adalah penyelesaian
numerik Persamaan Scrodinger dalam sebuah sumur potensial satu
dimensi (Lambert, 2001), penyelesain numerik eksak  sebuah
Persamaan Schrodinger dengan pusat Coulomb dengan osilator
harmonik  (Khrebtukov, 1992), evolusi simulasi Persamaan
Schrodinger yang bergantung waktu melalui metode numerik (Duffy,
2003), metode galerkin tak-kontinyu pada lokal konservatif untuk
Persamaan Schrodinger yang bergantung waktu (Lu dkk, 2004),
penyelesaian Persamaan Schrodinger dalam representasi osilator
harmonik (Schmid, 1990), penyelesaian Persamaan Schrodinger
dengan metode Numerov, penyelesaian Persamaan Schrodinger
untuk atom berelektron banyak pada atom helium (Jesche, 2003) dan
penyelesaian Persamaan Schrodinger pada atom hidrogenik.



Sistem yang ditinjau pada penelitian ini adalah sistem yang
dipengaruhi oleh medan potensial osilator harmonik dan potensial
atom hidrogenik. Sebagaimana keadaan zarah yang terjebak di dalam
suatu medan potensial tertentu, maka muncul keadaan-keadaan
terkuantisasi dengan keadaan energi tidak sembarang. Partikel dalam
keadaan terjebak ini akan melakukan gerak osilasi dengan frekuensi
dan periode tertentu. Hal ini bisa ditunjukkan dengan fungsi
gelombang yang mewakilinya. Jika partikel berada pada keadaan
energi dasar, maka gerakan yang dilakukan oleh zarah menjadi lebih
lambat dibandingkan dengan zarah yang berada pada keadaan
tereksitasi pertama. Demikian pula, zarah yang berada pada keadaan
tereksitasi kedua mengalami gerakan yang lebih cepat dibandingkan
dengan partikel pada keadaan tereksitasi pertama. Begitu seterusnya,
zarah yang berada di keadaan energi yang lebih tinggi mengalami
gerakan lebih cepat dibandingkan zarah yang berada pada keadaan
energi yang lebih rendah.

Penyelesaian Persamaan Schrodinger pada potensial osilator
harmonik dan atom hidrogenik sebenarnya sudah dilakukan secara
analitik (Beiser, 1987). Hanya saja beberapa kasus, misalnya pada
atom kompleks, akan membutuhkan penyelesaian matematis yang
rumit, sehingga dibutuhkan suatu penyelesaian yang lebih sederhana
dan mudah yaitu dengan menggunakan metode numerik. Oleh karena
itu, penelitian yang dilakukan di sini adalah mencari penyelesaian
numerik Persamaan Schrodinger pada potensial osilator harmonik
dan atom hidrogen.

Metode numerik yang digunakan pada penelitian ini adalah salah
satu metode numerik yang melibatkan matriks dengan kebanyakan
elemennya bernilai nol. Salah satu bentuk matriks yang elemen
nolnya berpola adalah matriks pita (banded matrix). Lebar pita
adalah maksimum banyaknya elemen taknol pada baris-baris suatu
matriks pita. Matriks pita yang terkecil adalah yang lebar pitanya tiga
atau dikenal sebagai tridiagonal matriks. Metode numerik ini disebut
metode Operator Filter yang dikembangkan oleh M. Nurhuda.



1.2 Rumusan Masalah

Dari latar belakang masalah di atas dapat dirumuskan
permasalahan sebagai berikut, yaitu:
Bagaimana pengkajian fungsi gelombang dan tingkat energi dari
suatu partikel pada potensial osilator harmonik dan potensial atom
hidrogenik menggunakan pendekatan metode operator filter ?

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji fungsi gelombang dan
tingkat energi dari suatu partikel pada sistem yang berada di bawah
potensial osilator harmonik dan potensial atom hidrogenik
menggunakan pendekatan metode operator filter.

1.4 Batasan Masalah

Batasan masalah untuk penelitian ini yaitu hanya untuk kasus
pada sebuah sistem yang berada di bawah potensial harmonik dan
potensial atom hidrogenik.

1.5 Manfaat Penelitian

Hasil dari kajian komputasi numerik metode operator filter ini
dapat digunakan sebagai pembanding hasil analitis matematis pada
penyelesaian persamaan Schrodinger sistem tersebut. Penelitian ini
juga memberikan sumbangan metode numerik yang baru untuk
mengkaji fungsi gelombang dan tingkat energi pada suatu sistem
yang dipengaruhi oleh potensial tertentu.






BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Atom Hidrogenik

Sebuah atom hidrogenik terdiri dari sebuah proton, partikel yang
bermuatan listrik +€, dan sebuah elektron, partikel yang bermuatan —
€ yang massanya 1.836 lebih ringan dari proton. Untuk kemudahan,
kita akan menganggap protonnya diam dengan elektron bergerak di
sekelilingnya tetapi di cegah untuk melarikan dirinya oleh medan
listrik proton. Seperti dalam teori Bohr (gambar 2.1), koreksi gerak
proton dapat dilakukan dengan mengganti massa elektron m, dengan

massa tereduksinya & yang dinyatakan dengan persamaan

m, +m,
z
frN ”‘\\
i 0 Yoo
RS AN
II S Y
SO B v
Ve
X

Gambar 2.1 (a) Atom Hidrogen (b) Koordinat Bola

2.1.1 Persamaan Schrodinger untuk Atom Hidrogenik

Persamaan Schrodinger untuk elektron dalam tiga dimensi yang
kita pakai untuk persoalan atom hidrogenik ialah



n o’y
L4 Y E (2.2)
omore TV (v =Ev
Energi potensial V ialah energi potensil coulomb
__ze (2.3)
V(n)=-=

dari suatu muatan —e pada jarak r dari muatan +e

Karena simetri atom hidrogenik yang berbentuk bola, maka
digunakan penyelesaian dengan persamaan Schrodinger dalam
koordinat polar berbentuk bola (polar sferis) r6, ¢ yang

didefinisikan dalam gambar (2.1.b). Karena persamaan tersebut lebih
mudah dan dapat dipisahkan menjadi tiga persamaan yang bebas,
masing-masing hanya mengandung satu koordinat saja. Pemisahan
seperi ini (yang tidak hanya terdapat pada persoalan atom hidrogen)
terjadi karena fungsi gelombang y(r,6,¢)mengambil bentuk perkalian
dari tiga fungsi yang berbeda:R(r)yang hanya bergantung r,e()
yang hanya bergantung 6,®(¢)yang hanya bergantung ¢ (Beiser,
1987).

2.1.2 Pemisahan Variabel

Persamaan Schrodinger bebas waktu dalam koordinat polar
berbentuk bola adalah :

2
1 a[rza—l//j+—21_ i(sin&a—l//J+ J i3 +Vy =Ey
Com|rarl or ) risingoo 20) r’sin“@ 6¢

(2.9)
penyelesaian persamaan yang terpisah dapat kita peroleh dengan
memisahkan variabelr,fdan¢g dari persamaan di atas,fungsi

gelombang atom hidrogen adalah

v (r.0.4)=R(NY (6,9) (25)
6



Dengan memasukan persamaan (2.5) ke persamaan (2.6), diperoleh
2
LA P | Y =
2m Zor or) r°sin@ o6 06) r’sin’é 6¢

(2.6)
Dengan membagi persamaan diatas dengan Y R dan mengkalikannya

dengan —2mr?/ 7 diperoleh :

2
li(rz de 2m2r v (r)-]b==LlL 3 (smeﬂ} It
R dr dr h sind 00 00 ) sin @\ o

.7)

Persamaan pada suku Kiri hanya bergantung pada r dan pada suku
kanan hanya bergantung pada & dan ¢, kedua persamaan tersebut

benar jika kedua belah suku itu sama dengan tetapan yang sama
(konstanta) karena suku kiri dan kanan merupakan fungsi variabel
yang berbeda (dijelaskan dilampiran II). Tetapan ini akan kita sebut
I(1+1) (D.J.Griffiths,1995)

;jr( ‘sF:j 20051 (1)~ E]=1(141) (2.8)
¥ lEnsgal o 5o Tl @SS

2.1.3 Persamaan Radial

Sebagai catatan bahwa fungsi gelombang bagian angular
Y (49,¢) adalah sama untuk semua potensial bola simetri, bentuk

potensial V(r) hanya berpengaruh pada fungsi gelombang bagian
radial R(r) yang di tentukan oleh persamaan

d( ,dR) 2mr
J[r Fj_ r;zr [V(r)-E]R=1(1+1)R (2.10)




Penyederhanaan persamaan ini dilakukan dengan merubah variabel

u(r) = rR(r) (2.11)
Sehingga R = u/r, dR/dr = [r(du/dr)-u] /r?, maka (d/dr) [r* ( dR/dr )]
= rdu/dr?,

dan diperoleh

2 2 2
—gl—ijl:+{V +;—m|’(|;—l)}u:Eu (2.12)

Persamaan diatas dikenal sebagai persamaan radial, dan potensial
efektifnya adalah

vy —v 4 2210+ (2.13)
2m r

2.1.4 Persamaan Angular

Persamaan (2.9) hanya bergantung pada 6 dan ¢, dengan
mengkalikan persamaan tersebut dengan Y sin* 6 diperoleh

sinai(sinaﬁ]+(a tj:—l(l+1)sin2€Y (2.14)

00 00 o¢

Dengan memasukan persamaan fungsi gelombang bagian angular
Y (6,4)=0(6)®(¢) (2.15)

ke dalam persamaan (2.14) dan dengan membaginya dengan ® @
diperoleh

{i[sinei[sineg—;ﬂJA(l +1)sin? 6’}+i62® =0 (2.16)

C) 00 D og>

Persamaan pertama hanya bergantung pada ¢, dan persaman kedua
hanya bergantung pada ¢, sehingga dengan memberikan konstanta

pemisah my?, persamaan diatas dapat diubah menjadi



= sinei(sineﬂj +1(1+1)sin® = m? (2.17)
(C)] oo 00

102 > (2.18)

R =>F mI
D og
Penyelesaian umum persamaan diatas adalah

FD_ gy —p D(g) =A™ (2.19)
ol
Dengan A adalah konstanta integrasi, komponen ® merupakan dari
fungsi gelombang  sehingga ® harus berharga tunggal pada setiap
titik dalam ruang, jadi fungsi itu harus memenuhi

®(¢)=D(¢+27), yang hanya berlaku bila m; adalah bilangan 0

atau bilangan bulat positif atau negatif ( m; = 0, +1, +2, +3 ,.....).
Konstanta m, dikenal sebagai bilangan kuantum magnetik atom
hidrogen.

Untuk persamaan 6 adalah

sinei(sinedﬁjﬂl(l+1)sin26’—m,2]®=0 (2.20)
do do

Penyelesaian persamaan diatas adalah

©(0)=AR™ (cosd) (2.21)

Dimana P™ adalah associated Legendre function, yang didefinisikan
sebagai

rn (0= (1) (L) R (0 (222)

Dengan P,(x) adalah Legendre polynomial ke- | atau sering disebut
Rodrigues formula :

200 (&) axy 029



Tabel 2.1 : Nilai besarnya associated Legendre function, P,m' (cos 0)

(Griffith, 1094 )

Pll —sin® F’33 =15sin 9(1—0032 19)

P° = cos@ P’ =15sin®cos@

Pz0 =%(300526’—1) p; :gsine(Scosze—l)

P, =3sindcosd Py :%(500839—300819)
P? =3sin’ @

Elemen volume dalam koordinat bola adalah
d®r = r’sin@drd@d ¢ (2.24)

sehingga dalam keadaan fungsi gelombang ternormalisasi
Ilwlzr2 singdrdod¢ = j\Rferrﬂle sin@dodg =1 (2.25)

Untuk keadaan R dan Y masing-masing ternormalisasi:
w1 27 pm 2 .
[/ [RFredr =1dan [ [*|v['sinod6dg =1 (2.26)

Normalisasi dari fungsi gelombang angular disebut spherical
harmonics:

0o e e

Dimana e=(-1)" wuntuk m >0 dan e=/ untuk m <0 , dengan
0=0—>7dan p=0— 2r.
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Tabel 2.2 : Nilai besarnya spherical harmonics, Y,™ (6?, ¢)

(Griffith, 1994 )

1 5 Y2
=|— Y, =| — | (3cos*@-1
(4,,) ; [1%) ( )
%
= (ij cos @ V= i(E) sin & cos Pt
4 87
“ = i(ij sin ge*"? Y, = ( 15 j sin? ge*'*
8, 32x

Tingkat energi dari atom hidrogen diberikan oleh persamaan berikut.

Z%me*
E,=—""7 (n=123,.) (2.28)

Dimana dalam sistem atomik A = e = 4mwey = 1 dan Z = 1. Disini,

n adalah bilangan kuantum utama yang menentukan tingkat-tingkat
energi.

2.1.5 Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen

Harga fungsi gelombang yang berkaitan dengan sebuah partikel
bergerak pada suatu titik tertentu x,y,z dalam ruang pada saat t
berpautan dengan peluang untuk mendapatkan partikel tersebut di
tempat tersebut pada saat t. Namun, ¥ sendiri tidak mempunyai arti
fisis langsung. Terdapat alasan yang sederhana mengapa WV tidak
dapat langsung ditafsirkan berdasarkan eksperimen. Peluang P
bahwa sesuatu berada di suatu tempat pada suatu saat mempunyai
harga diantara dua batas : 0 yang bersesuaian dengan keabsenannya,
dan 1, bersesuaian dengan pasti kehadirannya. Namun, amplitudo
suatu gelombang dapat berharga negatif tidak mempunyai arti. Jadi
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Y itu sendiri tidak bisa merupakan kuantitas yang teramati. Kuadrat
dari harga mutlak fungsi gelombang dikenal sebagai rapat peluang.
Peluang untuk secara eksperimental mendapatkan partikel yang
diberikan oleh fungsi gelombang ¥ pada titik x, y, z pada saat t
berbanding lurus dengan harga W di tempat itu pada saat t. Harga

\wf yang besar menyatakan peluang yang besar untuk mendapatkan
partikel itu, sedangkan harga W[ yang kecil menyatakan peluang
yang kecil untuk mendapatkan partikel itu. Selama W[ tidak nol,

terdapat peluang tertentu untuk mendapatkan partikel tersebut di situ.
Tafsiran ini mula-mula dikemukakan oleh Max Born dalam tahun
1926. Terdapat perbedaan yang besar antara peluang suatu kejadiaan
dan kejadiaan itu sendiri. Walaupun fungsi gelombang ¥ yang
menggambarkan suatu partikel, menyebar dalam ruang, ini tidak
berarti bahwa partikel itu menyebar. Bila suatu eksperimen
dilakukan untuk mendeteksi elektron, misalnya, sebuah elektron
dapat ditemukan pada suatu tempat pada saat tertentu atau kita tidak
dapat menemukannya, kerapatan yang sebenarnya dari partikel itu di
X, Y, Z pada saat t berbanding lurus dengan harga [ Kuadrat

besaran mutlak [ (atau sama dengan YY" jika ¥ kompleks) yang di

cari pada suatu tempat tertentu pada suatu saat berbanding lurus
dengan peluang untuk mendapatkan partikel itu di tempat itu pada
saat itu. Momentum, momentum sudut, dan energi dari partikel
dapat di peroleh dari ¥ . Persoalan mekanika kuantum ialah untuk
menentukan W untuk partikel itu bila kebebasan gerak di batasi oleh
aksi gaya eksternal (Beiser, 1987).

Persamaan gelombang dari atom hidrogen dalam bentuk
koordinat polar sebagai berikut,

hZ
2mr?

G (2 A = (V- Bly (2.29)

Sebagaimana telah dipelajari tentang momentum sudut, Legendrian
A hanya terdiri dari koordinat sudut (6,¢), dan ini memenuhi
persamaan dengan fungsi harmonik sudut Y/ .
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AYin=-1(1+1) Yy (2.30)
Dengan memperhatikan persamaan ini, marilah kita mengambil
fungsi gelombang dalam bentuk sebagai berikut.

P=R(r). Yim (6, ®) (2.31)
Dari persamaan (2.29), (2.30) dan (2.31), didapatkan

hz
2mr?

R[—5— G (r?2) = 1+ DIRE) + (U = E)A)]Y,, (232)

Fungsi ¥ yang diperkenalkan pada persamaan (2.31) dapat
menjadi solusi dari persamaan gelombang untuk atom hidrogenik,
dengan persyaratan bahwa fungsi R(r) akan ditentukan untuk
memenuhi kondisi. Dalam cara ini, fungsi gelombang dari atom
hidrogenik diberikan dalam bentuk yang merupakan produk dari
bagian radial R(r) dan bagian sudut Y, (6,¢) .

Persamaan untuk menentukan R(r) diberikan sebagai berikut.

s (2 (2 2) ~ 1+ 1))RE) = (E -~ DRG] (2:33)

2mr2 \or

Fungsi-fungsi R(r) untuk bagian radial diekspresikan dalam bentuk
persamaan matematik yang dikenal sebagai polinomial Laguarre,
L, dan sebuah fungsi dari r yang diberikan di bawah ini sebagai p.

2Zr

p=rt (2.34)
ap = 2 (2.35)
Rut (p) = /% S’ ple L1l ) (236)
12 (p) = L 0 B=0123..p<a) (2.37)

) (2.38)
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Dari persamaan (2.34), (2.35), (2.36), (2.37) dan persamaan (2.38)
diperoleh bagian radial dari fungsi gelombang R,;, seperti yang
ditunjukkan pada tabel di bawah ini,

Tabel 2.3 : Bagian radial dari fungsi gelombang R, (r)

Rig = 225 2e™lnoyr
Ran =35 G V2 (2= 5) ooy

Ryq = —( )3/2 (Zr) _(Z/ZaO).r

ao

R3y = ﬁg(a—)% (27 ! 18? + ﬂ) e_(Z/3a0).r

aOZ

Disini, L,/ adalah polinomial Laguerre terasosiasi, a,adalah konstanta
yang sama dengan radius Bohr.

Sifat matematik dari bagian radial fungsi gelombang atom hidrogen
adalah

1. Dikarenakan adanya sebuah fungsi eksponensial maka nilai
fungsional akan mendekati nilai 0 secara asimtotik
bersamaan dengan meningkatnya r (bergerak ke arah luar
dari inti atom, probabilitas untuk menemukan sebuah
elektron akan menghilang).

2. Koefisien dari r dalam eksponen akan mengecil untuk
bilangan kuantum utama, n yang besar dan ini membuat nilai
fungsi akan mendekati 0 lebih lambat untuk n yang lebih
besar. [Probabilitas untuk menemukan sebuah elektron akan
berkembang pada daerah jauh dari inti jika berpindah dari
bilangan kuantum utaman=1,n=2dan n = 3].
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3. Nilai fungsional pada r = 0 adalah 0 kecuali untuk I = 0
[tidak ada kemungkinan untuk menemukan sebuah elektron
pada inti kecuali untuk | = 0].

4. Terdapat n —|— 1 jarak (bola) di mana tidak ada elektron
yang dapat ditemukan dengan nilai fungsi jarak yang nol.
[Dalam kasus n —1> 1 , probabilitas untuk menemukan
sebuah elektron menurun hingga daerah terluar dan memiliki
sifat berosilasi].

2.2 Osilator Harmonik

Jika suatu sistem jenis tertentu bergetar disekitar konfigurasi
setimbangnya maka akan terjadi gerak harmonik. Sistemnya bisa
terdiri dari benda yang digantung pada sebuah pegas , molekul dwi
atom, sebuah atom dalam kristal dan masih banyak sekali contoh
dalam dunia mikroskopik maupun dunia makroskopik. Di dalam
dunia kuantum, osilator harmonic berfungsi mendiskripsikan subjek
yang berupa partikel atomik dalam sumber energi potensial. Partikel
dibatasi oleh bidang energi potensial pada jarak tertentu.

Dalam skala nano sistem osilator harmonik ini dapat digunakan
untuk mendiskripsikan interaksi ikatan diantara atom dalam molekul
dengan mengasumsikan bahwa gaya potensial dalam ikatan adalah
linear. Dinamika ikatan molekul dapat menjelaskan emisi
elektromagnetik dan kemampuan serap dari berbagai molekul.

Persyaratan supaya gerak harmonik ini terjadi adalah terdapatnya
gaya pemulih yang beraksi untuk mengembalikan ke konfigurasi
setimbangya jika sistem itu diganggu, kelembaman massa yang
bersangkutan  mengakibatkan ~benda  melampui  kedudukan
seimbangnya, sehingga sistem itu berosilasi terus menerus jika tidak
terdapat proses disipatif (Beiser,1992).

2.2.1 Spektrum Energi Osilator Harmonik

Dipandang suatu osilator linear yang dibatasi gerakannya hanya
pada sumbu-x, sehingga potensialnya adalah
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V (x) =3 mowx? (2.39)
Hamiltoniannya
H=2 ol ey 2.40
=—+-mwx (2.40)
Karena Hamiltoniannya tidak bergantung pada waktu atau sistem

konservatif, maka persamaan nilai-eigennya adalah

n? d? 1
[~ 5z * 30Xy (%) = Ey () (241)
dimana y (x) dan E masing-masing merupakan fungsi dan nilai eigen
yang bersesuain. Untuk memudahkan, kita sederhanakan persamaan
(2.41) dengan memperkenalkan kuantitas tak-berdimensi

R= [me (2.42)
¢ = BX (2.43)
v (©=wX)
== (2.44)
sehingga persamaan (2.41) menjadi
~ D042y @ = © (2.45)

yang disebut sebagai persamaan Weber

Dari persamaan (2.43) dapat diperoleh suatu fungsi gelombang
yang dapat diterima secara fisis.

Pemecahan persamaan yang dapat diterima dibatasi oleh
persyaratan y— 0 ketika ¢ — co supaya
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JZ 1yl2dx =1 (2.46)

Jika tidak memenuhi syarat itu maka fungsi gelombangnya tidak
dapat memberikan partikel yang sesungguhnya. Sehingga syarat
tersebut dipenuhi hanya jika

e=2n+1 (2.47)

dengann = 0,1,2,3, ...

Karena ¢ = % menurut persamaan (2.42), tingkat energi osilator

harmonic yang memiliki frekuensi klasik «w diberikan oleh
persamaan

E, = (n + %) haw (2.48)

dengann = 0,1,2,3, ...

Hasil di atas mengisyaratkan bahwa energi sebuah osilator
harmonic terkuantisasi dengan langkah #aw, bukan malar seperti yang
tampak secara klasik. Untuk n =0

E, = (0 + %) ho = 5 ho (2.49)

yang menyatakan energi terendah yang dapat dimiliki oleh osilator
harmonik itu. Harga ini disebut energi titik-nol (ground state energy)
karena sebuah osilator harmonic dalam keadaan setimbang dengan
sekelilingnya akan mendekati E = E, dan bukan E = 0 ketika
temperature 0 K.

2.2.2 Fungsi Gelombang Osilator Harmonik

Pada penelitian ini fungsi gelombang osilator harmonik dicari
dengan dua cara yaitu metode analitik dan metode numerik operator
filter.
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Persamaan umum dari fungsi gelombang osilator harmonik adalah

wa(X) = A, Ha(x)e=@*/2  n=012,... (2.50)
dimana
k
a= [m ﬁ]l/‘* (2.51)
An = Los]”® (2.52)

Sehingga rumus umum fungsi gelombang osilator harmonik ke n
dapat ditulis sebagai berikut

) = [ SHa e M2 o0 (259)
Polinomial hermitte (H,) untuk H, sampai Hy, diberikan oleh

Hy(x) =1

Hi(x) =2.a.x

Hy(X) =4.(a.x)* - 2

H; (X) =4. a.x[2.(a.x)? — 3]

Hy(x) =12 —48.(a.x)? + 16(a. x)*

Hs(x) =8. a.x.[15 — 20. (a.x)? + 4(a.x)*]

2.3 Persamaan Schrodinger

Konsep sentral dalam mekanika kuantum adalah persamaan
Schrodinger yang merupakan persamaan diferensial orde dua yang
identik dengan persamaan energi total suatu sistem pada mekanika
klasik, di mana variabel dalam mekanika klasik berubah menjadi
operator dalam mekanika kuantum. Persamaan Schrodinger dapat
memberikan informasi suatu sistem tentang energi, posisi, ataupun
momentumnya. Informasi-informasi di atas akan diperoleh bila kita
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dapat menyelesaikan persamaan Schrodinger untuk menentukan
tingkat-tingkat energi dan fungsi gelombang (Suparmi, 1992).

Dalam mekanika kuantum fungsi geombang Y bersesuaian
dengan variabel gelombang dalam gerak gelombang mekanik.
Namun, ¥ bukanlah suatu kuantitas yang dapat diukur, dan dapat
berupa kuantitas kompleks. Karena itu kita akan menganggap Y
dalam arah x dinyatakan oleh

Y = Ae V) (2.54)
Jika kita ganti ® dalam rumus diatas dengan 2zv kita peroleh
S N (2.55)

yang bentuknya menguntungkan, karena kita telah mengetahuai
hubungan dan dinyatakan dalam energi total E dan momentum p dari
partikel yang digambarkan oleh ¥ . Karena

E=hv=27Av dan ,1:3:2”?1
p p

Kita peroleh persamaan matematis gelombang ekivalen dari partikel
bebas yang bernenergi E dan bermomentum p yang bergerak dalam
arah +x.

Y = Ae (/ME=P) (2.56)

Untuk memperoleh persamaan Schrodinger kita mulai dengan cara
mendiferensialkan persamaan (2.56) dua kali terhadap x sehingga
menghasilkan

oy _ P (2.57)
ox? h?

dan sekali terhadap t, menghasilkan
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dy __IE (2.58)
=3 ) et

Untuk kelajuan yang kecil terhadap kelajuan cahaya, energi total
partikel E ialah jumlah dari energi kinetik p“2m dan energi potensial
V, dengan V pada umumnya merupakan fungsi kedudukan x dan
waktu t.

2

E=2 4v (2.59)
2m

Dengan mengkalikan kedua suku persamaan (2.59) dengan fungsi
gelombang ¥ menghasilkan :

2
Ev =LY vy (2.60)
2m

dari persamaan (2.57) dan (2.58) dapat kita ketahui bahwa

__hoy (2.61)
Ve
dan
2
P2y = —I? nyz/ (262)

Dengan mensubstitusikan pernyataan untuk Ey dan p?y dalam
persamaan (2.60) maka diperoleh persamaan Schrodinger bergantung
waktu dalam satu dimensi (Beiser, 1987).

2 A2
il — L2 vy (2.63)
m

Dalam tiga dimensi persamaan Schrodinger bergantung waktunya
ialah
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2 2 2 2
ihaw st UL y/+6 f+a +Viy (2.64)
at 2m| ox? oy oz°

di mana energi potensial V merupakan fungsi dari x, y, z dan t. Jika
energi potensial V(r) dalam Hamiltonian bersifat bebas waktu, maka
dari persamaan (2.64) diperoleh persamaan Schrodinger bebas waktu

Hy (1) = E y (1) (2.65)
atau
B 3VW v ey (r) = Epr) (2.66)
2m OX

Dengan H operator Hamiltonian (energi total) sistem, yaitu

_ "
H=—1-v2 + V() (2.67)

Persamaan Schrodinger bebas waktu dalam koordinat polar
berbentuk bola dapat dicari dengan memberikan nilai persamaan

Laplacian dalam koordinat bola (r,6,¢) dengan r adalah jari-jari

bola, 6 adalah sudut zenital dan ¢ adalah sudut azimutal, persamaan
Laplacian dalam koordinat bola :

2
1 a(rzgj+ g i(sing£j+ 1 (&) (268)
r? or or resiné oé 060 ) r°sin“ @\ o¢

sehingga persamaan Schrodinger bebas waktu dalam koordinat polar
berbentuk bola adalah :

2
= a[r j+ 21_ i(sinaa—w} AUSN +Vy =Ey (2.69)
“om{rPar\ ar ) rsing oo 00 ) r’sin* @\ o¢°
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2.3.1 Probabilitas dan Normalisasi

Fungsi gelombang y (X) menyatakan suatu gelombang yang
memiliki panjang gelombang dan bergerak dengan kecepatan fase
yang jelas. Masalah yang muncul ketika hendak menafsirkan
amplitudonya. Apakah yang dinyatakan oleh amplitudo w(x) dan
variabel fisika apakah yang bergetar? Ini merupakan jenis gelombang
yang berbeda, yang nilai mutlaknya memberikan probabilitas untuk
menemukan partikelnya pada suatu titik tertentu. artinya [y (x)|? dx
memberikan probabilitas untuk menemukan partikel dalam selang
dx di x. Rapat probabilitas P(x) terhadap y (X) menurut persamaan
Schrodinger sebagai berikut:

P(x)dx = [P (x)|? dx (2.70)

Tafsiran | (x)|? ini membantu memahami persyaratan kontinu
w(x), walaupun amplitudonya berubah secara tidak jelas dan kontinu.
Probabilitas untuk menemukan partikel antara x; dan x, adalah
jumlah semua probabilitas P(x) dx dalam selang antara x; dan X,
adalah sebagai berikut:

[of PG dx = [0 () dx (271)
Dari aturan ini, maka probabilitas untuk menemukan partikel di suatu
titik sepanjang sumbu x, adalah 100 persen, sehingga berlaku:
L7 e dx =1 (2.72)
Persamaan (2.72) dikenal dengan syarat Normalisasi, yang
menunjukkan bagaimana mendapatkan amplitudo. Dalam hal ini
amplitudo tidak dapat ditentukan dari persamaan differensialnya.
Sebuah fungsi gelombang yang tetapan pengalinya ditentukan dari
persamaan (2.72) disebut ternormalisasikan. Hanya fungsi
gelombang yang ternormalisasi secara tepat, yang dapat digunakan
untuk melakukan semua perhitungan yang memiliki makna fisika.
Jika normalisasinya sudah dilakukan secara tepat, maka persamaan
(2.71) akan selalu menghasilkan suatu probabilitas yang terletak
antara 0 dan 1.
Setiap persamaan Schrodinger yang menghasilkan [ (x)]?
bernilai tak hingga, harus dikesampingkan. Karena tidak pernah
terdapat probabilitas tak hingga untuk menemukan partikel pada titik

22



manapun. Maka harus mengesampingkan suatu pemecahan dengan
mengembalikan faktor pengalinya sama dengan nol.

2.4 Metode Numerik

Persoalan yang melibatkan model matematika banyak muncul
dalam berbagai disiplin ilmu pengetahuan, seperti dalam bidang
fisika, kimia, atau pada bidang rekayasa (engineering), seperti
Teknik Sipil, Teknik Elektro, dan sebagainya. Seringkali model
matematika tersebut muncul dalam bentuk tidak ideal atau rumit.
Model matematika yang rumit ini adakalanya tidak dapat
diselesaikan dengan metode analitik yang sudah umum untuk
mendapatkan solusi sejatinya (exact solution). Yang dimaksud
dengan metode analitik adalah metode penyelesaian model
matematika dengan rumus-sumus aljabar yang sudah baku (lazim).
Metode analitik ini hanya unggul untuk sejumlah persoalan yang
terbatas, yaitu persoalan yang memiliki tafsiran geometri sederhana.
Padahal persoalan yang muncul dalam dunia nyata melibatkan
bentuk dan proses yang rumit. Akibatnya nilai praktis penyelesaian
metode analitik menjadi terbatas. Bila metode analitik tidak dapat
lagi diterapkan, maka solusi persoalan sebenarnya masih dapat dicari
dengan metode numerik. Metode numerik adalah teknik yang
digunakan untuk memformulasikan persoalan matematik sehingga
dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan/aritmetika biasa.

Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode analitik
terletak pada dua hal. Pertama, solusi dengan menggunakan metode
numerik selalu berbentuk angka. Bandingkan dengan metode analitik
yang biasanya menghasilkan solusi dalam bentuk fungsi matematik
yang selanjutnya fungsi matematik dapat dievaluasi untuk
menghasilkan nilai dalam bentuk angka. Kedua, dengan metode
numerik, kita hanya memperoleh solusi yang menghampiri atau
mendekati solusi sejati sehingga solusi numerik dinamakan juga
solusi hampiran (approxomation) atau solusi pendekatan, namun
solusi hampiran dapat dibuat seteliti yang kita inginkan. Solusi
hampiran jelas tidat tepat sama dengan solusi sejati, sehingga ada
selisih antara keduanya. Selisih inilah yang disebut dengan galat
(error) (Luktanto,D., 2001).
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Ada beberapa macam metode numerik yang Kkita kenal
diantaranya metode Numerov atau metode Cowling, metode finite
difference (FD), metode elemen hingga (finite element methods,
FEM) dan sebagainya. Pada penelitian ini akan menggunakan salah
satu metode numerik baru, yang dikembangkan oleh Nurhuda yang
disebut metode Filter (filter method).

2.4.1 Metode Operator Filter

Pada bagian ini akan dibahas metode numerik baru, yang
dikembangkan oleh Nurhuda yang disebut dengan metode operator
filter (filter operator method). Metode numerik ini melibatkan
matriks dengan kebanyakan nol. Salah satu bentuk matriks yang
elemen nolnya berpola adalah matriks pita (banded matrix). Lebar
pita adalah maksimum banyaknya elemen taknol pada baris-baris
suatu matriks pita. Matriks pita yang terkecil adalah yang lebar
pitanya tiga atau dikenal sebagai tridiagonal matriks.

Ekspansi sembarang fungsi dalam keadaan eigen:

Y (r)=2 a,@u(r) (2.73)
Dengan &, memenuhi persamaan eigen

H,®, = E,®, (2.74)
Jika didefinisikan Operator Filter

1

F(E) = Y (2.75)
maka
A _ 1
FEWYN) = 5 2 Pr
=y _%Pk
=X (Ex—En)
= akCDk6kn (276)
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6 =1 bilak =n

panean {5,m =0 bilak #n

Karena fungsi gelombang tidak normalisasi sehingga perlu dilakukan
normalisasi, dengan persamaannya yaitu;

o = 2k .77)

<Py |Pr>

Selanjutnya, dengan mensubtitusikan persamaan (2.77) ke persamaan
(2.76) dengan k = n maka persamaan (2.76) menjadi

—(H_lEn)l/)(r) = a, Py (2.78)

Dengan melakukan perkalian silang maka persamaan (2.78) menjadi:

(H-Ep) @x=1 (1) (2.79)
Atau
CZ 4 V- Er) D=, (1) (2.80)

Persamaan (2.80) adalah persamaan Schrodiger tak tergantung
waktu. Dengan menerapkan solusi numerik persamaan Schrodinger
maka didapatkan bentuk lain dari persamaan (2.80) yaitu sistem
matrik tridiagonal berikut

-~ AR

(dl-E) 'Uz O 0 (Dl W1

'Uz (dz‘E) 'U3 0 A Y. (-Dz /)

O. ‘lng (dg'lE) 'U4 N (-D3 =\ y3 (281)
Ui (daE S I

~ N-1 ( N-1 ) JU j \l//Nb
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Metode komputasi numerik untuk penyelesaian sistem persamaan
linear dapat dibagi dalam dua jenis, langsung dan iterasi (iterative).
Metode langsung adalah metode dengan tidak adanya kesalahan
pembulatan atau lainnya, akan memberikan penyelesaian yang tepat
dalam jumlah operasi aritmetika elementer yang terbatas banyaknya.
Metode dasar yang digunakan adalah eliminasi Gauss. Metode iterasi
adalah dimulai dengan pendekatan permulaan menggunakan
algoritma yang sesuai, untuk mendapatkan hasil pendekatan yang
lebih baik. Metode iterasi bervariasi dalam algoritma dan kecepatan
konvergensi. Kelebihan metode iterasi adalah kesederhanaan dan
keseragamannya dari operasi yang dilakukan.

Beberapa metode di dalam menyelesaikan persamaan linear
dengan pendekatan matriks yaitu Secant, Gauss Seidel dan lainnya
tergantung dari korelasi elemen matriks tridiagonal. Di fisika sering
dijumpai kasus penyelesaian nilai eigen dan fungsi eigen dari suatu
fungsi keadaan. Metode yang efesien untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear dengan bentuk matriks tridiagonal adalah Lower
Upper Decomposition.

2.5 Sistem Tridiagonal Matriks

Pada sistem tridiagonal mayoritas elemen matriksnya adalah nol.
Komputasi dengan komputer dapat menghemat banyak ruang
memori dengan hanya menyimpan elemen yang ada di diagonal
mayor dan dua sub diagonal lainnya. Untuk sistem tridiagonal,
digunakan tiga vektor a, b dan ¢ untuk menyimpan nilai elemen yang
bukan nol sepanjang diagonal mayor dan subdiagonalnya

(b0 00 -~ 0 0 O (x) (b))
dy d2 Co 0O 0 - 0 0 0 X2 b2
0 a3 dzc3 0 - 0 0 0| [x3 [=] bs
' (2.82)
0 00O0O ani One1 Cnal | X bn-1
\0 0 0 0O 0 an-1 de éNJ KbNJ
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Pemecahan sistem tridiagonal matriks ini menggunakan beberapa
metode salah satunya adalah metode Lower Upper Decomposition
(LU Dekomposisi).

2.5.1 Metode Lower Upper Decomposition (LU Dekomposisi)

Pada metode LU Decomposition matriks A didekomposisi
menjadi LU, yaitu matriks segitiga bawah dan segitiga atas. Setelah
didekomposisi (2.81) menjadi:

1 0 0 .. 0 O 60 ¢, 0 .. 0 O X1 b,
a 1 0 .. 0 0 0 & ¢ .. O 0 X2 b,
0 o3 1 0 O X3 F P3
0 0O On1 Ot
0 0 O oy 1 0 0O 0 oN XN bN
L U X b
(2.83)
Setelah perkalian matriks persamaan (2.83) menjadi
1 0 0 0.. O 0 0 (%) (b
0201 0pC;+05 Co 0 0 .. 0 0 0 Xo b,
0 030, 03C,+d3 C3 0 ... 0 0 0 X3 bs
0 0 0 0 O .. on1On2 ON-1Cn2+ONa Cnet || Xnaa bn
0 0 0 0 O 0 ONON-1 ONCN-1HON | | Xy bN
J\
(2.84)

Inti dari algoritma ini adalah mengubah elemen-elemen pada
vektor a,d dan ¢ dengan vektor o, 6 dan ¢ yang merupakan elemen-
elemen dari L dan U. Jika dibandingkan persamaan (2.84) dengan
(2.82) maka tampak bahwa:

61 = dl —» 00 =a, —P0,= 32/61
(1362: dz3 —p O3= 8.3/62

onOn-1= 8y — Oon=ay/ Ona
(12C1+62 = dz —>62 = d2 - 0pCq
03C;+03=d3 —» 83=d3- asC,
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onOn-1 + Oy =0y — Oy = dy - andna
Langkah-langkah di atas dapat dengan mudah deprogram. Sebagai
ilustrasi, 3 langkah pertama program tersebut dapat dituliskan
sebagai berikut:

d(1) =d(1)

a(2) = a(2)/ d(1)

a(3) = a(3)/d(2)

d(2) = d(2) — a(2)*c(1)

d(3) = a(3) — a@d)*c(2)
Setelah elemen-elemen pada vector a dan d dengan o dan o,
persamaan (2.81) dapat diproses lebih lanjut. Jika Ux disebut juga g,
maka persamaan (2.81) dapat dituliskan

10 0 .. 0 0o b,
aw 1 0 .. 0 0 02 b2
0 az 0 .. 0 Ol g3 bs (2.85)
0 0 0 .. o 1| on by
L g b
Dari (2.85) dapat diperoleh:
g1=by

001+ 0= by —» 0= by- 020
0302+ 0s= by — 0s= b3— 030,

ONOn-1 +On= by — Ov= by —anOna
Dalam proses komputasi g disimpan dalam vector b, yaitu elemen-
elemen diganti dengan yang baru. Tiga langkah pertama dalam
program tertulis sebagai berikut:

b(1) =b(1)

b(2) = b(2) —a(2)*b(1)

b(3) = b(3) —a(3)*b(2)
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karena g adalah Ux maka:

01 ¢; 0 .. 0 0 X1 01
0 6 ¢C, .. O 0 Xo 02
0 00 - On-i Cnet
000 .. O onN XN On
L X g
XN = On/ On

ON-1XN-1 + CNaaXN = ON1 —p X1 = (On-1 - Cn-aXn) / Onea
ON-2XN-2 T CnoXN-1 = ON-2  ——p Xn-2 = (ON-2 - Cn2Xn-) / One2
01X1 + C1Xo = 01 —> X1 = (01— C1%2) / &1
Dalam komputasi, tiga langkah pertama berbentuk:
X(N) = b(N) / d(N)
X(N-1) = [ b(N-1) — ¢ (N-1)*x(N)] / d(N-1)
X(N-1) = [ b(N-2) — ¢ (N-2)*x(N-1)] / d(N-2)
Elemen dari matriks A kebanyakan nol maka hanya digunakan
tiga vektor dengan ukuran 1xN untuk menyimpan elemen bukan nol
matriks A (Sembiring. K, 2011).

2.6 Solusi Numerik Persamaan Schrodinger
Persamaan Schrodinger dapat juga ditulis sebagai berikut:
2 2
P 970 N y(X)- By (x) = 0 (2.87)

2m 0x?

atau

(H-E)y(x)=0 (2.88)
Dalam sistem atomik nilai dari A dan m bernilai 1, sehingga
persaamaan (2.88) menjadi:

_10% 3 -0 2.89
2 axz +Vl//()€) El//(X)— ( . )

Langkah-langkah yang digunakan untuk memecahkan persamaan
Schrodinger ke dalam bentuk numerik yaitu aproksimasi beda
hingga turunan pertama adalah:

By Pl (=)
- Y(xi) = - (2.90)

dan turunan keduanya yaitu:
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6‘1_22 l//(xi): w(xi+1)_21p,2(xi)+lp(xi_1) (291)
X
subtitusikan persamaan (2.91) ke persamaan (2.89) maka didapatkan:
1) (xi+1)=29 (x) + (x;—1)
- E[ % 1+V v (x)- Ew (x)=0 (2.92)

atau

1
- Sl (i) - 20 () + )]+ Yy (9)- By (9=0 (2.93)
1
Bila dimisalkan d;= h—2+vj dan U;= -

2h2
Maka persamaan (2.93) menjadi:
[FUiy(xia) + di(xi) - Uinayp(xiv)] - Eyp(xi) = 0 (2.94)
Dapat juga ditulis:
[-Uiyis + diyi - Uiapina]- Ewi = 0 (2.95)

Persamaan (2.93) diterapkan pada setiap titik diskresitasi, yaitu
i=1,2...,N-1. Sehingga terbentuk sistem persamaan linear dengan
bentuk tri-diagonal yang dapat dipecahkan dengan metode Lower-
Upper Dekomposisi.

Dari persamaan (2.40) untuk 0< i< N diperoleh:
i=1; -Uowo + duyr - Upy, - Eyy =0
1=2; -Uyn + dayp - Usys - Ey, =0
1=3; -Usy, + s - Usys - Ey3 =0

I =N-1; -Unayna + dvawna - Unn - Eyna =0
Pada kondisi dasar Ugwo= Uyyn =0
Dari i=1 hingga i=N-1 persamaan linear dapat dinyatakan dalam
bentuk matriks dimensi NxN sebagai berikut:
-~

YO
(dl-E) -U2 0 0 Y1
'U2 (dz'E) 'U3 0 ... W
0 ‘U3 (dz‘E) ‘U4 .. Y3 =0 (296)
_ -Una (dya-E) YN-1
JN
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BAB 111
METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini telah dilakukan di ruang baca Jurusan Fisika
Universitas ~ Brawijaya dan di Laboratorium Fisika Komputasi
Universitas Brawijaya. Penelitian ini mulai dilakukan pada bulan
September 2011- Maret 2012.

3.2 Peralatan Penelitian

Peralatan yang digunakan dalam penelitian ini adalah Notebook
intel atom dual core 1.50 GHz,CPU N550, sistem operasi yang
digunakan adalah WINDOWS, dilengkapi dengan bahasa
pemrograman tingkat tinggi Fortran 77.

3.3 Metode Penelitian
3.3.1 Alur Penelitian
Berikut ini adalah diagram penelitian yang dilakukan:

Studi Literatur

P
Analisis Program

v
Analisis Output Program Komputer

v

Pembahasan

Gambar 3.1 Diagram alir penelitian
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3.3.3 Flowchart Pemrograman

Pengkajian fungsi gelombang pada penelitian ini menggunakan
metode operator Filter. Mula-mula didefinisikan bentuk Persamaan
Schrodinger untuk potensial atom hidrogen dan potensial osilator
harmonik. Kemudian persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk
numerik. Setelah didapatkan bentuk numeriknya, selanjutnya
penyelesaian persamaan Schrodinger untuk potensial osilator
harmonik dan potensial atom hidrogen diselesaikan dengan
menggunakan bahasa pemrograman fortran. Dengan mengacu pada
hal itu, maka diagram alir (flow chart) program yang dibangun pada
penelitian ini ditunjukkan pada Gambar 3.2.

Inputkan nc, energy
v
dr=0.02
v
i=1

et
. /
r(i) = dr*(i-1)+1.d-8
v
Potential (i) = -0.5*V*r (i)*r (i)

i=1+1

NO
Call Eigenstate

©
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Y

Energy_new = energy

v
Out put iter, energy
v
Menyimpan data hasil pemrograman
v
i=1
>

Out put r(i), real (vector(i)), potential(i)

=i+l

YES 0

NO

Gambar 3.2 Diagram alir ‘program utama’
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Sum=0
v
i=1
:I
v
Vektor = 1.
v

Sum = sum + conjg(vector(i)* vector(i) )

i=i+l

i

Sum= sqgrt (sum*dr)
4
i=1

>3

Vektor (i) = vektor (i)/sum

i=i+1 S

¢

Energy = eigen_energy

v
Iter=0

(-
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%

Iter = iter + 1
v
Call Invers

Sum = sum + conjg(vector(i)* vector(i) )

i=i+1 YES 0

NO
Sum = sqgrt (sum*dr)

Call Hamiltonian

)
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©

Sum=0
v
i=1

> v
Sum = sum + conja(b(i))* vector(i) )

NO

Energy new = sum*dr
v
Delta = abs(energy_new — energy)

e

Sum = sum + conia(b(iN* vector(i) )

YES
i =i+l 0

Energy = (energy+0.5*energy_new)/1.5
) 4

YES

Delta >1.d-6
[¢]

Eigen_energy = energy_new

Gambar 3.3 Diagram alir subprogram ‘eigenstate’
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dtr = 1.d0/(dr*dr)/2
4
a=-dr
v
bb=2*dr
v
c=-dtr
v
i=1

ol
"V

b(i) = (bb+potensial(i) — energy)+ z*gamma

— . JES 0
1=1+1

Call iter

G
L 4

b(i) = (bb+potensial(i) — energy) - z*gamma

— YES
=i+l

NO
Call iter

Gambar 3.4 Diagram alir subprogram ‘invers’
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| dte =1 dostdrsdr |
v

a = -dtr
v
b = 2.*dtr
v
c = -dtr
v
u(1) = (b+potensial(1))*v(1)+c*v(2)
v
i=2

4
u(i) = (b+potensial(i))*v(i)+c*(v(i-1)+v(i+1))

NO

u(nc) = (b+potensial(nc))*v(i)+a*v(i-1)

Gambar 3.5 Diagram alir subprogram ‘hamiltonian’
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temp = b(1)
v
u(l) = u(@)/temp
A 4
i=2
>y
templ = b(j)
v
b(j) = c/temp
v
Temp =templ — a*b(j)
v

u@ = (u() — a*u(j-1))/temp

i=j+1 YES

NO

— i1t =

YES
U() = u@) —b(+1)*u(+1)

Gambar 3.6 Diagram alir subprogram ‘iter’
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Fungsi Gelombang dan Energi Atom Hidrogenik

Berikut ini adalah grafik fungsi gelombang radial atom hidrogen
untuk berbagai keadaan kuantum dengan menggunakan metode
operator filter dan metode analitik.

o RO

0
r (au)

(@)
r(‘éu) ‘IS Z‘D
(b)
Gambar 4.1 (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 1, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)

gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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r (gu) ’

B
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o
o Lo b b b b b b bl

(b)

Gambar 4.2 (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 2, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)
Gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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0.3 ]
P
= ]
g -
- -

0.2
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Gambar 4.3 (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 2, | = 1 dengan menggunakan metode analitik (b)
Gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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rR(r)
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0.3

0.2

rR(r)

Sy

1} 5 10 15

(b)

Gambar 4.4 (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 3, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)
Gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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Berdasarkan hasil dari gambar tersebut terlihat bahwa hasil yang
diperoleh untuk fungsi gelombang radial atom hidrogen pada
berbagai keadaan kuantum dengan menggunakan numerik metode
operator filter dan metode analitik adalah sama. Dari hasil ini dapat
disimpulkan bahwa hasil dari penelitian sudah sesuai dengan hasil
analitiknya.

Selain itu dari hasil program komputasi yang telah dibuat
diketahui bahwa energi untuk tiga tingkat pertama pada atom
hidrogenik (dalam sistem atomik) adalah

E,=-0.498 a.u, E,=-0.125 a.u, dan E; =-0.055 a.u.

Sebagai perbandingan, analitik mengahsilkan nilai sebagai
berikut

E.=-0.500 a.u, E,=-0.125 a.u, dan E; = -0.055a.u.

Jika dibandingkan hasil numerik dengan hasil analitik maka
masing-masing memberikan selisih terhadap harga perhitungan
analitik sebesar 0.248%, 0.0% dan 0.0%. Dari hasil ini dapat
disimpulkan bahwa energi yang diperoleh dengan numerik metode
operator filter dan metode analitik sangat berdekatan.

4.2 Fungsi Gelombang dan Energi Osilator Harmonik

Fungsi gelombang osilator harmonik dengan metode analitik dan
metode operator filter untuk masing-masing keadaan dapat
diperlihatkan oleh gambar-gambar berikut ini
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0.3 4
u.z—f

0.1

(b)

Gambar 4.5 (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan metode
operator filter (b) metode analitik untuk n =0
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Gambar 4.6 (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan metode
operator filter (b) metode analitik untuk n =5
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Gambar 4.7 (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan metode
operator filter (b) metode analitik untuk n = 10
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Gambar 4.8 (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan metode
operator filter (b) metode analitik untuk n = 15

Dari hasil penelitian fungsi gelombang yang didapatkan dengan
menggunakan numerik metode operator filter dan hasil analitik untuk
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masing-masing keadaan kuantum adalah sama. Pada gambar 4.5
untuk keadaan n = 0 hasil fungsi gelombang secara numerik sama
(nyaris sama) dengan hasil analitik. Dapat dilihat juga bentuk fungsi
gelombang untuk keadaan n = 0, seperti lonceng atau sering disebut
Gaussian. Secara fisis fungsi gelombang tersebut memiliki arti pada
keadaan ground state (n = 0) maka energi yang dimiliki oleh partikel
pada sumur potensial dapat direpresentasikan oleh fungsi gelombang
yang ternormalisasi.

Untuk hasil fungsi gelombang pada keadaan n yang lain, hasil
secara numerik sama dengan hasil analitik. Untuk keadaan n = 5,
seperti yang diperlihatkan pada gambar 4.6 menunjukkan bahwa
hasil metode operator sama dengan hasil analitik. Dari hasil ini dapat
disimpulkan bahwa hasil penelitian sesuai dengan hasil analitiknya.

Pada gambar 4.8 terlihat bahwa fungsi gelombang untuk keadaan
n = 15 memiliki lebih banyak puncak dibandingkan dengan fungsi
gelombang pada keadaan n = 10. Berdasarkan hasil tersebut dapat
dikatakan bahwa semakin banyak n maka semakin banyak
puncaknya. Dan semakin besar nilai x maka nilai dari fungsi
gelombang pada keadaan ground state semakin mendekati nilai O.

Nilai energi pada keadaan n =0, n = 5, n = 10, dan n = 15 dengan
perhitungan numerik metode operator filter dalam sistem atomik
masing-masing sebesar

Ey, = 0.499 a.u, Es = 5.499 a.u , E;p = 10.497 a.u, dan E;5 = 15.499
a.u.

Dari perhitungan analitik telah diketahui nilainya adalah

Eo, = 0.500 a.u, Es = 5.500 a.u, E;o = 10.500 a.u, dan E;s = 15.500
a.u.

Jika dibandingkan hasil numerik dengan hasil analitik maka
masing-masing memberikan selisih terhadap harga perhitungan
analitik sebesar 0.200%, 0.020%, 0.028%, dan 0.006%. Dari hasil ini
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dapat disimpulkan bahwa energi yang diperolen dengan numerik
metode operator filter dan metode analitik hasilnya sama.

Berdasarkan dari nilai-nilai tersebut, hasil pendekatan numerik
metode operator filter sangat baik. Metode numerik ini juga memiliki
kelebihan diantarnya adalah dapat digunakan untuk menyelesaikan
persamaan dalam orde tingkat tinggi secara efektif, efesien, dan
dengan hasil yang sangat mendekati nilai eksaknya. Selain itu juga
jumlah perulangan yang dilakukan (iterasi) tidak terlalu banyak.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Hasil fungsi gelombang dari suatu partikel pada sistem yang
berada di bawah potensial osilator harmonik dan potensial atom
hidrogenik menggunakan pendekatan metode operator filter ternyata
sama dengan hasil analitiknya.

Hasil program komputasi yang telah dibuat, perhitungan numerik
dengan metode operator filter untuk atom hidrogen, menunjukkan
bahwa energi untuk tiga tingkat energi pertama dalam sistem atomik
adalah

E;=-0.498 a.u, E,=-0.125 a.u, dan E; = -0.055 a.u.

dan selisih terhadap harga perhitungan analitik sebesar 0.248%,
0.08%, dan 0.02777%. Sedangkan untuk osilator harmonik nilai
energi pada keadaan n = 0, n = 5, n = 10, dan n = 15 dengan
perhitungan numerik metode operator filter dalam sistem atomik
masing-masing sebesar

Eo = 0.499 a.u, Es = 5.499 a.u, Ejp = 10.497 a.u, dan E;5 = 15.499
a.u.

Dan selisih terhadap harga perhitungan analitik sebesar 0.0025%,
0.0138%, 0.0263% ,dan 0.06015%.

5.2. Saran

Melihat dari diskusi yang telah dilakukan, maka perlu dilakukan
penelitian lebih lanjut terutama dengan mencoba menguji fungsi
gelombang dengan menggunakan kasus potensial yang lain seperti
sumur potensial, potensial Lenard-Jones dan sebagainya. Demikian
untuk mendapatkan validasi dan kecepatan komputasi metode
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LAMPIRAN
LAMPIRAN 1 LISTING PROGRAM OPERATOR FILTER

program test_eigen_function
implicit real*8 (a-h,0-z)
complex*16 vektor,b
parameter (ngrid =30000)
dimension vektor(ngrid),b(ngrid),r(ngrid),potential(ngrid)
write(*,*)'enter energy '
read(*,*)energy
nc = 1000
dr =0.1

rmin = dr*nc/2.

doi=1,nc
r(i) = dr*(i-1)+1.d-8 ! - rmin
potential(i) =-1.d0/(r(i)) + I*(1+1)/(2.*r(i)*r(i))

¢ vp= 052 +H(+)/R*r(0)T(0)
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c

end do
call eigenstate(vektor,r,potential,b,dr,nc,ngrid,energys,iter)
energy_new = energy
write(*,'(1x,i6,2916.8)")iter,energy
open(1,file='wave.dat',status = 'unknown')
doi=1,nc
write(1,*)r(i),real(vektor(i)),potential (i)
end do

end

subroutine eigenstate(vektor,r,potential,b,dr,nc,ngrid,
+ eigen_energy,iter)
implicit real*8 (a-h,0-z)
complex*16 vektor,b
dimension vektor(ngrid),b(ngrid),r(ngrid),potential(ngrid)
initial guess of wavepacket
sum =0.
doi=1,nc
vektor(i) = 1. Ir(i)*exp(-abs(r(i)))
sum  =sum + conjg(vektor(i))*vektor(i)
end do

sum = sqrt(sum*dr)
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doi=1,nc
vektor(i) = vektor(i)/sum
end do
energy = eigen_energy
isig =1
if(eigen_energy.lt.0) isig = -1
iter =0
iter = iter + 1
call invers(vektor,potential,b,dr,nc,ngrid,energy)
sum =0.
doi=1,nc
sum = sum + conjg(vektor(i))*vektor(i)
end do
sum = sqrt(sum*dr)
doi=1,nc
vektor(i) = vektor(i)/sum
end do
call hamilton(b,vektor,potential,dr,nc,ngrid)
sum =0.
doi=1,nc
sum = sum + conjg(b(i))*vektor(i)

end do
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energy_new = sumx*dr

delta = abs(energy_new-energy)

if(iter.gt.2) energy= (energy + 0.5*energy_new)/1.5
if(iter.gt.3) energy = energy_new

if(delta.gt.1.d-10) goto 1

eigen_energy = energy_new

return

end

subroutine hamilton(u,v,pot,dr,n,ngrid)

implicit real*8(a-h,0-z)

complex*16 u,v

dimension u(ngrid),v(ngrid),pot(ngrid)

dtr = 1.d0/(dr*dr)/2.

a =-dtr
b =2.*dtr
c =-dtr

u(1)= (b+pot(1))*v(1) + c*v(2)
do i=2,n-1
u(i) = (b+pot(i))*v(i) + c*(v(i-1)+v(i+1))
end do
u(n) = (b+pot(n))*v(i) + a*v(i-1)

return
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end

subroutine invers(u,pot,b,dr,n,ngrid,energy)

implicit real*8(a-h,0-z)

complex*16 z,u,b

dimension u(ngrid),pot(ngrid),b(ngrid)
data z,gamma/(0.d0,1.d0),1.d-5/

dtr = 1.d0/(dr*dr)/2.

a =-dtr
bb = 2.*dtr
c =-dtr
doi =1,n

b(i)= (bb +pot(i)-energy) + z *gamma
end do
call iter(a,b,c,u,n,ngrid)
doi=1,n
b(i)= (bb +pot(i) -energy) - z *gamma
end do
call iter(a,b,c,u,n,ngrid)
return
end
subroutine iter(a,b,c,u,n,ngrid)

implicit real*8(a-h,0-2)
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complex*16 b,u,temp,templ
dimension b(ngrid),u(ngrid)
temp =b(1)
u(1) = u(1)/temp
do 11 j=2,n
templ = b(j)
b(j) = c/temp
temp =templ -a*b(j)
u@ = (u@) - a*u(-1))/temp
11 continue
do 12 j=n-1,1,-1
u@i) = u@) -bG+1)*u(+1)
12 continue
return

end
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LAMPIRAN 2

Lampiran 2 Grafik fungsi gelombang radial atom hidrogenik
dan potensial osilator harmonik untuk berbagai
keadaan kuantum dengan menggunakan metode
operator filter dan metode analitik.

Gambar L .2.1. (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 1, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)
gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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Gambar L .2.2 (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk

keadaan n= 2, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)

gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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Gambar L. 2.3. (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 2, | = 1 dengan menggunakan metode analitik

(b) gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan
metode operator filter.
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Gambar L. 2.4. (a) Fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk
keadaan n= 3, | = 0 dengan menggunakan metode analitik (b)
Gambar yang sama tetapi diperoleh dengan menggunakan metode
operator filter.
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Gambar L. 2.5 (a) Fungsi gelombang osilator harmonik dengan
metode operator filter (b) metode analitik untuk n = 0.
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Gambar L .2.6. (a) Fungsi gelombang gsilator harmonik dengan
metode operator filter (b) metode analitik untuk n = 5.
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Gambar L.2.7. (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan
metode operator filter (b) metode analitik untuk n = 10.
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Gambar L.2.8. (a) fungsi gelombang osilator harmonik dengan
metode operator filter (b) metode analitik untuk n = 15.
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