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Dalam beberapa kasus, solusi dari persamaan diferensial
secara eksak sulit didapat, sehingga dibutuhkan skema
numerik yang merupakan persamaan beda untuk
memperkirakan solusi dari persamaan diferensial.

KensisEnsipinsRICEN

Jika suatu skema numerik memiliki titik kesetimbangan
dan sifat kestabilan yang sama dengan sistem kontinunya,
maka skema numerik tersebut dikatakan konsisten
secara dinamik.

(Dimitrov dan Kojouharov, 2007)




Rumusan Masalah ‘

™ Bagaimana melakukan diskritisasi model SIR
kontinu dengan menggunakan metode Euler?

—

> Bagaimana konsistensi dinamik SIR model

diskrit dengan model SIR kontinu?

™ Bagaimana simulasi numerik pada SIR model
diskrit?




LITET @

™ Melakukan diskritisasi model SIR kontinu
dengan menggunakan metode Euler

—

> Menganalisis konsistensi dinamik SIR model

diskrit dengan model SIR kontinu

M Melakukan simulasi numerik pada SIR model
diskrit




Model SIR

o) a
» S B»I » R

o ow

S(t) = Kelompok yg sehat tapi rawan untuk terinfeksi
I1(t) = Kelompok yg terinfeksi
R(t) = Kelompok yg sembuh & memiliki kekebalan permanen
a = Laju kesembuhan
B = Laju terinfeksi
u = Laju kematian
& = Laju kelahiran




Sistem Persamaan

l ﬁl Ml ( )
l ﬁl Ml al ( )
l a- Ml ( )

Karena variabel R tidak muncul pada persamaan (1) dan (2). Hal ini
menunjukkan jumlah kelompok individu R tidak mempengaruhi laju
perubahan jumlah kelompok individu S maupun I,

das
Sehingga —=6—-pL.S—u.S
Persamaan c?]t
menjadi ::
—=0(.5l—u.l—a.l
g Polmpl—e




Titik kesetimbangan & Kestabilan

etimbangan abilan

_ (6 stabil jika
£ (/“'O) u>0danR, <1

Ezz(u+0c 0 u) stabil jika

B 'u+a B)|lu+a>0danR, > 1
dimana, Rasio Reproduksi Dasar
)
RO — ﬁ
u(p + a)
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Persamaan differensial sbb:

d_x = f(x(t)), x(ty) = xo, to <t<b

dt
Dengan metode Euler mendekati x'(t) dengan x(Hhr)l_x(t),

diperoleh  x(t+ h) = x(t) + hf(x(t)).
Dan untuk t = t, + nh, , diperoleh
x(tog + (n+ 1)h) = x(ty + nh) + hf(x(to + nh))
mengganti x(t, + nh) dengan x(n), diberikan
x(n+1)=x(n)+ hfx(n)
(Elaydi, 2005)




Xni1 = f (X, V)
Yn+1 = 9(Xn, Yn) (2
Jika f(x*,y*) =x*dan g(x*,y*) = y*. (Elaydi, 2005).
Titik (x*, y* ) adalah solusi konstan dari sistem (1), karena
jika (x(0y, ¥(0y) = (x*,¥*) adalah titik awal, maka
xqy =f(x*y") =x"
Yoy =9 y") =y
X2y = f(xayya)) = fxy*) =x°
Y2) = 9(&1)»)’(1)) =gy )=y
Hal lain yang perlu dipelajari adalah perilaku solusi di sekitar
titik kesetimbangan/kestabilan dari titik kesetimbangan.

Titik (x*, y* ) disebut titik kesetimbangan persamaan :



Perhatikan sistem dinamik diskrit tak-linier sbb:
Xn+1 = f(x‘ru Yn) (1)

Yn+1 = 9(xn, V)
linierisasi dari persamaan (1) adalah sebagai berikut

xn+1—axn(x Y )Xn + ayn(x 'Y )Yn

Yn+1 = (x , V)X + 53’n (x A

axn
Dapat ditulis menjadi
Of (xn,yn)  9f(xXn,yn)

Xn, —
]( n yn) 9g(xnyn) 09(xXn,yn)

(Elaydi, 2005).




Kestabilan Titik kesetimbangan (@

Sistem persamaan beda orde satu dgn n variabel bebas yaitu
X(n+1) = AX(n), (1)
maka solusi umum dari persamaan (1),
X(N) =C AV, +C, A, V, ++--+C AV,
di mana v; adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigen A; dan c; adalah sebarang konstanta

Teorema 2.3

Misalkan A;,i = 1,2, ..., k adalah akar-akar dari persamaan
karakteristik (1), maka berlaku semua solusi persamaan (1)
konvergen menuju 0 (stabil asimtotik) jika dan hanya jika
maksimum {|A{[, [A,], ..., [Ak]|} < 1 (Elaydi, 2005)




Kestabilan Titik Kesetimbangan

Lemma 2.4
Persamaan kuadrat f(1) = 2> — A2+ B = 0 memiliki dua
akar yang memenuhi [4;| < 1,i = 1,2 jika dan hanya jika
memenuhi kondisi berikut.

1. 1—-A+B>0

2. 1+A+B>0
3. 1-B>0

(Elaydi, 2005)



Metodologi

* Rumusan Masalah

Diskritisasi Model SIR kontinu dengan metode Euler

{

Menyelidiki Titik Kesetimbangan & Kestabilan
SIR model diskrit

!

‘ Menganalisis konsisten dinamik |

v

‘ Simulasi Numerik |

e
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Diskritisasi Model

Dengan menggunakan metode Euler, diperoleh diskritisasi
sistem persamaan

-
S ., =Ats — AtB.S, I, — Atp.S, + S,

I...=AtB.S, I, — Atu. I, — Ata. L, + I,
\_

— SIR MODEL DISKRIT



Berdasarkan Definisi 2.4, titik kesetimbangan SIR Diskrit
diperoleh jika S* = f(S*, I*)dan I* = g(§*,I"), yaitu
J _

Titik Kesetimbangan @

I" =Atp.S°I" = Atu. I" — Ata. I" + 17
S*"=Atd —AtB.S*I" — Atu. S*+ S~
Diperoleh dua titik kesetimbangan

)
EO:(—,O)dan Elz(u-l_a, 0 ,U)
U p ut+a B
Dapat disimpulkan bahwa titik kesetimbangan SIR model
diskrit konsisten dengan model SIR kontinu




Kestabilan titik kesetimbangan SIR diskrit dianalisis secara
lokal yaitu dengan linierisasi

of aof .
S"“_as (§%,1°)S, +0_(S 1)L,
Tl
ag . . ag .
I‘”“_as (§*,1°)S, +aT(S 1)1,
diperoleh

Spe1 = (FAtBI" — Atu +1)S,, + (—AtSS™)I,

Inyr = (AtBI7)S, + (At(BS™ — p — a) + DI,
Selanjutnyat akan dibahas syarat kestabilan lokal dari masing-

masing titik kesetimbangan SIR diskrit —




Titik Kesetimbangan E,

Diperoleh  S,,.,=(—-Atu+1)S,, + ( —At 35)1

e (@—u —a)+1) 1,

Dapat ditulis menjadi
—Atp+1 —Atﬁj
J(Sn In) =

e ac (2

Persamaan karakteristik _

P(/l)=(—Atu+1—/1)(At('Bu—6—u—a)+1—)[)



Titik Kesetimbangan E,

Akar-akar persamaan karakteristik adalah

A, = —Atu + 1 dan /12=At(%—u—a)+1

. Nilai |4, < 1dioero|ehjikaAt<§

+ Nilai |4,] < 1 diperoleh jika At < —2>—
[,I,+CZ—7

Dari kedua pertidaksamaan diatas diperoleh

. (2 2
At < min (—, 35)
H p+a———
u
B

] __po _ 519
At > 0, diperoleh u + « ” >0 R, oS < 1.




Titik Kesetimbangan E,

Disimpulkan bahwa titik kesetimbangan E, = (S ,O) pada

sistem persamaan SIR diskrit stabil asimtotik. Kestabilan
titik kesetimbangan E, konsisten secara dinamik bila

I
fo =+ @)

< 1.

dan

. /2 2
At < min (—, 35)
U ,LL+CZ—7




Titik Kesetimbangan E, “

Diperoleh S, = (1 At B )S —At(u+ @),
8
In_|_1 —_ At (ﬁ_ — ‘u) Sn + ITl'

U+a
Dapat ditulis menjadi

11— AP —At(u + a)_
U+
](Sn; In) — B8
at (e~ k) 1

Persamaan karakteristik

P(1) = A2 + (f‘sa At — 2) A

+(BS8 — pu(p + a))At? — ( Bf )At +1=0




Titik Kesetimbangan E,

Dapat ditulis menjadi
PA =21>+A4A2+B =0

Dimana
_ AtBS B AtBS
A —M—a—ZdanB = (1— u+a)+At2(ﬁ6—u(u+a))

Dalam Lemma 2.1 dijelaskan bahwa, akar dari persamaan
kuadrat diatas akan memenuhi jika dan hanya jika
memenuhi ketiga kondisi berikut:

. 1+A+B>0,

i. 1—B >0,

. 1—A+ B > 0.



Kondisii. 1+A4+B >0 ‘
KeRAISR IS

0<1+4+8B

©0<1+ (20— 2) +(1-20) + A?(B8 — p(u + )

U+a U+a
S 0 < At2(BS — p(u + @)
Karena At > 0, diperoleh

6 —u(u+a)>0

atau
B6
u(u+a)

RO= >1




Kondisi ii. 1— B > 0 N
KoRASIISESI
0<1-12B

S0<1-— (( Atw) + At2(BS — p(u + a)))

U+a

o DtBS 5
S e > At (,86 u(u + a))

. B

Diperoleh At < ) (ot d)
B
Karena At > 0 dan >0
(uta)
berlaku 6 — u(u + a) > 0 atau R, = PO 51
u(u+a)



Kondisi jii. 1— A+ B > 0 N
(%

0<1—A+B
(:O<1—(fTB§— )+( itﬁj)+At2(ﬁ6 ,u(u+a))

Perhatikan fungsi kuadrat,
B
P(At) = (B8 — u(u + a))At? — 2.2t +4>0 (1)

Fungsi P(At) memotong sumbu At pada

At , = ”*“ £V (2)
L2 2(Bs-pu(u+a))

Dimana D = (2 :%)2 —16(86 — u(u + a))

[ Berikut dijelaskan tiga kemungkinan nilali D] )
-




Jika D < 0, maka akar (2) merupakan bilangan imajiner
sehingga fungsi P(At) > 0. Hal ini berarti pertidaksamaan
(1) akan terpenuhi untuk semua At > 0. Kondisi ini berlaku
jika D < 0, yaitu

URg

<1 (3)

4(u + a)
Kondisi 1i1) terpenuhi jika pertidaksamaan (3) berlaku.




Jika D = 0, maka fungsi P(At) bernilai nol pada At =
Aty , = Aty, dimana
Io1e)

u+a(ps —puu+a))
Hal ini berarti pertidaksamaan (1) akan terpenuhi untuk
At # Aty, D = 0 jika
UR, 1
4(,u+a)+R0_1' (4)
Jika persamaan (4) berlaku maka kondisi 1i1) berlaku untuk
semua At kecuali At # At,.

Ato —




Jika D > 0, maka fungsi P(At) memotong sumbu At pada

At, dan At,. Berarti pertidaksamaan (1) akan terpenuhi jika
0 < At < At atau At > At,,

dimana
Bé Bé
2-————+\/D 2-—+44/D
— Ht+a _ U+a
Aty = 2(ps—-p(u+a)) > 0,4t = 2(ps—-p(u+a)) > 0.
Kondisi ini berlaku jika D > 0, yaitu
HRo 1 o4 5
A4(u+a) R, ' (5)

Jika persamaan (5) berlaku maka kondisi 1i1) berlaku untuk
0 < At < At atau At > At,.




Dari analisis kestabilan titik kesetimbangan E; diperoleh tiga

kondisi sebagal berikut :
.. 1+ A+ B > 0 terpenuhl,

i. 1 — B > 0 terpenuhi dengan syarat At < B

(u+a)(BS—u(u+a))’
ii. 1 — A + B > 0 terpenuhi dengan tiga kemungkinan, yaitu

1) At > 0 dan £ < 1,
4 +

2) At # At, dan -

3)0 < At < Aty atauAt>At2 dan + = >1

(u+a)




Karena ketiga kondisi sebelumnya terpenuhi maka menurut
Lemma 2.4, akar-akar karakteristik |1 ,| < 1. Menurut
Teorema 2.3. titik kesetimbangan E; stabil asimtotik.

Kestabilan E; konsisten secara dinamik jika dipenuhi Ry > 1
dan salah satu kemungkinan shb:

1R Bo6
1 (u+oc) < 1dan At < (p+o)(BS—p(p+a))
UR po
: 4(u+a) + > 1 dan At < min (Atl, u+a)(/36—u(u+a)))

Selanjutnya akan ditunjukkan Simulasi Numerik SIR Diskrit




Nilal Parameter
a=10,=0.1,6=15u=1.6,n=>50
diperoleh Ry = 0.0081 < 1

Titik kesetimbangan E| stabil asimtotik ketika

. /2 2
Ry, < 1dan At < min (_»—35)
U ,LI,+C(—7

Nilai At yang harus diambil agar E, stabil adalah

o [2 2
At < min| —,
U

= min(1.25,0.17) = 0.17

u+a—@

u

Selanjutnya akan diambil sebarang nilai At?



Ry <ldan At = 0.02

Sit)
potret fase dengan At = 0.02 dan nilai awal (Sq /o) = (100,10), solusi
konvergen menuju ke titik kesetimbangan bebas penyakit £,(0.94 ; 0)



Ry <1 dan At = 0.2

i)

=5
x 10

Potret fase dengan At = 0.2 dan nilai awal yang sama. Titik

Kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil karena solusi tidak
Konvergen menuju titik tersebut




Nilal Parameter
a=5pF=1,6§=6,u=0.1,dann = 100
diperoleh Ry= 11.76 > 1

Titik kesetimbangan E; stabil asimtotik ketika

BS

Ry > 1dan At < Gt (ROt )

Dicari nilai D sebagai berikut

Bs \*
D=4 (u n a) —16(88 —u(u + a)) = —82.3037 < 0

Nilai At yang harus diambil agar E; stabil adalah

po
At < = 0.2143

(u+a)(Bs — pu+ o))
Selanjutnya akan diambil sebarang nilai At?




\JLitik m
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| T1t1l{ Kes Etimban gﬂn

Iit)
({8 ]

S{t)

Potret fase dengan At = 0.02 dan nilai awal (Sq 1) = (10,1), titik
kesetimbangan epidemik bersifat stabil asimtotik



-5 ] ] ] ] 1
-1 a 1 2 3 4 5

155
x 10

diperlihatkan nilal At = 0.3, titik kesetimbangan epidemik tidak stabil
karena solusi tidak konvergen menuju titik kesetimbangan epidemik
E, = (5.1,1.08).



Nilal Parameter
a=6.5,=10, § =46.5, u =5, n=100diperoleh Ry= 11.76 > 1
Titik kesetimbangan E; stabil asimtotik ketika

. BS
Ry, > 1 dan At < min (Atl, (u+a)(35—u(u+a)))

Dicari nilai D sebagai berikut

Bs \*
D = 4(u+ a) —16(86 —pu(p+ @)) = 0.5198 > 0

Nilai At yang harus diambil agar E; stabil adalah
o)
(u+a)(Bs — pu+ a))

At < min (Atl, ) = min(0.0984; 0.0993)

= 0.0984
Selanjutnya akan diambil sebarang nilai At?



1
Il B

Titik K ancan

S{t)

untuk At = 0.033, solusi dari sistem dengan nilai awal (Sq 1) = (10,1)

konvergen menuju ke titik kesetimbangan epidemik E{(1.15; 3.53) dan
stabil asimtotik.



10

207
x 10

untuk At = 0.3 dan nilai parameter yang sama, titik kesetimbangan
epidemik tidak stabil karena solusi tidak konvergen menuju titik
epidemik E{(1.15; 3.53).



g
.
Dari pembahasan pada bab 3 dapat disimpulkan bahwa:
1. Diskritisasi model SIR menggunakan metode Euler
= Atd — AtSS,, I, — AtuS,, + S,
l,.1 = AtBS, I, — Atul,, — Atal, + 1,

2. Persamaan SIR model diskrit mempunyai dua titik
Kesetimbangan  yang konsisten dengan titik
Kesetimbangan model SIR kontinu. Kestabilan titik-titik
Kesetimbangan tak-trivial dari persamaan SIR diskrit
tidak konsisten dengan persamaan diferensial SIR, karena

masih bergantung nilai ukuran langkah komputasi.
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