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MODEL DISTRIBUSI BIVARIATE LOGNORMAL
PADA PROPERTI

ABSTRAK

Dalam mempelajari karakteristik suatu properti dideistilah
depresiasi properti yaitu penurunan nilai fisikgedi seiring dengan
waktu dan penggunaannya. Fakta bahwa suatu prajpeeingaruhi
oleh nilai {/alug dan umur menunjukkan bahwa distribusivariate
kurang mampu menjelaskan sepenuhnya hubungan amafasdan
umur pada properti. Dalam skripsi ini, dijabarkaenprunan
distribusi gabungan antasalue dan umur dari properti. Beberapa
model waktu hidup kontinu diantaranya adalah diasi
eksponensial, distribusi weibull, dan distribusgnormal. Dalam
kasus depresiasi properti digunakan distribusi dogral dan karena
terdapat dua peubah maka distribusi gabungan padpent
merupakan distribusi bivariate lognormal. Sedangkan untuk
menduga parameter-parameter dari distribusi tetseligunakan
metode maksimum likelihood. Distribusi ini menyaijik Sf) atau
proporsi totalvalue properti yang merupakan perbandingan total
value setelah waktu hidugife time) terhadap totavalue dari suatu
properti.

Kata kunci: depresiasi properthivariate lognormal
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BIVARIATE LOGNORMAL DISTRIBUTION MODEL FOR
PROPERTY

ABSTRACT

In studying the characteristics of a property, flsaé term that
called depreciation property which is property pbgk value
decreasing along with time and purpose of it. Thet fthat the
property is influenced by value and time show it univariate
distribution can not be use to explain the relatiop between value
and time in property. This paper is described abmrhbination
distribution time and value from property. Somdifef time continue
model are eksponential distribution, weibull distiion, and
lognormal distribution. Property depreciation usegnormal
distribution, there exist two variables thereforembination
distribution on property is a bivariate lognormaistdbution.
Meanwhile to predict that distribution parametersised maximum
likelihood method. This distribution showtB0r property total value
proportion that comparison a total value after fifee to total value
from a property.

Keywords: property depreciation, bivariate lognormal
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisa waktu hiduplife time analisys merupakan salah satu
teknik statistika yang mempelajari dan menganalgidktu hidup
bergantung dari waktu. Waktu hidup adalah waktupsarterjadinya
suatu kegagalan yang dapat berupa tidak berfureysprpperti
tersebut secara optimal atau mati. Waktu hidugktidenya berkaitan
dengan makhluk hidup saja seperti manusia, hewam tumbuhan,
melainkan juga meliputi benda-benda mati semisapgmti. Secara
matematis, waktu hidup merupakan peubah acak demigginnon
negatif. Beberapa model waktu hidup kontinu disantga adalah
distribusi eksponensial, distribusi weibull, dastdbusi lognormal
(Lawless, 1982).

Depresiasi properti adalah penurunan nilai fisigperti seiring
dengan waktu dan penggunaannya. Perilaku mortaptaperti
sangat berguna untuk menghitung depresiasi suatpenr.
Karakteristik mortalitas dipelajari melalui bebesiametode, antara
lain metode aktuarial, metode semi aktuarial, datoneforecast
Dalam metode aktuarial diperlukan data lengkap meagumur
suatu properti. Sedangkan metode semi akruarialeharemerlukan
beberapa data saja mengenai unit properti. Mefodecast atau
metode peramalan adalah metode yang didasarkan pada
pertimbangan akal dan tidak memerlukan data numsghingga
sangat tidak relevan.

Properti terdiri dari beberapa unit yang mempuhgaakteristik
fisik yang berbeda. Pada kenyataannya, hampir sepnaperti
dinyatakan dalam satuan uang daripada dalam satoiinUmur
antara unit-unit dalam properti bersifat saling dsebSedangkan
satuan mata uang bersifat homogen dan memberikata sk
pengukuran umum pada properti. Akan tetapi, jumiang yang
diinvestasikan dalam unit-unit properti tersebudiaki sama. Umur
dan satuan uang dari unit-unit dalam properti terssaling terikat.
Sehingga keduanya bukan merupakan peubah acak hyeinas.
Dalam kasus waktu hidup properti ini akan dianald@ngan
menggunakan distribusi lognormal. Karena terdapz @eubah
yaitu value dan umur, maka mendorong pengembangan distribusi
bivariate lognormal antargaluedan umur suatu properti.



Distribusi bivariate lognormal adalah distribusi lognormal
dengan dua peubah. Distribusi lognormal sendiriladddungsi
kepadatan sebuah peubah yang logaritmanya mengdiukum
distribusi normal (Boediono dan Koester, 2001).

Skripsi ini akan membahas penurunan model distribvariate
lognormal pada properti, dengan peubahnya yedtiue dan umur
dari properti tersebut. Setelah model distridusariate lognormal
terbentuk, parameter-parameter distribusi terselliestimasi
menggunakan metode maksimum likelihood. Gross Qlark(1975)
mengemukakan bahwa, untuk memperoleh estimasidistribusi
lognormal dapat digunakan suatu metode yaitu metoaksimum
likelihood karena secara konsep prosedur metodseihérhana dan
metode ini lebih umum digunakan untuk mengestinpasameter-
peremeter distribusi waktu hidup. Dari distribbsiariate lognormal
pada properti tersebut dapat diperoleh nilai preipdari properti.
Proporsi properti menyatakan perbandingan tathiesetelah waktu
hidup (ife time terhadap totalvalue dari suatu properti secara
keseluruhan. Jika nilai-nilai parameternya diketalmaka nilai
proporsi dari properti dapat dihitung.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang permasalahan yang tilahikan

sebelumnya, pokok permasalahan dalam penulisaosskni adalah

sebagai berikut.

1. Bagaimana menurunkan model distribusvariate lognormal
pada properti?

2. Bagaimana memperoleh proporsi pada properti darmasi
parameter-parameter distribusvariate lognormal menggunakan
metode maksimum likelihood?

1.3 Batasan Masalah
Properti yang dimaksud dalam skripsi ini adalahpprt yang
mengalami depresiasi, misalnya mobil.

1.4 Tujuan
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah:
1. menurunkan model distribusivariate lognormal pada properti,



gunakan metode maksimum

distribusibivariate lognorm

likelihood.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Peubah Acak

Suatu fungsi bernilaieal yang harganya ditentukan oleh setiap
anggota dalam ruang contoh disebut peubah acakagReantoh
adalah himpunan semua hasil yang mungkin dari spetcobaan.
Peubah acak dinyatakan dalam huruf kapital misakya®, Z dan
sebagainya. Sementara itu nilainya dinyatakan sébdaguf kecil
padanannya misalkaxy y, z Peubah acak dikatakan sebagai usaha
menumeriskan kejadian dari suatu percobaan.

Jika suatu ruang contoh mengandung suatu barissur yang
tidak pernah berakhir tetapi sama banyaknya dehdamgan cacabh,
maka ruang itu disebut sebagai ruang contoh disRatibah acak
yang didefinisikan pada ruang contoh diskrit digepeubah acak
diskrit. Ruang contoh yang mengandung tak hinggg/dianya titik
contoh yang sama dengan banyaknya titik pada selusshgaris
disebut ruang contoh kontinu. Peubah acak yandidisigan pada
ruang contoh kontinu disebut peubah acak kontinu.

(Walpole, 1995)

2.2 Fungsi Kepadatan Peluang
Pada suatu peubah acak, setiap nilainya dikaitkangah
peluang tertentu. Sering kali lebih memudahkan g&mua peluang
suatu peubah acak dinyatakan dalam sebuah rumususRyang
mencantumkan semua kemungkinan nilai suatu peutshtzEeserta
peluangnya disebut fungsi kepadatan peluang.
(Walpole, 1995)

2.2.1 Fungsi Kepadatan Peluang Peubah Acak Diskrit
Definisi 2.1

Himpunan pasangan terurgt, f(x)) merupakan suatu fungsi
kepadatan peluang peubah acak digkjika memenuhi:

1. f(x) =0

2. Yo f(x) =1

3. PX =x) = f(x).



2.2.2 Fungsi Kepadatan Peluang Peubah Acak Kontinu
Definisi 2.2
Jika X adalah peubah acak kontinu, maka furigsj disebut
fungsi kepadatan peluang dXrapabila memenuhi kriteria:
1. f(x) = 0 untuk semuaeR

2. [© f)dx=1
3. Pla<X<b)= [ f(x)dx.
(Walpole dan Myers, 1995)

2.3 Distribusi Normal

Sebuah peubah acakdisebut berdistribusi normal dengan rata-
rata p, (—oo < u<oo) dan variang? > 0, jika bentuk fungsi
kepadatan peluangnya adalah:

AR\
exp {— (xzcgt) },—oo < x < o0, (2.1)

1
f(x) o
Distribusi normal biasanya dinotasikan sebagat N (u,6?) yang
menunjukkan bahwa peubah acXkadalah berdistribusi normal
dengan rata-ratadan variansinya?.

Beberapa sifat penting yang dimiliki distribusi mad:
1 flix + w] = fl—(x— Wl
2. nilai maksimum dari terjadi pada = p
3. bentuk grafiknya simetris terhadap= p
4. luas daerah yang terletak di bawah kurva dan digdaés
mendatar sama dengan satu.
(Hines, 1990)

Definisi 2.3

Bila Z merupakan peubah acak yang kemungkinan harga-
harganya menyatakan bilangaeal antara—c dan co, maka Z
disebut peubah normal baku jika dan hanya jikagejunterval dari
a ke b menyatakan luas daa ke b antara sumbw dan kurva
normalnya. Persamaannya dinotasikan- N (0,1) menunjukkan
bahwa rata-rata = 0, variansinya?= 1 dan diformulasikan sebagai,



(! z?
fl2) = o {-2—}-

Distribusi normal baku diperoleh dari distribusi rmal
dengan cara transformasi nil&i menjadi nilaiZ, dengan formula
sebagai berikut:

X — N
Z = -~
Proses tersebut disebut dengan proses standarishgiuk
memudahkan perhitungan dapat digunakan sebuabhi fdisgsbusi
kumulatif normal bakuP(2) yang menunjukkan luas area di bawah
kurva normal antara nilai rata-rata dan suatu p#aibah acak.
(Milton dan Jesse,1996)

2.3.1 Distribusi Normal Dua Peubah Bivariate)

Distribusi normal dua peubah merupakan bentuk psan dari
distribusi normal satu peubah. Jik& () peubah acak normal dua
peubah, maka fungsi kepadatan peluang gabungadai&ha

oo NQY { [x o
S 210,054 1 — p? \ 2(1— p?)
(x—ul)(y uz) (y uz) ]}

0103 02

(2.2)

untuk -0 < x <o, -0 <y <o danp merupakan korelasi antaxa
dany.

Peluang gabungan dari dua peubah didefinisikargsgba
b, by

P(a; <X <bhj,a, <Y <bhy) = f ff(x,y)dxdy.

az; aq

untuk a4, a,, by, danb, masing-masing merupakan bilangaal.

Teorema 2.1
Kepadatan marjingi,danf, diberikan sebagai berikut:

1 1/x — p\2
fi() =_ff("'”dy=01me"p{_5( ") }

untuk eo <X < oo,




- [ < 1 _1 y—Lu, 2
fz(y)—_f f(x'J’)dx—szexp{ (=5) }

untuk -oo <y <co,
Bukti dari teorema ini dapat dilihat pada Lampigan
(Hines, 1990)

2.3.2 Distribusi Normal Banyak Peubah fultivariate)

Distribusi normalmultivariate (p-peubah) merupakan perluasan
dari konsep-konsep distribusi normal satu peubahivériate.
Pandang kuantitas,

x—w? (x— wW(x-—

e iGu )
PeubahX, parameten danc? pada distribusi normalinivariate
diperluas sebagai berikut:

a. PeubahX diperluas menjadi matrik& berukuran | x 1) yang
merupakan vektor acak dengan kompoignXxs, ..., X;,.

b. Parameteru diperluas menjadip yang merupakan vektor
kolom nilai harapan dari vektof.

c. Parameters? diperluas menjadE yang merupakan matriks
varian kovarian berukuranp (x p) dari komponenX yang
berupa matriks simetri berdefinit positif.

Vektor acak adalah vektor dimana elemen-elemennya
merupakan peubah acak. Sedangkanmatriks acak adad#tiks
yang elemen-elemennya merupakan peubah acak.Hdilapan dari
matriks acak adalah matriks yang mengandung ndaagan dari
setiap elemennya. Misalnya = {X;;} adalah matriks acak dengan
ordo (@ x n), nilai harapan darK dinotasikan dengan KJj adalah
matriks bilangang x n).

E(X11) - E(X1p)
E(X) = : :
E(Xpl) E(Xpn)

dimana untuk setiap elemen dari matriks-matriksraitu,



0

E(X;j) = f xij fij(%ij)dx

—00

jika X;; adalah suatu peubah acak kontinu dengan fungsdkégma
peluangnyd;;(x;;) dan

E(X,j) = Z pij (i)
Vi)
jika Xij adalah suatu peubah acak diskrit dengan fungsidetpa
peluangnyap;; (x;;).

Pembentukan fungsi kepadatan peluang distribugtivariate
normal dapat diperoleh dari fungsi kepadatan pejudistribusi
univariate normal dengan perluasan peubah dan parameternya.
Kuantitas persamaa(x — pu)?/c? pada fungsi kepadatan peluang
distribusi univariate normal (dapat dilihat pada persamaan 2.1)
dlperluas menjadl(x—u) T(¥) " (x —p), sedangkan konstanta

(2m) 2(02) 2 diperluas menjadi suatu konstanta baru yaitu

(2m) z|2| 2 ggar isi dibawah fungsi kepadatawultivariate sama
dengan satu untuk setigp Hal ini diperlukan karena pada kasus
multivariate peluangnya dinyatakan oleh volume di bawah
permukaan kurva. Sebagai akibatnya kepadatan nadinsnsip
untuk vektor acalk mempunyai bentuk

T - a
E—_— | {_(x DURC u)}
@n3 5]

dimana—co < x; < o0, dani = 1, 2, ...,p. Fungsi kepadatan normal
dimensip dinotasikan dengaw,, (i, 0?) yang analog dengan kasus
distribusiunivariatenormal.

Beberapa hal yang perlu diperhatikan pada vekorang
berdistribusmultivariatenormal adalah sebagai berikut:

1. kombinasi linier komponeK adalah berdistribusi normal,

2. semua subset dari komponeh berdistribusimultivariate

normal,



3. kovarian 0 menyatakan bahwa komponen-komponen yang
berkorespondensi berdistribusi bebas,
4. distribusi bersyarat dari komponennya adamabltivariate
normal.
(Johnson dan Wichern, 1992)

2.4 Distribusi Lognormal

Distribusi lognormal dalam bentuk sangat sederhadalah
fungsi kepadatan sebuah peubah yang logaritmanyagikuogi
hukum distribusi normal. Peubah acak non negdtitlikatakan
memiliki distribusi lognormal jika peubah acak = In(X)
berdistribusi normal. Sehingga fungsi kepadatanugrel untuk
peubah acak lognormal bila (i) berdistribusi normal dengan
parameter: danc adalah

f ) 1 { 1(lnx—u)2}
X,0,0) = expy——
! X 62T AR o
(Hines, 1990)
2.5 Momen
Definisi 2.4

Momen ker terhadap rata-rata atau momen pusat kedari
peubah acakK didefinisikan sebagai

w-(X) = E[(X - w], r=2012,..

Dari definisi diperolehu,= 1, u;= 0, u,= o2. Momen pusat kedua
(u,) disebut dengan variansi.

Definisi 2.5
Momen pusat ke- untuk suatu peubah acak diskrX
didefinisikan

w0 = Y (5= 1) F() = ) = W),
j=1 x

10



sedangkan jika peubah acak bersifat kontinu makaengousat ke-
rdari peubah acak adalah

() = f (= p)FEdx.

Definisi 2.6
Momen ker dari suatu peubah acak dapat juga ditulig,.’(X)
dan didefinisikan
w-'(X) = E(x"), R

Momen pertama dari suatu peubah axattisebut dengan ekspektasi
atau nilai harapan dan sering dinamakan rata-na¢auj.
(Spiegel,1975)

2.6 Fungsi Kepadatan Peluang Gabungan Distribusi
Definisi 2.7
MisalkanX danY masing-masing adalah peubah acak, pasangan

(X, Y) merupakan gabungan peubah acak dua dimensi. Malgsi
kepadatan peluang gabungannya yAiu
Untuk kasus diskrit yaitu:

1. f(x,y=0

2. Znyf(xry) =

B PX=a,Y=0ay) =f(ay,a;)
sedangkan untuk kasus kontinu,

1. f(x,)=0, —c0o<x <o dan—o <y < oo

2. [, [ fCey) dydx = 1
3. P(ay<X<by, a,<Y<hy) = ffiz fsif(x,y) dydx

untuk a4, a,, b;, danb, masing-masing merupakan bilangeal.
(Milton dan Jesse, 1996)

2.6.1 Fungsi Kepadatan Peluang Marginal
Definisi 2.8

Jika f(x,y) adalah fungsi kepadatan peluang gabungan dari
peubah acakk danY, maka fungsi kepadatan marginal dfxy)
didefinisikan sebagai

11



fG) = ) f(xy) sedangkan f() = > f(x,7)
y x

untuk kasus diskrit dan

fG) = f f(x,y) dy sedangkan f(y) = f O, y) dx

untuk kasus kontinu.
(Fisz, 1963)

2.6.2 Fungsi Kepadatan Peluang Bersyarat
Definisi 2.9
Misalkan X dan Y dua peubah acak, diskrit ataupun kontinu.
Fungsi kepadatan peluang bersyarat dari peubah dcdkngan
syaratY=y adalah
fxy)

flxly) = o f@) >0.

(Pal dkk, 2006)

2.6.3 Ekspektasi Bersyarat
Definisi 2.10

MisalkanX danY peubah acak kontinu dengan fungsi kepadatan
peluang gabungai(x,y). Jikaf(y) > 0 maka ekspektasi bersyarat dari
X dengan syarat=y adalah

[ee)

) (x,y)
Jo
(Pal dkk, 2006)

dx.

EGx|Y = y) = j x f(xly) dx =

— 00

2.7 Kovarian
Definisi 2.11

Dua peubah acaX danY dengan rata-rata berturut-turut adalah
W, danp,. Kovarian antarX dan dinotasikan oleh cox(y) atau
Oy Yaitu:

cov(x,y) = E[(X — 1) (Y — P—y)]-

12



Teorema 2.2
Komputasi rumus untuk kovarian yaitu:

cov(x,y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Bukti:
cov(x,y) = E[(X — m) (Y — )]
E[(X - EX))(Y —EM))]
E[XY — XE(Y) — YE(X) + ECOE(Y)]
EXY) —EX)E(Y) — EX)E(Y) + E(X)E(Y)
E(XY) — E)E(Y)

(Milton dan Jesse,1996)

2.8 Koefisien Korelasi
Definisi 2.12
Dua peubah acak danY dengan rata-rata dan variansi berturut-

turut adalahy,, p,, o3 danc?. Korelasi antar& dany yaitu:

cov(x,y) = Oxy

Pry = = PR
R Jvar(X) var(Y) OxOy

(Milton dan Jesse,1996)

2.9 Transformasi Peubah Acak
Teorema 2.3
PasanganX, Y) merupakan gabungan peubah acak dua dimensi.

Maka fungsi kepadatan peluang gabungannya ygitudan jika
diberikan

U=g,X,Y) dan V = g,(X,Y).
dimana g, dang, didefinisikan sebuah fungsi transformasi satu-satu
dan invers transformasinya didefinisikan oleh

X =h (U V) dan Y = h,(U,V)
dimana h; dan h, memiliki turunan parsial pertama. Maka, fungsi
kepadatan peluang gabungan untukV) adalah

fov W, v) = fyy(hi(w,v), hy(w,v))| ] |

dengan nilaid merupakan matriks jacobian dari invers transformasi
yaitu:

13



Ox Ox

Ju Ov
dy 0y
ou 0Jv

171 = dan| ]| # 0.

(Milton dan Jesse,1996)

2.10 Estimasi Parameter Menggunakan Metode Maksimum
Likelihood

Misalkansuatu populasi diketahui mempunyai dissimormal,
tetapi parameter rata-ragadan simpangan bakm tidak diketahui.
Oleh karena parameter populasi tidak diketahualtuimaka dalam
statistika inferensial dipelajari bagaimana carage¢ahui parameter
tersebut. Ada dua cara yang dipelajari dalam statisnferensial
untuk mengetahui parameter populasi, yaitu dengaa pendugaan
(estimasi) dan pengujian hipotesis.

Boediono dan Koster (2001) menjelaskan bahwa pdeame
populasi ditulis dengan huruf lath) dimana 6 bisa berupa rata-rata
populasip atau simpangan baku populasi Statistik dari sampel
ditulis dengan huruf latid, bisa berupa rata-rata samgelatau
simpangan baku sampé! Statistik® inilah yang digunakan untuk
mengestimasi atau menduga parameteari populasi.

Metode estimasi parameter menggunakan metode maksim
likelihood digunakan untuk menentukan penduga Bagdimana
nilai duga tersebut adalah nilai yang membuat getagamatan
paling mungkin terjadi.

Definisi 2.13

Jika x4, x,,...,x, adalah sampel acak berukunardari sebuah
fungsi kepadatan peluang diskrit atau kontinf(x;|6), dimana6
merupakan parameter yang tidak diketahui, makasiuligelihood
dinotasikan dengan:

L(8) = £(x110),... fCunl8) = | [ FCxil0).
i=1
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Definisi 2.14

Diberikan L(6) = f(xq,x5,...,x,|0),0 € Q, dan Q merupakan
himpunan seluruh nilai parameter yang mungkin. Makeimum
likelihood estimatéMLE) adalah nila® € Q yang memaksimumkan
L(6). Sehinggab adalah nilaB yang memenuhi:

f(xl,xz,...,xn|@) = %n&)l(f(xl,xz,...,xﬂe)

Berdasarkan definisi tersebfitadalah penyelesaian dari turunan
pertama fungsi likelihood terhadapyang disamadengankan O

d
= L(®) = dgl_[f(xllm =0

untuk mempermudah perhltungan secara matematis,moyau
digunakan log-likelihood

1(6) = InL(8) = Z In £ (x;|6)

=1
yang juga diturunkan terhadafdan disamadengankan noluntuk
memperolel®:

d d x
—51(0) = @Zlnﬂxile).
(Hogg,2005)

Contoh 2.1
Apabila xq,x5,...,x, berdistribusi poissondengan fungsi
kepadatan peluang:

Ay x
f(x) =

= 0,1,2,...danA >0

fungsi likelihood bagix;, x,,...,x, adalah perkalian dari fungsi
keepadatan peluang masing-masing peubah.

Ly =] [ream =] [k - et
= X = =
L xi! =1 Xi!

i=1

15



Log-likelihood dari fungsi likelihood tersebut yait

n n
1) =InLQ) = —nA + inln)\— mei!
i=1 i=1

Turunan pertama daikf)) tehadap. adalah:

d fe1 Xi
al(?\) =-n+——

Solusi dari persamaan tersebut jika disamakan aenga
n

il()\) _ _pqi=ti g
dA A

A=X
Sehinggal = X adalah penduga kemungkinan maksimum hagi
(Klugman, 2004)
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BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Penurunan Model Distribusi Bivariate Lognormal pada

Properti

Seperti yang telah dijelaskan pada bab sebelumbghya
hubungan antargalue dan umur suatu properti mengikuti model
distribusi bivariate lognormal. Distribusi bivariate lognormal
merupakan perluasan dari distribusi lognormal dengdua
peubah.Distribusi lognormal sendiri merupakan fungspadatan
sebuah peubah yang logaritmanya mengikuti hokuntrilaisi
normal.Sehingga penurunan distribusivariate lognormal dapat
diperoleh dari distribusbivariate normal. Dalam kasus iniX;
menyatakan peubah umur d&j menyatakanvalue dari suatu
properti.

Misal (U,V) merupakan peubah acak yang berdistribusi
bivariate normal, maka fungsikepadatan peluang gabungannya
adalah:

(u,v) = ; ex { [ u _ul
B 2161054/ 1 — p? P 2(1— p?)
N\ TN A (v —uz> ]}

G162 G2

(3.1

untuk -0 < U < o, - 0 <V < o, dimanac;, o5, Uoyo [0 danp
merupakan parameter sedemikian sehingga<4 < 1, o;> O,
62> 0, -0 <p, < oo, dan oo < p,< oo

Distribusibivariate lognormal diperoleh dari distribubivariate
normal dengan cara mentransformasi peubah acakegpggunakan
Teorema 2.3 yaitu:

X, =j1(U,V)=eYdan X, = j,(U,V) =¢€"

Dimana j; dan j, didefinisikan sebuah fungsi transformasi satu-satu
dan invers transformasinya didefinisikan oleh

U = hl(XI'XZ) = ln X]_ dan V= h'Z(X]JXZ) = lan

17



sehingga fungsi kepadatan peluangvariate lognormalnya
berbentuk:

f (x1,x2) = g(Inxyq,1In x5) /| (3.2)
dimana|J| merupakan determinan dari transformasi matrikstjac
Ju oJu
_|]19x,  0x;
Ul= ov dv
dx; O0x,

Turunan daru danv terhadape; danx, adalah:

Ju 1'6u_0l av_old v 1
Ox;  x, 0x,  0xy anaxz_xz

Sehingga determinan jacobi transformasinyayaitu:

du Jdu 1 d
| = 0x; x| % A
] - v ov - 1 ——xlxz
A\ 4 0o —
dx; Jdx, X5
Maka, Persamaan (3.2) dapat ditulis menjadi,

% ) 1 1 <ln X, — u1>2
X1,X3) = exp{—
v 276,654/ 1 — p? 3 2(1-p?) C1
L (nx —)(nx, — )
01062

2
N <1n Xy — u2> ]} 1
02 X1X2

1

1 <ln X, — u1>2
exp{—
2MG16,X1 X2/ 1 — p? 2(1-p%) 01
—2p (ln X1~ H1)(ln P u2)

G102

+|—— (3.3)
02
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f(x1,x,) merupakan fungsi kepadatan peluang distritbigariate
lognormal pada properti deng&p menyatakan peubah umur dén
menyatakan peubahvalue dari suatu properti. Gambar 3.1
memperlihatkan contoh plot dari distriblévariate lognormal.

Gambar 3.1.Distribusi Bivariate Lognormal dengan Parameter
W=l =5,01=0,=1,danp=0

3.2 Distribusi Marginal dan Bersyarat dari Bivariate Lognormal

pada Properti
Distribusi marginal dari fungsi kepadatan peludngariate

lognormal tersebut vyaitif;(x;) dan f,(x,), sedangkan distribusi
bersyaratnya yaitf(x, |x,) danf(x,|x;). Distribusi marginal daki;
yaitu f;(x;) dapat dicari dengan mensubstitusi persamaan k&.3)
dalam Definisi 2.8, yaitu:

fiGry) = f FGnx2) diy
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% 2
J 1 1 (ln X, — u1>
exp{—

J 2mo105x1 %0y 1 = p? 2(1=p2) G1
In x; — Inx, — In x, — z
_ .y, Unxa g ug+< 2 %>]}u2

(o] (o))
In x, —
Misalkan p = Z—HZ Maka,
)
fl(x%)
f 1 1 <ln Xy — u1>2
= exp{—
2 2M0163x1 X241 — p? 2(1-p%) 01
(ln X, — U )
— prc—l1 + p? | x20,dp

f 1 1 _<ln Xy — u1>2

= exp{—

) 2moyx14/1 — p? 2(1-p?) f C1
(Inx; —p,)

—2pp————+p*|idp

1

_ f 1 exp{— 1 <ln X1 — p,1>2
) 2moyx14/1 — p? 2(1-p?) | 01

(Inx, —p,) Inx; —u,\°
—2pp———=+p* = p? 0—11

01

Inx; —p 2
,02< 1 1) ”dp
61
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0

f 1 1 <ln X — u1>2
= exp{—
J o 2moyx1 - p? 2(1-p?) O1

2

01

N

[ 1 1(Inx —p,
= f exps -l
2 2moyxp/1 - p? 01

1fp - ()

2| i-p?

dp.
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- (ln x1—H1)
Misalkan ¢ = PP—Gl Maka,
v1-—p?
Inx; —p
p—p<6—11> =71 -p?

Inx; —
p:(/l_p2+ p<_;1—u1>
=y1-p*d

Sehingga, dengan mensubstitusikannya ke dalamrpaasadi atas,
diperoleh:

f1(x(1)0)
1 1 lnxl—u1>2 1
= expi—= | ——2) —=2J1—-p2d¢
—'o[ 21mG1x14/ 1 — p? i 2( 01 2

1 1 (Inxy —p, 21 s
- f 27T(51x1 exp __< 01 _EC d(

N

o0

= 21T(1$1x1 _f exp —%(%{ﬁ)z}_exp{_%g}d(
=01x1\/_f exp{ (hlxlcl Ll1) } \/;EEXP{——ZZ} dq

1 { 1 <1n o u1>2} f 1 { 1 Zz}df
=— —expi—=(———) }. | —expi—=
01%1V21 P2 01 . V2 P12

Berdasarkan sifat fungsi kepadatan peluang noraial,milai
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ro1
f exp ——(z}d( =)
V21
maka,

o 1 1 /Inx; — py\°
f1(xy) = xlcl—\/ﬁexp {_§<c—1> } (3.4)

untuk 0 <In x;< o, 6, > 0, 0 <p;< . f; (x;) menyatakan distribusi
marginal dari umur suatu properti.

Dengan menggunakan cara yang sama, kepadatan alatgin
x, yaitu f,(x,) dapat dicari dengan mensubstitusikan Persamaan
(3.3) ke dalam Definisi 2.8, yaitu:

fo(xz) = Jf(x1»x2)dx1

J‘ 1 { [ Inx; — H1)
= exp

J 2m010,x1%54/1 = p? 2(1 . 2)

25 (Inx; —py)(Inx; — ) ¥ (ln X2 — Hz) ]}dxl.

04 )

Inx; —
Misalkan q = 1—‘11 Maka,

01
f2 (xog)
(Inx; — )

1 1
— 2
= expy— q°—2pq
_-[o 2761 0,X1 X34/ 1 — p? { 2(1-p?) [ 02

Inx, —p, |
ar (—02 ) x,6,dq
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Inx; —pp)
- | =l
. J o 2moyx4/1 — p? 1-p

In x TR
2~ M2 i
9 ( <) ) ]}

Inx; —pp)
_-f 1 exp{_ﬁ[qZ_zpq(i—z
) 2wy, T— 2 2( p
lnxz—uz> _ p? <lnxz—uz)
+< (P 0y

Inx; —
a ( 02 )]} i

1 { 1 [(ln X, — uz)z
= exp{— \% E
-f 21mG,x04/) 1 — p? 2(1—p?) 2

~ Inx, — uy)
Inx, — s ) (In x,

Inx; —
a ( 02 )]} i

2
Oo 1 { 1 [(ln Xy — Hz)
= eXp =T i
_f 2MG,X5+4/ 1 — p? 2(1—p*)

2 <ln X2 — Hz)]

1 [ g
———14* —2pq
21— p2) 17

Inx; —
o () e

(Inx; —py)
)
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N pectiy exp{ s [ - o () ]
. 2moyxp1 - p2 2(1-p?) 02

2(1—p2) [q p <1nx2_2uz>] }d"

o

4 _-£ Zﬂczxzﬂ 1-— pZ A 1 2
1 (ln X2~ Hz)

- = dq.
2 1—p2 q

Misalk: Ky p(lnxz HZ) . Mak
isalkann = aka
J1—=p?

In x
q- p( z_ ) ny1-p?

Inx, — Hz)

1 1 (ln Xy — uz)z
2

q=n 1—p2+p<
=,/1—p?dny

Sehingga, dengan mensubstitusikannya ke dalamrpaasadi atas,
diperoleh:

fz(xozo)

1 1/Inx, —pp\> 1 2}
= exp __(—> __n [1_p2dn
_[o 271G, x5/ 1 — p? { 2 03 2

[oe]

\ J 1 1<lnx2—u2)2 1, 4
\ 271'02X2exp 2 (o)) Zn n
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[oe]

o Bl J‘ 1<lnx2 - ,uz)z { 1 Z}d
" 2mo,x, P12 o, g MR
i [ o) oo )
ex : expl]—=
azxz 2m P 03 At A R

1 1 /In x5 — py\> r 1 1
=————exp ——(—) : f ——€exXp {——nz}dn
02X\ 2T 2 02 V2 2

Berdasarkan sifat fungsi kepadatan peluang noraial,milai

f exp ——Zz}d{ ey

Maka,
1 1 lnxz—uz)z}
X = —]—eX N A 7AM wl 3.5
Pl = p{ 7 (35

untuk 0 <In x, <o, 0, >0, 0 <p,< . f;(x,) merupakan distribusi
marginal darvaluesuatu properti.

Fungsi kepadatan peluang bersyaydt,|x,) dapat dicari
dengan memasukkan Persamaan (3.3) dan (3.5) ken daddinisi
2.9, maka diperoleh:

f(x1lxz)
% 1 exp { [ ln X, — H1)
\ 01x,V2my 1 — p2 2(1 -p?)

(Inx; —w)(nx, — uz) <ln Xy — Mz)z]
—2p +
0103 ()

1 /Inx, — 2
+_<2_“2)}
2 Oy
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2
1 1 <ln Xy — u1>
= exp{—
61%1+/21(1 — p?) 2(1-p?) G1
_9 (Inx; —p)(nx; —p,) n Inx, —
0162 )
Inx; —p, 2
—(1-p)| ———=
(1-p )( o ) ]
1 1 <ln X; — u1>2
= exp{—
01%14/2m(1 — p?) 2(1-p?) C1
_, nx —p)(nx, — py)
0162
Inx, —p d
+(1-(1-p?) (—2) ]}
G2
1 1 <ln Xy — u1>2
= exp{—
01%14/2m(1 — p?) 2(1-p?) 1
Qo —p)(nx — p,)
1 6102
L (Inx; —p, 2]
ool ae el e
= exp {—
61%14/2m(1 — p?) 2(1-p%) 01
_ <ln X2 — Hz) 2}
p —02
In x; —p In x,—p5\ 12
! exp _l( oll 1)—p( ;2 2)
61%14/21m(1 — p?) 2 1—p?

2
u2>
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o 2
1 ﬂmquh—pgann—ug]

exps —=
01X1+/21(1 — p?) Z 0171 = p?

2
[ o 1
g q Inx; — p1+p0:(lnx2—u2)

= exp
x1V21614/(1 — p?) 2 6141 —p?

Berdasarkan fungsi kepadatan di atasy;|f¢) merupakan
fungsi kepadatan peluang berdistribusi lognormahgde rata-

ratanya (i, + pz—:(ln X, — 1z)) dan variansinya adalahy,¢(1 —

p2). Selanjutnya distribusi bersyari{tr2/x7) dapat dicari dengan
memasukkan Persamaan (3.3) dan (3.4) ke dalamifi&tif, maka
diperoleh:

f(xzlx1)

2
1 1 <1n Xy — p1>
= expy—
OpXoV 21/ 1 — p? 2(1 -p?) O1
mmrmmmn—%)<mn—%f]
—2p +

G102

1/Inx; — pp\°
+_<1_“1)}
2 (o]

G2

1 1 <ln X — u1>2
= exp{—
02X+ 21(1 — p?) 2(1-p?) 01
2
_ Zp (11’1 X1 — Ml)(ln Xy — uz) + In X2 — uz
6162

- ()

G2
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1 1 <ln X4 u1>
= expi—
G,X5+/2m(1 — p?) 2(1-p?) C1
L (nx = p)(nx —py)
0162

+(1-(1-p2) ("”‘1—_“1)2]}

01

1 1 <lnx1 u1>
= expi—
02X+ 21(1 — p?) 2(1-p?) C1
Inx; — In x, — In x; — 7
2p( 1= 1)(nx, uz)+p2< ; ul)]
1

G102

1 s I 1 [(lnxz uz)
_czxz,/Zn(l—pz) p 2(1-p%) 02

e

Inx;—p, Inx;—py 3
L[ af )
05X/ 21(1 — p?) 2 1-p?
k L
R 0_2 2
1 1 lnxz—uz—pg(lnxl—ul)
exp{ —=
0,%2+/21(1 — p?) 2 0,4/1 — p?
[lnx — + (lnx ) ]
1 1 2 Ho .0 1 M1
xaV21054/ (1 = p?) 2 1 p?
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Berdasarkan fungsi kepadatan diatasy,|ff;) merupakan fungsi
kepadatan peluang berdistribusi lognormal dengaanpeter, rata-

ratanya (i, + pz_z (Inx; —p,)) dan variansinya,?(1 — p?).
1
Selanjutnya dengan menggunakan Definisi 2.4, 2a5 2.6

dapat dicari momen-momen dari distribusi tersebBila X
didistribusikan lognormal:

f ) 1 { 1(lnx—u>2}
X,,0) = ————exXpi——

b ovzn Pl 2\ o
maka,

2
1 — 2 -
HECO) = exp (ur +r 7)

untukr = 1 diperoleh:

o2
E(X) =exp <u +7>

Berdasarkan persamaan tersebut, maka rata-rateXinadalah:

2
E(X,) = exp <u1 + 9;—) (3.6)

dan rata-rata untuk, adalah:

a,>
E(X3) = exp| 12 =)

Pencarian momen pertama diatas dari distribusi dogal,
dapat dianalogkan dengan pencarian momen pertamafutgsi
bersyarat distribusibivariate lognormal. Sehingga, ekspektasi
bersyarat dari distribusivariatelognormal tersebut adalah:

C¥eral

(02
E(Xy| X;) = exp{ +Pd_:(lnx2_#z)+ >
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o a,*(1-p?)
= eXp{ul +pa—l(lnxz _M2)+1—}

2

2 2%
01 01 01°(1—p°)
= EXP{M +Pa—zlnxz —Pa—zllz +T}

@i

2 2
01 0.“(1=p*)
= xzp‘TZ exp {Ih — ,0;;#2 S —— = 71

2

Sedangkan ekspektasi bersyarat selainnya yaitu:

(o2T=0%)

03
E(X3| X1) = exp iz +PO__(lnx1 —w)+
1

2
o o’ (1 = p*)
= eXp{Mz +pg—i(lnx1—1u1)+2—2——}
2 2
02 03 a,°(1—p°)
=eXP{M2 +p0—11nx1—p0—1u1 +—2—}

= x;' 1 exp{ i, —p—=p+ : (3.7)
1

P2 { o, 02(1=p? )}

3.3 Estimasi Distribusi Bivariate Lognormal Menggunakan

Maksimum Likelihood

Estimasi parameter-parameter pada distribusivariate
lognormal menggunakan maksimum likelihood dapatnaliaa
terlebih dahulu menggunakan estimasi distribusiltivariatenya.
Oleh karena distribusi lognormal merupakan perloasai distribusi
normal, maka estimasi distribusnultivariate lognormal dapat
diperoleh dari estimasi distribusiultivariate normal.

Berdasarkan definisi, distribusi lognormal adalabngsi
kepadatan sebuah peubah yang logaritmanya mengikukum
distribusi normal. Jikg;, merupakan fungsi distribusi lognormal dan
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fn merupakan fungsi distribusi normal maka hubungarsebut
dapat ditulis sebagai berikut:

Ju(xq, X2, o, X L, Z) = fu(lnxq, Inxy, ..., Inxy,; 1, ¥)

Fungsi likelihoodkepadatan distribusnultivariate lognormalnya [¢-
peubah) yaitu:

n
fr(xy, X2, o, Xps 1, 2) = an(ln X1, INXo, ., Inxy; 1, X)
i=1

Mengacu pada Tinjauan Pustaka (2.3.2) tentanghdistrmultivariate
normal, maka fungsi likelihood distribusnultivariate lognormalnya
menjadi,

fL(lf{ )
1 1 1 /
B 1:1[ <x1x2 ...xp> W\/’I{'e){p {_E (Inx; — W' (nx; - M)}
-n _np n n 1
= (12 . xp) (2m) 72 (I2D) zexp{Z—E(ln ¥i

~ W' (nx; - u)}
Sehingga fungsi log-likelihoodnya,
np n
LX) = —n ln(xlxz ...xp) — 2—ln(27r) — 2—ln|2|
1 n
=5 ) (nx = W'y U xi - )
i=1

maksimum likelihood untuk parameter vektoyaitu:

al i d(ln x, — WTZ~1(In x; — 1)
du - au
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n

Z d(inx; — )T dx(nx; — )

M nx — )+ (nx = W'

i=1 I o
- d(ln x; —
= N tn - @ty T
i=1 au
dx1(In x; — )
+ (Inx; — H)T—aul—

Y =lnx - T EY = G - w7

Karena X merupakan matriks simetris, maka persamaan di atas
menjadi.
al

n
—=-2 Z(ln x; — T xt
o i=1

al -
—=0- —ZZ(lnxi -wlizl=0
dau =

i=

n

> (nxi=w" =0

sehingga estimasi paramegpeadalah:
n

1

i=—) Inx 3.8

i n.lnxl (3.8)
1=
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Maksimum likelihood untuk parametgy
n n
I.(w,2) =—-n ln(x1x2 e Xp ) —2£ln(21'[) + 2—ln|2‘.]‘1

—5 2, (" Ynx; —w(nx; — ")
i=1

- 1 -
oL FmlEI™ =¥ or (37 (n x = W (nxy — )"
G ozt

o
95T

>3 ——Z(ln % — 0 x; — W7 =0

1 \
=5 (nx —Wlinx - W
i=1

1 n
== nx —wnx —
i=1

sehingga estimasi parameleadalah:

n
~ 1 A R
5 == (nx - Dnx - (3.9)
i=1
Dalam kasusivariate rata-ratanya diperluas menjadi vektor rata-rata
berukuran 2 x 1 sedangkan variangl diperluas menjadZ yang

merupakan matriks simetri berukuran 2 x 2. Keduahgaat ditulis
sebagai berikut,

2 011 O12 61> ©
H:(l) danEz( )= ! 1% »012 = 021
) G21 O22 Gy1 Oy
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berdasarkan Persamaan (3.7) maka,

i= <l;ll> =—21nxi
) n 4
=1

|

|
S
8
5

ﬁl_

Dan berdasarkan Persamaan (3.8) maka,

A 2 A
~ o (6}
G21 O3

1N <(l” 21— Ry (Inxy =) - (Inxy — ) (nxp — ) )
nia\(Inxy — i) (Inxy —fi,) (Inxy —f,)(Inxy — i)

i=1
1N ( (nxy; — ,)° (in x4 — fy) (In x5 — a2)>
N\ (tnxy; — ) (In % — 1) (inxp — )"
Sehingga

n ~ \2
AN (lTl X1i — l“l'l)
07 = =1  &mi el

: n

=1

n /N
A2 _ (ln *2i H2)
G, =

- n

=1

(e i) (e — )
O12 = Z n
i=1
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3.4 Proporsi Total Value Saat Umur Tertentu

Proporsi totalvalue properti disimbulkan $Y yang menyatakan
perbandingan total value setelah waktu hidlffe ¢ime terhadap
total value dari suatu properti secara keseluruhan. Propotsi t
valuepada kasus diskrit dapat diformulasikan sebag#ite

S(t) — Zi—;ngxt%Zi
=121

X2int

tng n

Zn X2i
=1 n

Zi—)TE

N E(x,|T = t) S (t)
E(x3)

dimana,

T : waktu hidupl{fe time)

t :waktu yang akan dicari nilai proporsinya
N; : jumlahvalueyang mencapai umar

N : jumlahvaluekeseluruhan

Oleh karena distribusi lognormal merupakan disgilkontinu,
maka S{) harus diubah ke dalam bentuk fungsi yang kontinu.
Proporsi yang kontinu dapat diperoleh dengan meaiggkan St)
kasus diskrit di atas, sehingga t)S(pada kasus kontinu
diformulasikan sebagai berikut:

S B2 xS (6)

SO= T

I EQez] x1)f1(x1)dx1S (£)
I f1 Genddxg
E(x;)
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I (x| x1) f1(x1)dx1S (©)
S ()

E(xy)

— ftoo E(x2| x1) f1(x1)dx4
E(x;)

(3.10)

Proporsi totalvalue saat umur tertentu dapat diperoleh dengan
mensubstitusi Persamaan (3.5), (3.6) dan (3.7)ak&rd persamaan
(3.10) dan untuk mempermudah perhitungan, akan tudii
pembilang terlebih dahulu.

(00)

f E(xz| x1) f1 (xq)dxq
t o0
p°_2 ()]
= X1 °1exp p’z —p l“ll
t %1

2
N 6,2(1 — p? )} 1 ) —(Inx; = p,) s
2 "x,04V27 20,2 1

G2
= €xp uz _Pc_ul
1

s} 52 2
2(1—p? x;"o —(Inx; —
+02 1-p )}f 1 o1 i ( 1 H1) }dxl

ex
2 X161V2m \ 20,7

t

Misalkanln x; ={. Maka,

f E(xz| x1) f1(x1) dxq

t
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)
= exXpyHy — PG‘M
i\

022(1 — PZ )
e 2

0>
= €Xp Uz — Pc_lh
1

)

o2
x1p"3l 5 {—(Z — l11)2}x dq
X101V2T 20,2 !

o2

022(1—92)} [ e —(G—p)?
+—2 f Glmexp{ 20,2 }d(

Int
02
=expihz =P ~ih
2
+022(1—pz)} 1 exp{ng}exp —(@ =2+ i
2 'lnt o.V21 04 20,7
02
=expihz P i
o2(1=-p»)) [ 1 (@ - 2m 0+ o
+2( P)_J A ¢ Il1§ “1)+Zp—3d6
2 o\2m 204 01
In ¢t
02
= exp 1Kz —p ~ih
oo 2
6,2(1 - p?) 1 (- 2mitw’) + 20050 2
i P f exp %28 dg
2 o.V2T 20,7
Int
02
=expiiz —p i
2 2
0,2(1 = p?) 1 —(Z — 210+ —ZCpclcz)
+ . exp D d
2 0,V2m 20,
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0;
= exXp Uy —P0_1U1

022(1—p2)} (1 {—(<2—2u1c+u12—2<poloz)}
+—2 f cy1\/Eexp 20,2 a¢

Int

)
= exXpq Uy —P0_1M1

0,%(1 - Pz)} ¢ 1 {—(ZZ — 20(uy + poy0y) + 1112)}
+ N f Glmexp 20, d¢

Int

) 0,°(1-p?) 1
= €xp Mz—P0_1M1+— - exp
1

[ nt 0,V2m
{_(ZZ —20(py + P0102) + 2+ (W +p0102)% — (g + P0102)2} dc
20,

02 a,%(1 = p?) 1
= expyi —Po_llh R 72 B 1. exp
1

2 Jopvam
_(ZZ —20(py + Palcz) + (W + p0162)% + 12 — (. + po,0,)? dc
20,°
2 o, M 5 .l | o
2
{_(ZZ —(m+p 0102)) F il =+ .0(71(72)2}(1Z
20,

03
= exXpq Uy —P0_1M1

X 0% (1 - PZ)}_ f 1 p{‘((z — (g + P0102))2}
1

ex
2 . 01V21 20,2
—1% + (41 + po10,)* d
exp 20,2 ¢
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02 0,2(1—-p?)
= expiH2 —PG_U1+ 5 (-&XP
1

2
{2H1P0102 + .02012022} f 1 558 —(T® = (uy + po,0,) ) d¢
20,2 it 01V2T 20,2
X sy " 0,%(1-p?) ox 211100103
P H2 pcl 251 2 1 2012
25820,2) [ . 1 —(C — (ug + po10y) )?
+P 1 22 } f exp{ € — (W 2.0 102) ) }d( (3.11)
20, ol o1V2m 20,
Mengacu pada Persamaan 2.1,
—(3% = (1 + poy0,) )?
@) = _exp{ SR
oV2m 209

analog dengan fungsi kepadatan peluang distriboshal dengan
rata-rata |, + p 0,0,) dan variannyac,. Fungsi tersebut dapat
dibentuk ke dalam distribusi normal baku dengaa déstandarisasi.

¢ —(u +poy0y)
01
Berdasarkan sifat fungsi kepadatan peluang konpiada Definisi
2.2, maka nilai

f 1 exp{ (C° = (i + po102)) }d(zl

7 =

J ovm 20,7
Sehingga,
1 { (= (. + poy07) )? }
exp d¢
0V2m 20,2

o Int

[ el
= expi——dz

0y o
Int

00 Int

falj_exp{—l}d —f Jlj_exp{ 1}dz

—oo —o0

40



=1-—®d(2)

Int —py — P0102>

=1—(I>(
04

Sehingga Persamaan 3.11 menjadi:

y 02 0,°(1 = p?) W po,  poy’
= exp HZ‘PG_1H1+ 2 - €Xp o, + 2

Int—p; —
(1 _ CD( ! .00102))
01

2 2 2, 2
01 02°(1—p?) ) P07
= eXP{Hz‘P;M"'#"‘PG_Hf" 2 }
2 1

(1 _ o (ln t—py — P0102))
01

2 2,2 2. 2
02 02 P07 ) P03
— U t—=——————+p— +
01“1 ) ) '001“1 2 }

(1 _ (ln t—pp — P0102)>
02

2 Int—py —
o {llz 4 "L} (1 X7 ( e pclcz)) (3.12)
2 (o]

Selanjutnya, disubstitusikan Persamaan (3.12) 826) ke dalam
Persamaan (3.9) sehingga,

exp {P—z + 0722} <1 — ¢ (_ln t_ulc_l P0102)>

oo fie + )

= exp {uz—p

S(t) =

Int —p, — po,o
_ _qy( My .012)
01
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Berdasarkan Definisi 2.12 tentang koefisien koiglasaka
persamaan tersebut menjadi:

Int—p —
S(t)=1—(b<n ! .00102)
01
Estimasi proporsi totataluepada property dapat diperoleh dari
mengganti parameternya dengan statistic sampe&r(der yang
telah diestimasi), maka persamaan di atas menjadi:
~ Int—{i, — G
S =1-o <#> (3.13)
01
Sehingga apabila mean, varian, dan kovarian sadigethhui maka
proporsi totavaluedapat dihitung

3.5 Aplikasi Model Distribusi Bivariate Lognormal pada Properti

Berikut ini merupakan simulasi tentang properti gan
mengaplikasikan model distribudiivariate lognormal. Data ini
merupakan data bangkitan sebanyak 20 data yangstoignasi
lognormal dengam, = 1,394964y, = 1,542626p,= 1,071679 dan
o,= 1,408988. Properti dalam hal ini adalah suatuimpeoduksi
yang mengalami depresiasi. Data umur dafue mesin tersebut
disajikan pada tabel di bawah ini.

Tabel 3.1 Data BangkitanBivariate Lognormal

data ket X1 Xo;
1 1,446779 60,541495
2 1,566082 44,308831
3 1,604020 39,070277
4 1,683706 20,162552
5 2,202004 14,774578
6 2,502509 9,228947
7 2,780734 4,563017
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Tabel 3.1 Data BangkitanBivariate Lognormal (Lanjutan)

8 2,815314 3,484261
9 2,844599 2,953285
10 2,865818 2,695582
11 3,061087 2,540602
12 3,147555 2,163090
13 3,199463 2,089099
14 3,276802 2,034602
15 3,288798 1,967870
16 4,158877 1,869279
17 4,163013 1,849980
18 9,952900 1,707197
19 18,971863 1,673346
20 148,199746 1,513544

Dalam permasalahan tersebut, untuk menghitung psopuial
valuemesin produksi dapat menggunakan model distribwsiriate
lognormal. Kemudian dimisalkan peubdh menyatakan umur dan
peubahX, menyatakarvalue. Oleh karena berdistribudivariate
lognormal, maka terlebih dahulu dicari logaritmari dpeubah-
peubahnya. Sehingga diperoleh suatu data baruyadierikut:

Tabel 3.2 Nilai-Nilai Peubah Umur danValue Mesin Produksi
dari Data Bangkitan Distribusi Bivariate Lognormal

data| umur(tahun) | valugrupiah) In xq; In xy;

ke4 X1 Xoi
1 1,446779 60,541495 0,369340 4,103329
2 1,566082 44,308831 0,44857Y 3,791184
3 1,604020 39,070277 0,472518 3,665362
4 1,683706 20,162552 0,520997 3,003827
5 2,202004 14,774578 0,789368 2,692908
6 2,502509 9,228947 0,917294 2,222345
7 2,780734 4,563017 1,02271% 1,517984
8 2,815314 3,484261 1,035074 1,2482%56

43



Tabel 3.2 Nilai-Nilai Peubah Umur danValue Mesin Produksi
dari Data Bangkitan Distribusi Bivariate Lognormal

(Lanjutan)

9 2,844599 2,953285 1,045422 1,082918
10 2,865818 2,695582 1,052854 0,991614
11 3,061087 2,540602 1,118770 0,932401
12 3,147555 2,163090 1,146626 0,771538
13 3,199463 2,089099 1,162983 0,736733
14 3,276802 2,034602 1,186868 0,710300
15 3,288798 1,967870 1,190522 0,676952
16 4,158877 1,869279 1,42524% 0,62555%3
17 4,163013 1,849980 1,426239 0,615175
18 9,952900 1,707197 2,297864 0,534853
19 | 18,971863 1,673346 2,94295] 0,514825
20 | 148,199746 1,513544 4,99856 0,4144%4

Nilai estimasi parameter-parameter dari distribbsiariate
lognormal umur darvalue mesin produksi dapat diperoleh dari
memasukkan data-data di atas ke dalam estimasipdaameter-
parameter maksimum likelihood pada pembahasan wsabgé.
Nilai estimasi rata-rata untu; yaitu:

n
=
M = H n Xqi
=1

= —(0,36934 + 0,448577 + 0,472513 + 0,520997 + 0,8898

0,917294 + 1,022715 + 1,035074 + 1,045422 + 1,0%285
1,11877 + 1,146626 + 1,162983 + 1,186868 + 1,190622
1,425245 + 1,426239 + 2,297864 + 2,942957 + 4,99856

= = (26,570789)
20
= 1,328539

Sedangkan estimasi rata-rata unXykyaitu:
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i, =

S|

n
Z In x;
i=1

= = (4,103329 + 3,791184 + 3,665362 + 3,003827 + B69*

2,222345 + 1,517984 + 1,248256 + 1,082918 + 0,99161
0,932401 + 0,771538 + 0,736733 + 0,710300 + 0,64695
0,625553 + 0,615175 + 0,534853 + 0,514825 + 0,44)445

= = (30,852511)
20
= 1,542626

Nilai estimasi dari simpangan baku peutgtadalah:
n

1
612 = EZ(ln Xy ﬁl)z
i=1

= 2—10 ((0,369340 — 1,328539)% + (0,448577 — 1,328539)

(0,472513 — 1,328539)2 +  (0,520997 — 1,328539)2
(0,789368 — 1,328539)2 (0,917294 — 1,328539)2
(1,022715 — 1,328539)2 (1,035074 — 1,328539)2
(1,045422 — 1,328539)2 (1,052854 — 1,328539)2
(1,118770 — 1,328539)2 (1,146626 — 1,328539)2
(1,162983 — 1,328539)2 (1,186868 — 1,328539)2
(1,190522 — 1,328539)2 (1,425245 — 1,328539)2
(1,426239 — 1,328539)2  +  (2,297864 — 1,328539)2
(2,942957 — 1,328539)2 + (4,998561 — 1,328539)?)

+ + 4+ + + +
+ + + + + + + + +

= % ((-0,959199)2 + (—0,879962)2 + (—0,856026)2

+
(—0,807542)2 + (=0,539172)2 + (—0,411246) +
(-0,305824)2 + (—0,293466)2 + (—0,283118)2 +
(-0,275686)2 + (—0,209770)2 + (—0,181914)2 +
(-0,165556)2 + (—0,141672)2 + (—0,138018)2 +
(0,096706)% + (0,097700)2 + (0,969324)% + (1,614418)2 +
(3,670022)2 )
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e % (0,920064 + 0,774334 + 0,732781 + 0,652125 + @,@260

+ 0,169123 + 0,093529 + 0,086122 + 0,080156 + MOZ6

+ 0,044003 + 0,033092 + 0,027409 + 0,020071 + @839

+ 0,009352 + 0,009545 + 0,939590 + 2,606344 +
13,469058)

=L (21,052454)
20
= 1,052623

6; =4/1,052623 =1,025974

Sedangkan nilai estimasi dari simpangan baku pekipalalah:

n
1
622 — EZ(ln Xp; — ﬁz)z
i=1

(3.14)

% ((4,103329 — 1,542626)%*+ (3,791184 — 1,542626)

(3,665362 — 1,542626)>  +

(2,692908 — 1,542626)2
(1,517984 — 1,542626)2
(1,082918 — 1,542626)2
(0,932401 — 1,542626)2
(0,736733 — 1,542626)2

(3,003827 — 1,542626)2
(2,222345 — 1,542626)>
(1,248256 — 1,542626)?
(0,991614 — 1,542626)?
(0,771538 — 1,542626)?
(0,710300 — 1,542626)?

+ + 4+ + + +

(0,676952 — 1,542626) (0,625553 — 1,542626)>
(0,615175 — 1,542626)> + (0,534853 — 1,542626)>
(0,514825 — 1,542626)? + (0,414454 — 1,542626)2)

+ + 4+ + 4+ + + + o+

+

= % ((2,560703)2 + (2,248558)2 + (2,122736)2 + (1,461201)2

(1,150282)2 + (0,679719)% + (—0,024642)? + (—0,294370)?
(—0,459708)2 + (—0,551012)2 + (—0,610225)2
(—0,771088)2 + (—0,805893)2 + (—0,832326)2
(—0,865674)2 + (—0,917073)2 + (—0,927451)2
(—1,007773)2 + (—1,027801)2 + (—1,128172)?)

+ + + +

= - (6,557202 + 5,056015 + 4,506010 + 2,135110 + 1,303
0,462018 + 0,000607 + 0,086654 + 0,211331 + 0,30361
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0,372374 + 0,594576 + 0,649463 + 0,692766 + 0,74939
0,841022 + 0,860165 + 1,015606 + 1,056374 + 1,2¥R77

=L (28,746217)
20
= 1,437311
&, = V1437311 = 1,198879 (3.15)

Nilai estimasi kovarian antatg danX, adalah:
1 n
G, = EZU” X1 — ﬁl)(ln X2i — ﬁz)
i=1

=—((0,36934 - 1,328539) (4,103329 - 1,542626) +48547 -
1,328539) (3,791184 - 1,542626) + (0,472513 - 15399
(3,665362 - 1,542626) + (0,520997 - 1,328539) (3920 -
1,542626) + (0,789368 - 1,328539) (2,692908 - 1626} +
(0,917294 - 1,328539) (2,222345 - 1,542626) + (A705 -
1,328539) (1,517984 - 1,542626) + (1,035074 - 15399
(1,248256 - 1,542626) + (1,045422 - 1,328539) (4908 -
1,542626) + (1,052854 - 1,328539) (0,991614 - 1626} +
(1,118770 - 1,328539) (0,932401 - 1,542626) + (@626 -
1,328539) (0,771538 - 1,542626) + (1,162983 - 15393
(0,736733 - 1,542626) + (1,186868 - 1,328539) (@3DD -
1,542626) + (1,190522 - 1,328539) (0,676952 - 1626} +
(1,425245 - 1,328539) (0,625553 - 1,542626) + (@28 -
1,328539) (0,615175 - 1,542626) + (2,297864- 1,3985
(0,534853- 1,542626) + (2,942957 - 1,328539) (08254
1,542626) + (4,998561- 1,328539) (0,414454 - 1,36)6

= - (-2,456225 - 1,978647 - 1,817118 - 1,179982 - (6D -

0,279532 + 0,007536 + 0,086387 + 0,130151 + 0,16190
0,128006 + 0,140271 + 0,133421 + 0,117917 + 0,18947
0,088686 - 0,090612 - 0,976859 - 1,659299 - 4,14P41
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=L (- 14,272500)
20
=-0,713625 (3.16)

Nilai estimasi koefisien korelasi antaka danX, dapat diperoleh
dengan mensubstitusi Persamaan (3.14), (3.15)(3d46) ke dalam
Definisi 2.12, diperoleh:

_ B 0713625 o
P =56, 1025974x1,198879

Berikut merupakan plot dari distribusivariate lognormal umurX;)
danvalue(X,) dengamni; = 1,328539{i, =1,5426265; =1,025974;
6, =1,198879 dap = - 0,580174.
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Gambar 3.2 Distribusi Bivariate Lognormal Umur dan Value
Properti pada Aplikasi Model
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Nilai parameter-parameter data bangkitan distribognormal
di atasp, =1,394964y, =1,5426265,=1,071679 daw,=1,408988.
Sedangkan nilai parameter-parameter dari perhitufigal,328539;
(i,=1,542626;6, =1,025974,6, = 1,198879 darp = - 0,580174.
Selisih antara nilai dari masing-masing paramesta bangkitan
dan nilai masing-masing parameter dengan pedmatutidak terlalu
besar. Meski nilai ketakbiasan parameter tidaketeupi, tapi selisih
nilai masing-masing parameter masih relatif kecil.

Proporsi totalvalue dari mesin produksi dapat dicari dengan
dengan menggunakan rumug)S§ada Persamaan (3.12). Semisal
ingin menghitung nilavalue saat berumur satu, empat dan dua puluh
tahun maka,
S(1) =1-— cp(—ln ! ;1 012)

1—® 0— 1,31’28539 + 0,713625
B ( 1,025974 )
=1-—®(-0,614914)
=1-0,2709
=0,7291

S4) =1- c1>( =
2
1 (1,3862944 —1,328539 + 0,713625)

a 1,025974

In4—-{i, —612)

=1— ®(0,713625)
=1-0,7611
= 0,2389

In 20 _l/:lz _612

S20) =1-a@ 5,

o (2,9957323 —1,328539 + 0,713625)
1,025974

=1-—®(2,380818)
=1-0,9913
= 0,0087
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Notasi ® merupakan fungsi distribusi kumulatif normal baku
yang nilainya dapat dilihat pada tabel LampiranB2rdasarkan
perhitungan di atas, proporsi totahlue dari mesin produksi saat
berumur satu tahun adalah 0,7291; saat berumurtaaipan adalah
0,2389 dan saat berumur dua puluh tahun adalat8D,dengan
kata lain, setelah pemakaian mesin produksi sekahatahun, sisa
nilai valuenya 72,91%; setelah pemakaian mesin produksi selama
empat tahun, sisa nilaialuenya berkurang menjadi 23,89% dan
setelah pemakaian mesin produksi selama dua palunt nilai
valuenya berkurang lagi menjadi 0,87%. Hal ini menunprkk
bahwa, semakin bertambahnya usia dari properti ma&aproporsi
total valuenya semakin berkurang.
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, k&simpu

yang diperoleh yaitu:

1.

Pada kasus depresiasi properti dapat diturunkarehalistribusi
gabungan antaraalue dan umur yaitu distribusbivariate
lognormal. Fungsi kepadatan peluangnya adalah:

j:(xlr xZ)
1 1 <ln X — u1>2
exp{—
27T(51(52x1x2\/ 1-— p2 2(1 - pZ) 01
2
> (Inx; —p,)(Inx, — p,) . <ln Xy — u2> ]}

G163 G2

untuk x; >0, x, > 0 dancy, o, ,u;, K,, p Merupakan
parameter sedemikian sehingga<ph <1, o; >0, o, >0,

-0 <y, <o, daneo <p, <o, dengany; menyatakan variabel
umur danX, menyatakawaluedari suatu properti.

Distribusi bivariate lognormal antaravalue dan umurdengan
estimasi  parameter-parameternya = menggunakan metode
maksimum likelihoodmenyajikanS(t) atau proporsi totatalue
properti yang merupakan perbandingan totalue setelah
waktu hidup(life time terhadap totalalue keseluruhan dari
suatu properti, dan dinyatakan sebagai:

) Int—f —5
S(t)=1—CD< it 12)

61
semakin usia dari properti bertambah maka nilapprsi total
valueproperti semakin berkurang
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Pencarian kepadatan marginal dari distrilbixsariate

normal.

Kepadatan marginal darx yaitu f;(x) dapat dicari dengan

mensubstitusi Persamaan (2.2) ke dalam Definisiy2i8u:

fi@) = [ reoyyay

= f ! ex p{ [X_H1>
£ 2m6,0,4/1 — p? 2(1— p?)

_hﬁx—me— ﬂ+<y_%Y”dy

] G2

w . Maka,

Misalkan p = V.
f1(x)

el e o)
= exp
~ 27-[(51(52 1-— pZ 2(1 - 2)

(x—uy)
— LS RT By pz] c,dp
01

_ J 1 1 {_ 1 [(x 3 H1>2 ~2pp (x —1y)
. 2mop/1—p? 21-p*) [\ o 01

+—p2]}dp
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¥ J 1 exp{— 1 [ X_H1) NS (x =)
. 2mopy/1—p? 21=p*)[\ 0 01

(2 ()
+p p ( S +p o p

I e R )
J 2mop/1—p? 21 -p*) [\ 01 01
(x — 1) X — Hp\?
+p*—2pp T+p2<a—) ] dp

1

_ 1 1 X =
) ime"p{_zm—p%[( Al
R

_m[l’ — 2pp

52 o

(x 7 | Hl)
01

g
) 2moy/1—p? 2(1 - .02) 01

- ﬁ [p p (x _1”1)]2} dp
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f x = U1
= exp

2moy 1—p
p ( M1
2| Ji—oz
Misalkan ¢ = ﬁ. Maka,
V1-p?
p— p( )—Zx/l p?
p=<m +p(—2)

1
p=+1—p2d¢
Sehingga, dengan mensubstitusikannya ke dalamrpaasadi atas,
diperoleh:

f1(x)

= ; _1 x—ulz_l 2} y 7
__[o PR s exp{ 2( ) ZC V1 —p2d¢
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- {22 [ Lewl-Lefu

karena nilai f exp - —(2 }d( =1,
T

maka kepadatan marglnal daryaitu:
1 <x — ul)z
fi(x) = N_exp Sl=

untuk o < x <o ,6; >0, 0 <p, <oo.

Dengan menggunakan cara yang sama, kepadatan elatgin
y yaitu f,(y) dapat dicari dengan mensubstitusi Persamaan K2.2)
dalam Definisi 2.8, yaitu:

£ = f f(x,y) dx

| s lmmmla)
= exp
J 2m0o1031 - p? 2(1- .02)

2 (x =)y = 12) N (y N uz) ]} -

01 )

o . Maka,

x
Misalkan g =
()

04

= f 1 exp{—;[qz—zpq(y_uﬁ
J 2m0105y/1 - p? 2(1-p%) 02

« () v
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1
4 _[O 21054/ 1 — p?

1
exp {_ 2(1 = ,02)

[qz —2pg Oy —u2)

2

) ) e (e

r 1
- _Jo; 21054/ 1 — p?

03

e"p{ 2(1- p2>[

%)

+q2=2pq 2 Uu2)+p (y HZ)]}dq

[oe]

2 &

_ J- ;ex {_ 1 [(}’—Hz)
2 el L 20

1 IR
20-p2) |1 — P15,

#(]

(V — H2)

02

exp{ T 2)[( —p? 3’ Zuz)]
~za=ml o () Jao

r 1
\ _Jo; 20,54/ 1 — p?

y — Hz Z(J’—HZ
_p —_—

)
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% f ;exp _1(3"“2)2
J 2moy1 - p? 2\ o,

A AN
_%q p(az) dq

1—p?

0-o(522)

Misalkan n =—62. Maka,
1—p?
q—p (=) =n1-p?2

(/]

q=nv1—p2+p(y_ uz)

)

dq =1 —p?dn

Sehingga, dengan mensubstitusikannya ke dalamrpaasadi atas,
diperoleh:

()
1 1y—pp)?2 1 2} —
= —exp __< ) __T’ 1_p2dn
_JO; 2mo,,/ 1 — p? { 2 2

%)

|
—
N
Q| =
NS
o
|
N =
/N
<
S
=
[\S}
N———
N
N =
N
——
QU
=
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= exp{ y Hz) } . exp{—lnz dn
opV2m J o ' 2

1 { 1<y—u2)2} foo 1 { ny
= eXx ey o ex _— =
o,V 21 3 2 0y V21T p 27’ n

1 1
karena nilai f ex {— — Z}d =1,
Nz p > n n

maka kepadatan marginal dauyaitu:
1/x; — Ilz)2 }
= ex
£0) = zv_ p{ |

untuk e < y <o, 0, >0, 0 <p, <oo.
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Lampiran 2. Tabel fungsi distribusi kumulatif normal bal(z)

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
3,4 | 00003 | 0,0003 | 00003 | 00003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002
33 | 00005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0003
32 | 0,007 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005
3,1 0,001 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0007

3 0,0013 | 0,013 | 0,0013 | 0,0012 | 00012 | 00011 | 00011 | 0,0011 | 0,001 | 0,001
29 | 00019 | 00018 | 00018 | 00017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,014 | 0,0014
2,8 | 00026 | 00025 | 00024 | 00023 | 0,0023 | 0,0022 | 00021 | 00021 | 0,002 | 0,0019
2,7 | 00035 | 00034 | 00033 | 00032 | 00031 | 0003 | 00029 | 00028 | 00027 | 0,0026
2,6 | 00047 | 00045 | 0,0044 | 00043 | 0,041 | 0,004 | 00039 | 00038 | 00037 | 0,0036
25 | 00062 | 0006 | 00059 | 00057 | 0,0055 | 0,0054 | 0,0052 | 0,0051 | 0,0049 | 0,0048
2,4 | 00082 | 0008 | 00078 | 00075 | 0,073 | 0,0071 | 0,0069 | 00068 | 0,0066 | 0,0064
23 | 00107 | 00104 | 00102 | 0,0099 | 0,009 | 0,0094 | 0,0091 | 00089 | 0,087 | 0,0084
22 | 00139 | 00136 | 00132 | 0,0129 | 00125 | 00122 | 00091 | 00116 | 00113 | 0,011
21 | 00179 | 00174 | 0,017 | 00166 | 00162 | 0,0158 | 0,0154 | 0,015 | 00146 | 0,0143

2 0,0228 | 00222 | 00217 | 0,0212 | 00207 | 0,0202 | 00197 | 00192 | 00188 | 0,0183
-1,9 | 00278 | 00281 | 00274 | 00268 | 00262 | 00265 | 0,025 | 00244 | 00239 | 0,0233
-1,8 | 00359 | 00351 | 00344 | 00336 | 00329 | 00322 | 00314 | 00307 | 00301 | 0,0294
-1,7 | 00446 | 00436 | 0,0427 | 0,0418 | 00409 | 0,0401 | 0,0392 | 0,0384 | 00375 | 0,0367
-1,6 | 00548 | 00537 | 0,0526 | 0,0516 | 0,0505 | 0,0495 | 0,0485 | 0,0475 | 0,0465 | 0,0455
-1,5 | 00668 | 0,655 | 00643 | 0,063 | 00618 | 0,0606 | 0,0594 | 00582 | 0,0571 | 0,0559
-1,4 | 00808 | 00793 | 0,0778 | 00764 | 00749 | 0,0735 | 00721 | 00708 | 0,0694 | 0,0681
-1,3 | 0,098 | 00951 | 0,0934 | 00918 | 00901 | 0,0885 | 0,0869 | 0,0853 | 0,0838 | 0,0823
1,2 | 01151 | 0131 | 0,1112 | 0,1093 | 0,075 | 0,1056 | 0,1038 | 0,102 | 0,2003 | 0,0985
1,1 | 01357 | 01335 | 01314 | 0,1292 | 0,271 | 01251 | 0,123 0121 | 0119 | 0,117

1 0,1587 | 0,562 | 0,1539 | 0,1515 | 0,1492 | 0,1469 | 0,1446 | 0,1423 | 0,401 | 0,1379
09 | 01841 | 021814 | 01788 | 0,1762 | 0,736 | 0,1711 | 0,1685 | 0,166 | 0,635 | 0,1611
08 | 02119 | 0209 | 02061 | 02033 | 02005 | 0,1977 | 0,1949 | 0,1922 | 0,1894 | 0,1867
0,7 0,242 | 0238 | 02358 | 02327 | 02296 | 02266 | 0,2236 | 0,2206 | 0,2177 | 0,2148
06 | 02743 | 02709 | 02676 | 02643 | 02611 | 02578 | 02546 | 0,2514 | 0,2483 | 0,2451
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Lampiran 2. Tabel fungsi distribusi kumulatif normal balé(z)

(lanjutan)

-0,5 0,3085 0,305 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,281 0,2776
-0,4 0,3446 | 0,3409 | 0,3372 | 0,3336 0,33 03264 | 0,3228 | 0,3192 | 0,3156 | 0,3121
-0,3 0,3821 0,3783 0,3745 0,3707 0,3669 0,3632 0,3594 0,3557 0,352 0,3483
-0,2 0,4207 | 0,4168 | 0,4129 0,409 0,4052 | 0,4013 | 0,3974 | 0,3936 | 0,3897 | 0,3859
-0,1 0,4602 | 0,4562 | 0,4522 | 0,4483 | 0,4443 | 0,4404 | 0,4364 | 0,4325 | 04286 | 0,4247

0 0,5 0,504 0,508 0,512 0,516 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5817 0,591 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 06331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 0,648 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,67 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,695 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,719 0,7224
0,6 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 0,758 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,791 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,834 0,8365 0,8389

1 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 0,877 0,879 0,881 0,883
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,898 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 09147 | 09162 | 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 0,937 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 09418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 09671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,975 0,9756 0,9761 0,9767

2 0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 09793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,983 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,985 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 0,989
2,3 0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
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