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GENERALIZED JORDAN LEFT DERIVATIONS
PADA RING PRIMA

ABSTRAK

Dalam skripsi ini, diperkenalkan definigeneralized |eft
derivation padaring dangeneralized Jordan |eft derivation padaring
prima serta hubungan keduanya. Telah diketahui dajeneralized
left derivation pada ring adalalgeneralized Jordan left derivation,
akan tetapi tidak berlaku sebaliknya. Pada skripsiditunjukan
bahwa setiapgeneralized left derivation pada ring R adalah
generalized Jordan left derivation jika R adalah ring 2orsion free
dan memiliki komutator yang bukan merupakan pemivexjikiri.
Dalam ring prima, setiapgeneralized left derivation adalah

generalized Jordan left derivation jika ring prima tersebut adal&@h
torsion free.

Kata kunci . left derivation, generalized left derivation,
generalized Jordan left derivation, ring prima
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GENERALIZED JORDAN LEFT DERIVATIONS
ON PRIME RINGS

ABSTRACT

In this paper will introduced the definition of gralized
left derivation on a ring? and generalized Jordan left derivation on
prime ring and discuss about their relationshipgfaltt, a generalized
left derivation on a rin@ is a generalized Jordan left derivation, but
the converse statement does not hold in generahisnpaper will
showed that generalized Jordan left derivation oy R is a
generalized left derivation iR is a 2-torsion free ring and has a
commutator which is not a left zero divisor. On nmi ring,
generalized Jordan left derivation is a generalleédierivation if2-
torsion prime ring.

Keywords : left derivation generalized left derivation,
generalized Jordan left derivation, prime ring
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ring merupakan salah satu contoh dari struitjabar yang
dibentuk oleh himpunan tak kosong dengan dua oipbnaesr yaitu
penjumlahan dan pergandaan serta memenuhi bebeaksi@ama.
Ring memiliki beberapa bentuk, diantaranya adatahprima.

Pembahasan Ring prima terus berkembang dengan
diterapkannya berbagai teori, sepeggheralized derivation. Konsep
dari generalized derivation dari ring telah diperkenalkan sebelumnya
olen B. Hvala pada tahun 1998 dalam jurnalnya yaegudul
Generalized Derivations in Ring. Dalam jurnal tersebut banyak
dibahas mengenai teorema yang berkaitan denggneralized
derivation padaring serta padaing prima Selanjutnya konsep dari
generalized derivation mengalami perkembangan juga, seperti yang
dituliskan oleh M. Asraf dan N rehman pada tahun 2000 dengan
jurnalnya yang berjudwn Generalized Jordan Derivation in Rings.
Dalam jurnal tersebut dibahas tentang definisiastrdrema tentang
generalized Jordan derivation pada ring prima.

Selama 2 dekade terakhir banyak pembahasan yangrike
tentang hubungan antaganeralized left derivation dangeneralized
Jordan left derivation padaring prima Telah diketahui bahwa setiap
generalized left derivation adalahgeneralized Jordan left derivation.
Akan tetapi tidak berlaku sebaliknya, ada syandeméu yang harus
dipenuhi. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibmh@&ngenai syarat-
syarat agargeneralized Jordan left derivation generalized left
derivation adalahgeneralized left derivation bila diterapkan pada
ring maupun pada ring prima.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalatiag gibahas
dalam skripsi ini adalah:
1. Apa definisigeneralized left derivation dangeneralized Jordan
left derivation pada ring prima?



2. Apakah syarat yang harus dipenuhi agmoeralized Jordan |eft
derivation pada ring prima adalabeneralized left derivation
pada ring prima

1.3 Batasan M asalah

Pada skripsi ini pembahasan dibatasi hanya pederalized
Jordan left derivation saja, karena perbedaan definieneralized
Jordan right derivation dengangeneralized Jordan left derivation
hanya perbedaan post&rivation-nya.

1.4 Tujuan

Tujuan pembuatan dalam skripsi ini adalah:

1. Memahami pembahasan defingeneralized left derivation dan
generalized Jordan left derivation pada ring prima.

2. Membahas syarat yang harus dipenuhi agaeralized Jordan
left derivation pada ring primaadalahgeneralized | eft derivation
pada ring prima



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan congahg
digunakan sebagai acuan dalam membahas permasgmgakan
disampaikan pada bab selanjutnya.

2.1 Relasi, Pemetaan dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpuygng
tidak kosong dapat dikaitkan dengan operasi pejoan,
pergandaan atau keduanya atau oleh beberapa op@esiainnya.
Berikut ini akan diberikan definisi tentang relapemetaan, dan
operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesian)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Himpunan
semua pasangan terur(t,b) dengana € A dan b € B, disebut
hasil kali cartesiancértesian product) dari himpunard danB, atau
dinotasikan sebagai berikut.

AX B ={(a,b)|la € A,b € B}.
(Bhattacharya, 1990)

Contoh 2.1.2

Misalkan A = {1,3,4} dan B ={2,5}. Maka hasil Kkali
cartesiannya adalah sebagai berikut.
a) AxB=1{(1,2),(15),(3,2),(3,5),(4,2),(4,5)}
b) BxA=1{(21),(2,3),(24),(5,1),(5,3),(54)}

Definisi 2.1.3 (Relasi)

Misalkan A danB adalah himpunan tidak kosong, daradalah
himpunan bagian daA x B. Maka R disebut relasi dad ke B.
(Bhattacharya, 1990)



Contoh 2.1.4

Dari Contoh 2.1.2 maka contoh relasi ddrike B dan B ke
A adalah berturut-turut sebagai berikut.
a) R={(1,2),(15),(42),(45)}
b) R ={(2,1),(24),(5,1),(5,3)}

Definisi 2.1.5 (Pemetaan)

Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Pemet#an
dari A ke B adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk aemu
a € A terdapat satwb € B dengan(a,b) € f. Selanjutnya dalam
pemetaan dapat dituliskaf{a) = b.

Pada pemetaafi dari A ke B, himpunanA disebut daerah asal
(domain) darif dan himpunarmB disebut daerah kawan (kodomain)
dari f. Secara umum dikenal dua macam pemetaan yaitu:

(i) f disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika unteknsaa, b € A

dengam # b makaf(a) # f(b).

(i) f disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk sentua B

terdapatr € A sedemikian sehingda= f(a).

Jika f merupakan pemetaan injektif dan surjektif, mgkadisebut
pemetaan bijektif.
(Bhattacharya, 1990)

Contoh 2.1.6

Misalkan A=B =R. f:R—> R didefinisikan sebagai
f(x) =Inx, untuk setiapx € R. Maka untuk sebarang € R
pemetaarf injektif.

Bukti:
Pembuktian ini dilakukan dengan cara kontraposMisalkan
x1 X, € R, sedemikian sehingga

f(x1) = f(xz), maka

In x1 = In xZ
= eln X1 — eln Xg
(=4 X1 = X3
Jadi terbukti bahwg injektif. ]



Definis 2.1.7 (Operasi Biner)

MisalkanS adalah himpunan tidak kosong. Operasi binpada
himpunanS adalah pemetaan datix S ke S, dinotasikan sebagai
berikut.

*xSXS§S —S.
Anggota di S xS merupakan pasangan terurgd, b) dan
dikawankan pada eleménsecara unik.
(a,b) —=*(a,b) =a*b=c€S,
dengan kata lair§ harus tertutup atas operasi biner psida
(Bhattacharya, 1990)

Contoh 2.1.8

Didefinisikan operasi* pada Z dengan syarat untuk setiap
a,beZ, a*b =a + b maka operasic merupakan operasi
biner.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa operasi merupakan operasi yang
tertutup dan terdefinisi. Sesuai dengan sifat #en bulat,
penjumlahan dua bilangan bulat akan menghasilkemdan bulat
juga. Sehinggaa *b = a + b €Z. Jadi terbukti operasix
merupakan operasi yang tertutup dan terdefinisili dgperasi*
merupakan operasi biner. |

Definisi 2.1.9 (Pemetaan Aditif)

Suatu pemetaaft A — B disebut aditif jika:
fx+y) = f(x)+ f(y), untuk semua,y € A
(Liu dan Shiue,2007)

Contoh 2.1.10

Misalkan pemetaafi: Z — Z didefinisikan f(a) = 12a dengan
a € Z adalah sebarang konstanta. Malfa merupakan suatu
pemetaan aditif.



Bukti:
Ambil a,b € Z.
f(a+b)=12(a+ b) =12a + 12b = f(a) + f (D). ]

2.2Grup

Grup merupakan suatu himpunan tak kosong, besetia s
operasi biner seperti pergandaan atau penjumlahag snemenubhi
beberapa aksioma yang diuraikan di bawah ini.

Definisi 2.2.1 (Semigrup, Grup, Grup Komutatif)

Misalkan himpunanG # @ dengan operasi binef X G - G
dinotasikan olel{x, y) — x * y, maka kondisi-kondisi berikut dapat
dipenuhi olen(G,*).

. (x*xy)*z=x=*(y*z) untuk semuax,y,z € G (hukum
assosiatif).
ii. Terdapat elemen netral (elemen identitasE G yang
memenuhi * x = x *x e = x, untuk semuax € G.
iii. Untuk semuar € G terdapat elemen invers~! € G yang
memenuhix~ ! xx = x xx71 =e.
Iv. xxy=yx*x, untuk semua,y € G (hukum komutatif).
Jika memenuhi kondisi (i), mak&,*) disebut semigrup.
Jika memenuhi kondisi (i), (ii), dan (iii), mak&,*) disebut grup.
Jika memenuhi kondisi (i),(ii),(iii), dan (iv), maKG,*) disebut grup
komutatif.
(Spindler,K. 1994)

Contoh 2.2.2
(N, +) adalah semigrup.

Bukti:

Untuk semua;, y,z € N,

I.  Memenuhi sifat tertutupx + y € N

ii. Hukum assosiatif penjumlahan berlaku menurut akaio
bilanganasli(x + y) +z=x+ (y + z) . [ |



Contoh 2.2.3

(Zs,”) bukan merupakan grup seb@tidak mempunyai invers,
tetapi(Zs, +) merupakan grup komutatif.

Bukti:

Diambil x , y, Z € Zs, berlaku

i. Sifat tertutup,
operasi penjumlahan merupakan operasi biner sehimzgla
(Zs, +) berlaku sifat tertutup.

ii. Sifat assosiatif, yaitu

Ambil x = 3,
y = 2, dan
z‘=i
@+ y+z=0B+2)+1=0+1=1.

x+(y+z)—3+(2+i)—3+3—1
Dengan cara yang sama berlaku untuk semygaz € Z-.
ji. Terdapat elemen identitas= 0 € Zs, sedemikian sehingga
untuk semuz € Zs berlaku0 + x =0 + x =
iv. Setiap elemen mempunyai invers, yaitu
Invers0 adalahO0.
Invers1 adalah4.
Invers2 adalah3.
Invers3 adalah?2.
Invers4 adalah1.
v. Sifat komutatif, yaitu
Ambil f =3,

‘<
| |

x+y=3 +2
y+x =2+3=0.
Dengan cara yang sama berlaku untuk semiiee Zz

Jadi terbukti bahwaZg +) adalah grup komutatif. ]

OI

Contoh 2.2.4

Misalkan K, (Z) adalah himpunan matriks beror@ox 2 yang
non-singular. MakdK,(Z),-) adalah grup yang tidak komutatif.



Bukti:
Ambil matriksA, B, C € K, (Z)

, fa byl ,_[e f1 ~_pi j
MlsaI,A—[C d],B—[g h],c_[k l].
Maka berlaku:
i. Sifat tertutupA. B € K,(Z)
il. Hukum assosiatif pergandaan berlaku pada sifahditoatriks
yaitu,

ame=([: ally w4

ae +bg af + bh j
[ce +dg cf + dh] [k l]
[ael + bgi + afk + bhk aej+ bgj+ afl + bhl]

cel + dgi + cfk +dhk cej+dgj+cfl+dhl

¢ (s Al )

ei+ fk ej+fl
] [gi +hk gj+ hl]
__[aei+ bgi + afk + bhk aej +bgj + afl+ bhl
- [cei + dgi + cfk + dhk cej +dgj + cfl + dhl]
Jadi(AB)C = A(BC) untuk semud, B, C € K, (Z).
iii.  Memiliki elemen identitas.

1 0
e= [0 1] € K,(Z) terdapatle = eA = A.

Misal A = [Ccl Z , untuk semud € (K,(Z),").

1 O0]fa b a b
o= [o 1] [1 [c g]
a
- [c ] [O [c d]'

Jadi terdapat elemen identitas.
iv. Karena diketahuiK,(Z) adalah himpunan matriks non-

singular, jadi setiap elemen &} (Z) memiliki invers.
v. Tidak memiliki sifat komutatif, untuk semuB € K, (Z)

B= [a b”e f] _ [ae+bg af + bh
g

A(BC)

hl “lce+dg cf +dh

BA—[e f[a b]_[ea+fc eb+fd]
“lg h dl " lga+hc gb+hd
AB # BA



Jadi(K,(Z), )tidak komutatif.
Jadi(K,(Z),") adalah grup yang tidak komutatif. ]

Contoh 2.2.5

(M,(Z) ,+) adalah matriks berordbx 2 atas bilangn bulat
dengan operasi penjumlahan merupakan grup komutatif

Bukti:
Ambil A,B,C € M,(Z).
: _[a b fe f1,~_01i j
Misal A = [C d],B = [g h]' C= [k l]
Maka berlaku:
I. Sifat tertutup,A + B € M,(Z)
ii. Sifat assosiatif penjumlahan berlaku pada sifainigitmatriks,

yaitu:

(A+B)+C | =A+@B+0) -
(A e S A 58 A R A B
at+e b+f i j _[a bj[eti f+]
c+g SR~ (NG d”g+k h+l]

_[a+e+i b+f+]j

[a+e+i b+f+j] [
“le+g+k d+h+1

c+g+k d+h+1
iii. Memiliki elemen identitas,

misale=[8 8
ea=lo el -l

d

_fa b 0 0]_Ja b
A+e_[c d]+[0 0 _[c d]
Jadi terdapat elemen identitas
e= [8 8] € M sedemikian sehingga+e=e+ A =4,

untuk semua € M.
iv. Memiliki invers,

ambil A= = -4 [_C _db, 0o
=l e

A+A_1:[Ccl Z]+[—c —dl o o



-1 _[-a —-b a b]_[0 07_
# +A_[—c —d]+[c d]_[O O]_e
Jadi untuk semual € M sedemikian sehinggd™! € M
terdapad + At = A 1A =e.
v. Sifat komutatif penjumlahan berlaku pada sifatmgtunatriks,

yaitu:

A+ B =B+ A.

Jadi(M,(Z) ,+) adalah grup komutatif. ]
2.3 Ring

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri dampgunan tidak
kosong dengan dua operasi biner yaitu terhadamsipgenjumlahan
dan pergandaan. Definisi, contoh serta teorema yaergaitan
dengan ring diberikan sebagai berikut.

Definis 2.3.1 (Ring)

Misalkan R adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi
biner penjumlahan dan pergandaan, dinotasikan de(Bgat+,e).
(R, +,¢) disebut ring jika memenuhi aksioma sebagai beriku
I. (R,+) adalah grup komutatif.
ii. (R,») adalah semigrup.
iii. (R,+,) memenuhi hukum distributif yaitu untuk semua
a, b, c € R berlaku:
(a + b)c = (ac) + (bc) dan
a(b + c) = (ab) + (ac).
(Dummit dan Foote, 2002)

Contoh 2.3.2

Misalkan Z, = {0,1,2,3} adalah bilangan bulat moduld
dengan operasi penjumlahan dan pergandaan yarjikalisdalam
Tabel 2.1 dan Tabel 2.2.

10



Tabel 2.1 Operasi penjumlahan p&da

| vl ~i| 1|+
wl| ol ~lI| 1|
SI| ol hol| ~i| ~
~lI| 1| | dol|rol
Nol| ~i| | wol |l

Tabel 2.2 Operasi pergandaan pzga

NI I NI DI NI
~INo1] Wl | DI ol

ol DOl I DI ~lI

QI[N I @
S I DI DI

Maka(Z,4, +,») merupakan suatu ring.

Bukti
Dengan menggunakan Tabel 2.1 dan Tabel 2.2, bernkdapat
dibuktikan bahwdZ,, +,») adalah ring.
e (Z4,+) adalah grup komutatif.
i. Tertutup
Ambil sebaranga,b € Z,. Berdasarkan Tabel 2.1 terlihat
bahwa (Z,, +) tertutup, karena hasil daiiZ,,+) adalah
{0,1, 2, 3}. Jadi(Z,, +) tertutup.
ii. Assosiatif

Ambil a,b,c €Z,. Misalkan a=0, b=1 dan c=2.
Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh.
(@a+b)+c=0+1)+2=1+2=3.

a+(b+c)=0+1+2)=0+3=3.
Jadi (a+b)+c=a+(b+c)=3. Hal ini juga berlaku
untuk semuaz, b, ¢ € Z, sedemikian sehingg& + b) + ¢ =
a+ (b + c). Jadi(Z,, +) assosiatif.
ii. Mempunyai elemen identitase =0 terhadap operasi
penjumlahan, karena+ 0 = 0 + a = a, untuk semua € Z,.
iv. Setiap elemen mempunyai invers

11



Berdasarkan Tabel 2.1 invers dariadalah0, invers daril
adalah3, invers dari2 adalah2, invers dari3 adalahl. Jadi
setiap elemen di, mempunyai invers

v. Komutatif
Ambil a,b € Z,. Misalkana = 0 dan b = 1. Berdasarkan
Tabel 2.1 diperoleh

a+b=0+1=
b+a=1+0=1.
Jadia+b=b+a=1. Hal ini juga berlaku untuk setiap
a,b € Z, sedemikian sehingga + b = b + a. Jadi (Z4, +)
komutatif.
* (Z4,*) adalah semigrup.

i. Tertutup
Ambil sebaranga,b € Z,. Berdasarkan Tabel 2.2 terlihat
bahwa (Z,,») tertutup, karena hasil dar(Z,,s) adalah
{0,1, 2, 3}. Jadi(Z,,e) tertutup.

ii. Assosiatif
Ambil a,b,c €Z,. Misalkan a=0,b=1 dan c=2.
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh
(ab)c = (0.1)0 = 0.2 = 0.
a(bc) =0(1.2) = 0.2 = 0.
Jadi (ab)c = a(bc) = 0. Hal ini juga berlaku untuk semua
a,b,c € Z, sedemikian  sehingga (ab)c = a(bc). Jadi
(Z4,*) assosiatif.

e (Z4, +,») memenuhi hukum distributif.
Ambil a,b,c €Z,. Misalkan a=0,b=1 dan c=2.
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh

(=

- (a+h)c =0+12=1+2=2
(ac) + (bc) =(0.2) +(1.2) =0+ 2 = 2 dan
- ab+c) =01+2)=0.3=0.
(ab) + (ac) = (0.1) + (0.2) = 0.0 = 0.
Jadi,

(a + b)c = (ac) + (bc) = 2 dana(b + ¢) = (ab) + (ac) = 0.

Hal ini juga berlaku untuk semuab, c € Z, sedemikian sehingga
(a+ b)c = (ac) + (bc)dan  a(b + c¢) = (ab) + (ac). Jadi
(Z4, +,») memenuhi hukum distributif.

12



Karena (Z,4, +,) memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu
ring. Jadi(Z,, +,+) adalah ring. [ |

Contoh 2.3.3

MisalkanR = {0,1}, makaR bukan merupakan suatu ring karena
tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan, masalkliambil
1+1=2¢R. TetapiZ, = {0,1}, (Z,, +,») merupakan suatu ring
karena memenuhi semua aksioma-aksioma dari sunatu ri

Definis 2.3.4 (Ring Komutatif)

Misalkan (R, +,») adalah ring.(R, +,¢) disebut ring komutatif
jika berlaku sifaiz * b = b * a untuk semua, b € R.
(Dummit dan Foote, 2002)

Contoh 2.3.5
(Z4, +,+) adalah ring komutatif.

Bukti

Dari Contoh 2.3.2 telah ditunjukkan bah(,, +,¢) adalah ring.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwWa,, +,») adalah ring komutatif,
yaitu memenuhi:

a.b = b.a untuk semua, b € Z,.
Ambil nilai dariZ, misalkan2,3 € Z, pada Tabel 2.2
ABREIB2 2

Dengan cara yang sama berlaku untuk semuee Z,. Karena ring
Z,memenuhi sifat komutatif maka ringZ,,+,») adalah ring
komutatif.

Definisi 2.3.6 (Ring prima)

Suatu ringR disebut ring prima, jikaxRb = 0 mengakibatkan
a = 0 ataub = 0 untuk semua, b € R.
(Argac,2004)

Contoh 2.3.7
Ring R didefinisikan oleh
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R={[s §llares)
R merupakan ring prima.

Bukti:
Ambil sebarang}, B, M € R, dengan

A= [ ]B—[Of]de [0 h]

Akan dibuktikan bahwa&® adalah ring prima. Pembuktian dilakukan
dengan kontraposisi dari Definisi 2.3.6. Jikh=+ 0, dan B # 0
maka

AMB:[éag 0 bl][o /
=F5 dmA
B
0

untuk semua aq, by, ¢, d, e, f € Z. Kontraposisi terpenuhi,
sehinggak merupakan ring prima.

Definisi 2.3.8 (Ring 2-Torsion Free)

Ring R disebut ring2-torsion free, jika 2a = 0 mengakibatkan
a = 0 untuk semua € R.
(Ali dan Kumar, 2007)

Contoh 2.3.9

Diberikan himpunan matriks segitiga atas yang dhnigkan

oleh:
R = { g IZ] |a,b,c € Z}.

Bedasarkan sifat-sifat operasi pada matrik, himpuRaterhadap
operasi penjumlahan dan pergandaan merupakanHingunanR
merupakan suatu ring t2rsion free. Dapat dengan dibuktikan
dengan kontraposisi. Yaitu jika diamHile R danA4 # 0 dengan

_[a b1
A_[O 01]'
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Maka
_o[ar bi] _ [2a4 Zbl] 0 0
2‘4_2[0 cl]_[O 2¢,17 lo o]
untuk semua,, by, c¢; € Z. Jadi,R merupakan rin@-torsion free.

Definis 2.3.10 (Ring Prima 2-Torsion Free)

Ring primaR disebut ring prim&-torsion free, jika 2a = 0
mengakibatkam = 0 untuk semua € R.
(Ali dan Kumar, 2007)

Definis 2.3.11 (Pembagi Nol Ring)

Suatu elemen tak naldi ring R disebut pembagi nol kanan, jika
terdapat elemen tak nob € R sedemikian sehinggaa = 0.
Selanjutnya suatu elemen tak roldi ring R disebut pembagi nol
kiri, jika terdapat elemen tak nob € R sedemikian sehingga
ab = 0.Suatu elemena di ring R disebut pembagi nol jika
merupakan pembagi nol kiri dan kanan.

(Bhattacharya, 1990)

Contoh 2.3.12
Pembagi nol padd, adalah?, 3, dan4.

Bukti:
DiketahuiZ

{0,1,2,3,4,5}. Maka pembagi nol padé adalah

ol Wl

NI
Il

SES)

3=3.
3=3.

adi elemen pembagi nol paflaadalal?, 3, dan4. [

2
7
J

Contoh 2.3.13
Misalkan M = {[Z 2] |a, b,c,d € Z} adalah ring. Misalkan

A= g 8] adalah elemen daM, maka pembagi nol daA adalah

5=y ol

15



Bukti:

Diketahui bahwa = [g g] R [8

Akan dibuktikan bahw#® adalah pembagi nol kanan
4 0170 ©
$6 = oe O [o 2]
0 0
0 0l
Maka B adalah pembagi nol kanaBelanjutnya akan dibuktikan
bahwaB adalah pembagi nol kiri
o014 O
B.A = 5llo o
i

oo"oo

0 ol
Maka B adalah pembagi nol kiri. Sehingga terbukti balBredalah
pembagi nol darA. [

Definisi 2.3.14 (K omutator)

MisalkanR adalah ring[a, b] disebut komutator daR, jika
memenuhi:
[a,b] = ab — ba, untuk semua a, b € R.
(Ali dan Kumar, 2007)

Proposisi 2.3.15

Dari Definisi 2.3.14 untuk semugb, c € R , berlaku sifat:
i. [a+ b,c] =[a,c]+[bc].
. [a,b+c] =1a,b]+]a,c].
iii. [a, bc] = bla,c] + [a, b]c.
iv. [ab,c] = [b,c]a + a[b, c].
v. [a,b] = —[b,a].

Bukti:
i. [a+b,c]=(a+b)c—c(a+Db)
=ac+bc—ca—cb
=ac—ca+ bc—cb =|a,c]+[b,c].
a(b+c)—(b+c)a
ab +ac —bc —ca
=ab — bc + ac — ca = [a,b] + [a,c].

i. [a,b+ c]
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iii. [a,bc] = abc — bca
= abc — bca + bac — bac
= bac — bca + abc — bac
= b(ac — ca) + (ab — ba)c
= bla,c] + [a, b]c.

iv. [ab,c] = abc — cab
= abc — cab + acb — acb
= acb — cab + abc — acbh
= (ac — ca)b + a(bc — cb)

[a,c]b + a[b, c].

ab — ba

—(ba — ab)

—[b, a. ]

I

V. [a, b]

Contoh 2.3.16

Misalkan (M,(Z),+, ) adalah matriks berord® x 2 atas
bilangan bulat(M,(Z), +,- ) adalah ring.

Ambil A, B € (M,(Z), +,-), misalkan4 = [Z Z] Gay)

B = [lr) Z] Maka komutator daiiM, (Z), +,- ) adalah:
[A,B] = AB — BA

_[a bl[fp 91 _[P 4][a b

_[c d[r S] [r SHC d

_[ br —qc aq+bs—pb—qd]

" lep+dr —ra—sc cq—rb
untuk semua, b, c,d,p,q,7,s € Z.

Definisi 2.3.17 (Komutator yang M erupakan Pembagi Nol)

Misalkan terdapat RingR, [a,b]disebut komutator yang
merupakan pembagi nol kanan apabila terdapat eletaennol
¢ € R sedemikian sehinggda, b] = 0.

Selanjutnyala, b] disebut komutator yang merupakan pembagi
nol kiri apabila terdapat elemen tak noE R sedemikian sehingga
[a, b]c = 0. Suatu komutatofa, b] di ring R disebut pembagi nol
jika merupakan pembagi nol kiri dan kanan.

(M.Ashraf dan Shakir, 2004)
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Contoh 2.3.18

(M,(Z),+,-) adalah matriks berordbx 2 atas bilangan bulat.
(M,(Z), +,) adalah ring.

MisalkanU,V € (M,(Z), +,) dimanal = B 3]' ganii= [é g :

Maka komutator dari matrikd danV adalah
[U,V]=UV —-VU

=l olls o1-[5 3l
R

7 12
_[O 6]
-3 0orF
MisalkanX = [g 2] untuk semua, b € Z selain nol.

_fa 01[0 6]_[0 O
xwvi=y pll5 o =lo ol
Karena terdapak + 0,X € R sedemikian sehinggé[U,V] = 0,
maka[U, V] adalah komutator yang merupakan pembagi nol kanan.

2.4 R-module
Definis 2.4.1 (Left R-module)

Diberikan sebuah grup komutati¥(+) dan ring dengan elemen
identitas (R, +,.), serta diberikan pula operasi binkrx M — M.
Himpunan M disebuteft module atas R (dinotasikaleft R-modul€)
jika memenuhi aksioma-aksioma berikut.

1. r(my + my) = rmy + rm,,
2. (n + rpm=nrm+ rm,
3. (mr)m =ry(r;m),

4, 1m =m,

Untuk semuar,r;,r, € R dan untuk semuan,m;,m, € M.
Module tersebut adalakheft R-module, sedangkan untukight R-
module dapat didefinisikan secara sama dimana elemen Ring
dituliskan pada sebelah kanan.

Jika memenuhleft R-module danright R-module maka dapat
disebut sebagdii-module.
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Contoh 2.4.2

Setiap ring dengan elemen identifasadalah left module atas
dirinya sendiri dengan pergandaan skalar:
M XR—>R
(a,m) > a-m,
untuk semuan € R dana € R.

Bukti:

Diambil sebarangn,n € R dana,b € R

i. (a-b)rm=a-(b-m) sebab pada ring berlaku hukum
assosiatif pergandaan.

ii. a-(m+n)=(a-m)+ (a-n) sebab pada ring berlaku hukum
distributif kanan.

ii. (a+b) -m=(a-m)+ (b-m) sebab pada ring berlaku hukum
distributif Kiri.

v. 1-x=x

Terbukti bahwaR adalahR-left module. |

Contoh 2.4.3

Misal M = Z, adalah grup komutatif terhadap penjumlahan dan
R = Z; adalah ring dengan operasi bineRrx M - M maka M
adalahleft module.

Bukti:
Untuk membuktikan bahwa/ adalahleft module, maka harus
memenuhi beberapa aksioma, yaitu
. r(my + my) = rmy + rm,
Ambilr € R dan m;,m, €M denganr =2, m; =2, dan

2(2+3) =2.2+23

2.5 =440

ZL —

Dengan cara yang sama berlaku untuk semei@® dan
my,m, € M.

i. (np + m)m = rm + rp,m
Ambil 7,7, € R danm € M dengan, = 3, r, = 4, danm = 5,
maka
19



Dengan cara yang sama berlaku untuk semus, € R dan
me M.

iii. (ry.m)m = ry(r,.m)
Ambilry, 7, € R dan m € M denganr; = 3, r, = 4, danm = 5,
maka

(3.4)5 =3(4.5)
0.5 =32
0 =0

Dengan cara yang sama berlaku untuk semus, € R dan
me M.

iv.lm=m
Ambil m € M dengamm = 5, maka
1.5=5

Dengan cara yang sama berlaku untuk semua M. Jadi
terbukti bahwaV adalaheft module.

Definis 2.4.4 (2-Torsion Free Left R-Module)

Misalkan X adalah left R-module, X disebut 2torsion free, jika
2x = 0 mengakibatkarr = 0 untuk semua € X.
(Woung dan Byung, 1996)

Contoh 2.4.5

Misal X = Z, adalahmodule. MakaX adalah 2torsion free left R-
module.

Bukti:
Untuk membuktikan bahwa, adalah 2torsion free left R-module
dapat dibuktikan dengan kontraposisi.
Ambil x € X danx # 0, misalx = 2. Maka
2x=22=4+0
Dengan cara yang sama berlaku untuk semae.
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2.5 Multiplier
Definis 2.5.1 (Left Multiplier)

MisalkanR adalah ring. Didefinisikan suatu pemetaan aditif
H:R — R. Jika untuk semug, y € R memenuhi
H(x,y) = H(x)y
maka H disebuieft multiplier.
(Ali dan Kumar, 2007)

Definis 2.5.2 (Right Multiplier)

MisalkanR adalah ring. Didefinisikan suatu pemetaan aditif
H:R — R. Jika untuk semug, y € R memenuhi
H(x,y) = xH(y)
maka H disebutight multiplier.
(Ali dan Kumar, 2007)
Contoh 2.5.3

Diberikan ringR sebagai berikut.
[a 0 O]
R= { 0 0

al

a€R

Ambil A € R dengan
0_
0

A=10 ,p ER.

=
oT O S Q

] p.
Suatu pemetaan aditii: R — R didefinisikan oleh
H(x) = Ax untuk semud, x € R

MakaH adalaheft multiplier.

Bukti:
xy 0 O v 0 0
X,y € RambilX =0 x; 0] dany =10 4 0].
0 0 x4 0 0

Akan dibuktikanH (XY) = H(X)Y.
Dari ruas kiri diperoleh

x;, 0 O1py+ O O
H(XY) =H ( 0 % 0[]0 9y OD
0 0 xIlL0O 0
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X1Y1
0

:H(
0
p 0 0
0 p O
0 0 p
[PX1Y1
=| 0
0

Dari ruas kanan diperoleh

I

H(X)Y = AXY

p 0 O
=0 p O
0 0 p
[DX1Y1

0

X1Y1

0

X1YV1

"

0

PX1y1

0

0

0
X1)1

0
X1Y1
0
0
0
pX1Y1

0 07
x, 0
0 X1

047

0
0

X1Y1

V1

0

0 O
Oy10]

0 ¥

= 0 PX1Y1 0
| 0 0 px1Y1l
Terbukti bahwad (XY) = H(X)Y, maka H adalakeft multiplier. =

2.6 Jordan Multiplier
Definisi 2.6.1 (Jordan Left Multiplier)

MisalkanR adalah ring. Didefinisikan suatu pemetaan aditif
H:R — R. Jika untuk semua € R memenuhi
H(x?) = H(x)x
maka H disebuiordan left multiplier.
(Atsushi Nakajima, 2006)

Definis 2.6.2 (Jordan Right Multiplier)

MisalkanR adalah ring. Didefinisikan suatu pemetaan aditif
H:R - R. Jika untuk semua € R memenubhi
H(x?) = xH(x)
maka H disebuiordan right multiplier.
(Atsushi Nakajima, 2006)
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Contoh 2.6.3
Diberikan ringR sebagai berikut.

_([a O
R= {[a 0] |a € Z,}.
Suatu pemetaan aditii: R — R didefinisikan oleh

H(x) = Ax untuk semud, x € R
DenganA € R. A = H 8 .
Maka akan ditunjukkan:
H(x?) = H(x)x.
H adalahJordan left multiplier.

Bukti

AmbiIX,YeRmaka=X=[8 8],danY=H 8
Diketahuid = [1 8] Maka akan ditunjukkafl (X2) = H(X)X.
Untusz[g 8]

H(X?) = HX)X

H(lo ollo oD = Do ol

a(lo o) =1 oDl

[ ollo o =0 allo ollo ol

o o =[o’ o

UntukY=[1 8]

H(Y? = HY)Y

il ol o) = ol o

iy o) =n( Db

R R O | P

i o =[; o

Jadi terbukti bahwaH(X?) = H(X)X,H adalah Jordan left
multiplier. [ |
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2.7 Derivation
Definisi 2.7.1 (Left Derivation)

MisalkanR adalah ring. Sebuah Pemetaan aditR — R
disebutleft derivation padar jika untuk semua,y € R berlaku:
8(xy) = x6(y) + y6(x).
(M.Ashraf dan Shakir, 2004)

Definis 2.7.2 (Derivation)

MisalkanR adalahring. Sebuah pemetaan addifR — R
disebutderivation padar jika untuk semua, y € R berlaku:
d(xy) = d(x)y + xd(y).
(Bell dan Mason, 1992)

Contoh 2.7.3

Misalkan R = Z, adalah ring dan terdapat pemetaan
d:R — R yang didefinisikian olehd(a) = xa — ax,a € R,
makad merupakan suatderivation.

Bukti:
i. Akan dibuktikand adalah pemetaan aditif.
Ambil a, b € R. Misala = 1 danb = 2, maka
dla+b)=x(a+b)—(a+b)x
d(1+2)=x1+x2—(1x + 2x)
=x1—1x+x2—2x
=d(1) +d(2).
Dengan cara yang sama berlaku untuk sesmnbig R.
il. Akan dibuktikand adalalhderivation.
Ambil a,b € R. Misala = 1 danb = 2, maka
d(ab) = xab — abx
d(1.2) =x.1.2-1.2.x
=x.1.2-1x.2+1.x2-1.2.x
=(x1-1.x)2+1(x.2—-2.x)
=d(1)2 + 1d(2).
Dengan cara yang sama berlaku untuk sembae R. Jadi
terbuktid adalahderivation. [ |
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Contoh 2.7.4

MisalkanR adalah ring yang beranggotakan semua-semua fungsi
kontinu sebagai berikut:
R={f:R->R|f €}
Pemetaan aditd didefinisikan oleh

d:R >R
fod(f)=f
Akan ditunjukkand derivation.
Bukti:
Ambil f, g € R. Dari definisi pemetaadg diperoleh
d(fg) = (fg)

=f'g+fg’

=d(f)g + fd(g)
Jadi terbukti bahwd adalahderivation. [
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BAB I11
PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang definisi, lemma, teoressmia
bukti-bukti yang berkaitan deng@eneralized Jordan left derivation
pada ring dan ring prima

3.1 Jordan Derivation
Definisi 3.1.1 ( Jordan Derivation)

Misalkan R adalah ring. Sebuah pemetaan addifR — R
disebutJordan derivation padar jika untuk semua € R berlaku:
d(x?) = d(x)x + xd(x).
(M.Ashraf dan Shakir, 2004)

Contoh 3.1.2

g _([a b
MisalkanR = {[C d] |a,b,c,d € Z}.
Didefinisikand: R — R yang memenuhi:

d ([Ccl ZD = [8 (C)] makad adalahJordan derivation yang bukan

derivation.

Bukti:

Ambil X,Y € R, misalkanx = [* 2],y =[P 1]
c d r S

i. Akan dibuktikand adalah pemetaan aditif.

ax+n=d([g gl+[ 3D

SRR

[0 c+7r] _10 ¢ 0 r
S
=d(X)+d(Y)

Jadid adalah pemetaan aditif.

ii. Akan dibuktikand adalahJordan derivation.

ay=a(e gt a)
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:d([a2+bc ab+bdD
ca+dc cd+d>?

= [8 ¥ z)' dc], untuk semua, b, c,d € Z .
ACOX + Xd() = d [¢ ZD[‘; o A EX (5 )
_[0 ¢ a b0 c
o 0” ] [ Ho o]
_ [2 cd] [0 ac
| 0
_[c* cd+ ac]
0 -
= 8 cd ?)_ ac], untuk semua, b, ¢, d € Z.

Karena pada operasi bilangan bulat berlaku sifatukatif maka
d(X?) =d(X)X + Xd(X)
Jadid adalahJordan derivation.

iii. Akan ditunjukkand bukan merupakaderivation.

aen=a([¢ 2 7))

_d([ap+br aq+bsD
- cp+dr cq+ds
=[O cp+dr]

0

avor +xan=a(* AP [ Ha(P 1)
T

cr CS] 0 ar] Tl [CT‘ cs + ar]

0 0 cr 0 cr
d(XY) # d(X)Y + Xd(Y)
Jadid adalahJordan derivation yang bukarderivation. ]

Definisi 3.1.3 (Jordan Left Derivation)

Misalkan R adalah ring. Sebuah Pemetaan aditiR — R
disebut Jordan left derivation padaR jika untuk semuax,y € R
berlaku:

§(x%) = x8(x) + x5(x) = 2x56(x).
(M.Ashraf dan Shakir, 2004)
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Contoh 3.1.4

Misalkan R adalah ring komutatif dan € R sedemikian sehingga
xax =0, untuk semuax € R. Tetapi xay =0, dan x #y.
Didefinisikané: R —» R dané(x) = xa + ax. Makad adalahJordan
left derivation yang bukaneft derivation.

Bukti:
i. Akan dibuktikans adalah pemetaan aditif.
bx+y)=C+y)atalx+y)
=xa+ya+ ax + ay
=xa+ ax + ya + ay

=5(x)+6().

ii. Akan dibuktikans Jordan left derivation.
85(x?) = x6(x) + x6(x) = 2x5(x)
Dari ruas kiri diperolel#(x?) = x?a + ax?.
Karena R ring komutatif sehinggdx?) = 2x2%a
Dan dari ruas kanan diperoleh
2x6(x) = 2x(xa + ax)
= 2x%a + 2xax
=2x%a+0
= 2x%a.
Jadi karend (x?) = 2x5(x), § adalahJordan left derivation.

. Akan dibuktikans bukanleft derivation.

8(xy) = x6(y) + y6(x)

Dari ruas kiri diperolefd(xy) = xya + axy.

Dari ruas kanan diperoleh

x6(y) + y6(x) = x(ya + ay) + y(xa + ax)

= xya + xay + yxa + yax.

Karenad(xy) # x6(y) + yé(x) makad bukanleft derivation.
Jadi terbukti bahw#@ adalahJordan left derivation yang bukan
left derivation.

—-

ii
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Lemma3.1.5

Misalkan R adalah ring danX adalah 2-torsion free R-module.
Jikaé: R - R adalahJordan left derivation untuk semua,y,z € R
maka berlaku:

S(xy + yx) = 2x6(y) + 2y5(x).

8(xyx) = x%25(y + 3xy8(x) — yx8(x)).

6(xyz + zyx) = (xz + zx)6(y) + 3xy6(2) + 3zyd(x) —
vx6(z) — yzd (x).

iv. (xy —yx)xd(x) = x(xy — yx)6(x).
V. (xy —yx)(6(xy) —x6(y) —y6(x)) = 0.
Bukti:

30

Pembuktian bagian ini diperoleh dari definisi
5(x?) = 2x6(x).
Dengan mensubstitusikandenganx + y diperoleh
§((x +3)%) = 2(x +y)8(x + ¥).

Dari ruas kiri diperoleh
S((x+y)?) =6(x*+y2+xy + yx).

=6(x%) + 6(y?) + 6(xy + yx)

= 2x8(x) + 2y5(y) + 6 (xy + yx).
Dari ruas kanan diperoleh
2x +y)6(x +y) =2(x + y)6(x) + 2(x + y)6(y)

= 2x6(x) + 2y6(x) + 2x6(y) + 2y6(y).

Sehingga dari ruas kiri dan kanan diperoleh
6(xy + yx) = 2x6(y) + 2y6(x) untuk semua,y € R.

Pembuktian bagian ini diperoleh dengan mensubstans
y = xy + yx pada Lemma 3.1.5 bagian
Dari ruas kiri diperoleh
S(x(xy + yx) + (xy + yx )x) = 5(x%y + yx?) + 26(xyx)
= 2x25(y) + 2y8(x?) + 28 (xyx)
= 2x26(y) + 4yx8(x) + 26 (xyx),
dan dari ruas kanan diperoleh



S(x(xy +yx ) + (xy + yx )x)

=2x8(xy +yx )+ 2(xy + yx )6 (x)
= 2x(2x6(y) F 2y6(x)) + 2(xy + yx )6 (x)
= 4x25(y) + 6xy5(x) + 2yx5(x).

Kemudian dengan membandingkan ruas kiri dan kaipsnaleh

28(xyx) = 2x28(y + 6xy8(x) — 2yx5(x)).
KarenaX adala2-torsion free maka
8(xyx) = x25(y + 3xy8(x) — yx6(x)) untuk semua x,y € R.

Pembuktian bagian ini diperoleh dengan mensubstitus x +
z pada Lemma 3.1.5 bagianMaka dari ruas kiri diperoleh
6((x +2)y(x + Z))
= 8(xyx + xyz + zyx + zyz)
=6(xyx) + 6(xyz + zyx) + 6(zyz)
= x26(y + 3xy6(x) — yx6(x)) + 6(xyz + zyx) +
z28(y + 3zy8(z) — yz6(2)).
Dari ruas kanan diperoleh
(x+2)%26(y) +3(x+2)y6(x +z) —y(x + 2)6(x + 2)
= (x?+xz + zx + z*)8(y) + 3(xy + zy)6(x + z) —
(yx +yz) §(x + 2)
= (x? +xz + zx + z2)6(y) + 3(xy + zy)6(x) + 3(xy
+2y)6(2) — (yx + y2)6(x) — (yx + y2)6(2).
Kemudian dengan menggabungkan ruas kiri dan kaipanodeh
6(xyz + zyx) = (xz + zx)6(y) + 3xy6(2) + 3zy5(x)
—yx8(z) — yz6(x) untuk semua,y,z € R

Pembuktian bagian ini diperoleh mensubtitusikas xy pada
Lemma 3.1.5 bagiaifi. Dari ruas kiri diperoleh

S(xy(xey) + (ey)yx) = §((xy)* + xy*x)
= 2xy8(xy) + x26(y?) + 3xy25(x)
—y2x6(x)
= 2xy8(xy) + 2x%y5(y) + 3xy26(x)
—y2x8(x).
Dari ruas kanan diperoleh
(xz 4+ zy)6(y) + 3(xy)6(2) + 3zy8(x) — yx8(z) — yz6(x)
= (x(xy) + (y)y)6(y) + 3(xy)6(xy) + 3(xy)yé(x)
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—yx6(xy) — y(xy)d(x)
= x2y5(y) + xyx8(y) + 3xyS(xy) + 3xy?5(x) — yx5(xy)
—yxyd(x).
Kemudian dengan menggabungkan ruas kiri dan kaipanodieh
2xy8(xy) + 2x%y8(y) + 3xy?6(x) — y?x6(x) = x2y5(y)
+xyx8(y) + 3xy8(xy) + 3xy?8(x) — yx8(xy)
—yxyd (x).
xy&(xy) — yx8(xy) = —xyx8(y) + x*y8(y) — y*x5(x)
+yxyd(x)
(xy —yx)6(xy) = x(xy —yx)6(y) + y(xy — yx)6(x).
Dengan mensubstitusikandengan + y diperoleh
(x(x+y) — (x + )08 (x(x +y))
=x(x(x+y)—(x+y)x)d(x+y)+
(x+y)x(x +y) — (x + ¥)x)6(x).
Dari persamaan di atas pada ruas kiri diperoleh
(x(x+y) — (x +)0)8(x(x +¥))
= (x% +xy — x? —yx)5(x? + xy)
= (xy — yx)6(x*) + (xy — yx)8(xy)
= 2x(xy — yx)6(x) + y(xy — yx)8(x)x(xy — yx)6(y).
Dan pada ruas kanan diperoleh
x(x(x+y)—(x+y)x)d(x+y)+
(x +y)(x(x +y) — (x +y)x)6(x)
=x(x?+xy—x%2—yx)6(x +y) +
O+ y)(x? + xy — x% — yx)6(x)
= x(xy —yx)6(x +y) + (x + y)(xy — yx)8(x)
= x(xy —yx)6(x +y) + x(xy — yx)6(x) +
y(xy — yx)6(x).
Kemudian dengan menggabungkan ruas kiri dan kaipanadeh

persamaan
(xy — yx)x6(x) = x(xy — yx)8(x) untuk semua,y € R.

Pembuktian bagian ini diperoleh dengan mensubsios
x = x + y pada bagiaiv., diperoleh

(Cc+ )y —ylx+y)(x +»)8((x +y)x)



= (x +y)((x +»)y = y(x +))8((x + ).
Dari ruas kiri diperoleh

(G + )y = y(x + ) +9)8((x + y)x)

= (xy +y* = yx = y*)(x + y)§(x* + yx)

= (xy —yx)x6(x +y) + (xy — yx)ys(x + y).

Dari ruas kanan diperoleh

(x+ 2 ((x + )y =y +y))8((x +¥))

= (x+ )0y +y2 —yx—y*)8(x +y)

=x(xy —yx)6(x +y) + y(xy — yx)6(x + y).

Kemudian dari ruas kiri dan kanan diperoleh

(xy —yx)x6(x +y) + (xy — yx)ys(x +y)

=x(xy —yx)6(x +y) + y(xy — yx)6(x + y)

Sehingga

(xy — yx)(6(xy) —x8(y) — y6(x)) = 0 untuk semua, y € R.
[

3.2 Generalized Derivation
Definisi 3.2.1 (Generalized Derivation)

Sebuah pemetaan adifif R — R disebutgeneralized derivation
Jjika terdapatderivation d: R — R untuk semua,y € R berlaku:

F(xy) = F(x)y + xd(y).
(Hvala, 1998)

Contoh 3.2.2

Misalkan R adalah ring.
R ={a Iz]la,b,ce Z}

Misal p adalah elemen tak nol datidan terdapat pemetaan aditif
danD yang didefinisakan sebagai berikut:

g D=0 P57

o(l; D=l 7571

Diketahuid adalahderivation makaD adalahgeneralized derivation.
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Bukti:
Diambil a4, by, ¢y, a5, b,,c, € Z dan4, B € R. Misal
_|% bld B = |42 b,
=15 cl] ans=|T 2|
Akan dibuktikan bahw® (AB) = D(A)B + Ad(B).
Dari ruas kiri diperoleh

van =o([3 o] [¢ al

([alaz a. b, + b1c2]>
=D
0 €1Cy

_ [0 pa;a; + PC102]
. O - O .
Dari ruas kanan diperoleh

D(A)B + Ad(B)

_ a; bil\[az b a; by (az bz)
_D([O C1D 0 Cz]+[0 C1]d 0 Cz]

_ [0 pa1+p01] [az b2]+ [a1 b1] 0 pa, _Pcz]
0 0 ¢

0 0 c«llo 0
- [0 c2(pay + pcl)] n [0 a;(paz - ch)]
0 0 0 0
_ [0 pa,a; + PC102]_
0 0
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan maka tedarkwaD
adalahgeneralized derivation. [

Definis 3.2.3 (Generalized Left Derivation)

Sebuah pemetaan aditif: R —» R disebut generalized left
derivation jika terdapatJordan left derivation 6:R — R untuk
semuax, y € R berlaku:

G(xy) = xG(y) + y6(x).
(M.Ashraf dan Shakir, 2004)

3.3 Generalized Jordan Derivation

Definis 3.3.1 (Generalized Jordan Derivation)

Sebuah pemetaan aditif: R - R disebutgeneralized Jordan
derivation jika terdapat sebualordan derivation d:R — R jika
untuk semua € R berlaku:
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F(x?) = F(x)x + xd (x).
(Hvala, 1998)

Definis 3.3.2 (Generalized Jordan |eft Derivation)

Sebuah pemetaan adifif R — R disebutgeneralized Jordan | eft

derivation jika terdapatlordan left derivation 6: R — R untuk semua
X € R berlaku:

G(x?) = xG(x) + x5(x).
(M.Ashraf dan Shakir, 2004)

Lemma 3.3.3

MisalkanR adalah ring2-torsion free danG: R - R merupakan

generelized Jordan left derivation yang berkaitan dengalordan |eft
derivation 6: R —» R untuk semua, y € R berlaku:

G(xy + yx) = xG(y) + yG(x) + x6(y) + yo(x).

ii. G(xyx) = xyG(x) + 2xy5(x) + 6(y) — yx6(x).
iil. G(xyz + zyx) = xyG(z) + zyG(x) + 2xy6(2) + 2zyd(x) +

xz6(y) + zx8(y) — yx8(2) — yz6(x).

Bukti:

Diberikan G adalah generalized Jordan left derivation di R
sedemikian sehinggaG(x?) = xG(x) + x6(x) untuk semua
x ER.
Dengan mensubstitusikandenganx + y pada persamaan di atas,
pada ruas kiri diperoleh
G((x +3)%) =G(x* +xy +yx +y?)

=xG(x) + x6(x) + G(xy + yx) + yG(y) + y5(y).
Pada ruas kanan diperoleh
G((x+¥)?) = (x+ G +y) + (x + Y)8(x +y)

=xG(x) + xG(y) + yG(x) + yG(y) + x6(x) +

x6(y) +y6(x) + y5(y).
Kemudian, dengan menggabungkan ruas kiri dan kdipamnoleh
G(xy +yx) =xG(y) + yG(x) + x 6(y) + y6(x)

untuk semua, y € R.
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Dengan mensubstitusi = xy + yx pada Lemma 3.3.3 bagian
i pada ruas kiri diperoleh
G(x(xy + yx) + (xy + yx)x)
= G(x%y) + 2G(xyx) + G(yx?)
=x2G(y) + yxG(x) + yx + x%286(y) + 2yx8(x) + 2G(xyx)
Dari Lemma 3.1.5 bagiardidapatkan
S(xy +yx) = 2x6(y) + 2y5(x),
sehingga dari ruas kanan diperoleh
=xG(xy + yx) + (xy + yx)G(x) + x6(xy + yx)

+ (xy + yx)8(x)
= xG(xy) + xG(yx) + xyG(x) + yxG(x) + 2x6(y) +

2y6(x) + xyd(x) + yxd(x)
Dengan menggabungkan ruas kiri dan kananRladalah ring
2-torsion free maka

G(xyx) = xyG(x) + 2xy §(x) + x26(y) — yx&(x).

untuk semua, y € R.

Dengan mesubstitugi= x + z pada Lemma 3.3.3 bagiandari
ruas kiri diperoleh
G((x + z)y(x + Z))
= G(xyx) + G(zyx) + G(xyz + zyz)
= (xyG(x) + 2xy 6 (x) + x28 (y) — yx8 (x)) +
(zyG(x) + 2zy8(2) + z28(y) — yz8(2)) + G(xyz + zyx).
Sedangkan dari ruas kanan diperoleh
G((x + z2)y(x + Z))
= xyG(x) + xyG(z) + zyG(x) + zyG(z) + 2xy 6 (x) +
2xy 8(z) + 2zy8 (x) + 2zy6 (2) + x26 (y) + xz6 (v) +
zx8 (y) + 226 (y) — yx6 (x) — yx6 () — yzd (x) —
yz6 (x) — yzd (2).
Dengan menggabungkan ruas kiri dan kanan diperoleh
G(xyz + zyx)
=xyG(2) + zyG(x) + 2xy6(z) + 2zy6(x) + xz6(y) +
zx6(y) —yx6(z) —yz8(x) untuk semua,y € R. ]



Contoh 3.3.4

MisalkanR adalah ring.

0 a b
Dan misalkarR = {(0 0 a) |a,b € Z}.

0 0 O

Didefinisikan sebuah pemeta@nR — R yang memenuhi:
0 a b] [0 O b]
G|0 0 a|l=10 0 O}
0 0 of L0 0 Ol
Didefinisikané: R — R yang memenubhi:

[0 a b] [0 a O]
6|10 0 al=|(0 0 al
0 0 0l 10 O Ol
MakaG adalahgeneralized Jordan left derivation yang bukan
generalized left derivation.

Bukti:
Ambil X,Y € R, misalkan
0 a b 0 p ¢q
X=10 0 a] danY=10 0 p].
0 0 O 0 0 O

i. Akan dibuktikanG adalah pemetaan aditif.

0 a b 0 p ¢q
0 0 p
0 0 O

R
ff 2
3

+

0
0

a+p b+qg
0 a+p
0 0
0 b+q
[o
0
0 b

= [0 0 0 0 O

0 0 O 0 0 O

=GX)+G(Y).
JadiG adalah pemetaan aditif.

(=N o No NN Rl i)

+
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ii. Akan dibuktikanG adalahgeneralized Jordan left derivation.
G(X?) =XG(X) + X5(X)

0 a bI[0 a b
G(X2)=G<[O 0 a][O 0 b])
0 0 ollo 0 O
0 0 a?
)
0 0 O
0 0 a?
0 O 0]-

00 0
XG(X) + X5(X)

0 a b 0 a b] 0 a b 0 a b
=10 0 al|lG||O O a>+0 0 a]d([o 0 aD
0 0 Ol 0 0 Ol 0 0 O 0 0 O
0 a b][0 O b [0 a b][0 a O
=00a000+00a”00a]

0 0 0llO 0 O 0 0 0ll0O 0 O

[0 0 O] 0 0 a7

=10 0 O|+]J0o 0 O

0 0 Ol 0 0 Ol

[0 0 a?

=10 0 O]

0 0 O

G(X?) =XG(X) + X56(X)
JadiG adalahgeneralized Jordan left derivation.

iii. Akan dibuktikan bahw& bukangeneralized | eft derivation.

G(XY) = XG(Y) + Y6(X)
Dari ruas kiri diperoleh

0 a b][0 p q
GXY)=G ([0 0 a] [0 0 pD
0 0 Ollo 0 O
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Dari ruas kanan diperoleh
XG(Y) +Y§(X)

[0 a b 0 p q] 0 p ¢q 0 a b
=10 0 al|lG||0O O p||]+]|0 O p|lé|]|0 O a
0 0 O 0 0 ol 0 0 O 0 0 O
[0 a b][0 O g 0 p q][0 a O
=|0 0 afl]0 O O[+|0 O p[{0O O a

0 0 0Jl0 0 O 0 0 0iLO O O

0 0 0] [0 O O]

=|0 0 O0|+|0 0 ap

0 0 0l Lo 0 O

0 0 O

=|0 0 apl|

0 0 O

KarenaG(XY) = XG(Y) + Y6(X), maka G bukan generalized
left derivation.

Dari bukti i,ii, daniii dapat disimpulkan bahw& adalah
generalized Jordan left derivation yang bukangeneralized left
derivation. Dari contoh di atas terbukti bahwa tidaselalu
generalized Jordan left derivation adalahgeneralized | eft derivation.

Selanjutnya dibahas beberapa lemma yang dapat mé&mba
untuk pembuktian teorema utama pada skripsi inifuyagar
diketahui kondisi yang dapat membuat suggteralized Jordan |eft
derivation adalahgeneralized left derivation.

Lemma3.3.5

Misalkan R adalah ring darX adalah2-torsion free left R-module.
Jika 8:R —» R adalah pemetaan aditif yang memenulifix?) =
2x6(x) untuk semua, y € R, maka:

i 8(x%y) =x26(y) + (xy + yx)S(x) + x6(xy — yx)

i. §(yx?) =x%26(y) + Byx —xy)6(x) — x6(xy — yx)

ii. [xylé([x,y]) = 0.

iv. (x%y —2xyx+yx?)8(y) =0

Bukti:
i. Pembuktian bagian ini diperoleh dari Lemma 3.1 @idra yaitu
S(xy +yx) = 2x6(y) + 2y5(x) (3.1)
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Dengan mensubstitusikandenganyx diperoleh

§(x(xy) + (xy)x) = 2x6(xy) + 2(xy)6(x)

§(x?y + xyx) = 2(x8(xy) + (xy)8(x)). (3.2)
Dengan mensubstitusikandengarnxy diperoleh

§(x(yx) + (yx)x) = 2x6(yx) + 2(yx)d(x)

S(xyx + yx?) = 2(x8(yx) + (yx)8(x)). (3.3)
Dengan mensubstitusikandenganx? diperoleh
S(x%y + yx?) = 2x%8(y) + 2y5(x?). (3.4)

Dari persamaag3.2) dikurangi persamaga(3.3) diperoleh
§(x*y — yx?)
= 2(x8(xy) + (x0)8(x)) — 2(x8(yx) + (¥x)6(x))
= 2(x6(xy — yx) + (xy — yx)8(x)). (3.5)
Kemudian persamaan (3.4) ditambahkan dengan pessafda)
sehingga dari ruas kiri diperoleh
8(x%y + yx?) + 8(x?y — yx?) = 26(x?y),

dan dari ruas kanan diperoleh

2(x?8(y) + y8(x%)) + 2(x8(xy — yx) + (xy — yx)8(x))
= 2(x26(y) + 2yx6(x) + x6(xy — yx) + (xy — yx)6(x))
= 2(x6(xy — yx) + x25(y) + (xy + yx)5(x)).
KarenaX adalah Zorsion free maka
28(x*y) = 2(x8(xy — yx) + x*8(y) + (xy + yx)8(x))
§(x%y) = (x8(xy — yx) + x26(y) + (xy + yx)5(x))
untuk semua x,y € R.

Pembuktian bagian ini diperoleh dari pembuktian idrag
sebelumnya, yaitu dengan cara persamaan (3.5) amigur
persamaan (3.4) sehingga diperoleh
26 (yx?)
=2(x28(y) + 2yx8(x)) — 2(xS(xy — yx) +
(xy — yx)6(x))
= 2x28(y) + 4yx8(x) — 2(xy — yx)8(x) — 2x8(xy — yx)
= 2x28(y) + 6yx8(x) — 2xy — 2x6(xy — yx).
KarenaX adalaf2-torsion free, maka
S(yx?) = x25(y) + 3(yx — xy)6(x) — x8(xy — yx) untuk
semuax,y € R.



iii. Dari Lemma 3.1.5 bagiandiperoleh
(xy —yx)(6(xy) = x6(y) — x6(y)) = 0.
Kemudian dengan menggabungkan Lemma 3.15 bagianiii
diperoleh
(xy —yx)(6(yx) — x6(y) — y6(x)) = 0.
Dengan mengurangkan keduanya diperoleh
(xy — yx)6(xy — yx) = 0 untuk semua x,y € R.

iv. Bagian ini dibuktikan dari Lemma 3.3.5 bagiatanii,
diperoleh(xy — yx)d(xy — yx) = 0, untuk semua, y € R.
Sehingga
8(xy — yx)?
= 8(x(yxy) + (yxy)x) — 8(xy?x) — 8(yx?y)
= 2x8(yxy) + 2yxy8(x) — 8(xy*x) — 5(yx?y)
= —3(x%y — 2xyx + yx*)§(y) — (y?x — 2yxy + xy*)8(x)
Disisi lain,

§(xy — yx)* = 2(xy — yx)6(xy — yx) = 0

Maka didapatkan

3(x%y — 2xyx + yx?)DS(y) + (y%x — 2yxy + xy*)8(x) = 0.

3.6

Dari Lemma 3.1.5 bagiandidapatkan G0

(xy —yx)x6(x) = x(xy — yx)6(x)

(xyx — yx?)8(x) = (x*y — xyx)8(x)

(Ceyx — yx?) = (x®y = xyx))8(x) = 0

(x%y — 2xyx + yx2)5(x) = 0. (B.7

Kemudianx = x + y disubstitusikan pada persamaan (3.7)

diperoleh

((x+y)y—2(x+y)ylx+y) +yx+y)Hx+y) =0

(e +y)%y = (x+y)y(x+y)) — ((x+y)y(x +y)

+y(x+y))](x+y) =0

[(x+y)((x+y)y =y +y))-((x+y)y—

yx+y))x+y)lsx+y)=0

(x+y)xy —yx)6(x +y) — (xy —yx)(x +y)(x +y) (=308-)

Selanjutnya dari persamaan (3.7) dan (3.8) diplerole

(x%y = 2xyx + yx?)6(y) — (y*x — 2yxy + xy?)6(x) = 0

3.9

41



Persamaan (3.6) dijumlahkan dengan persamaand@3arena
X adalah2-torsion free maka diperoleh
(x?y — 2xyx + yx*)8(y) = 0

Sehingga dari persamaan 3.9 diperoleh
(x%y = 2xyx + yx*)6(y) — (*x — 2yxy + xy*)6(x) = 0

0— (y?x — 2yxy + xy?)8(x) =0

(y?x — 2yxy + xy?)6(x) =0

untuk semua,y € R [}

Lemma 3.3.6

MisalkanR adalah ring2-torsion free danG: R — R merupakan
generalized Jordan left derivation yang berkaitan dengalordan |eft
derivation §: R — R maka:

[x, v]H(x,y) = 0 untuk semua, y € R.

Bukti:
Dengan mensubstitusikan= xy — yx pada Lemma 3.3.3 bagiéin
diperoleh
Glxy(xy —yx) + (xy — yx)yx)
= xyG(xy) — xyG(yx) + [x, ¥]yG (x) + [x, y]6 ([x, y]) +
xyd([x,y]) + 2[x,y]y 6(x) + x[x,y]16(y) + [x, y]x6(y) —
ylx, y16 (x).
Kemudian dari aplikasi Lemma 3.3.5 bagiadiperoleh
Glxy(xy — yx) + (xy — yx)yx)
= xyG (xy) — xyG(yx) + [x,y]yG(x) + xy 6([x,y]) +
2[x,yly 6 (x) + x[x,y] 6(¥) + [x, y]x6(¥) — y[x,¥16 (x).
(3.10)
Disisi lain,
G(xy(xy —yx) + (xy — yx)yx)
= G((xy)* — xy*x + xy*x — (yx)?)
=G(()*) - 6((y0)?)
= xyG(xy) + xyd(xy) — yxG(yx) — yxd(yx). (3.12)
Dengan menggabungkan persamaan (3.10) dan (3d&rpbih
yxG(yx) — xyG(yx) + [x, y]yG(x) + 2[x, y]yd (x) +
xy6([x, y]) + x[x,¥16(¥) + [x, y]x6(y) — y[x, y]6(x) +
yx6(yx) — xyd(xy) = 0.
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Hal ini mengakibatkan
[y, x]G(yx) + [x, y]yG (x) + [x,¥]x6(y) + 2[x, y]yS (x) —
(Z)y[x. y16(x) + x[x,¥16(¥) + y[x, ¥16 (x) + yxb(xy) — xyd (xyg(;)
D.ari Lemma 3.3.5 bagian diperoleh
x[x, y16(y) + ylx, y16(x) + yx8(xy) — xy8(xy)
= (x%y — 2xyx + yx2)6(y) — (y%x — 2yxy + xy?)5(x) = 0.
(3.13)
Dan
2[x,yly6(y) — 2ylx, y16(x)
= 2(y%x — 2yxy + xy?)8(x)
=0. (3.14)
Sekarang dari (3.12), (3.13), dan (3.14) menjadi
[y, x]G(yx) + [x,y]yG (x) + [x,¥]x 6(y) = 0.
Hal itu mengakibatkan
[x, ¥](G(xy) —xG(y) —y 6(x)) = 0,
ataulx, y]H(x,y) = 0 untuk semuax,y € R [

Selanjutnya akan dibahas mengenai teorema yarigitaar
langsung dengan pokok pembahasan dalam skripsi ini.

Teorema 3.3.7

Misalkan R adalah ring2-torsion free sedemikian sehingg&
memiliki komutator yang bukan pembagi nol kiri. llisanG: R —
R adalahgeneralized Jordan left derivation yang berkaitan dengan
Jordan left derivation 6: R — R, maka setiameneralized Jordan
left derivation padaR adalahgeneralized |eft derivation di R.

Bukti:

KarenaR adalah ring2-torsion free dan R memiliki komutator
yang bukan pembagi nol kiri maka terdapab € R sedemikian
sehinggda, b]c = 0 makac = 0. Jadi dari Lemma 3.3.6 diperoleh

[a,b]H(a,b) = 0 makaH (a,b) =0 (3.15)
Dengan mensubstitusi= x + a pada Lemma 3.3.6 diperoleh
(x+a,y)Hx+a,y) =0
([x,y] + [a,yDH(x + a,y) =0
(%, y] + [a,y])(H(x,y) + H(a,y)) =0
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[x,ylH(x,y) + [x,y]H(a,y) + [a,y]H(x,y) + [a,y]H(a,y) = 0
[x;}’]H(a:}’) + [a:}’]H(x:)’) =(3016)

Kemudian dengan mensubstitusi= y + b pada persamaan (3.16)
diperoleh
[x,y+b]H(a,y+b)+[a,y+b]lH(Xx,y+b)=0
(e, y 1+ [x, b)) (H(a, ) + H(a, b)) + ([a,y] + [a, b])
(H(x,y) + H(x,b)) =0
KarenaH (a, b) = 0 maka,
(be,y 1+ [x,bDH(a, y) + ([a,y] + [a, b)) (H (x, y) + H(x,b)) = 0
[x,y ] H(a,y) + [x,b]H(a,y) + [a,y]H(x,y) + [a,b]H (x,y) +
[a,y]H(x,b) + [a,b]H(x,b) = 0
[x,b]H(a,y) + [a,y]H(x,b) + [a,b]H(x,y) + [a,b]H(x, b) = 0.
(3.17)
Selanjutnyar = a disubstitusikan pada persamaan (3.17)
[a,b]H(a,y) + [a,y]H(a,b) + [a,b]H(a,y) + [a,b]H(a,b) =0
2[a,b]H(a,y) = 0 untuk semua,y € R.
Karenakr adalah rin@-torsion free sehingga
[a,b]H(a,y) = 0.

maka,

H(a,y) = 0.
Selanjutnyay = b disubstitusikan pada persamaan (3.16) diperoleh
[x,b]H(a,b) + [a,b]H(x,b) = 0.
Sehingga,

H(x,b) = 0.
Oleh karena itu, persamaan (3.17) menjagb]H (x,y) = 0, maka
H(x,y) =0, yaitu G(xy) = xG(y) + y6(x). Jadi Teorema 3.3.7
telah terbukti. |

Contoh 3.3.8

MisalkanS = Z, adalah ring. Dan misalkah = {[g Z],a,b € S}.
Didefinisikan sebuah pemeta@nR — R yang memenuhi:
6[0 9=[¢ 2
0 b 0 2bl
Didefinisikan sebuah pemetadnR — R yang memenuhi:
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0 al_[a b
sy ol=[5 3l
Maka G adalahgeneralized Jordan left derivation yang merupakan
generalized left derivation.

Bukti:
Ambil X,Y € R, misalkan ~

X=[§ 2]danY=[9 1].
0 3 0 2

i. Akan dibuktikan bahw& adalah pemetaan aditif

cacen ([t 2+ [0 1)
=5([g 5])
bl

=[o" al+[o 3l
=GX)+G().

JadiG adalah pemetaan aditif.

il. Akan dibuktikanG adalahgeneralized Jordan left derivation.
G(X?) = XG(X) + X6(X)

s =c(ls 213 )
6
_[0 o
0 0l
XG(X)+?£5()_() 49/ 1l | Yol
[ ey 2 3 )
o 3 [6 _g]_*[a §H6 6]
=l 3+ 5 3
_[o 9.
[0 0

G(X2?) = XG(X) + X6(X)
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JadiG adalahgeneralized Jordan left derivation.
iii. Akan dibuktikan bahw& adalahgeneralized left derivation.
G(XY) = XG(Y) + Y&6(X)
Dari ruas kiri diperoleh

com = ([ 218 1)
10 3/l0 2
o(l 3)

\l0_ 0

_l0o 2
0 o

Dari ruas kanan diperoleh
XG(Y) +Y8(X)

-3 e 1)+l e

WI N
— e
SN—

-2 22 742 12 3

0 3110 41 10 2110 O
= |0 §]+9 9]

0 0 0 0
_ 10 2]

0 oI

KarenaG(XY) = XG(Y) + Y6(X), makaG adalahgeneralized
left derivation. Jadi terbukti bahw& adalahgeneralized Jordan left
derivation yang merupakageneralized left derivation

Kemudian akan dibahas proposisi, teorema sertéyidian

yang berkaitan dengayeneralized Jordan |eft derivation pada ring
prima.

Proposisi 3.3.9

MisalkanR adalalring prima2-torsion free. JikaR merupakan
generalized | eft derivation yang berkaitan dengalordan |eft
derivation §, makas = 0 atauR adalah komutatif.

Bukti:

MisalkanG: R = R merupakargeneralized |eft derivation yang
berkaitan dengafordan left derivation §: R — R. Maka untuk
semuax,y € R diperoleh

G(x%y) = x2G(y) + 2yx5(x). (3.18)
Di lain pihak diperoleh
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G(x%y) = G(x(xy)) = x2G(¥) + 2xy5(x).
(3.19)
Dari mengurangkan persamaan (3.19) dengan persaif3aha®)
diperoleh
x2G(y) + 2yx6(x) — x%2G(y) + 2xy8(x) =0
2xy8(x) — 2yx6(x) =0
2[x,yl6(x) =0.
KarenaR merupakan ring prim&-torson free, persamaan (3.19)
menunjukkan bahwa
[x,y]6(x) =0 (3.20)
Dengan mensubstitusikap = yz pada persamaan (3.19), maka
diperoleh
[x,yz]5(x) =0
(lx,z] + [x,¥]12)6(x) =0
[x, y]IR 6(x) = {0} untuk semuax,y € R.
KarenaR adalah ring prima makgx,y] = 0 ataud(x) = 0 untuk
semuay € R. ]

Akibat 3.3.10

Misalkan R adalah ring prim&-torsion free. Jika Jordan |eft
derivation yang berkaitan adalasi # 0, makaR komutatif.

Bukti:
Bukti Akibat 3.3.10 diperoleh dari bukti Proposi&.3.9.
Diketahui persamaan (3.20), yaitu

[x,y]6(x) =0
Jikad # 0 sehingga
[x,y] =0
xy—yx =0
Xy = yx

MakaR adalah komutatif. Jadi Akibat 3.3.10 telah terbukt [}

Teorema 3.3.11

Misalkan R adalah ring prima2-torsion free dan G:R - R
merupakargeneralized Jordan left derivation yang berkaitan dengan
Jordan left derivation 6: R — R. Maka setiapgeneralized Jordan
left derivation padaR adalahgeneralized left derivation di R.
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Bukti:

Jika Jordan l€eft derivation yang berkaitan adalah= 0, makaG
adalahJordan left multiplier. Di sisi lain, anggap bahwdordan |eft
derivation yang berkaitan adalah = 0, maka dari Akibat 3.3.9
diketahui bahwa& adalah komutatif.

Dari jurnal yang berjudulOn Lie Ideals and Jordan Left
Derivations of Prime Rings pada tahun 2003 telah dibuktikan bahwa
setiapJordan left derivation pada ring prima2-torsion free adalah
left derivation. Oleh karena itu dari Lemma 3.3.3 bagiaman
karenaR merupakan ring prima @rsion free, diperoleh
G(xyz + zyx) = G((xy)z + z(yx))

=xyG(2) + zG(yx) + xy6(z) + zyd(x) + zx5(y).

Kemudian dengan menggabungkan dari Lemma 3.3.aiagi
diperoleh
xyG(z) + zG(yx) + xy8(2) + zy6 (x) + zx6(y) = xyG(2) +
zyG(x) + 2xy8(2) + 2zy6(x) + xz6(y) + zx6(y) — yx6(2)
—yz8(x)
Selanjutnya
2G(yx) = zyG(x) + xy6(z) + zyd(x) + xz5(y) — yx6(2)

—yz6 (x).
KarenaR komutatif maka
zG(yx) — zyG(x) —xz6(y) =0
z(G(yx) — yG(x) — x6(y)) = 0 untuk semua, y, z € R.
Selanjutnya
(Gyx) — yG(x) — x6(»))R(G (yx) — yG(x) — x8(y)) = {0}.
Karena sifat prima dai maka menyebabkan
G(yx) —yG(x) —x6(y) = 0.
G(yx) = yG(x) + x6(y)

Atau

G(xy) = xG(y) + y6(x), G adalah generalized left derivation
padaR. Jadi Teorema 3.3.10 telah terbukti. ]
Contoh 3.3.12

Misalkan R ring prima 2-torson free. R = {[(_) g],c‘z € ZZ}.
a
Didefinisikan pemetaan aditif: R — R yang memenuhi:

(2 D=1z 5

o

48



Didefinisikan pemetaan aditif: R —» R yang memenubhi:

o([z5)=15. 3l

a 0 0 0

Maka R adalahgeneralized Jordan left derivation yang generalized
left derivation.

Bukti: L
Ambil X,Y € R. MisalkanX = [0 0] danY = [8 g]

i. Akan dibuktikanRk adalahgeneralized Jordan left derivation.
G(X?) = XG(X) + X5(X)

o[ sllz ol) =y sle(lz ol) <l clo(lz 5]
o5 o) =[5 ol _[ [

[0 0 =[6 ] [ [0 0

0 0 0 ol [0 ol 1o of

il. Akan dibuktikanR adalahgeneralized |eft derivation.
GXY) = XG(Y) + Y6(X)

(5 olls ol) <[y ol<(5 o)+l ale((z gl

2 N T S T
\l0_ 0 1 olto ol [0 ollo O

[9 L =[9 9]+[9 9=[9 L

0 0 0 0 0 0 0 ol
Selanjutnya ambiX, Y € R. Misalkan X = [8 g] danY = [g g .

I. Akan dibuktikanR adalahgeneralized Jordan |eft derivation.
G(X?) =XGX) + X5(X)

¢(5 alls o) =I5 ol e o)+ ol o((3
(30 O T e [
ii. [Ekagl dibuktikanR Zd[aglah_]lnelal_lzezj I;t [dgenvganon

@ R -L Y@ DL Ul )

ol Ol
]



c([§ 0]) :[9 @] [9 §]+[§ @”9 0
\[0 © 0 o/ll1 ol lo ollo ©
0 0 0 0 0 0 0

Jadi terbukti bahw& adalahgeneralized Jordan left derivation yang
generalized | eft derivation.
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BAB IV
KESIMPULAN

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan sikiripadalah:

I. Setiapgeneralized Jordan left derivation pada ringk merupakan
generalized left derivation apabila memenuhi 2 syarat, yaitu:
- R adalah rin@-torsion free
- R memiliki komutator yang bukan pembagi nol Kiri.

ii. Setiap generalized Jordan left derivation pada ring primarR
merupakargeneralized left derivation apabila memenuhi syarat
R adalah ring prim&-torsion free.
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