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BI-IDEAL MINIMAL DALAM r-SEMIGRUP

ABSTRAK

Sebuah -semigrup dibangun oleh dua himpunan tak kosong yang
memenuhi sifat tertutup dan assosiatif. Misalkan M adalah
I-semigrup dan B merupakan sub-I-semigrup dari M jika memenuhi
sifat BIMI'B € B, maka B disebut bi-ideal dalam M. lJika B
merupakan bi-ideal yang tidak memuat bi-ideal lain dalam M, maka
B disebut bi-ideal minimal/(0-)minimal. Jika M tidak memuat bi-
ideal sejati, maka M disebut B-simple/(0-)B-simple. Dalam
sebuah [-semigrup yang memiliki bi-ideal dikatakan memiliki
karakteristik  bi-ideal  minimal/(0-)minimal  jika bi-idealnya
merupakan B-simple/ (0-)B-simple. Kemudian setiap irisan dua
bi-ideal sejati yang berbeda dalam I-semigrup memiliki karakteristik
bi-ideal minimal/(0-)minimal jika dan hanya jika irisannya
merupakan himpunan kosong atau {0}.

Kata kunci : bi-ideal, -semigrup, B-simple, bi-ideal minimal.



MINIMAL BI-IDEAL IN I-SEMIGROUPS
ABSTRACT

A T-semigroup built by two nonempty sets which satisfying
properties closed and associative. Let M be a -semigroup and B is
a sub-I-semigroups of M if satisfy the properties BTMI'B € B, then
B is called bi-ideals of M. If B has no contain any bi-ideals in M,
then B is called minimal/(0-)minimal bi-ideals. If M does not contain
proper bi-ideals, then M is called B-simple/(0-)B-simple.
In a l-semigroups with bi-ideals has characteristics of minimal/
(0-)minimal  bi-ideal if B-simple/(0-)B-simple. Then, every
intersection of two distinct proper bi-ideals in -semigroups have
characteristics minimal/(0-)minimal bi-ideals if and only if their
intersection is empty or {0}.

Keyword : bi-ideal, I-semigroups, B-simple, minimal bi-ideal.
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DAFTAR NOTASI
Keterangan

Himpunan bilangan asli

Himpunan bilangan riil

Himpunan bilangan bulat
Himpunan bilangan bulat positif
Himpunan bilangan bulat modulo n
Elemen (anggota)

Bukan elemen (bukan anggota)
Himpunan bagian (subset)
Himpunan kosong

Himpunan A yang elemennya nol saja

Tidak sama dengan

Hasil kali kartesius S dan S

Pemetaandari S X S ke S

Implikasi jika A maka B

Sebarang operasi biner

Operasi penjumlahan biasa

Operasi pergandaan biasa

Irisan

Gabungan

Untuk setiap

Semigrup

F-Semigrup

Himpunan M tidak memuat nol

Himpunan semua matriks berukuran n xn
dengan entri bilangan bulat

Bi-ideal yang dibangun oleh elemen a
Bi-ideal dalam Semigrup didefinisikan
ASA = {asala € A, s € S}

Bi-ideal dalam I-Semigrup didefinisikan
BT'MTB = {aymyb|a,b € B,y eT,m €
M}.

Akhir dari sebuah bukti



BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan takokg dilengkapi
dengan suatu operasi biner tertentu dan memenshiraé tertentu.
Dengan kata lain struktur aljabar dibangun olea kgmponen, yaitu
himpunan, operasi dan aksioma. Banyaknya operasil@nyaknya
aksioma menjadi pembeda antara struktur aljabag gatu dengan
yang lain, sebagai contoh grup, semigrup, ring,isegy modul dan
lain sebagainya.

Semigrup merupakan salah satu bentuk straifabar dengan
satu operasi biner yang bersifat tertutup dan asbsiSebarang
semigrup dapat digeneralisasi menjaeiemigrup. Berbeda dengan
semigrup, /-semigrup dibangun oleh dua himpunan tak kosong.
Dalam sebuali-semigrup terdapat bi-ideal. Konsep bi-ideal dalam
I'-semigrup dan karakteristiknya telah diperkenalkéh Aiyared
lampan pada tahun 2009 dalam jurnalnya yang bdrjgicideals in
I-semigroups. Karakteristik ini memberikan ciri khusus pada bi-
idealnya menjadi bi-ideal minimal/(0-)minimal. Dalaskripsi ini
akan dibahas mengenai definisi, lemma dan teoresmg Yerlaku
pada bi-ideal minimal dalanmi-semigrup.

1.2 Perumusan M asalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalghiag akan
dibahas dalam skripsi ini yaitu bagaimana definlsinma dan
teorema berserta bukti-buktinya yang berlaku paddeal minimal
dalam I'-semigrup.

1.3 Tujuan

Tujuan pembahasan dalam skripsi ini yaitmpelajari definisi,
contoh, lemma dan teorema beserta bukti-buktinyag yiaerlaku
pada bi-ideal minimal dalai-semigrup.






BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dantohnya, serta
teorema dan buktinya sebagai acuan dalam membahasgalahan.

2.1 Operas Biner dan Operas Ternari

Dalam struktur aljabar, suatu himpunan yekgkosong dengan
elemen-elemennya dapat dikaitkan dengan operagurpkman,
perkalian atau beberapa operasi biner lainnya. kBerini akan
diberikan definisi tentang operasi biner dan opeessari.

Definisi 2.1.1 (Operasi Biner)

Misalkan S adalah himpunan tidak kosong. Operasi bingrada
himpunanS adalah pemetaan dafix S ke S, atau dinotasikan
sebagai berikut.
*xSXS—>S
(a,b) — axb=cE€S.

Operasi-operasi dasar dalam objek aljabar sepemjumlahan,
pengurangan dan perkalian merupakan contoh damasip®&iner
pada semua himpunan bilangan riil.

(Bhattacharya, 1990)

Definis 2.1.2 (Sifat Operasi Biner)

Operasi binek: S X S — S pada himpuna#f dikatakan:

(i) Komutatif jikax *y =y * x,Vx,y € S.

(i) Assosiatif jikax = (y*z) = (x *y) *z,Vx,y,Zz € S.
Jika o adalah operasi biner yang lain patlenaka operasi biner
x dikatakan;

(iii) Distributif kiri atase jika
x*x(yoz)=(x*y)o(x*2z),Vx,y,z€ES.

(iv) Distributif kanan atas jika
(yez)*x=(y*x)o(z*x),Vx,y,Z€ES.
Jika operask adalah distributif kanan dan kiri atas operasi
maka operasi dikatakan sebagai distributif atas

(Bhattacharya, 1990)



Definisi 2.1.3 (Operasi Ternari)

Untuk suatu bilangan bulat positif, pemetaanf :S" — S, di

manaS" = SxSx---x S ( n faktor ) disebut operasiari padaS
Ketika N =1 maka pemetaan : S -~ S disebut operasi unari dan
ketika N=3 maka pemetaarnw:SxSxS - Sdisebut operasi

ternari.
(Bhattacharya, 1990)

Definisi 2.1.4 (Pemetaan)

MisalkanA danB adalah himpunan tidak kosong. Pemetadari A
ke B adalah suatu relasi sedemikian sehingga untulpsetE A
terdapat satb € B makaf(a) = b. Pada pemetaaf dari A ke B,
himpunan4 disebut daerah asal (domain) dArdan himpunarB
disebut daerah kawan (kodomain) dariSecara umum dikenal dua
macam pemetaan yaitu:
(i) f disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika untekapa, b € A
dengam # b makaf(a) # f(b).
(i) f disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk getiae B
terdapain € A sedemikian sehingda= f(a).
Jika fmerupakan pemetaan injektif dan surjektif, makdisebut
sebagai pemetaan bijektif.
(Bhattacharya, 1990)

2.2 Semigrup

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yangersegha dan
dilengkapi dengan satu operasi biner. Semigrup paé@n suatu
himpunan tidak kosong yang di dalamnya terdapat®agrasi biner.
Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengemigrup
diberikan sebagai berikut

Definisi 2.2.1 (Semigrup) MisalkanS adalah himpunan tak kosong
yang didalamnya didefinisikan oleh operasi biner’, “ atau
dinotasikan dengar{S,*), maka S disebut sebagai semigrup jika
bersifat:
() (S,*) tertutup yaitu(a = b) € S untuk semua, b € S.
(ii) (S,*) assosiatif yaitfa * b) * ¢ = a * (b * ¢) untuk semua
a,b,c €S.
(Whitelaw, 1995)



Contoh 2.2.2

Misalkan N adalah himpunan bilangan asli yang didalamnya
didefinisikan operasi biner«" terhadap perkalian dan penjumlahan
biasa yaitua*b =a+ b+ ab. Maka (N,x) merupakan suatu
semigrup.

Bukti:
(i) Tertutup
Ambil sebarang, b € N.
a*b=a+b+ab€eN.
Jadi,terhadap operasi perkalian dan penjumlahalakoesifat
tertutup pada bilangan asli.
(i) Assosiatif
Ambil sebarangt, b, ¢ € N.
(a*b)*c=(a+b+ab)*c
=a+b+ab+c+ (a+b+ab)
a+b+ab+c+ac+ bc+ abc
a+(b+c+bc)+alb+c+ bc)
a+ (bxc)+a(bx*c)
=ax*(b=xc)
Jadi paddN,*) berlaku sifat assosiatif.
Karena(N,*) bersifat tertutup dan assosiatif terhadap opédaimsr
“x” dana * b = a + b + ab, maka terbukt(N,*) adalah semigrum.

Contoh 2.2.3

Misalkan 2, (2) = {(* Z) |a,b,¢, d € Z}, maka(M;(@), +) dan
(M, (Z), » ) adalah semigrup.

Bukti:

: . _(a b _ (e f AT
Ambil matriks 4 = (C d)’B = (g h) danC = (k l) dimana
A, B, C € M,(Z).

% M, (Z) terhadap operasi penjumlahan:
() (My(Z),+) Tertutup.

ave=( 9+ »)=(35 aih)



karenaa+e€Z b+ f€Zc+g€Z dand +heZ, maka
A+ B € M,(Z).
(i) (M,(Z),+) Assosiatif.

a+m+e=[E D+ B+ G 2
aF b+ [ ]
=<?+; d+.]}c1>+(;< Jz)
=<(a+e)+1 (b+f)+j)
(c+g)+k (d+h)+1

_<a+(e+i) b+(f+j))
" \c+(@+k) d+(h+D)

-2 )+ (GTk 23)

=A+ (B +0)
Karena (M5,(Z),+) memenuhi (i) dan (i), maka terbukti
(M, (Z),+) adalah semigrup. [ ]

s M, (Z) terhadap operasi perkalian :
(i) (Mm,(Z),+) Tertutup.
. _ab.ef_ae+bg af + bh
A B_(c d) (g h)_<ce+dg cf+dh)
karenaae + bg € Z,af + bh € Z,ce + dg € Z,cf + dh € Z,
makad+ B € M,(Z).
(iiy (M,(Z),+) Assosiatif.

e, (a by.(e AN].(t J
@m-c=|¢ D (G &G D
ae +bg af + bh i j
(ce +dg cf + dh) (k l)
(ae + bg)i + (af + bh)k (ae + bg)j + (af + bh)l
((ce +dg)i + (cf +dh)k (ce +dg)j+ (cf + dh)l)
a(ei + fk)+ b(gi + hk) a(ej + f1) + b(gj + hl)
(c(el + fk)+d(gi+ hk) c(ej+ fl) +d(gj+ hl))
a b ei+ fk ej+fl
(c d) (gi + hk gj+ hl)
_(a b\, [(e f\.(i Jj
R ARt
= A+ (B* ()
Karena(M,(Z), « ) memenuhi (i) dan (ii), maka terbuktv, (Z), « )
adalah semigrup. [



Contoh 2.2.4

Himpunan bilangan bulat modulo tiga yaily = {0, 1,2} terhadap
operasi penjumlahan dan pergandaan adalah semigrup.

Bukti:
Berikut merupakan tabel penjumlahan dan pergandaafi,.

Tabel 2.2.1 Operas penjumlahan pada Z3

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
Tabel 2.2.2 Operasi pergandaan pada Zs
. 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Z5 terhadap operasi penjumlahan:

(Z5,+) Tertutup.

Ambil sebarang, b € Z5.

Berdasarkan Tabel 2.2.1 terlihat bah@#a, +) tertutup, karena
a+ b € Z3, untuk setiap, b € Z5.

Jadi paddZs, +) berlaku sifat tertutup.

(i) (Zs3,+) Assosiatif.

(i)

Ambil a = 1,b = 0, danc = 0.
1+0)+0=1+0=1
1+4(0+0=1+0=1
Dengan cara yang sama, untuk setigip ¢ € Z3 akan diperoleh
(a+b)+c=a+(b+c).
Jadi paddZs, +) berlaku sifat assosiatif.

Z+ terhadap operasi pergandaan:
(Zs, *) Tertutup.
Ambil sebarangy, b € Z5.



Berdasarkan Tabel 2.2.2 terlihat bah@#a, <) tertutup, karena
a* b € Zs, untuk setiap, b € Z;.
Jadi paddZs, ) berlaku sifat tertutup.

(i) (Zs, ) Assosiatif.

Ambila =1,b = 0, danc = 0.
(1+0)*0=0°0=0
1+(0°0)=10=10

Dengan cara yang sama, untuk setighy c € Zz akan diperoleh
(a*b)sc=a*(b*c).
Jadi paddZs, < ) berlaku sifat assosiatif.
Karena(Zs,+) dan(Zs, *) memenuhi sifat tertutup dan assosiatif,
terbuktiZ; adalah semigrup. ]

Definisi 2.2.5 (Semigrup komutatif)

Misalkan (S,*) adalah semigrup, maké&,*) disebut semigrup
komutatif jika berlakwt * b = b * a,¥a, b, c € S.
(Golan, 1999)

Contoh 2.2.6

Misalkan (N, +) merupakan semigrufN adalah himpunan bilangan
asli. Buktikan bahw&N, +) merupakan semigrup komutatif.

Bukti:

Dari Contoh 2.2.2 diketahufN, +) merupakan semigrup. Akan
dibuktikan bahwdN, +) semigrup komutatif.

Ambil sebarangz, b € N, makaa + b = b + a untuk setiapa, b €
N. KarenaN bersifat komutatif terhadap penjumlahan jadi
a+b=b+aVa,b € N.

Terbukti bahwdN, +) semigrup komutatif. ]

Definisi 2.2.7 (Semigrup dengan el emen nol)

Misalkan S adalah suatu semigrup terhadap opeeaksalpan. Suatu
elemena dalam S disebut elemen nol jika = ax = a, Vx € S.
(lampan, 2008)



Contoh 2.2.8

Berdasarkan Contoh 2.2.4 terbukti bahwé&; merupakan
semigrup, selanjutnya buktik@ memuat elemen nol.

Bukti:
Ambil a € Z3 yaitua = 0 yang merupakan elemen nol dalam M dan
x € Zzyaitux = 2 maka

xa=20=0
ax=0-2=0
untuk semuax € Z3 memenuhixa = ax = a. Terbukti bahwaZ;
merupakan semigrup dengan elemen nol. ]

Definisi 2.2.9 (Subsemigrup)

Misalkan (S,*) adalah semigrup terhadap operasi biner tertemu da
A adalah himpunan bagian dariSdisebut subsemigrup dari S jika
(A,*) merupakan semigrup.

(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.10

Misal MZ(Z)={(Z Z)|a,b,c,dez} merupakan semigrup

x 0

0 0) |x € Z} merupakan

terhadap operasi perkalian, maka= {(
subsemigrup daiv;, (Z).

Bukti:
Berdasarkan Contoh  2.2.3 telah dibuktikan bahw#,(Z)
merupakan semigrup, selanjutnya harus dibuktikalekin dahulu
bahwaA juga merupakan semigrup terhadap operasi perkgsiag
sama.

Ambil sebarang matrik¥ = (x 0) Y = ()’ 0) danz = (z 0)

0 0 0 0 0 0
dimanaX,Y, Z € A.
¢ Aterhadap operasi perkalian:
(i) (A4,+) Tertutup

7= 0@ 0=(F o



karenaxy € Z, makaX-Y € A.
(i) Assosiatif

an-2=[(G )G ol G o

[e=)
~—r

x 0\, (yz O
5 9 G 9
(X . y . (Z
=6 016 0)° G o
=X+ (Y*2)
untuk sebarang, Y, Z € A berlaku
(X+Y) Z=X+(Y*2).
Terbukti bahwea(4, « ) merupakan semigrup. KareAac M, (Z)dan
(4, *) merupakan semigrup, maka, ) adalah subsemigrup dari
M (), +). -

(e)
N——
[S—

2.3 Ideal dalam Semigrup

MisalkanS adalah semigrup dahadalah subsemigrup d&i

(i) A disebut ideal kanan dari S apabila untuk sem@&@A dan
s € S berlakuas € A dapat ditulisAS < A.

(i) A disebut ideal kiri dari S apabila untuk senaua A dans € S,
berlakusa € A dapat ditulisSA € A.

(iif) A disebut Ideal dua sisi/ideal dalam semigr@papabila A
merupakan ideal kanan dan ideal Kiri.

(Lallement,1979)

Contoh 2.3.1

MisalkanZ,s merupakan semigrup terhadap operasi perkalian.
Tentukan ideal-ideal da,; g.

Bukti:

Berdasarkan Tabel 2.3.1 pada lampiran diper@gh merupakan
semigrup terhadap operasi perkalian karena memesifahitertutup
dan assosiatif. Selanjutnya berdasarkan defingidiberoleh ideal-
ideal dariz, g yaitu:



A; =1{0,6,12}
A, =1{0,9}

As = {0}

Ag = ZLsg

untuk setiapa € 4; dengani={1,2,3,4,56}, s € Z;g berlaku
as € A; dansa € A;.

Definis 2.3.2 (Ideal minimal dalam semigrup)

Misalkan S merupakan semigrup tanpa elemen nol dan A adalah
ideal dalamS. A disebut ideal minimal jika untuk setiap ideal lain
yaitu B dalam semigru® tidak termuat dalard, dengan kata laiA
tidak memuat ideal lain selain dirinya sendiri.

(Lallement,1979)

Definis 2.3.3 (Ideal (O-)minimal dalam semigrup)

Misalkan S merupakan semigrup dengan elemen nolddadalah
ideal dalam S, maka A disebut ideal (0O-)minimadjik
() A=+{0}
(i) (VB <S),{0} < B < AmakaB = {0} atauB = A.
Artinya untuk setiap ideal laiB dalam semigrugs tidak termuat
dalamA dimana A hanya memuat ideal terhadap dirinya sedan
{0}

(Lallement,1979)

Contoh 2.3.4

Berdasarkan Contoh 2.3Z1g merupakan semigrup terhadap operasi
perkalian dan ideal-ideal d&fjg yaitu

4, = {0,6,12}
A, =1{0,9}

As = {0}

Ag = Lqg

Tentukan ideal minimal dalafy g.



Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.3.3 dapat diketahui bahwa:

A; memuat ideall; danAg

A, memuat ideall;, A, dands

A5 tidak memuat ideal selain dirinya sendiri dah < A

A, tidak memuat ideal selain dirinya sendiri dah< A,

Ac tidak memuat ideal selain dirinya sendiri

Ag memuat ideald,, A,, 45, A, dan As

karenads, A, danAs tidak memuat ideal lain dalaf g selain
dirinya sendiri, makas, A, dan4s adalah ideal minimal dalafyg.

2.4 Bi-ideal dalam semigrup

MisalkanS merupakan semigrup dansubsemigrup dais makaA
disebut bi-ideal dalam S jik&SA < A.
DidefinisikanASA = {asa:a € A,s € S}

(Chinram, 2007)
Contoh 2.4.1

Misalkan N adalah semigrups terhadap operasi perkalian dan
B = 2N merupakan subsemigrup d&i maka B adalah bi-ideal
dalamN.

Bukti:

Diketahui N adalah semigrup operasi perkalian d&n= 2N

merupakan subsemigrup da&fi Akan dibuktikan bahwa adalah
bi-ideal dalamN. Ambil sebarangn € N dan 2n € 2N berlaku
BNB = (2n)(n)(2n) = (2nn)(2n) = (2n?)(2n) = 2(2n®) karena
n® € N maka dapat ditulisBNB = 2(2N) € 2N = B. Terbukti
bahwaBNB < B sehinggaB = 2N adalah bi-ideal dalany. [

Contoh 2.4.2

Misalkan S = Z; — {0} merupakan semigrup terhadap operasi
perkalian dand = {1,2} merupakan subsemigrup daldy — {0},
makad adalah bi-ideal dalai@; — {0}.



Bukti:

Diketahuid = {1, 2} merupakan subsemigrup dal@mn— {0}. Akan
ditunjukkan bahwad adalah bi-ideal dalan; — {0} dan berlaku
ASA € A untuk setiam € A dans € S.

Tabel 2.4.1 Operasi perkalian pada ASA
asa

DD DD =] =] =1 = Q
N DI =21 = DN DN =21 =21 G
DI = DN = DN = N = Q

DI I = = = DN N =

Berdasarkan Tabel 2.4.1 diperoleASA = {1,2} € A, dengan
demikian terbuktid adalah bi-ideal dalaiz; — {0}. ]

Contoh 2.4.3

Misal S = M,(Z) = {(? Z) |a,b,c,d € Z} merupakan semigrup
terhadap operasi perkalian, maka

_ _f(x O s
A=M,(Z) = {(0 0) |x € Z} merupakan bi-ideal daM.

Bukti:

Berdasarkan Contoh 2.2.10 telah dibuktikan balwaerupakan
sub-semigrup dari S. Selanjutnya akan dibuktikahwaa berlaku
sifat ASA € A, makaA merupakan bi-ideal dari S.

Ambil A = (’6 8) danS = (Ccl Z) maka

154=(5 o) (¢ )G o
A (xoa xob) ) (g 8)
=(xgx xgx)



Karenaxax € A danxbx € A, makaASA € A. Terbukti bahwaA
adalah bi-ideal daf. [

Definisi 2.4.4 (Bi-ideal sgjati dalam semigrup)

Misalkan S merupakan semigrup dan A adalah bi-idadm S. A
disebut bi-ideal sejati dari S jika A merupakan piman bagian
sejati dari S dad = S. Dengan kata lain bi-ideal tak sejatinya yaitu
A=Sdan {0}.

(Lajos, 1969)
Contoh 2.4.5

Misalkan S =Z; — {0} merupakan semigrup terhadap operasi
perkalian dam = {1, 2} adalah bi-ideal dalaiB; — {0}.

Bukti:

DiketahuiS = Z; — {0} adalah semigrup terhadap operasi perkalian
danA = {1,2}. Karenad = S, maka A adalah bi-ideal tak sejati dari
S. ]

2.5 Bi-ideal minimal dalam semigrup
Definisi 2.5.1 (Bi-ideal minimal dalam semigrup)

Misalkan S adalah semigrup tanpa elemen nol danefupakan

suatu bi-ideal dalam S, maka A disebut bi-idealim@&hdalam S jika

A tidak memuat bi-ideal B yang merupakan bi-idedt ldalam S.
(lampan, 2008)

Definis 2.5.2 (Bi-ideal (0-)minimal dalam Semigrup)

Misalkan S adalah semigrup dengan elemen nol dauaiah bi-
ideal tak nol dalam S, maka A disebut bi-idealrf@Aimal dalam S
jika A tidak memuat bi-ideal tak nol B yang merugakbi-ideal tak
nol lain dalam SEkuivalen, jika untuk setiap bi-ide® dalam$
sedemikian sehingga c A, makaB = {0}.

(lampan, 2008)

Definis 2.5.3 (B-smple Semigrup)

Misalkan S adalah semigrup tanpa elemen nol dadaih bi-ideal
dalam S, maka S disebBtsimple jika tidak memiliki bi-ideal sejati.
(lampan, 2008)



Definisi 2.5.4 ((0-)B-ssmple semigrup)

Misalkan S adalah semigrup dengan elemen nol daad&ah
bi-ideal dalam S, maka S disehi@)B-simple jika tidak memiliki
bi-ideal sejati tak nol da§? # {0}.

(lampan, 2008)






BAB I11
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, laeorema dari bi-
ideal dalani’-semigrup.

3.1 T'-Semigrup
Definisi 3.1.1(I'-Semigrup)

Misalkan M danI’" adalah dua himpunan tak kosong. M disebut
Ir'-semigrup jika terdapat pemetagnM X I' X M - M (memetakan
(a,y,b) —» ayb) yang memenuhi sifat:
(). Tertutup

ayb € M,VYa,b € M danvy € T
(ii). Assosiatif

(ayb)uc = ay(buc),va,b,c € M danvy,u €T.

(lampan, 2009)

Selanjutnya didefinisikan dahulu notasi yarkgm digunakan.
Misalkan A dan B adalah himpunan bagian tak kosdatam
I'-semigrup M. Didefinisikan AT'B = {aybla € A,y €T',b € B}.
Untuk {a}I'B ditulis al'B, Ar'{b} ditulis Al'b, dan{a}I'{b} ditulis
al'b. Kemudian untulae b cukup ditulisab.

Berikut ini contoh suatu semigrup yang merupakaemigrup:

Contoh 3.1.2

MisalkanZs; merupakan semigrup terhadap operasi perkalian.
Buktikan bahwéZ; merupakam’-semigrup untuk

(i) T={1}
(i) T ={0,2}
Bukti:

Berdasarkan Contoh 2.2.4 telah dibuktik&nmerupakan semigrup
terhadap operasi perkalian, selanjutnya akan dkarktbahwaZ,
merupakar -semigrup. Didefinisikan suatu pemetaan:

e 13 X' XZz > 73



(a,y,b) » ayb

Untuk setiam, b € Z; dan setiag € T.

(i)

(ii)

Untuk T = {1}, lihat lampiran pada Tabel 3.1.1.

Berdasarkan Tabel 3.1.hLyb € Z3,Va,b € Z; dan Vy €T
(Tertutup). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

(ayb)uc = ay(buc),Va,b,c € Z3 danvy, u € I' (Assosiatif).
ambila = 2,b = 2,c = 2 dany = 1, u = 1, diperoleh
(ayb)uc = (2°1+2)+1-2=2

ay(bpuc) = 21+ (2+1-2) =2

Dengan cara yang sama, untuk sewap,c € Z; dan setiap
y,u € I' akan diperoleh(ayb)uc = ay(buc). Karena berlaku
sifat tertutup dan assosiatif, maka terbukti merupakan
I'-semigrup. [ ]
UntukT = {0, 2}, lihat lampiran pada Tabel 3.1.2.
Berdasarkan Tabel 3.1.2yb € Z;,Va,b € Z; dan Vy eT
(Tertutup). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

(ayb)uc = ay(buc),Va, b, c € Z; danvy, u € I' (Assosiatif).
ambila =2,b = 2, i 2 dany = 0, u = 2, akan diperoleh
(ayb)uc = (2°0+2)+2-2=0

ay(bpc) = 2-0°(2°2°2)=0

Dengan cara yang sama, untuk setigap,c € Z; dan setiap
y,u €T akan diperoleh(ayb)uc = ay(buc). Karena berlaku
sifat tertutup dan assosiatif, maka terbulli merupakan
I'-semigrup. ]

Berikut ini contoh suatul-Semigrup yang bukan merupakan
semigrup:

Contoh 3.1.3

MisalkanM = {—i,0,i} danl' = M . Buktikan bahwa M merupakan
I'-semigrup terhadap operasi perkalian tetipibukan semigrup
terhadap operasi perkalian.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwaM = {—i,0,i} merupakanI-semigrup
terhadap perkalian. Didefinisikan suatu pemetaan:

st MXI'XM->M
(a,y,b) » ayb



Untuk membuktikan bahwa M adaldhsemigrup harus memenuhi
sifat tertutup dan assosiatif.
(i) Tertutup
Misalkan diambila,b € M yaitua =i,b = -i dany €T yaitu
y =i, maka diperoleluyb = i*i* (-i) = i. Dengan cara yang
sama untuk setiagp b € M dany € I', maka berlakuyb € M.
(i) Assosiatif
Misalkan diambil a,b,c € M yaitu a =i,b =-i, c =i dan
y € T'yaituy =i ,u = —i, maka
(ayb)uc = (i*i* (-D))(—D)i=(D1=1i
ay(bpc) = iv i ((-)* (=i)*i) =-1+(-i) =i
diperoleh(ayb)uc = ay(buc). Dengan cara yang sama, untuk
setiapa, b,c € M dan setiag, u € T akan diperolelfayb)uc =
ay (buc), maka terbuktM bersifat assosiatif.
Karena M bersifat tertutup dan assosiatif maila merupakan
I'-semigrup. Selanjutnya akan ditunjukkan bahia merupakan
semigrup terhadap operasi perkalian.
Didefinisikan pemetaan:
c MXM->M
(a,b) » ab
Berikut ini tabel operasi perkalian pada M

Tabel 3.1.3 Operas perkalian pada M

e | =i |0 i
—i|—-1|]0| 1
0| 0 |0| O
i 1 |0]—1

Berdasarkan Tabel 3.1.3 dapat dilihat bahwh¢ M dan1 ¢ M
sehingga(M, ¢ ) tidak bersifat tertutup dan tidak assosiatif sghan
(M, *) bukan merupakan semigrup. |

Contoh 3.1.4

Misalkan Z; — {0} denganT = {2}. Tunjukkan bahwaZ; — {0}
merupakar'-semigrup terhadap operasi perkalian.



Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa (Z; —{0}) merupakan I'-semigrup
terhadap operasi perkalian. Didefinisikan suatugiean:
* i (Zz —{0}) xT x (Z3 — {0}) - (Z3 — {0})
(a,y,b) » ayb
(i) Tertutup
Z; — {0} terhadap operasi perkalian bersifat tertutup. Mésa
diambil a,b € Z; — {0} dany = 2 akan diperlihatkan bahwa
ayb € Z, — {0} pada tabel berikut:

Tabel 3.1.4 Operas perkalian pada ayb

a|y|b|ayb
1(2|1] 2
1/2|2] 1
221 1
21212] 2

Berdasarkan Tabel 3.1.4va, b €7Z;—{0} dan Vy €T,
diperolehayb € Z; — {0}.

(i) Assosiatif
Pada Tabel berikut ini akan diperlihatkan bah#ga— {0}
terhadap operasi perkalian bersifat assosiatif.

Tabel 3.1.5 Operasi perkalian terhadap (ayb)uc dan
ay(buc)

S

(ayb)uc | ay(buc)

NI NI NI NI R = = = .
NI I NI =1 NI = NI = e
NI NI NI NI DI NI NI NI=
[NST] I NSTI I SSTT I NOT1 I NS T NS T ST NSl

NI NI =1 =1 NI DN = =
NI = = DN = NI NI =
NI 1 =1 NI = NI NI

Berdasarkan Tabel 3.1.5 diperol@yb)uc = ay(buc),



Va,b,c € Zy — {0} danvy,p€T.
Karena bersifat tertutup dan assosiatif, maka terbbahwa
Z5 — {0} merupaka-semigrup terhadap operasi perkalian m

Definisi 3.1.5 (I'-semigr up dengan elemen nol)

Misal M adalah suatii-semigrup. Suatu elemendalam M dimana

M dengan paling sedikit dua elemen disebut elemeh jika

xya = ayx = a, Vx € M danvy € T, dana diberi notasi 0.
(lampan, 2009)

Contoh 3.1.6

Misalkan M = Z3 denganl’ = {1} adalahT'-semigrup. Buktikan
bahwaZ; adalal’-semigrup dengan elemen nol.

Bukti:

Berdasarkan Contoh 3.1.2 terbukti bahwa; merupakan
[-semigrup, selanjutnya akan dibuktik#&gn merupakanI'-semigrup
dengan elemen nol. Misalkan diamhil€ Zs yaitu a = 0 yang
merupakan elemen nol dalam M,€ Z; yaitu x = 2, dany €T’
yaitu y =1, maka xya=2+10=0 dan ayx=0-1-2 = 0.
Dengan cara yang sama untuk semuaZs dany € I' memenuhi
xya = ayx = a.Terbukti bahwaZs merupakan-semigrup dengan
elemen nol. ]

Definis 3.1.7 (sub-I'-Semigrup)

Suatu subset tak kosong A daldivsemigrup M disebut sub-
semigrup dalam M jikaATA € A berarti ayb € A,Va,b € A dan
Vy €T.

(Chinram, 2007)

Contoh 3.1.8

Misalkan M = Z, denganT = {2} merupakanl-semigrup, maka
A = {0,2} adalah suli~semigrup darZ,.



Bukti:
Akan ditunjukkan bahwd, merupakai-semigrup terhadap operasi
perkalian. Didefinisikan suatu pemetaan:
e :ly XIT'XZy -7y
(a,y,b) » ayb

(i) Tertutup

Misalkan diambila, b € Z, yaitua=2,b =1 dany €T yaitu

y = 2, makaayb = 2+ 2+ 1 = 0. Dengan cara yang sama untuk

setiapa, b € Z, dany € T', maka berlakuyb € Z,.
(i) Assosiatif

Misalkan diambila,b,c € Z, yaitu a=2,b=1,c =3 dan

y,u €T yaituy = 2,u = 2, maka

(ayb)uc = (2°2+1)+2-3=0

ay(buc) =22+ (1+2+3)=0

Dengan cara yang sama untuk setiab,c € Z, dany,u €T,

maka berlakayb)uc = ay(buc).
Karena Z, bersifat tertutup dan assosiatif, maka terbuktiwza
Z, merupakai'-semigrup terhadap operasi perkalian. Selanjutnya
akan ditunjukkan bahwa = {0, 2} merupakan suld~semigrup dari
Z, yang memenuhl'A € A. Misalkan diambila,b € A,y € T akan
ditunjukkanayb € A pada tabel berikut:

Tabel 3.1.6 Operasi perkalian pada ATA

a|y|b|ayb
0[2[0] ©
0/2]2] 0
2|12|/0] 0
2(2[2] 0

Dari Tabel 3.1.6 diperoledI'A = {0} € A. Karena untuk setiap
a,b € A dany €T diperolehayb € A, maka terbukti A merupakan
sub-T'-semigrup darlZ, dan sub¥-semigrup ini merupakan sub-
semigrup tak sejati daf,. |

3.2 | deal dalam I'-Semigrup.

Definisi 3.2.1 (Ideal dalam I'-Semigrup )



Misalkan (M,x) merupakanT-semigrup danA adalah subi-
semigrup darM. A disebut ideal dalan¥/ jika memenuhiMTA € A
danAT'M c A. Didefinisikan
MTA = {mya|lm € M,y € T,a € A} dan
ATM = {aym|a € A,y €T,m € I}.

(lampan, 2009)
Contoh 3.2.2

Misalkan Z, denganl’ = {2} adalahI'-semigrup. Tentukan ideal-
ideal dariz,.

Bukti:

Z, merupakan I'-semigrup terhadap operasi perkalian karena
memenuhi sifat tertutup dan assosiatif. Selanjutbgadasarkan
Definisi 3.2.1 diperoleh ideal-ideal da#j yaitu:

A, = {0} (ideal tak sejati)

A, = {0,2} (ideal sejati)

A; = {0,1, 2} (ideal sejati)

A, = {0,1, 2,3} (ideal tak sejati)

Misalkan 4, = {0,2} adalah ideal sejati daf,. Ambil a € 4,,
m € Z, dany €T, akan ditunjukkan bahwa berlakuya € A, dan
aym € A, pada tabel berikut:

Tabel 3.2.1 Operasi pergandaan pada MT 4,

m|y|a|mya
02(|0] O
0(2|2] 0
1(2(0] 0
12|12 0
212|0] 0
2122 0
3/2|0| 0
312(2] 0

Dari Tabel 3.2.1, jelas bahwdl'A = {0} € A, karena untuk setiap
m € Z,,y €T,a € A, diperolehmya € A4,.



Tabel 3.2.2 Operasi pergandaan pada A,I'M

a m | aym
0/2/0] O
21210 0
0[2]1 0
2|2 ]1 0
0/2(2] 0
21212 0
0|23 0
2123 0

Dari Tabel 3.2.2 jelas bahw&,I'M = {0} < A, karena untuk setiap

m € Z,,y €T,a € A, diperolehaym € 4,. Karenad, adalah sub
I'-semigrup dariz, yang memenuhMTI'A, € A, danA,TM c A,
maka terbuktid, adalah ideal dalam M. Dengan cara yang sama
untuk setiapz € 4; dengan = {1,2,3,4}, m € Z, dany € ' berlaku
mya € A; danaym € A;. |

3.3 Bi-ideal dalam I'-Semigrup

Pada sebuah-semigrup terdapat himpunan bagian tak kosong
yang disebut sub-semigrup. Seperti pada semigrup, dalam suatu
I'-semigrup juga terdapat bi-ideal.

Definis 3.3.1 (Bi-ideal dalam I'-Semigrup)

Misalkan M merupakanl-semigrup darB adalah suli-semigrup
dariM, makaB disebut bi-ideal dari M jik&8TMT'B € B.
DidefinisikanBT'MI'B = {aymyb|a,b € B,y € I, m € M}.

(lampan, 2009)

Contoh 3.3.2

Misalkan M = Z; denganI'={2} merupakanI’-semigrup terhadap
operasi perkalian, makal = {0,1,2} danB = {0} adalah bi-ideal
dalamZs.

Bukti:

Menurut Contoh 3.1.2 telah terbukti bahwé; merupakan
I'-semigrup. Selanjutnya akan ditunjukkan bahva {0,1,2} dan



B = {0} adalah bi-ideal dalamZ;, maka harus memenubhi
BI'MTB € B.
(i) UntukA = {0, 1, 2} diambil sebarang,b € 4,
m € Zsz dany,u € I'. Operasi perkalian padél'MI'A diberikan
pada tabel berikut:

Tabel 3.3.1 Operas perkalian pada ATMTA
aymub

DN DN DN DI NI DI =] =] k=] =] =] = O] O Ol O Ol [ O Q
DN DI DI DI DI DI DI DI DI DI DI DI NI DI DN NI NI NI
NI =1 I NI = I NI = O NI =1 SN = O NI =IO 5
DN NI DI DI DN DN N1 DI DN DN DN DN NI NI NI NI NI NI
NI DI DI =] =] =1 Ol O O NI NI NI =] =] =] Ol Ol Ol | S
NI =1 Ol I NI Ol Ol | S| = N1 Ol Ol S| Ol Ol SIS

Dari Tabel 3.3.1 didapatkaATMT'A = {0,1,2} € A, karena untuk
setiapa,b € A,m € Zs; dany,u € I' diperoleh aymub € A, maka
terbuktiA adalah bi-ideal dalai;. ]
(i) Untuk B = {0} diambil sebarang, b € B,
untuk setiapm € Zz; dany,u € I. Operasi perkalian pada
BI'MI'B diberikan pada tabel berikut:



Tabel 3.3.2 Operasi perkalian pada BTMT B
a|y|m|u|b| aymub
0({2{0|2|0 0
0[{2[11]2|0 0
0/2[2]2]|0 0

Dari Tabel 3.3.2, jelas bahwATMI'B = {0} < B karena untuk
setiapa,b € B,m € Zz dany,u € I' diperolehaymub € B, maka
terbuktiB adalah bi-ideal dalar;. |

Definis 3.3.3

Dalam sebuahI'-semigrup dengan elemen nol yang memiliki

bi-ideal, maka setiap bi-ideal didalamnya memuanein nol.
(lampan, 2009)

3.4 Bi-ideal minimal dalam I"-semigrup

Definis 3.4.1 (Bi-ideal minimal dalam I'-semigrup)

Misalkan M adalali™-semigrup tanpa elemen nol dan B merupakan
bi-ideal dalam M. B disebut bi-ideal minimdalam M jika B tidak
memuat bi-ideal lain dalam M. Artinya jika terdagatmerupakan
bi-ideal lain dalam M, maka & B.

(lampan, 2009)

Contoh 3.4.2

MisalkanM = Z; — {0} dengam" = {2} merupakar-semigrup dan
B ={1,2} adalah bi-ideal dalamZ;. Tunjukkan apakah B
merupakan bi-ideal minimal dalalkh.

Bukti:

Dari Contoh 3.1.4 telah ditunjukkan bah&a— {0} = {1,2} dengan

I' = {2} merupakar-semigrup tanpa elemen nol. Selanjutnya akan
ditunjukkan B = {1,2} adalah bi-ideal dalamZ; — {0} yang
memenuhBI'MTB <€ B.



Tabel 3.4.1 Operasi Perkalian terhadap aymub
a|y|m|u|b|aymyb
T0Z D NN 1
11212 |2|1 2
1121122 2
1(2(2|2|2 1
21211121 2
20212 |21 1
21211122 1
20212 (2|2 2

Berdasarkan Tabel 3.4.1 jelas bahwa berlakumub € B, untuk
setiapa,b € B,y,u € I',m € M. Terbukti B adalah bi-ideal dalam
Z, — {0}. KarenaB merupakan satu-satunya bi-ideal da&ym- {0}
danB tidak memuat bi-ideal lain selabitu sendiri, maka B adalah
bi-ideal minimal dalanZ; — {0}. [

Definisi 3.4.3 (Bi-ideal (0-)minimal dalam T'-semigrup)

Misalkan M adalali™-semigrup dengan elemen nol dan B adalah bi-
ideal tak nol dalam M. B disebut bi-ideal (O-)mimhdalam M jika
untuk setiaB tidak memuat bi-ideal tak nol lain dalam M. Misaik
terdapat bi-ideal tak nol lain dalam M yaitu A, raak £ B.
Ekuivalen, jika untuk setiap bi-idedldalamM sedemikian sehingga
A £ B, makaB = {0}.

(lampan, 2009)
Contoh 3.4.4

Misalkan M = Z, denganT = {2} merupakanT-semigrup dan
bi-ideal dalant, yaitu:

A, = {0} (bi-ideal nol dan bi-ideal tak sejati)

A, = {0,2} (bi-ideal tak nol dan bi-ideal sejati)

A; ={0,1,2} (bi-ideal tak nol dan bi-ideal sejati)

A, = {0,1, 2,3} (bi-ideal tak nol dan bi-ideal tak sejati)

Tentukan bi-ideal (0-)minimal dalaf,.



Bukti:

Berdasarkan Definisi 3.4.2 dapat diketahui bahwa:

A, memuat bi-ideal tak nal, danA4;.

A; memuat bi-ideal tak nal,.

A, tidak memuat bi-ideal tak nol lainnya.

A; merupakan bi-ideal nol, teny tidak memuat bi-ideal tak nol
lainnya. Karen&l; danA, tidak memuat bi-ideal tak nol lain dalam
Z,, makad,; danA, adalah bi-ideal (0-)minimal dalaf,. ]

Berikut ini akan dibahas beberapa definisi dan aomhengenai
B-simple dan Q-)B-smple dalamI'-semigrup.

Definisi 3.4.5 (B-simple)

Misalkan M adalahl'-semigrup tanpa elemen nol dan B adalah

bi-ideal dalam M. M disebuB-smple jika tidak memiliki bi-ideal

sejati. Berarti M tidak mempunyai bi-ideal lainaeldirinya sendiri.
(lampan, 2009)

Contoh 3.4.6

Misalkan M = Z3; — {0} merupakanI’-semigrup terhadap operasi
perkalian dengaf = {5}, makaZs — {0} adalahB-simple.

Bukti:
Terdapat pemetaan " |
(Zz — {0}) X I x (Z3 —{0}) - (Z3 — {0})
(a,y,a) » aya
dengan operasi perkalian biasa sehingga diperoleh

Tabel 3.4.2 Operas perkalian pada aya

a|ly|a|aya
1/5(1] 2
1|5(2| 1
2|51 1
21512 2

Jadi untuk setiapa € Zz — {0} dan untuk setiapy €T yang
memenuhi pemetaan(Z; — {0}) x I X (Zz — {0}) — (Z3 — {0}).



maka (Zs — {0)I'(Z3 — {0}) = {1,2}. Bi-ideal tak sejati dariZs
adalahB = {1,2}. KarenaZ; — {0} tidak memiliki bi-ideal sejati,
dan satu-satunya bi-ideal dafi; — {0} yaitu B, maka Z; — {0}
adalahB-simple. [ ]

Definis 3.4.7 (0-B-smple)

Misalkan M adalali’-semigrup dengan elemen nol dan B adalah bi-
ideal dalam M. M disebutdf)B-simple jika tidak memiliki bi-ideal
sejati tak nol damI'M =+ {0}.

(lampan, 2009)
Contoh 3.4.8

Misalkan M = Zz denganl’ = {1} merupaka-semigrup terhadap
operasi perkalian, maka adalah(0-)B-simple.

Bukti:
Terdapat pemetaan: Zz X' X Z3 » Z3

(a,y7,a) = aya
dengan operasi perkalian biasa sehingga diperoleh

Tabel 3.4.3 Operas perkalian pada aya

Q
Q

aya

e e e e s e | e | e

NI =i Sl NI =] Sl NI = Ol
NI NI NI =l =] =l Ol Ol Ol
= NI Ol NI R Ol Ol Ol Ol

Berdasarkan Tabel 3.4.3 untuk setiag Zz dan untuk setiap € T
memenuhi  pemetaanZz X T X Z3z — Z3. Sehingga Z3['Z; =



{0,1,2} # {0}. Bi-ideal dari Z3 yaitud = {0} dan B = {0, 1, 2}.
KarenaZs; tidak memiliki bi-ideal sejati tak nol, maké;adalah
(0-)B-simple. [ |

3.5 Konsep Bi-ideal dalam I'-semigrup

Berikut ini diberikan beberapa lemma yang menjelaskonsep
suatu bi-ideal dalam sebuBksemigrup.

Lemma3.5.1

Misalkan M merupakanl-semigrup. Himpunanal'MTa adalah
bi-ideal dari M untuk semua e M.
Didefinisikanal'MTa = {aymyala,m € M,y € T}
(lampan, 2009)
Bukti:
Misalkan M suatu’-semigrup dan himpunasl'MT'a untuk semua
a € M. Akan dibuktikan bahwal'MT'a merupakan sub-semigrup
dari M. Karena al'MI'a € MTMTM € MTM € M sedemikian
sehinggaa'MT'a € M, maka
(aTMTa)I'(aTMTa) S (alMTM)I'(MITMTa)
C (aTM)I'(MTa)
= al((MT'M)Ta
C al'MTl'a
Terbukti al'MT'a merupakan subF-semigrup dari M. Selanjutnya
akan dibuktikan bahwal'MTa memenuhi sifat bi-ideal sehingga
al’'MT'a merupakan bi-ideal dalam M.
(aTMTa)IMI'(al'MT'a) S (aTMTM)ITMI(MTMTa)
c (al'M)I'MI'(MTa)

= al(MTMTM)Ta

C al'MTa
Jadi,terbukti bahwal’'MT'a untuk semuaz € M merupakan bi-ideal
dalam M. ]

Contoh 3.5.2

Misalkan M = Z, denganl’ = {2} merupakarl-semigrup terhadap
operasi perkalian, maka himpunafiiMT'a adalah bi-ideal dari M
untuk semua € M.



Bukti:
Diketahui Z, = {0,1,2,3} merupakan I'-semigrup. Selanjutnya
berlakual’ MT'a untuk semua € M, sebagai berikut;
Untuk a = 0 diperolehal’MT'a = {0}
a = 1 diperolehal’'MT'a = {0}
a = 2 diperolehal’'MTa = {0}
a = 3 diperolehal’'MTa = {0, 2}
Jadi, himpunaal'MT'a adalah bi-ideal dalai@,. [ ]

Lemma3.5.3

Misalkan M merupakan I'-semigrup dan B; = {By, B>, ...}
merupakan koleksi bi-ideal dalam M untuk setiag . Jika

mBi Z0, makaﬂB, merupakan bi-ideal dalam M.
idl ial

(lampan, 2009)

Bukti:

Akan ditunjukkanﬂ B, adalah bi-ideal dalam M.
idl

Harus dibuktikan terlebih dahuILﬂ B. adalah subI'-semigrup

iol
dalam M dan memenulm BiFMFﬂBI 0 ﬂB, :

idl il il
Diketahui M adalali-semigrup darB; merupakan koleksi bi-ideal
dalam M untuk setiape I dengan = {1,2,3, ...,n}
Diasumsikaﬂ B #¢.
idl
Jikaa, b EﬂB, .makaa, b € B; untuk setiag € I.
il
Kemudian, diambilm € M dan,u €T .
KarenaB; merupakan bi-ideal dalam M, maBRamerupakan
subI'-semigrup dalam M sehingga berlakgb € B; dan
aymub € B;,TMTI'B; € B; untuk setiap € I.
Karenaayb € B; untuk setiap € I makaayb eﬂB, :
idl



Oleh karenaaymub € B,TMTI'B; € B; untuk setiapi €I maka
aymub eﬂB,FMI’ﬂ B O ﬂBi , sedemikian sehingga diperoleh

idl il il
(\BrMr(B 0()B .
il il iol
Jadi, terbukti bahwﬂB, merupakan bi-ideal dalam M. |
il
Contoh 3.5.4

Misal M =7, denganT = {2} dalam Z, adalah I’-semigrup.
Kemudian B; = {0,1,2,3} dan B, = {0,2} adalah bi-ideal dalam
Z,, makan;c; B; dengan = {1, 2} adalah bi-ideal dafi,.

Bukti:

Akan dibuktikan;c; B; adalah bi-ideal dari dalard,. Diketahui
B, ={0,1,2,3} dan B, ={0,2}, maka B;nB, ={0,1,2,3} n

{0,2} = {0,2} = B,. KarenaB, adalah bi-ideal darZ, sehingga
N;ie; B; dengan = {1, 2} juga merupakan bi-ideal daZi,. [ ]

Misalkan M adalali’-semigrup B adalah suli-semigrup dari
dan A himpunan bagian tak kosong dBriJika B = M, maka
gabungan semua bi-ideal daleéBnyang dibangun oleld = {a}
dinotasikanB (a).

Lemma 3.5.5

Misalkan M merupakan-semigrup danB(a) adalah bi-ideal
dalam M yang dibangun oleh elemedimana
B(a) = a'MT'aUal'aU{a}, untuk setiam € M

(lampan, 2009)

Bukti:

Diketahui M adalali™-semigrup B(a) = al'MT'aUal'aU{a} adalah
bi-ideal yang dibangun oleh elemef dan A = {a}. Akan
ditunjukkan bahwaB(a) merupakanbi-ideal dalam M Harus
dibuktikan dahulu bahw#®(a) merupakan sub-semigrup dari M
dimana untuk setiap € M, berlaku



B(a)TB(a) = (al'MTaUal'aU{a})T'(alMTaUal'aU{a})

C (al'MTa)I' (al'MTa)U(ala)l (ala)U{a}l{a}

C (al'MT'a)Ual'aU{a}l'{a}

C (al'MT'a)Uala

C B(a)
sedemikian sehingga diperoléh(a)I'B(a) € B(a). KarenaB(a)
merupakan himpunan yang dibangun oléh= {a} dan berlaku
B(a)TB(a) < B(a), maka terbuktB(a) adalah sulb-semigrup dari
M. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwia) merupakan
bi-ideal dalam M, maka berlaku
B(a)TMT'B(a) = (alMTaUal'aU{a})TMT (aTMTaUal'aU{a})

C al'MT'al'MT'al'MT'aUal'al'MI'al'aUal’'MT'a
(ar'M)T'(al’'M)T'(aTM)T'aUalal'MI'al'aUal' MTa
(aTM)TaUal'(MTM)TMT'aUal'MT'a, karenaa € M
alMTaUal (MTMI'M)T'aUal'MTa
al'MT'aUal'MT'aUal'MTa
al'MTa

C B(a)
sedemikian sehinggaB(a)TMI'B(a) < al'MTl'a € B(a). Karena
pada B(a) berlaku B(a)TMT'B(a) € B(a), maka terbuktiB(a)
adalah bi-ideal dalari. MisalkanC adalah bi-ideal lain dalai
yang memuat himpuna® dengan A = {a}, maka{a} € C...(i).
SelanjutnyaC merupakan bi-ideal dalam M, makamerupakan sub
I'-semigrup dariM dan A € C sehinggaal'a € CT'C € C, jadi
al'a € C...(ii). Karena C adalah bi-ideal davl dan A € € maka
al'MT'a € CTMTC < C, jadial’'MTa < C...(iii). Dari pernyataan (i),
(ii), dan (iii) diperolehB(a) = al'MT'aUal'aU{a} < C. Terbukti
apabila terdapat bi-ideal lain dalam M yang menuatpunanA,
maka bi-ideal tersebut memug{a), sehinggaB(a) adalah bi-ideal
terkecil dariM yang memua#l. Jadi telah terbukti bahw(a) =
al'MT'aUal'aU{a}. Dengan kata laiB(a) adalah bi-ideal terkecil
dalam M yang dibangun oleh elemen ]
Contoh 3.5.6

Misalkan M = N suatu himpunan bilangan bulat positif dar{5}
dan M adalah suatd’-semigrup terhadap penjumlahan. Ambil
elemena dari M, misalkan diambit = 2, maka bi-ideal dalam M
yang dibangun oleh elemernyaituB(a) = alMTaUalaU{a}

NN N



Tabel 3.5.1 Operasi penjumlahan pada alMI'a

a |y|/m|y|a|aymya
2 |5|1|5]|2 15
2 |5]2|5]|2 16
2 |5]/3|5]|2 17
2 |5|/4|5]|2 18
2 |5|5|5]|2 19
dst
Tabel 3.5.2 Operas penjumlahan pada al'a
aly|a|aya
2152 9

Berdasarkan Tabel 3.5.1 dan Tabel 3.5.2, diperalgmya =
{15,16,17,18,19, ...}, aya = {9} dana = {2} sedemikian sehingga
B(2) = {15,16,17,18,19, ... JU{9}U{2}. ]

Contoh 3.5.7

Misal M =Z, denganT = {1} dalam Z, adalah I'’-semigrup.
Kemudian diambil himpunan bagian tak kosong d&gi yaitu
A = {2}, maka bi-ideal dalanZ, yang dibangun olel dimana
a € A yaitu B(a) = alMTaUalaU{a}. Misal diambil m € Z,,
y €T terhadap operasi perkalian padar danal’'MTa ditunjukkan
pada tabel-tabel berikut:

Tabel 3.5.3 Operas perkalian pada al'a
alyla|aya

21112 4




Tabel 3.5.4 Operasi perkalian pada al’'MTa

aly m|y|a|aymya
20 Te (N NINJ 2 0
211 | 1 4
2112 |1]2 2
2|13 |1]|2 0
21412 4
2|15 |1]2 2
2|1|6]1]2 0

Dari Tabel 3.5.3 dan 3.5.4, diperolejia = 4 danaytya = {0, 2, 4}
untuk setiapm € Zg,y €T,a € A, maka bi-ideal dariM yang
dibangun olel = {2} adalahB(2) = {0, 2, 4}U{4}U{2} = {0, 2,4}.

Berikut ini lemma yang menjelaskan tentdsgimple/(0-)-B-simple
dalam sebuah-semigrup yang dilihat dari bi-idealnya.

Lemma3.5.8

Jika M merupakanr-semigrup tanpa elemen nol d#h adalah
bi-ideal dari M, maka pernyataan berikut ekuivalen:
(i) M adalahB-smple.
(i) al'MTa = M untuk semua € M.
(iif) B(a) = M untuk semua € M.
(lampan, 2009)

Bukti:

(i) — (ii): Misalkan M adalahB-simple. Akan ditunjukkan bahwa
al’MT'a = M untuk semuaa € M. Berdasarkan Lemma 3.5.4
himpunamnaI’'MTa merupakan bi-ideal dalam M untuk senaua M.
Karena M adalatB-smple berarti M tidak memuat bi-ideal lain
selain dirinya sendiri. Padahal, himpunaiMI'a € M. Sehingga
al’'MT'a = M untuk semua € M. ]

(ii) = (iii): Misalkan diketahual'MT'a = M untuk semuaz € M.
Akan ditunjukkan bahwa B(a) =M untuk semua a € M.
Berdasarkan Lemma 3.5.1 diperolét(a) = alMTaUalaU{a}
untuk semuaa € M dan diketahuial'MT'a = M, maka B(a) =



MUal'aU{a} untuk semua € M. Selanjutnya untuk membuktikan
bahwaB(a) = M, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwéa) <
M danM < B(a).
a) UntukB(a) & M
B(a) = al'MTaUal'aU{a}
= MUal'aU{a}
€ MUMITMUM, karenaa € M
€ MUMUM , karenaiTM € M
c MUM
M
b) UntukM < B(a)
Karenaal'MTa € B(a), makaM = al’'MT'a € B(a).
Berdasarkan pada pembuktian a) dan b) maka tertadtiwa
B(a) = M untuk semua € M. [

(iit) — (i): Misalkan diketahuiB(a) = M untuk semuaa € M.
Kemudian B merupakan bi-ideal dalam M. Akan ditlkpn bahwa
M adalahB-smple. Ambil a € B danB(a) adalah bi-ideal dalam M
yang dibangun oleh elemen tersebut, makas(a) € B. Karena
M = B(a) € B S M dengan demikiarB = M. Selanjutnya untuk
membuktikan B = M, harus dibuktikan terlebih dahulu bahwa
B € M danM <€ B.
a) UntukB c M
Karena B merupakan bi-ideal dalam M, maka pasBlah M.
b) UntukM € B
M = B(a) = al'MTaUal'aU{a}

c€ BrMI'BUal'aU{a}, karenaa € B

€ BUal'aU{a} , karenaBT'MI'B < B

€ BUBTBUB, karenaa € B

€ BUBUB , karenaBI'B € B

CB
Dari pembuktian a) dan b) terbukti bahwa= M. Hal ini berarti
terdapat bi-ideal dalam yaitu M itu sendiri. Berdasarkan Definisi
B-simple, makaM adalahB-simple. ]
Contoh 3.5.9

Misalkan M =7Z; — {0} = {1,2} dengan T'={2} merupakan
I'-semigrup. Selanjutnya berlakal'MT'a untuk semuaa € M,
sebagai berikut;

Untuk a = 1 diperolehal’'MTa = {1,2} =M



a = 2 diperolehal’'MT'a = {1,2} = M
Sedemikian sehingga diperoleifMI'a = M untuk semuaa € M,
maka M adalah B-simple. Selajutnya berlaB{a) = M untuk
semuaz € M, sebagai berikut;
Untuk a = 1 diperolehB(1) = {1,2} = M

a =2 diperolehB(2) ={1,2} =M
Karena untuk semua € M diperolehB(a) = M, maka M adalah
B-simple. [

Lemma 3.5.10

Jika M merupakar-semigrup dengan elemen nol d&nadalah
bi-ideal dari M, maka berlaku pernyataan berikut:
(i) Jika M adalah@)B-simple danB(a) adalah bi-ideal tak nol dari
M, makaB(a) = M untuk semua € M\{0}.
(i) JikaB(a) = M untuk semua € M\{0}, maka MT'M = {0} atau
M adalah @-)B-simple.
(lampan, 2009)

Bukti :

(i) Misalkan M adalah (-)B-simple. Kemudian B(a) adalah
adalah bi-ideal dari M yang dibangun oleh eleneemuntuk
semuaa € M\{0}. Akan ditunjukkan bahwa(a) = M untuk
semuaa € M\{0}. Ambil B(a) merupakan bi-ideal tak nol dari
M. Selanjutnya untuk membuktikd@{a) = M, harus dibuktikan
dahulu bahwa (a) € M danM < B(a).

a). UntukB(a) < M
KarenaB (a)merupakan bi-ideal tak nol davi, maka pastilah
B(a) S M.

b). UntukM < B(a)
Berdasarkan Lemma 3.5.8 @yMT'a =M untuk semua
a € M\{0} dan Lemma 3.5.5B(a) = a'MT'aUal'aU{a},
untuk setiap a € M\{0}. Karena al'MTa € B(a), maka
M = aI’'MTa € B(a).

Dengan demikian berdasarkan pada pembuktian a))damaka

terbukti bahwaB (a) = M untuk semua € M\{0}. [

(i) Misalkan M adalahI'-semigrup dengan elemen nol dimana
B(a)merupakan bi-ideal dari M yang dibangun oleh elemen



untuk semuaz € M dan berlakuB(a) = M. Akan ditunjukkan
bahwa MI'M = {0} atau M adalah Of)B-simple. Misalkan
diambil a € B(a) dan B(a)TB(a) = {0}. KarenaB(a) =M,
maka MI'M = {0} atau bila diambil a € B(a)\{0} dan
B(a) = M untuk semuaa € M\{0} sedemikian sehingga M
adalah Q-)B-smple. [ |

Contoh 3.5.11

Misalkan M = Z; merupakan I'-semigrup denganT = {1}.
Berdasarkan Contoh 3.4.7 M adal@)B-simple sehingga berlaku
B(a) = M untuk semua € M\{0}, sebagai berikut;
Untuk a = 1 diperolehB(1) = {0, 1, 2}

a = 2 diperolehB(2) = {0,1, 2}
sehinggaB(a) = M = {0,1,2}. KarenaB(a) =M untuk semua
a € M\{0}, makaM adalah Q-)B-simple. [

Lemma 3.5.12

Misalkan M merupakai’-semigrup, B adalah bi-ideal dalam M, dan
K adalah suli-semigrup dalam M, maka berlaku pernyataan
berikut:
() Jika K adalahB-simple sedemikian hingg& n B # @, maka

K C© B.
(i) Jika K adalahO-B-simple sedemikian hingg&\{0} N B # @ ,

makak < B.

(lampan, 2009)

Bukti:

(i) Misalkan K adalamB-simple sedemikian sehinggd N B # @.
Akan dibuktikan bahwak € B. Ambil sebaranga € K n B.
Dengan lemma 3.5.1 diperoletl'’KI'a merupakan bi-ideal
dalam K. Karena K adalaB-simple, maka berdasarkan Lemma
3.5.8 (ii) al'’KTa = K untuk semua € K, sedemikian sehingga
K = al'KTa € BI'MI'B € B, makaK < B. [

(i) Misalkan K adalah@-)B-simple sedemikian sehingga
K\{0}n B # @ dan B adalah bi-ideal dari M. Ambil sebarang
a € K\{0} n B. Dengan Lemma 3.5.1 dan Lemma 3.5.10 (i)
didapatkan
K = alKTaUalaU{a}

C al'MTaUal'aU{a}



= B(a)
C B, sehingg& < B. [

Contoh 3.5.13

Misalkan M = Z; merupakan I'-semigrup denganT = {1},

B = {0,1,2} merupakan bi-ideal daii; dan suatu sub-semigrup
dari Z; yaitu K ={1,2}. Berdasarkan Contoh 3.5.11 telah
ditunjukkan bahwa K merupakaB-simple, sedemikian sehingga
K N B = {1,2}. Misalkan diambil sebarang € K N B yaitua = 2,
maka diperolehal’KTa = {1,2} = K dan BTMI'B = {0,1,2} =B
KarenaK = al'KT'a € BTMI'B < B, makaK < B. |

3.6 Karakteristik Bi-ideal Minimal dalam I'-semigrup

Pada sebuahl’-semigrup yang memuat bi-ideal terdapat
karakteristik bi-ideal minimal/(0O-)minimal jika lkieal tersebut
merupakan B-simple/(0-)B-simple.  Berikut ini beberapa teorema
yang menjelaskan karakteristik tersebut.

Teorema 3.6.1

Misalkan M merupakar’-semigrup dan B adalah bi-ideal dari M,

maka berlaku pernyataan:

(i) M merupakanl-semigrup tanpa elemen nol dan B merupakan
bi-ideal tanpa elemen nol dari M. B adalah bi-ideahimal
tanpa elemen nol dari M jika dan hanya jika B makam
B-simple.

(i) M merupakamn-semigrup dengan elemen nol dan B merupakan
bi-ideal dengan elemen nol dari M. B adalah bidideaimal
dengan elemen nol dari M, mal@'B = {0} atau B adalah
(0-)B-smple.

(lampan, 2009)

Bukti:

(i) (=) Diketahui B adalah suatu bi-ideal minimal tanpanmedn
nol dari M maka jelas B merupakan suatu Eedemigrup dari
M. Misalkan A merupakan bi-ideal dari B, maka bleula
ATBTAc A. Kemudian didefinisikan H:={h € Alh =



a,y1by,a, untuk beberapaa,,a, € A,b € Bdan y;,y, € T}.
AsumsikanH € A € B # Q.
Akan ditunjukkan H adalah suatu bi-ideal dari M.
Misalkanhy, h, € H,x € M dany,,y, € T.
Kemudian h; = a;a;baja; dan h, = a,a,b,aba), untuk
beberapa a;,a;,a;,a, € A,b;,b, € B dan ay,a;,a, a3 €T
sehinggah, y1h, = aya1b,21aiy1a,a, byasza; dan
hiv1xy2h; = a1a1bya1a1y1XY20,05 byaza5.
Karena BTMI'B € B, maka bya;ajy;a,a, b, €EB dan
byaiaiy xy,a,a, b, € B. Karenah,y,h, € HTH € ATA C A,
didapatkarh,y,h, € H. Demikian H adalah suatu sub-
semigrup dari M. KarendT'BT'A < A, Didapatkan,y; xy,h, =
a,a1biajaiy xy,a,a, byasay€A. Karena ituhyy,xy,h, € H,
sehinggaHI'MTH < H. Oleh karena itid adalah suatu bi-ideal
dari M. Karena B adalah bi-ideal minimal dari Mddpatkan
H=B. Karena ituA=B, sehingga B adalaB-simple.
(<) Diketahui B adalalB-simple. Misal A suatu bi-ideal dari M
sedemikian sehinggal € B. Kemudian An B #= @, hal ini
mengikuti lemma 3.5.12 (i) bahwA € A. Karena ituA=B,
sehingga B adalah bi-ideal minimal dari M. [
(i) Diketahui bahwa B adalah bi-ideal minimal dengasmen nol
dari M. MisalkanA bi-ideal dalam M. Menurut Definisi bi-ideal
minimal, makaB adalah bi-ideal minimal jika tidak terdapat
A € B. Karena B adalah bi-ideal dalam M, maka B merupaka
sub-T'-semigrup dari M oleh karena IR'B = {0} atau dengan
kata lain B adalab-B-simple. |

Contoh 3.6.2

MisalkanM = Z; — {0} dengaml" = {2} merupaka-semigrup dan
B = {1,2} merupakan bi-ideal da#i; — {0}. Buktikan bahwa
adalah bi-ideal minimal da#; — {0}.

Bukti:

Berdasarkan Contoh 3.5 merupakan B-simple. Akan dibuktikan
bahwa B = {1,2} adalah bi-ideal minimal dalamZz; — {0}.
Berdasarkan definisi tentang B-simple, maka= M. Dengan



demikian B merupakan B-simple. KareRaadalah satu-satunya bi-
ideal tak nol dalanZ; — {0}, makaB adalah bi-ideal minimal dari
Z; — {0}. n

Dari teorema 3.6.1 (i) dan lemma 3.5.10 (ii), dal&pn teorema
3.6.3.

Teorema 3.6.3

Misalkan M merupakai-semigrup dengan elemen nol dan B adalah

suatu bi-ideal tak nol dari M, berlaku pernyataarikut:

(i) Jika B adalah bi-ideal (0-)minimal dari M, maka atalsatu
ATBT'A = {0} untuk beberapa bi-ideal tak nol A dari B atau B
adalah Q-)B-smple.

(i) Jika B adalahQ-)B-simple, maka B adalah suatu bi-ideal

(0-)minimal dari M.
(lampan, 2009)

Bukti:

(i) Misalkan B adalah bi-ideal (0-)minimal dari M bdrar
BTMTB < BI'B = {0}. Apabila terdapat bi-ideal lain yaitu A
danA € B makaATBT'A € BITMT'B = {0} sedemikian sehingga
ATBTA = {0}. Karena menurut lemma 3.5.8 = M untuk
semuaa € M, maka B adalalf)B-simple.

(i) Diketahui B adalahGf)B-simple. Akan ditunjukkan bahwa B
adalah bi-idea(0-)minimal dari M. Misalkan A adalah bi-ideal
dari M dan A merupakan subsemigrup dari M. Berdasarkan
lemma 3.5.12 (i)B N A # @ , makaA € B. Oleh karena itu B
adalah bi-ideal (0-)minimal dari M.

Karakteristik  bi-ideal minimal/(0-)minimal dah sebuah

I'-semigrup dapat diketahui dari irisan dua bi-idegatinya. Berikut

ini beberapa teorema yang menjelaskan karaktetestiebut:

Teorema 3.6.4

Misalkan M merupakah-semigrup dengan elemen nol dan memiliki
bi-ideal sejati tak nol. Setiap bi-ideal sejati ta# dalam M adalah
bi-ideal (0-)minimal jika dan hanya jika irisan ddua bi-ideal sejati
tak nol yang berbeda adalgy.

(lampan, 2009)



Bukti:

(=) Misalkan M merupakan -semigrup dengan elemen nol. Jika
diketahuiB; danB; merupakan bi-ideal sejati tak nol ddidanB;
danB; adalah bi-ideal (O-)minimal dari M, mal& N B; = {0}, V. ;.
Akan dibuktikan bahwaB; N B; = {0}, V;,; untuki,j = {1,2,3,..}.
Andaikan B; N B; # {0},V;,;. Berdasarkan Lemma 3.58; N B;
adalah bi-ideal dalam M. Kare danB; bi-ideal (O-)minimal dari
M, maka B; = B;. Terjadi kontradiksi dengan pengandaian yang
diberikan, sebabB; N B; = {0}. Dengan demikianB; N B; = {0},
vi?ﬁj' |
(&)Misalkan M adalah'-semigrup dengan elemen nol dendgan
dan B; adalah bi-ideal sejati dalamM. Jika diketahui
B; N B; = 0,V;,; untuki,j = {1,2,3,..}, makaB; danB; adalah bi-
ideal (0-)minimal dalanM. Akan dibuktikan bahw&; danB; adalah
bi-ideal (0-)minimal dalam M. AndaikaB; danB; adalah bukan bi-
ideal (0O-)minimal dalam M. Karen&; n B; = {0}, makaB; = B;
sedemikian sehinggd; danB; adalah bi-ideal (0-)minimal dalam M.
Terjadi kontradiksi dengan pengandaian yang dibariksebahb;
danB; adalah bi-ideal (0-)minimal dari M. Dengan demikiz dan

B; adalah bi-ideal (0-)minimal dari M. ]

Contoh 3.6.5
Misalkan Z,s denganT = {1} merupakanT-semigrup terhadap
operasi perkalian dan bi-ideal sejati dalag yaitu

B; ={0,6,12}
B4- = {6, §}
Tunjukkan bahwa bi-ideal sejati tersebut adalaiglédl (0)-minimal.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa biideal- biideal tersebutrupakan
bi-ideal (0-)minimal dalan¥,g. Berdasarkan Teorema 3.6.4 setiap
bi-ideal sejati dalamZ,g adalah bi-ideal (O-)minimal jika
Bi n B] = {0}'Vi¢ji maka

B;nB,=B,nB; ={0,6,12}



Bg ﬂB4 =B4ﬂB3 ={(_)}
Berdasarkan perhitungan diatas dapat diketahui &dhwB;, dan
B, adalah bi-ideal (0-)minimal daZi;g. ]

Dengan pembuktian yang sama dari teorema 3.6.4gpdikan
teorema 3.6.6.

Teorema 3.6.6

Misalkan M merupakail-semigrup tanpa elemen nol yang memiliki
bi-ideal sejati. Setiap bi-ideal sejati dari M adabi-ideal minimal
jika dan hanya jika irisan dari dua bi-ideal seyatng berbeda adalah
himpunan kosong.

(lampan, 2009)

Bukti:
(=)Misalkan M merupakanl'-semigrup tanpa elemen nol. Jika
diketahuiB; danB; merupakan bi-ideal sejati davi dan B; danB;
adalah bi-ideal minimal dari M, mak& NB; = @,V;,;. Akan
dibuktikan  bahwa B;NB; =0,V;.; untukij={123,..}.
Andaikan B; N B; # @,V;.;. Berdasarkan Lemma 3.5.B; N B;
adalah bi-ideal dalam M. Kareri danB; bi-ideal minimal dari M,
maka B; = B;. Terjadi kontradiksi dengan pengandaian yang
diberikan, sebaB; N B; = @. Dengan demikia®; N B; = @, V.

[ ]
(&)MisalkanM adalahr’-semigrup tanpa elemen nol dendgardan
B; adalah bi-ideal sejati dalaM. Jika diketahuB; N B; = @, V.,
makaB; danB; adalah bi-ideal minimal dalaM. Akan dibuktikan
bahwaB; danB; adalah bi-ideal minimal dalam M. Andaik&p dan
B; adalah bukan bi-ideal minimal dalam M. KareBan B; = @,
maka B; = B; sedemikian sehingg®; dan B; adalah bi-ideal
minimal dalam M. Terjadi kontradiksi dengan pengdad yang
diberikan, sebab; danBj adalah bi-ideal minimal dari M . []



Contoh 3.6.7

MisalkanZ,g — {0} dengam = {1} merupakar-semigrup terhadap
operasi perkalian dan bi-ideal sejati dalag yaitu

B3 = ‘@. ﬁ}
B, = {9}
Tunjukkan bahwa bi-ideal sejati tersebut adalaigléd@ minimal.

Bukti:

Akan ditunjukkan  bahwa biideal-biideal tersebut rupakan
bi-ideal minimal dalanZ,g — {0}. Berdasarkan Teorema 3.6.6 setiap
bi-ideal sejati dalanZ,g — {0} adalah bi-ideal (0-)minimal jika
Bi n B] = ®,Vi¢j, maka

B;NB,=B,NnB; ={6,12}

B;NB; =B;NB; ={6,12}

BiNnB,=B,NB; =0

B,NB; =B;NB, ={6,12}

B,NnB,=B,NB, ={9}

BsNB,=B,NB; =0

Berdasarkan perhitungan diatas dapat diketahui &ahw B, =
B,NB; =@ danB; n B, = B, N B; = @, sehinggaB;, B3, danB,
adalah bi-ideal (0-)minimal da#,; — {0} . [



BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesmpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasitn:

(i) Bi-ideal dalam sebuali-semigrup memiliki karakteristik
bi-ideal minimal/(0-)minimal jika bi-idealnya teiset
merupakan B-simple/(0-)B-simple.

(i) SebuaHl-semigrup dengan elemen nol yang memua bi-ideal
sejati tak nol memiliki karakteristik bi-ideal (@)nimal jika
dan hanya jika irisan dari dua bi-ideal sejati tak yang
berbeda adalaf0}.

(iif) Sebuahr-semigrup tanpa elemen nol yang memuat bi-ideal
sejati memiliki karakteristik bi-ideal minimal jikdan hanya
jika irisan dari dua bi-ideal sejati yang berbeddalah
himpunan kosong.

4.2 Saran

Pada pembahasan lebih lanjut disarankan umigknbahas
mengenai karakteristik bi-ideal maksimal dalBssemigrup.
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LAMPIRAN

Tabel 2.3.1 Operas Perkalian terhadap Z,g
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Tabel 3.1.1 Operasi Perkalian terhadap (ayb)uc dan ay(buc)
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Tabel 3.1.2 Operasi Perkalian terhadap (ayb)uc dan ay(buc)
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