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GENERALIZED DERIVATION PADA NEAR-RING PRIMA

ABSTRAK

Near-ring prima merupakan salah satu pengembangan dari fkonse
near-ring. Misalkan V' adalahnear-ring, V' dikatakannear-ring
prima jikaaNb = 0 makaa = 0 ataub = 0, untuk setiap, b € V.
Dalam skripsi ini dibahas mengenai lemma dan teargmang
berkaitan dengaxerivation dangeneralized derivation padanear-

ring prima. Misalkan' adalahnear-ring prima, sebuatadditive
mapping f: V' — V' adalahgeneralized derivation dengannonzero
derivation d. Jika f(V') adalah himpunan bagian damenter C,
maka (v, +) adalah grup komutatif. Selanjutnya jiRé adalah2-
torsion free near-ring prima, maka\" adalah ring komutatif.

Kata Kunci: near-ring prima, additive mapping, derivation,
generalized derivation.
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GENERALIZED DERIVATION OF PRIME NEAR-RING

ABSTRACT

Prime Near-Ring is one of developments from nezg-theory. Let
NV is near-ring,\V' is said to be prime near-ringafv'b = 0 implies
a=0or b=0 for all a,b € V. In this thesis will be discussed
about lemma and theorem that associate with devivaand
generalized derivation of prime near-ringet V' be a prime near-
ring, an additive mapping f: N = N is generalized derivation
associated with nonzero derivatidnlIf f(V') is a subset of center
C, then(WV, +) is a commutative group. Moreoverif is 2-torsion
free prime near-ring, thel" is a commutative ring.

Keyword: prime near-ring, additive mapping, derivation,
generalized derivation.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Near-ring merupakan perluasan dari ring. Konsepr-ring
sebenarnya hampir sama dengan ring, karena terhagafmasi
penjumlahan, keduanya membentuk grup. Namun, riagush
merupakan grup komutatif, sedangkaear-ring tidak demikian.
Terhadap operasi perkaliamear-ring maupun ring membentuk
semigrup dan terhadap operasi penjumlahan dan lgerkagada
near-ring maupun ring berlaku sifat distributif.

Konsep near-ring mengalami perkembangan antara lain
near-ring prima. H. E. Bell dan G. Mason pada tahun 198ardal
jurnalnya yang berjudulOn Derivation in Near-rings telah
memperkenalkan beberapa hasil dderivation pada near-ring
prima Di sisi lain, M. Bresar pada tahun 1991 dalam jlnye yang
berjudul On the Distance of the Composition of Two Derivations to
the Generalized Derivation dan B. Hvala pada tahun 1998 dalam
jurnalnya yang berjudulGeneralized Derivation in Rings telah
memperkenalkan beberapa hasil dgeneralized derivation pada
ring prima. Banyak penulis yang telah meneliti tsffifat ring prima
dan ring semiprima dengaterivation ataugeneralized derivation.
Hal ini merupakan suatu yang wajar untuk mencasil heang bisa
dibandingkan padaear-ring prima.

Oznur Golbasi pada tahun 2006 dalam jurnalnya yang
berjudulNotes on Prime Near-rings with Generalized Derivation dan
On Generalized Derivations of Prime Near-rings memperkenalkan
beberapa hasil mengenai definisi, lemma serta neore/ang
berkaitan dengageneralized derivation padanear-ring prima. Oleh
karena itu, dalam skripsi ini akan dibahas mengés@mima dan
teorema yang berkaitan dengaderivation dan generalized
derivation padanear-ring prima.



1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalabag y
dibahas dalam skripsi ini sebagai berikut.

1. Bagaimana definisderivation dan generalized derivation
padanear-ring?
2. Bagaimana lemma dan teorema beserta bukti-bukyayg

berkaitan dengaderivation dangeneralized derivation pada
near-ring prima?

1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan yang dibahas haibyatasbi
pada satgeneralized derivation pada2-torsion free near-ring prima.

1.4 Tujuan

Tujuan pembahasan dalam skripsi ini sebagai berikut

1. Untuk menjelaskan definisderivation dan generalized
derivation padanear-ring.

2. Untuk membuktikan lemma dan teorema yang berkaitan
denganderivation dangeneralized derivation padanear-ring
prima.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan canytah
serta teorema dan buktinya sebagai acuan dalam amasb
permasalahan yang akan disampaikan.

2.1 Relasi, Pemetaan dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpyaag
tidak kosong dapat dikaitkan dengan operasi pemjnan, perkalian
atau keduanya atau oleh beberapa operasi bin@y&imBerikut ini
akan diberikan definisi tentang relasi, pemetaan,aperasi biner.

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesian)
Misalkan A danB adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua
pasangan terurufa,b) dengana € A dan b € B, disebut sebagai
hasil kali cartesiarfcartesian product) dari himpunamd danB, atau
dinotasikan sebagai berikut.
AXB ={(a,b)la€Ab e B}
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.2 (Relasi)
Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong, d&nadalah
himpunan bagian dad x B. Maka R disebut sebagai relasi dati
ke B.

(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.3 (Pemetaan)

MisalkanA danB adalah himpunan tidak kosong. Pemetgaiari A

ke B adalah suatu relasi sedemikian sehingga untulpsete A
terdapat satb € B dengan(a, b) € f. Selanjutnya dalam pemetaan
dapat dituliskan sebagf(a) = b.



Pada pemetaafi dari A ke B, himpunanA disebut daerah
asal (domain) darif dan himpunanB disebut daerah kawan
(kodomain) darif. Secara umum dikenal dua macam pemetaan
yaitu:

0] f disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika untutticp

a,b € A dengam # b makaf (a) # f(b).

(i) f disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk sethee B

terdapat € A sedemikian sehingda= f(a).

Jika f merupakan pemetaan injektif dan surjektif, mgkaisebut
sebagai pemetaan bijektif.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.4 (Operasi Biner)
Misalkan S adalah himpunan tidak kosong. Operasi bingrada
himpunanS adalah pemetaan dafix S ke S, atau dinotasikan
sebagai berikut.
*SXS—>S
(a,b) —=*(a,b) =c€S.
(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.5 (Pemetaan Identitas)
Misalkan A adalah himpunan tidak kosong. Pemetgad — A
sedemikian sehinggé(a) = a untuk setiapa € A disebut sebagai
pemetaan identitas padaatau dinotasikan dengén

(Bhattacharya, dkk., 1990)

Definisi 2.1.6(Additive Mapping)
Sebuah pemetaafiatas ruang vektoX yang bernilai riil disebut
sebagaadditive mapping jika untuk setiam, b € X memenuhi:
fla+b) = f(a) + f(b).
(Kreyszig, 1978)

Contoh 2.1.7
Pemetaarf: Z — Z didefinisikan sebaggfi(a) = 5a dengana € Z
adalah sebarang konstanta. Maka merupakan suatwadditive

mapping.



Bukti:
Ambil sebarang, b € Z.
f(a+b) =5(a+b) =5a+5b=f(a)+ f(b). [ |

2.2 Semigrup

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling
sederhana dan dilengkapi dengan satu operasi b#emigrup
merupakan suatu himpunan tidak kosong yang di dgtarterdapat
satu opersi biner yang memenuhi syarat-syaratnterteDefinisi,
contoh serta teorema yang berkaitan dengan semiditgrikan
sebagai berikut

Definisi 2.2.1 (Semigrup)
Misalkan M adalah himpunan tidak kosong yang didalamnya
didefinisikan operasi biner, atau dinotasikan dengaM,x).
(M,*) disebut sebagai semigrup jika dan hanya jika:
(i) (M,*) tertutup yaitua * b) € M untuk setiam, b € M.
(ii) (M,*) assosiatif yaitu(a * b) * ¢ = a = (b * ¢) untuk setiap
a,b,c€eM.
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.2

Misalkan N adalah himpunan bilangan asli yang didalamnya
didefinisikan operasi binera*b =a+ b+ ab. Maka (N,x)
merupakan suatu semigrup.

Bukti:
0] Tertutup
Ambil sebarang, b € N.
ax*b=a+b+ab €N,
Jadia * b tertutup terhadap bilangan aili
(ii) Assosiatif
Ambil sebarangt, b, c € N.
(a*b)*c=(a+b+ab)*c
=a+b+ab+c+ (a+b+ab)
=a+b+ab+c+ac+ bc+ abc.



ax(bxc)=a=*(b+c+bc)
=a+b+c+bc)+alb+c+ bc)
=a+b+c+bc+ab+ ac+ abc.
Maka untuk setiap, b,c € N sedemikian sehingga berlaku
(axb)*xc=a=(bxc).
Jadi,(N,*) adalah semigrup yang didefinisikan sebagai op&iasr
ax*b=a+b+ ab. [

Teorema 2.2.3
Elemen identitas pada semigr(dy,+) adalah tunggal.
(Whitelaw, 1995)

Bukti:

Misalkan (M,*) adalah semigrup, dame, f € M adalah elemen
identitas. Akan ditunjukkan bahwa = f. Karena f merupakan
elemen identitas makf* e = e * f = e. Karenae juga merupakan
elemen identitas makax f = f xe = f. Dengan demikiare = f.
Jadi terbukti bahwa suatu semigrup hanya mempuej@inen
identitas yang tunggal. [

Definisi 2.2.4 (Subsemigrup)
Misalkan(M,x) adalah semigrup dahadalah himpunan bagian dari
M. Jika (P,x) merupakan semigrup, mak@,*) disebut sebagai
subsemigrup daiM,*).

(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.2.5
(N,») merupakan subsemigrup déZe), karenaN adalah himpunan
bagian darZ dan(N,) merupakan semigrup.

2.3 Grup

Grup merupakan struktur aljabar yang lebih semypiti d
semigrup, karena suatu himpunan dapat disebut aebagtu grup
harus bersifat semigrup, mempunyai elemen identi@as setiap
elemennya mempunyai invers. Definisi, contoh stetaema yang
berkaitan dengan grup diberikan sebagai berikut.
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Definisi 2.3.1 (Grup)

Misalkan G adalah himpunan tidak kosong yang di dalamnya

didefinisikan operasi biner, atau dinotasikan dengafG,*).

(G,*) disebut sebagai grup jika memenuhi aksioma-aksieshagai

berikut.

0] Tertutup yaitu untuk setiapg b € G berlakua * b € G.

(ii) Assosiatif yaituuntuk setiag, b, c € G berlaku
(axb)*c=a=x(bx*c).

(iit) Mempunyai elemen identitas yaitu terdaga€ G untuk
setiapa € G sedemikian sehingga berlaku
exa=ax*xe=a.

(iv) Setiap elemen mempunyai invers yaitu untuk seti&G
terdapatz~! € G sedemikian sehingga berlaku
alxa=axal=e.

(Durbin, 1992)

Dari definisi grup di atas, dapat disimpulkan bahsuatu
grup pasti merupakan semigrup. Akan tetapi tidaklake
sebaliknya, yaitu tidak semua semigrup merupakaatusgrup.
ContohnyaZ*, +) merupakan semigrup karena setiap elemétt di
tertutup dan assosiatif terhadap operasi penjumlaldamun
(Z*,+) bukan merupakan suatu grup karena elemen-elem#&h d
tidak mempunyai invers. Untuk pembahasan selargufmgrkalian
daria danb hanya ditulis dengasmb.

Contoh 2.3.2

Bilangan bulatZ, bilangan rasiona@, bilangan riilR dan bilangan
kompleks C, merupakan suatu grup terhadap operasi penjumlahan,
atau dalam bentuk notasi dinyatakan sebégat), (R, +), (Q,+),
(C,+) berturut-turut. Elemen identitas dari grup tersedmalah nol

dan invers dara adalah-a.

Contoh 2.3.3
Misalkan G = {—1,1} dengan operasi penjumlahan dan perkalian
yang disajikan dalam Tabel 2.1 dibawah ini.



Tabel 2.10perasi penjumlahan dan perkalian padaG

+ -1 1 . =1 1
-1 =2 0 -1 1 -1
1 0 2 1 -1 1

Maka (G,») merupakan suatu grup, akan tetai,+) bukan
merupakan suatu grup.

Bukti:
Akan dibuktikan bahwéG,e) adalah grup sebagai berikut.
Dengan menggunakan Tabel 2.1, berikut ini dapaitktikan bahwa
(G,») adalah grup.
0] Tertutup
Ambil sebaranga, b € G. Berdasarkan Tabel 2.1 terlihat
bahwa(G,e) tertutup, karena hasil dait:,») adalah{—1,1}.
Jadi(G,e) tertutup.
(ii) Assosiatif
Ambil sebaranga, b,c € G. Misalkana = —1,b = —1 dan
¢ =1 € G. Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh
(ab)e = ((-D(-1)1 = (D) = 1.
a(bc) = -1((-D(@)) = (-1)(-1) = 1.
Jadi(ab)c = a(bc) = 1. Hal ini juga berlaku untuk setiap
a,b,c € G sedemikian sehingga diperol€hb)c = a(bc).
Jadi(G,») berlaku sifat assosiatif.
(iir) Mempunyai elemen identitase =1 terhadap operasi
perkalian, karenél)(a) = (a)(1) = a, untuk setia@m € G.
(iv) Setiap elemen mempunyai invers
Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh bahwd (1) =1=e
dan(1)(1) =1 =e. Berarti(-1)"' = -1 dan(1) "t = 1.
Jadi setiap elemen @ mempunyai invers.
Karena(G,») memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu grup,
jadi (G,») adalah grup. Selanjutnya akan dibuktikan bali@at)
bukan grup. Berdasarkan Tabel 2.1, operasi pdajan terhadap
himpunan ¢ = {—1,1} menghasilkan{—2,0,2}. Karena {—2,0,2}
bukan anggota dari himpungh= {—1,1}, makaG = {—1,1} tidak
tertutup terhadap himpunannya. J&@i+) bukan grup. ]
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Definisi 2.3.4 (Grup Komutatif)
Misalkan (G,x) adalah grup(G,+) disebut sebagai grup komutatif
jikaa* b = b * a untuk setiam, b € G.

(Isnarto, 2008)

Contoh 2.3.5
Misalkan G = {—1,1} adalah himpunan. Mak&G,») merupakan
suatu grup komutatif.

Bukti:

Dari Contoh 2.3.3 sudah dibuktikan bahwé,s) adalah grup.
Sehingga tinggal dibuktikan sifat komutatif danugrtersebut. Ambil
sebarangy, b € G. Misalkana = —1 danb = 1. Berdasarkan Tabel
2.1 diperoleh ab = (-1)(1) = -1 dan ba = (1)(-1) = —1.
Sehinggaab = ba = —1. Hal ini juga berlaku untuk setiapb € G
sedemikian sehingga diperoleith = ba. Karena grup tersebut
memenuhi sifat komutatif, jadiz,») adalah grup komutatif. |

Definisi 2.3.6 (Subgrup)
Misalkan (G,*) adalah grup dafl adalah himpunan bagian dati
(H,*) disebut subgrup dafG,*) jika (H,*)juga merupakan suatu
grup.

(Durbin, 1992)

Contoh 2.3.7
Misalkan H = {1} adalah himpunan bagian d&i= {—1,1}. Maka
(H,») merupakan subgrup ddit,e).

Bukti:
Dari Contoh 2.3.3 sudah dibuktikan bah{ge) adalah grup, dan
H = {1} merupakan himpunan bagian dai= {—1,1}, sekarang
akan dibuktikan bahwgH,») memenuhi syarat-syarat dari suatu
grup.
0] Tertutup

Karenal € H dan berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh

(1)(1) = 1. JadiH tertutup.



(i) Assosiatif
Karenal € H dan berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh
(ab)e = (DM)1 = W)(1) = L.
a(bc) =1((1(D)) = (DQA) = 1.
Sehinggdab)c = a(bc) = 1. JadiH assosiatif.
(iir) Mempunyai elemen identitase =1 terhadap operasi
perkalian, karenél)(1) = 1.
(iv) Setiap elemen mempunyai invers
Karenal € H dan berdasarkan Tabel 2(1)(1) =1 =e,
berarti(1)~! = 1. Jadi elemen dii mempunyai invers.
Jadi H = {1} memenuhi syarat-syarat suatu grup, sehin@ga)
adalah subgup dafG,e) . |

Teorema 2.3.8
Misalkan (G,*) adalah grup dafl adalah himpunan bagian dati
(H,*) subgrup dar{G,*) jika dan hanya jika:
(1) H=* .
(i) Jikaa € H danb € H,makaa * b € H.
(i)  Jikaa € H makaa™ € H.
(Durbin, 1992)

Bukti:
(=) Jika diketahu(H,*) subgrup maka
1. Terdapae € H, sehingga terbukti bahwé + @.
2. Karena(H,*) subgrup, sehinggéd,*) juga merupakan
grup, makaz = b € H untuk setiam, b € H.
8 Untuk setiapa € H, maka terdapab € H sedemikian
sehinggaa * b = b * a = e berdasarkan aksioma ke
(iv) dari grup. Jadb = a™! € H
Jadi terbukti (i), (ii), (iii) terpenuhi. |

(<) Diketahui (G,*) adalah grup da®/ adalah himpunan bagian
dari G yang memenuhi kondisi (i), (i), (iii), akan dikiikan
bahwa(H,*) subgrup dar{G,*).
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) Tertutup dipenuhi oleh kondisi (ii).

(i) Ambil a, b, c € H. Karena H adalah himpunan bagian
dariG, maka untuk setiapa,b,c € G, sehingga
berlakua * (b *c) = (a*b) xc.  Sifat assosiatif
tersebut juga berlaku untuk setiap elemeH.di

(iii) Misalkan a € H, dari kondisi (iii) makaa™* € H .
Kondisi (i) mengakibatkana xa™! € H. Tetapi
axa'€G , sedangkanax*a~!=e. Sehingga
e=axa '€ H. Terbukti bahwa setiag adalah
elemen identitas di.

(iv) Setiap elemen di mempunyai invers, terpenuhi pada

kondisi (iii).
KarenaH adalah himpunan bagian dafi maka terbukti bahwa
(H,*) subgrup dar{G,*). [

2.4 Ring

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri damgunan
tidak kosong dengan dua operasi biner yaitu tefnadperasi
penjumlahan dan perkalian. Definisi, contoh sedardma yang
berkaitan dengan ring diberikan sebagai berikut

Definisi 2.4.1 (Ring)
MisalkanR adalah himpunan tidak kosong dengan dua openasrt bi
penjumlahan dan perkalian, atau dinotasikan denggy-,e).
(R,+,») disebut sebagai ring jika memenuhi aksioma-aksioma
sebagai berikut.
(1) (R, +) adalah grup komutatif.
(ii) (R,») adalah semigrup.
(iir) (R,+,») memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap

a, b, c € R berlaku:

(a + b)c = (ac) + (bc) dan

a(b + c) = (ab) + (ac).

(Dummit dan Foote, 2002)
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Contoh 2.4.2

Misalkan Z, = {0,1,2,3} adalah bilangan bulat modutb dengan
operasi penjumlahan dan perkalian yang disajikdandd abel 2.2
dibawabh ini.

Tal_)el 2.2_Oper§si epjumlahan dan pe_rkaliar_1 padziZ4

Wl NI 1| ol +

WI NI =IOl O

NI DI NI DI N
=1 NI W Ol Wl

I WD = | =
= O NI N
NI =1 DI Wl W
WINI| =IO @
Qllal| |l D
WI NI =] D =

Maka(Z,4, +,») merupakan suatu ring.

Bukti
Dengan menggunakan Tabel 2.2, berikut ini dapatktilkkan bahwa
(Z4,+,%) adalah ring.

» (Z4,+) adalah grup komutatif.

12

(i)

(ii)

(iif)

(iv)

Tertutup

Ambil sebarang, b € Z,. Berdasarkan Tabel 2.2 terlihat
bahwa(Z,, +) tertutup, karena hasil daiZ,, +) adalah
{0,1, 2, 3}. Jadi(Z,, +) tertutup.

Assosiatif

Ambil sebarang, b, ¢ € Z,. Misalkana = 0, b = 1 dan

¢ = 2. Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh
(@a+b)+c=0+1)+2=1+2=3.
a+(b+c)=0+(1+2)=0+3=3.

Jadi (a+b)+c=a+(b+c)=3. Hal ini juga
berlaku untuk setiam, b, c € Z, sedemikian sehingga
(a+b)+c=a+ (b+c). Jadi(Z,, +) assosiatif.
Mempunyai elemen identitas = 0 terhadap operasi
penjumlahan, karena +0 =0+ a = a, untuk setiap
a € Zy.

Setiap elemen mempunyai invers

Berdasarkan Tabel 2.2 invers damdalah0, invers dari
1 adalah3, invers darR adalah2, invers darB adalaht.
Jadi setiap elemen d, mempunyai invers.



(V) Komutatif
Ambil sebaranga, b € Z,. Misalkana = 0 danb = 1.
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh
a+b=0+1=1.
b+a=1+0=1.
Jadia+b=b+a=1. Hal ini juga berlaku untuk
setiap a,b € Z, sedemikian sehingga +b =b + a.
Jadi(Z,, +) komutatif.

» (Z4,%) adalah semigrup.

() Tertutup
Ambil sebarang a,b € Z,. Berdasarkan Tabel 2.2
terlihat bahwa(Z,,*) tertutup, karena hasil daf#,,e)
adalah{0, 1, 2, 3}. Jadi(Z,,e) tertutup.

(i) Assosiatif
Ambil sebarang, b, ¢ € Z,. Misalkana = 0,b = 1 dan
¢ = 2. Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh
(ab)e = (M) (@) = (0)(2) = 0.
a(be) = (0)((1)(@) = 0)() = 0.
Jadi (ab)c = a(bc) = 0. Hal ini juga berlaku untuk
setiapa, b, ¢ € Z, sedemikian sehinggéab)c = a(bc).
Jadi(Z,,») assosiatif.

» (Z4,+,») memenuhi hukum distributif.
Ambil sebarangs, b, ¢ € Z,. Misalkana = 0,b = 1 danc = 2.
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh
(a+mc=@+ix@=it2f2 ' (R
(ac) + (be) = (MO@) + (D(@) =0+2
a(b+c) = (0)(1_+ 2_) = (O)_(3)_= 0. AGO R
(ab) + (ac) = ((0)(D)) + ((0)(2)) = (0)(0) = 0.
Jadi,
(a+ b)c = (ac) + (bc) = 2 dana(b + c) = (ab) + (ac) = 0.
Hal ini juga berlaku untuk setiam,b,c € Z, sedemikian
sehingga(a + b)c = (ac) + (bc) dan a(b + ¢) = (ab) + (ac).
Jadi(Z,, +,») memenuhi hukum distributif.
Karena(Z,, +,») memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring
Jadi(Z,, +,*) adalah ring [
13
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Contoh 2.4.3

Misalkan R = {0,1}, (R,+,») bukan merupakan suatu ring karena
tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan, masallkdiambil
1+1=2¢R. TetapiZ, = {0,1}, (Z,, +,») merupakan suatu ring
karena memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ri

Definisi 2.4.4 (Ring Komutatif)

Misalkan (R,+,») adalah ring. (R,+,») disebut sebagai ring

komutatif jika berlaku sifa& * b = b * a untuk setiam, b € R.
(Dummit dan Foote, 2002)

Definisi 2.4.5 (Ring Komutatif dengan Elemen Identas)
Misalkan (R,+,») adalah ring komutatif.(R,+,») dikatakan
mempunyai elemen identitas jika terdapate R sedemikian
sehingga untuk setiap € R berlaku(1)(a) = (a)(1) = a.

(Dummit dan Foote, 2002)

Definisi 2.4.6 (Subring)
Misalkan(R, +,¢) adalah ring da® adalah himpunan bagian d&ui
U+ @, maka (U, +,») disebut sebagai subring dafR,+,») jika
(U,+,%) juga merupakan suatu ring.

(Hidayanto dan Irawati, 2000)

Teorema 2.4.7

Misalkan(R, +,») adalah ring da®/ adalah himpunan bagian d&ri
(U, +,) disebut sebagai subring dd®,+,+) jika dan hanya jika
untuk setiap, b € U berlaku:

() U=+@.
(D) a—beU.
(iii) ab € U.
(Hidayanto dan Irawati, 2000)
Bukti:

(=) Diketahui(R, +,¢) adalah ring daiv adalah himpunan bagian
dari R. Akan dibuktikan untuk setiag, b € U berlakulU # @,
a—b e U,dan ab € U.Berdasarkan Definisi 2.4.6U, +,*)
membentuk ring dengan operasi yang sama dengasapr
(R, +,¢). Karena(U, +,*) adalah ring, sehingda = @, jadi (i)

14



(=)

terpenuhi. Sekarang ambil sebarangh € U. b € U dan
(U, +,») adalah ring, berart-b € U. Karenaa,—b € U dan
(U, +,») adalah ring, sehingga+ (—b) = a — b € U, jadi (ii)
terpenuhi. Selanjutnya, ambil sebaramgb € U. Karena
(U,+,») adalah ring, sehinggaab € U, jadi (iii)
terpenuhi. [

Sebaliknya diketahul/ # @, a — b € U,dan ab € U untuk
setiap a,b € U. Akan dibuktikan bahwa(U,+,s) adalah
subring dari(R,+,2). U # @, untuk setiapa, b € U berlaku
a — b € U menunjukkan bahwdU, +) adalah subgrup dari
grup (R, +), oleh karena ituU,+) adalah grup. Karen&
adalah himpunan bagian d&@j sehingga sifat komutatif yang
berlaku di R juga berlaku diU. Selanjutnya untuk setiap
a,b € U berlaku ab € U menunjukkan bahwdU,s) adalah
subsemigrup dafiR,»), oleh karena it¢U,») adalah semigrup.
Karena U adalah himpunan bagian daRi, sehingga sifat
distributif yang berlaku dR juga berlaku dU. Jadi(U, +,¢)
adalah subring dafiR, +,e). ]

Contoh 2.4.8
Misalkan U = {0,2} adalah himpunan bagian d&j = {0, 1, 2, 3}.
Maka (U, +,») merupakan subring daiZ,, +,).

Bukti:

Dari Contoh 2.4.2 sudah dibuktikan bah#,, +,») adalah ring,
dan U = {0,2} adalah himpunan bagian da#, = {0,1, 2,3},
sekarang akan dibuktikan bahw@/, +,») adalah subring dari
(Z4, +,») dengan menggunakan Teorema 2sgéFagai berikut.

(1)
(ii)

U # @, syarat terpenuhi karena= {0, 2}.

a—beU.

Misalkan0, 2 € U, maka:
2—-0=2

2-2=0

0-2=2
Sehinggd, 2 € U

15



(i) abeU
Misalkan0, 2 € U, maka:

2)(0) = 0
@)@ =0
©)(2) = 0

Sehinggd),2 € U.
Karena syarat (i), (ii), (iii) terpenuhi, makaadalah subring da#i,.

Contoh 2.4.8 di atas juga dapat dibuktikan bahia {0, 2}
merupakan subring darZ, = {0,1,2,3} dengan menunjukkan
operasi yang sama padé&, terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian. SehinggaU,+) adalah grup komutatif(U,») adalah
semigrup darfU, +,») memenuhi hukum distributif. Karer{@, +,)
memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu rinqygga(U, +,e)
adalah subring dafZ,, +,e). ]

2.5Near-ring

Near-ring merupakan salah satu struktur aljabar dengan dua
operasi biner penjumlahan dan perkalian. Perbegaat@ngan ring
yaitu padanear-ring tidak harus grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan, bersifat semigrup terhadap operaskafien dan
bersifat distributif terhadap kedua operasi terselBerikut ini
diberikan beberapa definisi dan contoh daear-ring.

Definisi 2.5.1(Near-ring)
MisalkanV" adalah himpunan tidak kosong dengan dua operaei bi
penjumlahan dan perkalian, atau dinotasikan den@ah+,e).
(v, +,¢) disebut sebagaiear-ring jika memenuhi aksioma-aksioma
sebagai berikut.
(1) (v, +) adalah grup (tidak harus grup komutatif).
(i) (3v',#) adalah semigrup.
(iii) (v, +,) memenuhi hukum distributif kanan yaitu

(a+ b)c = (ac) + (bc) untuk setiamm, b, c € V.

(Kandasamy, 2002)
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Jika (IV,+,) memenuhi ketiga aksioma di atas, maka
(IV, +,¢) disebutnear-ring kanan. Jika pada aksioma ke (iii) berlaku
hukum distributif kiri yaitua(b + ¢) = (ab) + (ac) untuk setiap
a,b,c € ', maka (I, +,») disebut sebaganear-ring kiri. Pada
umumnya hanya dipenuhi satu hukum distributif sdjmtuk
selanjutnyanear-ring (v, +,») akan ditulis dengadv' dan hanya
digunakamear-ring kiri, sehingganear-ring kiri akan ditulis sebagai
near-ring.

Contoh 2.5.2

Misalkan M, (Z) = {(a;;)|a;; € Z} adalah himpunan semua matriks
yang berukurarg x 2. Maka (M, (Z), +,») merupakan suatoear-
ring.

Bukti:
Ambil sebarangi, B, C € M,(Z) sebagai berikut.

Azxz = [c Z] € M,(Z)

Byxz = [2 Z] € M3 (Z)

Coxz = [;{ ]l] € M, (Z).
Akan dibuktikan bahwéM, (Z), +,¢) adalamear-ring.
» (M,(Z),+) adalah grup

Q

A+B=[ g

Karenaa, b,c,d € Z dane, f, g, h € Z, makaa + e € Z,
b+f€Z c+g€Z, d+heZ, sehingga diperoleh
A+ B € M, (Z). Jadi(M,(Z),+) tertutup.
(i) Assosiatif
(A+B)+C=A+B+C).
Dari ruas kiri diperoleh

(A+B)+C=<[‘C‘ Z]JT[; ﬂ)+[;{ ]l]
[a+e+L b+f+]

c+g+k d+h+1]

(@ Tertutup
a b]+[e f]_[a+e b+f
c d “lc+g d+h
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(iif)

(iv)

Dari ruas kanan diperoleh
_[a b e fl.[9 h
A+(B+C)—[C . +(g h]+[i ]D
_[ate+i b+f+j
B [c+g+k d+h+l]'
Karena dengan mengambil sebarah@®,C € M, (Z)
sedemikian sehinggéd + B) + C = A + (B + (). Jadi
(M, (Z), +) assosiatif.

Mempunyai elemen identitas e = [g 8
operasi penjumlahan, karedat e = e + A = A, untuk
setiapd € M, (Z).

Setiap elemen mempunyai invers

Untuk setiapd € M, (Z) terdapad~! = —A4 sedemikian

sehinggd—A) + A=A+ (—4) =e.

] terhadap

» (M, (Z),») adalah semigrup

18

(i)

(ii)

Tertutup
a bile f ae +bg af + bh
A5 = [c d] g h] N [ce+dg cf +dh Z
Karenaa, b,c,d € Z dane, f, g, h € Z, maka diperoleh
ae+bg €EZ, af + bhE€Z, ce +dg €EZ, cf +dh € Z,
sehinggadB € M, (Z). Jadi(M,(Z),») tertutup.
Assosiatif
(AB)C = A(BC)

Dari ruas kiri diperoleh
(AB)C
=([¢ Ak Al

c dilg hl/lk 1
_[aei + bgi + afk + bhk aej + bgj + afl + bhl
-~ [cei +dgi+cfk +dhk cej+dgj+cfl+dhlf
Dari ruas kanan diperoleh
A(BC)

)

c
_[ael+bgl+afk+bhk aej + bgj + afl + bhl
"~ lcei +dgi+ cfk +dhk cej+dgj+cfl+dhlf



Karena dengan mengambil sebarahd, C € M, (Z)
sedemikian sehingg@dB)C = A(BC). Jadi (M, (Z),)
assosiatif.

» (M,(Z),+,») berlaku sifat distributif kiri
Ax(B+C)=(A*B)+ (A*C).
Dari ruas kiri diperoleh

as@+0=[" 25 A+ )
_[aei+bgk afj + bhl

cei +dgk cfj+ dhlf
Dari ruas kanan diperoleh

(A*B)+(A*C)=<[Z Z[; Z)J’([Z Z”Ilc Jz])

__[ae+bg af + bh ai + bk aj+ bl

- [ce+dg cf+dh]+[ci+dk cj +dl

_ [aei + bgk afj+ bhl

Y [cei +dgk cfj+ dhlf
Karena dengan mengambil sebarang,B,C € M,(Z)
sedemikian sehinggad * (B +C) = (A*B) + (A = C). Jadi
(M, (Z),») memenuhi hukum distributif.

Karena(M,(Z), +,») memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu

near-ring. Jadi(M,(Z), +,») adalamear-ring. |

Contoh 2.5.3

Misalkan ' = {0,x,y,z,u,v} dengan operasi penjumlahan dan
perkalian yang disajikan dalam Tabel 2.3 dan Tabgldibawah ini
merupakan suatoear-ring.

Tabel 2.30perasi penjumlahan padanv

+ 0 X y z u v
0 0 X y Z u v
x x 0 v u z y
y y u 0 v X z
z z v u 0 y x
u u y z x v 0
v v z X y 0 u
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Tabel 2.40perasi perkalian padanN

0 X z u

SIIRINR (R |O]e

(=) [} e} (e} [e )l fan]
OO R (R [R |O©
OOR [R |R |O
OO R [R [R |©
Q||| |Oo (O
S|Io|co|o(o|<

Bukti:
Dengan menggunakan Tabel 2.3 dan Tabel 2.4, benikudapat
dibuktikan bahwav' = {0, x, y, z, u, v} adalahnear-ring.

» (v, +) adalah grup.
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(i)

(ii)

(iif)

(vi)

Tertutup

Ambil sebarangr, b € V. Berdasarkan Tabel 2.3 terlihat
bahwa(Z,, +) tertutup, karena hasil da@V’, +) adalah
{0,x,y,z,u,v}. Jadi(V, +) tertutup.

Assosiatif

Ambil sebarangi, b,c € V. Misalkana = 0,b = x dan
¢ = y. Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh
(@a+b)+c=0+x)+y=x+y=w.
a+b+c)=0+x+y)=0+v=n1.

Jadi (a+b)+c=a+(b+c)=v. Hal ini juga
berlaku untuk setiam, b,c € V' sedemikian sehingga
(a@a+b)+c=a+ (b+c). Jadi(V, +) assosiatif.
Mempunyai elemen identitag = 0 terhadap operasi
penjumlahan, karena + 0 = 0+ a = a, untuk setiap
a€EN.

Setiap elemen mempunyai invers

Berdasarkan Tabel 2.3 invers damdalah0, invers dari
x adalahx, invers dariy adalahy, invers darz adalahz,
invers dariu adalahv, dan invers dariy adalahu. Jadi
setiap elemen d" mempunyai invers.



» (V,») adalah semigrup.

(i)

(ii)

Tertutup

Ambil sebarangt, b € V. Berdasarkan Tabel 2.4 terlihat
bahwa (V,e) tertutup, karena hasil dafiVv,e) adalah
{0, x}. Jadi(V,e) tertutup.

Assosiatif

Ambil sebarangs, b, c € V. Misalkana = 0,b = x dan
¢ = y. Berdasarkan Tabel 2.4 diperoleh

(ab)e = ((0)(@)() = (0)() = 0.

a(be) = (0)((x))) = (0)) = 0.

Jadi (ab)c = a(bc) = 0. Hal ini juga berlaku untuk
setiapa, b, c € V sedemikian sehinggéab)c = a(bc).
Jadi(JV,e) assosiatif.

> (IV, +,») memenuhi hukum distributif kiri.
Ambil sebarangz, b,c € V. Misalkana = 0,b = x danc = y.
Berdasarkan Tabel 2.3 dan Tabel 2.4 diperoleh
a(b+c) = (0)(x+y) = (0)(v) = 0.
(ab) + (ac) = ((0)(x)) + ((0)(@)) = (0)(0) = 0.
Jadi a(b + c¢) = (ab) + (ac) = 0. Hal ini juga berlaku untuk
setiapa, b, c € V' sedemikian sehinggab + c¢) = (ab) + (ac).
Jadi(V, +,») memenuhi hukum distributif kiri.
Karena N ={0,x,y,z,u,v} memenuhi semua aksioma-aksioma
dari suatwnear-ring. JadiNV = {0, x,y, z, u, v} adalalmear-ring. =

Definisi 2.5.4 (Pembagi NoNear-ring )

Misalkan V' adalah near-ring. Suatua € ' disebut pembagi nol
kanan jika dan hanya jika terdapat {0} € V' sedemikian sehingga
ba = 0. Selanjutnya Suata € V' disebut pembagi nol kiri jika dan
hanya jika terdapat \ {0} € V' sedemikian sehinggah = 0. Suatu
a € v disebut pembagi nol jika dan hanya jika merupakan
pembagi nol kanan dan pembagi nol kiri.

(Wendt, 2009)
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Definisi 2.5.5 Center Near-ring)
Misalkan adalahnear-ring, makaC = {a € N'|ab = ba,Vb € N'}
disebut sebagaenter darinear-ring V.

(Park dan Jung, 2010)

Contoh 2.5.6

Dari Contoh 2.5.2M,(Z) adalahnear-ring. Beberapa center dari
near-ring M, (Z) diantaranya adalah matriks identitas dan matriks
nol yang berukurag x 2.

Contoh 2.5.7
Dari Contoh 2.5.3 center dari N ={0,x,y,z,u,v} adalah
0,x,y,z,udanv.

Definisi 2.5.8 Zero Symmetric Near-ring)
Misalkan O adalah elemen identitas atas operagumdshan pada
N. NV disebutzero symmetric near-ring jika a0 = 0a = 0 untuk
setiapa € V.

(Pilz, 1983)

Contoh 2.5.9
Dari Contoh 2.5.2, maka1,(Z) merupakan suateero symmetric
near-ring.

Bukti:
Ambil sebarangd,x, = {(a;;)|a;; € Z} € M,(Z) dan matriks nol
yang berukura@2 x 2, sedemikian sehingga

a bJ[0 0]_[0 Ojfa b]_[0 O]

[c d”O o]‘[o 0][6 d ‘[0 0" % €L
Karena A0 = 04 =0, untuk setiap A € M,(Z). Berdasarkan
Definisi 2.5.8, makav«, (Z) adalahzero symmetric near-ring. [

Contoh 2.5.10

Dari Contoh 2.5.3V = {0, x, y, z,u, v} adalahzero symmetric near-
ring, karena berlaka0 = 0a = 0 untuk setiam € V.
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Definisi 2.5.11 @-torsion Free Near-ring)
Misalkan V' adalahnear-ring. ' disebut2-torsion free near-ring
jika 2a = 0 makaa = 0, untuk setiam € V.

(Ozturk dan Ceven, 2008).

Contoh 2.5.12
Dari Contoh 2.5.3, makau,(Z) merupakan suat@-torsion free
near-ring.

Bukti:
Misalkan A,,, = ((aij)|aij € Z) € M,(Z). Untuk membuktikan

bahwaM,(Z) adalah2-torsion free near-ring, berdasarkan Definisi
2.5.11 harus dibuktikan jiké2A =0 maka A = 0. Pembuktian
tersebut dilakukan dengan mengambil kontraposisiyaiiu jika
diketahuiA # 0 akan dibuktikar2A # 0. Sekarang Ambil sebarang

A M ((aij)|aij #0€ Z) € M, (Z) sedemikian sehingga

_S[a b]__[2a 2b 0 0]
2A—2[C d]_[ZC s E 0],auqt0€Z.
Karena dengan mengambil sebarafig= 0 sedemikian sehingga

diperoleh24 # 0, jadi M, (Z) adalah2-torsion free near-ring.

Definisi 2.5.13 (Near-ring Prima)
Misalkan V' adalahnear-ring. ' dikatakannear-ring prima jika
alN'b = 0, makaa = 0 ataub = 0 untuk setiam, b € V.

(Golbasi, 2006)

Contoh 2.5.14
Diberikan M = { g g] Ia,b €Za#0,b+# 0} adalah near-ring

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Mekanerupakan
suatunear-ring prima.

Bukti:

Untuk membuktikan bahwat adalahnear-ring prima, berdasarkan
Definisi 2.5.13 harus dibuktikan jikdaMB = 0, makaA = 0 atau

B =0. Pembuktian tersebut dilakukan dengan mengambil
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kontraposisinya yaitu jika diketahud =0 dan B # 0, akan
dibuktikan bahwadM'B # 0.
Ambil sebarang

AZXZ:{[(C) 2]|c,deZ,c¢0,d¢0}eM.
e 0
Boa={lo ]

Sedemikian sehingga
_[c Olra 0y1[e O] _[cae O 0 0
ane =5 ol[g b”O f]—[o dbf]i[o ol
Di manaa,b,c,d,e, f € Z. Karena dengan mengambil sebarang

A # 0 danB # 0 sedemikian sehingga diperoldtM'B + 0, jadi M
adalahnear-ring prima.

e,fEZ,e;tO,f;tO}EM.

Contoh 2.5.15
Dari Contoh 2.5.3N = {0,x,y,z u,v} bukan near-ring prima,
karena jika di ambilt # 0 danv # 0, makaaN'b = 0 yaitu:

ulv = 0v =0
uav = 0v =
ubv = 0v =
ucv = 0v =0
uuv = 0v =0
uvv = 0v = 0.
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BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, lemmaeteardari
derivation dangeneralized derivation padanear-ring prima beserta
bukti-buktinya. Pembahasan pada skripsi ini hanlgatdsi pada satu
generalized derivation pada2-torsion free near-ring prima.

3.1Derivation pada Near-ring Prima

Definisi 3.1.1 Derivation)
MisalkanV' adalahnear-ring. Sebualadditive mapping d: N' — N
disebut sebagaderivation pada N jika untuk setiapx,y € NV
berlaku
d(xy) = xd(y) + d(x)y ataud(xy) = d(x)y + xd(y).
(Bell dan Mason, 1992)

Contoh 3.1.2

Diberikannear-ring ¥ dan pemetaad: ' - V' yang didefinisikan
sebagaid(x) = ax — xa, x € V', a € C. Makad merupakan suatu
derivation.

Bukti:
Untuk membuktikan bahwal adalah derivation, maka pertama
dibuktikand adalahadditive mapping dan selanjutnya dibuktikaml
adalah derivation. Ambil sebarangx,y € ¥ dan a € C, akan
dibuktikan bahwal adalahadditive mapping sebagai berikut.
dx+y)=alx+y)—(x+ya
=ax +ay—xa—ya
=ax —xa+ay—ya
=d(x) + d(y).
Jadi terbukti bahwad adalah additive mapping. Selanjutnya
dibuktikan bahwal adalahderivation sebagai berikut.
d(xy) = axy — xya
= axy — xay + xay — xya
= (ax — xa)y + x(ay — ya)
= d(x)y + xd(y).
25



Jadi terbukti bahwd adalahderivation. ]

Contoh 3.1.3
Misalkan m, s,p # 0 € Z. Diberikan near-ring yang didefinisikan
sebagai NV = {[g JZ’] |x,y,z E Z} dan juga additive mapping
d: N - N dang: N = IV yang didefinisikan sebagai berikut.
X Y1\ _[0 mx—mz X YN_[0 -ys
Ao 2D=lo ™% lena(ly 2D=lo 7’}
Makad dang merupakan suaterivation padav'.

Bukti:

d dang sudah didefinisikan dengan baik.

0] Akan dibuktikan bahwa adalahderivation pada®'. Ambil
sebarand(,Y € IV sebagai berikut.

x=(l3 Yfurnae)
Y = {)62 )le lxz,yz,zz € Z}.

Dengan

(X1 V1] 0 mx; —mz
dx) =d ([ 21.)= R 1]

X2 Y2 0 mx, —mz
an=d([y 2)=[, ™2,
Sedemikian sehingg& XY) = Xd(Y) + d(X)Y.
Dari ruas kiri diperoleh

aan=d([g 2 =)

X1Xz X1Y2 T Y122
- d( 0 Z1Z; ])
— [0 m(xyx;) — m(lez)]_
0 0
Dari ruas kanan diperoleh
Xd(Y)+dX)Y

[6 2le(lc 2D+ 2DI0 =]

[x1 }’1] 0 mx, — mZZ] [0 mx, — m21] [362 )Z’2]
2

[
o X

I

0
[8 xl(mxzo mzz)] [0 (mxy 0m21)22]
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(i)

1 [0 X1MXy — X1MZy + MX12Zy — mzlzz]
0

[0 m(x1x;) — m(ZIZZ)]_
0 0

Karena dengan mengambil sebargfig’ € ¥ sedemikian

sehingga diperoleld (XY) = Xd(Y) + d(X)Y. Berdasarkan
Definisi 3.1.1,d adalahderivation padan'. [

Akan dibuktikan bahwg adalahderivation padaN'. Ambil
sebarand,Y € V' sebagai berikut.

X = {[):)1 )Z,i] |x1,y1,zl € Z}
Y = { 2 }Zlﬂ |x2,y2,22 € Z}

s =9 2D =18 73]
s0=g([o 2=l 3"
sedemikian sehingg®XY) = g(X)Y + Xg(Y).
Dari ruas kiri diperoleh
s =9([o 70 2))
=g ([xl(;fz x1)’2z4;)’122])
1 [8 —(x1y2 (")‘ yllzzz)s].

dengan

Dari ruas kanan diperoleh
gX)Y +Xg(Y)

=a(lo ZDI6 z+l0 Zla(s 2D
=l 26 ozl ]

0 0 10 2zl 10 zllp o
=[8 (—3’65)22]_{_[8 x1(—0y25)]
= [0 -y, + )’122)5]_

0 0

Karena dengan mengambil sebarahd € ' sedemikian
sehingga diperolely(XY) = g(X)Y + Xg(Y). Berdasarkan
Definisi 3.1.1,g adalahderivation padav. ]
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Definisi 3.1.4 @dditive-group Commutator dan Commutator)
MisalkanV' adalahnear-ring. Untuk setiape, y € V', maka
(1) (x,y)=x+y—x—y disebut sebagaiadditive group
commutator.
(i) [x,y] = xy — yx disebut sebagabmmutator.
(Golbasi, 2006)

Definisi 3.1.5 (Grup Komutatif dan Ring Komutatif)

Diberikan(x, y) = x + y — x — y adalahadditive group commutator

dan[x, y] = xy — yx adalahcommutator.

(1) Jika(x,y) = 0, makaNV disebut sebagai grup komutatif.

(ii) Jika[x, y] = 0, makaN" disebut sebagai ring komutatif.
(Golbasi dan Aydin, 2004)

Definisi 3.1.6 (Homomorfisma dan Anti-homomorfisma)
Misalkan V' adalah himpunan bagian dawear-ring N dan d
adalahderivation pada’v'. Jika untuk setiap, y € V"' berlaku
(i) d(xy) = d(x)d(y), makad disebut sebagai homomorfisma
near-ring.
(ii) d(xy) = d(y)d(x),makad disebut sebagai anti-homorfisma
near-ring.
(Argac, 1997)

Lemma 3.1.7
Misalkand adalahderivation padanear-ring V. Maka untuk setiap
x,y,z € N berlaku sifat distributif sebagai berikut.
(i) {xd(y) + d(x)y}z = xd(y)z + d(x)yz.
(i)  {dE)y +xd()}z = d(x)yz + xd(y)z.
(Wang, 1994)

Bukti:
() Karenad adalahderivation, maka untuk setiap,y,z € V'
berlaku
d((xy)z) =xyd(z) + d(xy)z
= xyd(z) + {xd(y) + d(x)y}z. (3.1)

Di lain pihak diperoleh
d(x(yz)) = xd(yz) + d(x)yz
=x{yd(z) + d(y)z} + d(x)yz.
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(ii)

Karena' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh
d(x(yz)) =xyd(z) + xd(y)z + d(x)yz. (3.2)
Dari persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh
d(p)2) = d(x(v2)
xyd(z) + {xd(y) + d(x)y}z = xyd(z) + xd(y)z +

d(x)yz.
Dengan menggunakan - kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh

{xd(y) + d(x)y}z = xd(y)z + d(x)yz. [

Karenad adalahderivation, maka untuk setiap,y,z € V'
berlaku
d((xy)z) =d(xy)z + xyd(z)
={dx)y + xd(y)}z + xyd(z). (3.3)
Di lain pihak diperoleh
d(x(yz)) =d(x)yz + xd(yz)
=d(x)yz + x{d(y)z + yd(2)}.
Karena' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh
d(x(yz)) = d(x)yz + xd(y)z + xyd(2). (3.4)
Dari persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh
d(y)z) = d(x(2))
{dx)y + xd(y)}z + xyd(z) = d(x)yz + xd(y)z +
xyd(z).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh

{dx)y + xd(y)}z = d(x)yz + xd(y)z. [

Lemma 3.1.8

Misalkan ' adalahnear-ring dan d adalahderivation padanear-
ring V. Jikau € V' bukan pembagi nol kiri dan jika, d(uw)] = 0,
maka(u, x) konstan(d(u, x) = 0) untuk setiapx € V.

(Bell dan Mason, 1987)
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Bukti:
Karena ' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif Kiri,
sehingga diperoleh
u(u + x) = u? + ux dand{u(u + x)} = d(u? + ux).
Karenad adalahderivation dand adalahadditive mapping, sehingga
diperoleh
dw)(u + x) + ud{(u+ x)} = d@w?) + d(ux).
Karena' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kirid
adalahadditive mapping dand adalahderivation, sehingga diperoleh
dwu +dw)x + uf{d(u) + d(x)} = d(w)u + ud(u) +
d(w)x + ud(x)
dwu + dw)x + ud(u) + ud(x) = d(wu + ud(u) +
d(u)x + ud(x).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahamngsa
diperoleh
dw)u + ud(x) = d(wu + ud(x)
dw)u + ud(x) — d(w)u — ud(x) = 0. (3.5)
Karena diketahui [u,d(u)] = ud(u) — d(w)u =0, sehingga
diperolehd (w)u = ud(u).
Sehingga persamaan (3.5) menjadi
ud(u) + ud(x) —ud(u) — ud(x) =0
u{d(u) + d(x) —d(u) —dx)} =0

ufd(u+x—-u—x)}=0. (3.6)
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), maka persamaan) (Behjadi
u(d{u,x)) =0
Karenau bukan pembagi nol kiri, sehingga diperotg, x) = 0.
Dengan kata laiu, x) konstan untuk setiap e V. [ |

Lemma 3.1.9

MisalkanV" adalahnear-ring prima.

(1) Jikaz € C \ {0}, makaz bukan pembagi nol dain".

(i) Jika C \ {0} memuat sebuah elemen dimanaz + z € C,
maka(V', +) adalah grup komutatif.

(iir) Misalkand adalahnonzero derivation padan .
Jika ad(V) =0 makaa =0 dan jikad(VN)a =0 maka
a=0.
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(iv)

Bukti:
()

(ii)

Jika V' adalah2-torsion free dand adalahderivation pada
near-ring V' sedemikian sehingg# = 0, makad = 0.
(Bell dan Mason, 1987)

Berdasarkan Definisi 2.5.4,untuk suat& N, 3z € C \ {0},
sedemikian sehinggez = 0.
KarenaN" adalamear-ring prima, sehingga diperoleh

xNz=0.
Berdasarkan Definisi 2.5.13, maka= 0 atauz = 0. (3.7)
Karenaz € C \ {0}, makaxz = zx = 0. (3.8)

Dari persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh
Jikaxz = zx = 0, makax = 0 atauz = 0.
Jadiz bukan pembagi nol daiv. ]

Jikaz € C \ {0} dan berlakuz + z € C, maka untuk setiap
x,y € IV berlaku sifat distributif kiri yaitu
x+y)z+2)=E+y)z+(x+y)z
=XZ+YyZ+xzZ+Yyz
=x+y+x+y)z (3.9)
Di lain pihak diperoleh
x+y)z+2)=x(z+2)+y(z+2)
=xz+xz+yz+yz
=(x+x+y+y)z (3.10)
Dari persamaan (3.9) dan (3.10) diperoleh
x+y+x+y)z=Cx+x+y+y)z
xX+y+x+y=x+x+y+y.
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh

x+y=y+x
x+y—x—y=0
(x,y)=0
Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), mak@v, +) adalah grup
komutatif. ]

31



(iii)

(iv)
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Akan dibuktikan jikaad (V) = 0 makaa = 0.
Karenaad (V) = 0, maka untuk setiap, y € ' berlaku
ad(xy) = 0.
Karenad adalahderivation, sehingga diperoleh
af{xd(y) + d(x)y} = 0.
Karena' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh
axd(y) + ad(x)y = 0. (3.11)
Karenaad (') = 0, makaad(x) = 0 untuk setiapx € V.
Sehingga persamaan (3.11) menjadi
axd(y) =0
aNd(y) = 0.
Karena' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero
derivation (d # 0), sehinggaz = 0.
Selanjutnya akan dibuktikan jikl(V)a = 0 makaa = 0.
Karenad(V)a = 0, maka untuk setiap, y € V" berlaku

d(xy)a = 0.
Karenad adalahderivation, sehingga diperoleh
{dx)y + xd(y)}a = 0. (3.12)

Dengan menggunakan Lemma 3.1.7 (ii), maka persamaan
(3.12) menjadi

d(x)ya + xd(y)a = 0. (3.13)
Karenad(WN)a = 0, makad(y)a = 0 untuk setiapy € V.
Sehingga persamaan (3.13) menjadi

d(x)ya =0

d(x)Na = 0.
Karena ' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero
derivation (d # 0), sehinggaz = 0. |

Karenad? (V") = 0. Untuk setiapc, y € ', maka berlaku
d*(xy) =0
dfd(xy)} = 0.
Karenad adalahderivation, sehingga diperoleh
d{d(x)y + xd(y)} = 0.
Karenad additive mapping, sehingga diperoleh
d{d(x)y} + dfxd(y)} = 0.



Karenad adalahderivation, sehingga diperoleh
d{d(x)}y + d(x)d(y) + d(x)d(y) + xd{d(y)} = 0
d?(x)y + d(x)d(y) + d(x)d(y) + xd*(y) = 0.
Karenad? = 0, sehingga diperoled (x)d(y) = 0.
KarenaV' adalah2-torsion free, maka untuk setiap € v

diperoleh
d(x)d(y) =0
d(x)d(N) = 0.
Berdasarkan Lemma 3.1.9 (iii), ma#a= 0. [ |

Teorema 3.1.10
Misalkan V' adalahnear-ring prima dengamonzero derivation d.
Jika d(V) c C, maka(WV,+) adalah grup komutatif. Selanjutnya
jika v adalah2-torsion free, makaN adalah ring komutatif.

(Bell dan Mason, 1987)

Bukti:
Untuk membuktikan bahwa(lV,+) adalah grup komutatif,
berdasarkan Definisi 3.1.5 (i) cukup dibuktikamwa(x,y) = 0.
Misalkana € V' sedemikian sehinggi(a) # 0.
Jadi d(a) € C\ {0} dan d(a)+d(a) € C \ {0}, untuk setiap
x,y € IV berlaku
(x + y){d(a) + d(a)} = {d(a) + d(@)}(x + y).
Karena ' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif Kkiri,
sehingga diperoleh
xd(a) + xd(a) + yd(a) + yd(a) = d(a)x + d(a)y +
d(a)x + d(a)y.
Karenad(a) € C, sehingga diperoleh
d(a)x +d(a)x +d(a)y + d(a)y = d(a)x + d(a)y +
d(a)x + d(a)y.
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahamngsa
diperoleh
d(a)x +d(a)y = d(a)y + d(a)x
d(a)x +d(a)y — d(a)y —d(a)x =0
d(a)x + d(a)y —d(a)x — d(a)y =0
dla)(x+y—-—x—y)=0. (3.14)
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Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), untuk setiap,y € N maka
persamaan (3.14) menjadi
d(a){x,y) = 0.
Karenad(a) € C \ {0}, sehingga diperoletx, y)d(a) = 0.
Dengan menggunakan Lemma 3.1.9 (iii), untuk setigp € NV
maka(x, y) = 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), maka’, +) adalah
grup komutatif. Selanjutnya akan dibuktikan jikaadalah2-torsion
free near-ring prima, makaN adalah ring komutatif.
Karenad (V) c C, maka untuk setiag, b € V' berlaku
cd(ab) = d(ab)c.
Karenad adalahderivation, sehingga diperoleh
c{d(a)b + ad(b)} = {d(a)b + ad(b)]}c.
KarenaV' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan
dengan menggunakan Lemma 3.1.7 (ii), sehinggaalgter
cd(a)b + cad(b) = d(a)bc + ad(b)c. (3.15)
Karenad (V') c C, sehingga persamaan (3.15) menjadi
d(a)ch + cd(b)a = d(a)bc + d(b)ac
d(a)ch + d(b)ca = d(a)bc + d(b)ac. (3.16)
Dari persamaan (3.16) d&a, +) adalah grup komutatif, sehingga
diperoleh
d(a)cb + d(b)ca — d(a)bc — d(b)ac =0
d(a)cb — d(a)bc = d(b)ac —d(b)ca
d(a){(cb — bc)} = d(b){(ac — ca)} (3.17)
d(a)[c,b] = d(b)|a,c].
Sekarang diandaikan bahwé tidak komutatif.
Dari persamaan (3.17) dipilite,c € ¥ dengan[a,c] # 0 dan
misalkanb = d(x) € C diperoleh
d(a){cd(x) — d(x)c} = d{d(x)}(ac — ca). (3.18)
Karenad(NV') c C, untuk setiapr € ' makacd(x) — d(x)c = 0.
Sehingga persamaan (3.18) menjadi
0 = d?(x)(ac — ca)
= d?(x)[a,c].
Karena [a,c] # 0, untuk setiapx € N maka haruslahd?(x) = 0.
Jikad?(x) = 0, menurut Lemma 3.1.9 (iv) maki{x) = 0. Padahal
d adalah nonzero derivation (d # 0), sehingga terjadi suatu
kontradiksi. Jadi yang benar adalfdn c] = 0. Menurut Definisi
3.1.5 (ii), makaN adalah ring komutatif. ]
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3.2 Generalized Derivation padaNear-ring Prima

Definisi 3.2.1 Generalized Derivation)
Misalkan V' adalahnear-ring dan didefinisikard: ¥ — N adalah
derivation padaV. Sebuahadditive mapping f: N — N disebut
sebagai
(1) Generalized derivation kanan padanear-ring V' jika untuk
setiapx, y € IV berlakuf (xy) = f(x)y + xd(y).
(ii) Generalized derivation kiri pada near-ring V' jika untuk
setiapx, y € IV berlakuf (xy) = d(x)y + xf (y).
Jika f merupakangeneralized derivation kanan dangeneralized
derivation kiri, maka f disebut sebagajeneralized derivation pada
near-ring V.
(Golbasi, 2006)

Contoh 3.2.2

Diberikan near-ring N dan derivation d:N — N yang
didefinisikan sebagai(x) = ax — xa, x € V. dana € C. Selain itu
juga diberikan sebuah pemetagnN' — N yang didefinisikan
sebagaif(y) =ay —ya, y € N dana € C. Maka f merupakan
suatugeneralized derivation Kiri.

Bukti:

Dari Contoh 3.1.2 sudah dibuktikan bahwaadalah derivation.

Sekarang tinggal dibuktikan bahvfaadalahgeneralized derivation

kiri. Untuk membuktikan bahwg adalahgeneralized derivation,

maka pertama dibuktikaf adalahadditive mapping dan selanjutnya

dibuktikan f adalahgeneralized derivation kiri. Ambil sebarang

x,y EN dan a € C, akan dibuktikan bahwg adalah additive

mapping sebagai berikut.
fx+y)=alx+y)—(x+y)a

ax +ay —xa—ya

ax —xa+ay—ya

fQ)+ f).

Jadi terbukti bahwaf adalah additive mapping. Selanjutnya

dibuktikan bahwaf adalah generalized derivation kiri sebagai

berikut.

35



f(xy) = axy — xya
= axy — xay + xay — xya
= (ax — xa)y + x(ay — ya)
=d()y +xf ().
Jadi terbukti bahw@ adalahgeneralized derivation Kiri. |

Contoh 3.2.3
Dari contoh 3.1.3, diberikaradditive mapping D: V' - N dan
G: V' — IV yang didefinisikan sebagai berikut.

X y 0 mx+mz Xy 0 pz—ys
plo 2D)=lg ™5™ eanc(y D=l "ol
Maka D merupakan suatweneralized derivation kanan yang
dikaitkan denganl danG merupakan suatgeneralized derivation

kanan yang dikaitkan denggn

Bukti:

D dan¢ sudah didefinisikan dengan baik.

(1) Akan dibuktikan bahwaD adalah generalized derivation
kanan yang dikaitkan dengah Ambil sebarangX,Y €
sebagai berikut.

£={l5 Yoy

= (5 Hhaona

dengan

BT OSA TR | " sy

X2 Y2 0 mx, —mz
aw)=d ([ Zz]): 11 "R 2]
sedemikian sehingga(XY) = D(X)Y + Xd(Y).
Dari ruas kiri diperoleh
X1 3’1] [xz }’2])

D(XY) =D ([ o zllo =
D ([xloxz x1)’221223’122])
_ [0 m(x,x,) + m(zlzz)]
0 0 ’
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(ii)

Dari ruas kanan diperoleh
DX)Y + Xd(Y)

=2 2Dl zl+l zle(o )

_[0 mx +m21] [xz ] [ HO mx, — mzz]
@ 8 (mx; + le)ZZ] n [O xl(mle mzz)] 0
_ :8 mx,2z, g-mzlzz + xlomxz - xlrgzz]
_ :8 m(x;,x,) + m(zlgz)]_
L0 0

Karena dengan mengambil sebargfig’ € ¥ sedemikian
sehingga diperole®(XY) = D(X)Y + Xd(Y). Berdasarkan
Definisi 3.2.1 (i), D adalahgeneralized derivation kanan
padan. [

Akan dibuktikan bahwaG adalah generalized derivation
kanan yang dikaitkan dengan Ambil sebarangX,Y €
sebagai berikut.

r={§ Mkonncs)

Y = { JE)Z }Z]ﬂ Ixz,yz,zz € Z}

60 =6([o 2D=lo 75

9(¥) = g( JE)Z zz]) 3 [0 —yzs]

sedemikian sehingga(XY) = G(X)Y + Xg(Y).
Dari ruas kiri diperoleh

dengan

| [ X1 Y11[*2 Y2
cxv) =6 ([ zl] 5 22])
_ X1Xp X1Y2 T Y123
=6 ([ 0 712 ])
— [0 p(z12;) — (x1y, + )’122)5]_
0 0
Dari ruas kanan diperoleh

G(X)YxthfY) X2 Y2 X1 N X2 Y2
=6(lo Do zl+lo zle(d Z)
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Dz — yls] [xz )’2] X1 J’1] [O —yzs]
, 0 )0 Zzo 0( 21)0 0
bz1 — Y1S)Z3 X1\=Y2S
0 ]+ [0 0 ]
pz1z; — Y1523 — x1}’25]
0
L p(z123) — (X1, + Y1ZZ)S]_

_O O . - -
Karena dengan mengambil sebarahd € N sedemikian
sehingga diperolel# (XY) = G(X)Y + Xg(Y). Berdasarkan
Definisi 3.2.1 (i), G adalahgeneralized derivation kanan

oo oo oo o

padan. [
Lemma 3.2.4
(1) Jika f generalized derivation kanan padaear-ring V', maka
untuk setiape, y € V' berlakuf (xy) = xd(y) + f(x)y.
(ii) Jika f generalized derivation kiri padanear-ring V', maka
untuk setiape, y € IV berlakuf (xy) = xf (y) + d(x)y.
(Golbasi, 2006)
Bukti:
(1) Karenaf generalized derivation kanan padanear-ring )V,

38

sehingga untuk setiapy € NV diperoleh
flxy+ )} =f) @ +y)+xdy + y).
Karena" adalaimear-ring maka berlaku sifat distributif kiri
dand adalahadditive mapping, sehingga diperoleh
flxy+ )} =)y + f()y +x{dy) +d(¥)}
= f()y + f(0)y + xd(y) + xd(y). (3.19)
Di lain pihak f adalahadditive mapping, sehingga diperoleh
[y +xy) = flxy) + f(xy).
Karenaf generalized derivation kanan padanear-ring IV,
sehingga untuk setiapy € NV diperoleh
fxy +xy) = f()y +xd(y) + f(X)y + xd(y) (3.20)
Dari persamaan (3.19) dan (3.20) diperoleh
flx(y+ )} =flxy +xy)
fX)y + f)y +xd(y) +xd(y) = f(x)y +xd(y) +
f)y + xd(y).



(ii)

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh
f)y +xd(y) = xd(y) + f(x)y. (3.21)
Berdasarkan Definisi 3.2.2 (i), maka persamaan 1}3.2
menjadi
flxy) = xd(y) + f(x)y. ]

Karena f generalized derivation kiri pada near-ring JV,
sehingga untuk setiapy € NV diperoleh
fAx(v+»}=d@@ +y) +xf @ +y).
Karena' adalamear-ring maka berlaku sifat distributif kiri
danf adalahadditive mapping, sehingga diperoleh
flx@y+ )} =dx)y +dx)y +x{f () + ()}
=d()y +d@)y + xf(y) + xf(¥). (3.22)
Di lain pihak f adalahadditive mapping, sehingga diperoleh
fxy +xy) = f(xy) + f(xp).
Karena f generalized derivation kiri pada near-ring 2V,
sehingga diperoleh
fxy +xy) = dx)y + xf (y) + d(x)y + xf (). (3.23)
Dari persamaan (3.22) dan (3.23) diperoleh
flxy+ 9} = fxy +xy)
d)y +d@)y +xf () +xf(y) = d)y +xf(¥) +
d)y + xf(y).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh
d)y + xf(y) = xf (y) + d(x)y. (3.24)
Berdasarkan Definisi 3.2.2 (i), maka persamaarR4(3.
menjadi
fy) = xf(y) + d(x)y. L

Lemma 3.2.5

(i)

(ii)

Jika f generalized derivation kanan padaear-ring V', maka
untuk setiape, y € V' berlaku
)y +xd(y)}z = f(x)yz + xd(y)z.
Jika f generalized derivation padanear-ring V', maka untuk
setiapx, y € V' berlaku
{d)y +xf )}z = d(x)yz + xf (¥)z.

(Golbasi, 2006)
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Bukti:
0)

(ii)

40

Karenaf generalized derivation kanan padanear-ring )V,
sehingga untuk setiapy € V' diperoleh
flxy)z} = f (xy)z + xyd(z)
= {f()y +xd(y)}z + xyd(z).  (3.25)
Di lain pihak karenaf generalized derivation kanan pada
near-ring V', sehingga untuk setiapy € NV diperoleh
flx(vz)} = f(x)yz + xd(yz).
Karenad derivation padanear-ring V', sehingga diperoleh
fx2)} = f()yz + x{yd(2) + d(y)z}.
Karena' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh
flx(z)} = f(X)yz + xyd(2z) + xd(y)z.  (3.26)
Dari persamaan (3.25) dan (3.26) diperoleh
fAxy)z} = f{x(yz)}
{f )y + xd()}z + xyd(2) = f(x)yz + xyd(z) +
xd(y)z
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh

{(f)y+xd(y)}z = f(x)yz + xd(y)z. m

Karenaf generalized derivation kanan padanear-ring 2V,
sehingga untuk setiapy € IV diperoleh

fAxy)z} = f(xy)z + xyd(z).
Karena f generalized derivation kiri pada near-ring 2V,
sehingga diperoleh

flGxy)z} = {d(x)y + xf (y)}z + xyd(z) ~ (3.27)

Di lain pihak kareng generalized derivation kiri padanear-
ring V', sehingga diperoleh

flx(z)} = d(x)yz + xf (y2).
Karenaf generalized derivation kanan padanear-ring V',
sehingga diperoleh

flx(z)} = d(x)yz + x{f (y)z + yd(2)}.

KarenaV' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh

flx(yz)} = d(x)yz + xf(y)z + xyd(z) (3.28)



Dari persamaan (3.27) dan (3.28) diperoleh
fAGey)z} = f{x(yz)}
{d)y + xf (W)}z + xyd(z) = d(X)yz + xf (¥)z +
xyd(z)
Dengan menngunakan kaidah kanselasi penjumlahan,
sehingga diperoleh

{d)y +xf(y)}z = d(x)yz + xf (y)z. m

Lemma 3.2.6
MisalkanV' adalahnear-ring prima, f adalahgeneralized derivation
padanear-ring ;' dengamonzero derivation d dana € V.

(i)
(ii)

Bukti:
()

(ii)

Jikaaf (V') = 0, makaa = 0.
Jikaf(N)a = 0, makaa = 0.
(Golbasi, 2006)

Karenaaf (V') = 0, maka untuk setiap, y € V' berlaku
af (xy) = 0.
Karenaf generalized derivation kanan padaear-ring V,
sehingga diperoleh
a{f(x)y +xd(y)} = 0.

KarenaV' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif
kiri, sehingga diperoleh

af (x)y + axd(y) = 0. (3.29)
Karenaaf (V) = 0, makaaf(x) = 0 untuk setiapx € V.
Sehingga persamaan (3.29) menjadi

axd(y) =0

aNd(y) = 0.
Karena ' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero
derivation (d # 0), sehingga diperolela = 0. |

Karenaf (V)a = 0, maka untuk setiap, y € V' berlaku

f(xy)a = 0.
Karena f generalized derivation kiri pada near-ring V',
sehingga diperoleh

{d(x)y +xf(y)}a = 0. (3.30)
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Dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan
(3.30) menjadi

d(x)ya+ xf(y)a =0 (3.31)
Kareng (WV)a = 0, makaf(y)a = 0 untuk setiapy € V.
Sehingga persamaan (3.31) menjadi

d(x)ya=0

d(x)Na = 0.
Karena ' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero
derivation (d # 0), sehingga diperoleln = 0. [ |

Lemma 3.2.7
Misalkan f adalahgeneralized derivation padaN' dengannonzero
derivation d. Jika ¥ adalah2-torsion free near-ring prima dan
f? =0, makaf = 0.

(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karenaf? = 0, maka untuk setiap,y € V' berlaku
f2ey) =0
fUf (xy)} = 0.

Karena f generalized derivation kiri padanear-ring V', sehingga
diperoleh
fAd(x)y +xf (¥)} = 0.
Karenaf adalahadditive mapping, sehingga diperoleh
fld@)y} + fFlxfo)} = 0.
Karenaf generalized derivation kiri padanear-ring V', sehingga
diperoleh
d{d()}y + dC)f(y) + d)f(y) + xf{f ()} =0
d?()y + d)f(y) +d)fO) + xf2(y) = 0
d?(x)y +2d)f(y) + xf*(y) = 0. (3.32)
Karenaf? = 0, maka persamaan (3.32) menjadi
d?(x)y +2d(x)f(y) = 0. (3.33)
Dengan mengganty = f(y) dalam persamaan (3.33), sehingga
diperoleh
d?()f () +2d)f{f ()} =0
d?()f () +2d()f*(y) = 0 (3.34)
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Karena f2 = 0, maka f2(y) = 0 untuk setiapy € V', sehingga
persamaan (3.34) menjadi
d*(x)f(y) = 0.

d?(x)f(WV) = 0.
Dengan menggunakan Lemma 3.2.6 (i), méka= 0.
KarenaV' adalah2-torsion free near-ring prima dan berdasarkan
Lemma 3.1.9 (iv) maka = 0 adalah sebuah kontradiksi, kareha
adalahnonzero derivation (d # 0), sehingga diperolelf = 0. ]

Lemma 3.2.8
Misalkan V' adalahnear-ring prima dengamonzero generalized
derivation f yang dikaitkan dengamonzero derivation d. Jika
f(WV) c €, maka(V, +) adalah grup komutatif. Selanjutnya jik&
adalah 2-torsion free near-ring prima, maka N adalah ring
komutatif.

(Golbasi, 2006)

Bukti:
Untuk membuktikan bahwa(V,+) adalah grup komutatif,
berdasarkan Definisi 3.1.5 (i) dibuktikan bahixay) = 0. Misalkan
a € N sedemikian sehingg#(a) # 0. Jadi f(a) € C \ {0} dan
f(a) + f(a) € C \ {0}. Untuk setiapc, y € N berlaku

(x +»if(a) + f(@} = {f(a) + f(@)}(x + y).
Karena ' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif Kkiri,
sehingga diperoleh

xf(a) + xf(a) +yf(a) + yf(a) = f(a)x + f(@)y +

f@x + f(a)y.
Karenaf (a) € C, sehingga diperoleh
f@x + fl@x + f(a)y + fa)y = ;Eaix +flay + fla)x +
a)y.

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahamngsa
diperoleh

f@x+f(@y =fla)y+ fla)x

f@x+f(a)y - f(a)x - f(a)y =0
fl@kx+y—x—y)=0. (3.35)
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Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), maka untuk sewa@ ' persamaan
(3.35) menjadi
f@x,y) =0
fV){x,y) = 0.
Karenaf (V') c C, sehingga diperoletx, y)f (W) = 0.
Dengan menggunakan Lemma 3.2.6 (i), maka untulsety € N
diperoleh(x,y) = 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), makav/, +)
adalah grup komutatif. Selanjutnya dibuktikan jiR& adalah2-
torsion free near-ring prima, maka\ adalah ring komutatif.
Karenaf (V') c €, maka untuk setiap, y € V' berlaku
zf (xy) = f(xy)z.
Karenaf generalized derivation kiri, sehingga diperoleh
z{d()y + xf ()} = {d()y + xf (¥)}z.
KarenaN' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kiri, dan
berdasarkan Lemma 3.2.5(ii), sehingga diperoleh
zd(x)y + zxf(y) = d(x)yz + xf (y)z. (3.36)
Karenaf (V') c C, makaf(y) € C untuk setiapy € V', sehingga
persamaan (3.36) menjadi

zd(x)y + zxf (y) = d(x)yz + xzf (y)
zd(x)y — d(x)yz = xzf (y) — zxf (y)
= (xz — zx)f (). (3.37)
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka untuk setiapy,z € V'
persamaan (3.37) menjadi
zd(x)y — d(x)yz = [x,z]f (). (3.38)
Dengan menggantz = f(z) pada persamaan (3.38), sehingga
diperoleh
f@dx)y —d(x)yf(z) =[x f(2)]lf »)
f@{d()y —yd()} =[x, f(2)]f ) (3.39)
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka untuk setiapy,z €
persamaan (3.39) menjadi
f@ld(x),y] = [x, f()]f ). (3.40)
Karena f(WV) c C, makaf(z) € C untuk setiapz € V', sehingga
diperoleh xf(z) = f(2)x, jadi [x, f(z)] = 0. Sehingga persamaan
(3.40) menjadi f(z)[d(x),y] = 0. Karena f adalah nonzero
generalized derivation (f # 0), maka haruslah[d(x),y] = 0.
Sehingga dapat disimpulkaf() c €. Menurut Teorema 3.1.10
jika d(V) € € danN adalah2-torsion free near-ring prima, maka
NV adalah ring komutatif. ]
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Teorema 3.2.9

Misalkan ' adalah near-ring prima dan f adalah generalized

derivation pada/\" dengannonzero derivation d. Jika untuk setiap

x,y € N berlakuf ([x, y]) = 0, makaN adalah ring komutatif.
(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karenaf([x,y]) = 0 dan dengan mengganti= xy, maka untuk
setiapx, y € N diperoleh
f(lx,xy) =0 (3.41)

Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka persamaafl(3menjadi

flx(xy) — (xy)x} =0

flx(xy) —x(yx)} =0

flx(xy —yx)} =0

flxlx, yl} = 0.
Karenaf generalized derivation kiri, sehingga diperoleh
d(x)[x, y] + xf ([x,y]) = 0. (3.42)

Karenaf ([x, y]) = 0, maka untuk setiap,y € ' persamaan (3.42)
menjadi
d(x)[x,y] =0
d(x)(xy —yx) = 0.
Karena ' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif Kkiri,
sehingga diperoleh
d(x)xy —d(x)yx =0
d(x)xy = d(x)yx. (3.43)
Dengan mengganyr = yz kedalam persamaan (3.43), maka untuk
setiapx, z € IV diperoleh
d(x)xyz = d(x)yzx
d(x)xyz —d(x)yzx = 0
d(x)(xyz —yzx) =0
d(x)y(xz—zx) =0
d(xX)N[x,z] =0
KarenaV' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero derivation
(d # 0), sehinggax, z] = 0. Menurut Definisi 3.1.5 (ii), makav
adalah ring komutatif. [
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Teorema 3.2.10
Misalkan ' adalah near-ring prima dan f adalah generalized
derivation pada/N" dengannonzero derivation d. Jika untuk setiap
x,y €N Dberlaku f([x,y]) = +[x,y], maka N adalah ring
komutatif.

(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karena f([x,y]) = £[x,y] dan dengan menggangi= xy, maka
untuk setiape, y € V' diperoleh
f([x,xy]) = £[x,xy] (3.44)
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka persamaa(3menjadi
f(lx,xy]) = £{x(xy) — (xy)x}
= +{(x)y — x(yx)}
= +(x%y — xyx)
= tx(xy — yx)
= t+x[x,y]. (3.45)
Dilain pihak diperoleh
f(lxxy]) = flx(xy) — (xy)x}
= flx(xy) — x(yx)}
= fl{x(xy — yx)}
= flx[x, y1}.
Karenaf generalized derivation kiri, sehingga diperoleh

f(lx, xyD) = flx[x, y1}

= d(x)[x,y] + xf ([x, yD. (3.46)
Karenaf ([x,y]) = %[x, y], sehingga persamaan (3.46) menjadi
f(lx,xyD = d(x)[x, y] + x(x[x, y]). (3.47)

Dari persamaan (3.45) dan (3.47) diperoleh
f(lx, xyD) = f([x, xy])

+x[x,y] = d()[x,y] + x(£[x, y]).

tTx[x,y] = d()[x,y] £ x[x, y].
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahamngsa
diperoleh

0= dx)[x,y]
= d(x)(xy — yx).
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KarenaV' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kiri, untuk
setiapx, y € IV sehingga diperoleh
0 =d(x)xy —d(x)yx
d(x)xy = d(x)yx. (3.48)
Dengan mengganty = yz dalam persamaan (3.48), maka untuk
setiapx, z € IV diperoleh
d(x)xyz = d(x)yzx
d(x)xyz — d(x)yzx =0
d(x)(xyz —yzx) =0
d(x)y(xz—2zx) =0
d(x)N[x,z] =0
KarenaV' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero derivation
(d # 0), sehinggdx, z] = 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (ii), maka
NV adalah ring komutatif. |

Teorema 3.2.11

Misalkan ' adalah near-ring prima danf adalah generalized

derivation pada V' dengannonzero derivation d. Jika f adalah

homomorfismapadaN', makaf adalah pemetaan identitas.
(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karena f adalah homomorfismgpada ', maka untuk setiap
x,y € IV berlaku
flxy) = fFCOf ).
Karenaf generalized derivation kiri, sehingga untuk setiany € V'
diperoleh
d@)y +xf(y) = FOf ). (39
Dengan menggantiy = yz dalam persamaan (3.49), sehingga
diperoleh
d(x)yz + xf(yz) = f(x)f (yz).
Karena f adalah generalized derivation kiri dan f adalah
homomorfisma pada’, sehingga diperoleh
d(®)yz + x{d(y)z + yf(2)} = fFOf )f (2)}
={ff M} (2)
= fOy)f(2).

47



Karena ' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif Kiri,
sehingga diperoleh
d(x)yz +xd(y)z + xyf(2) = f(xy)f (2).
Karenaf adalahgeneralized derivation kiri, sehingga diperoleh
d(x)yz + xd(y)z + xyf(z) = {d(x)y + xf (¥)}f (2). (3.50)
Berdasarkan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan (&180jadi
d(x)yz + xd(y)z + xyf (z) = d(x)yf(2) + xf (¥)f (2).
= dX)yf(2) +xf(yz)
Karenaf adalahgeneralized derivation kiri, sehingga diperoleh
d()yz + xd(¥)z + xyf (z) = d(x)yf (2) + x{d(¥)z + yf(2)}.
Karena V' adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri,
sehingga diperoleh
d(x)yz + xd(y)z + xyf (z) = d(x)yf(z) + xd(y)z + xyf (2).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahaka mmatuk
setiapx,y,z € IV diperoleh
d(x)yz = d(x)yf(2)
d(x)yz —d(x)yf(z) =0
dC){y(2) —yf(2)} =0
dG)y{z - f(2)} =0
d)N{z - f(2)} = 0.
KarenaV" adalahnear-ring prima dand adalahnonzero derivation
(d # 0), maka untuk setiap € V" diperoleh

z—f(z)=0
f(2) =z
Jadif adalah pemetaan identitas. ]

Teorema 3.2.12

Misalkan I adalah near-ring prima dan f adalah generalized

derivation padaN' dengamonzero derivation d. Jika f adalah anti-

homomorfismgadaN', makaf adalah pemetaan identitas.
(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karena f adalah anti-homomorfismpada ', maka untuk setiap
x,y € N berlaku

fxy) = Ff ).
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Karenaf generalized derivation kiri, sehingga untuk setiany € V'
diperoleh

dx)y + xf ) = fF)f (%). (3D
Dengan menggantyy = xy dalam persamaan (3.51), sehingga
diperoleh

d(x)xy + xf (xy) = f(xy)f (x).
Karenaf adalahgeneralized derivation kiri dan f adalah adalah anti-
homomorfismgadalN', sehingga diperoleh
d)xy +xf (W f(x) = {dx)y +xf(If(x).  (3.52)
Berdasarkan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan (&8R)jadi
d()xy +xf(V)f (x) = dx)yf (x) + xf () f (x).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahaka mmatuk
setiapx, y € N diperoleh
d(x)xy = d(x)yf (x).
d()xy — d(x)yf(x) =0
d(){xy —=yf(x)} =0
dx)y{x = f(x)} =0
d)N{x = f(x)} = 0.

KarenaV' adalahnear-ring prima dand adalahnonzero derivation
(d # 0), maka untuk setiap € V" diperoleh

x—f(x)=0
f(x) = x.
Jadif adalah pemetaan identitas. ]

Teorema 3.2.13
Misalkan v adalah near-ring prima dan f adalah generalized
derivation pada N dengan nonzero derivation d sedemikian
sehinggad(C) # 0, dana € V. Jika untuk setiapc € ' berlaku
[f(x),a] =0, makaa € C.

(Golbasi, 2006)

Bukti:
Karenad(C) # 0, untuk setiag € C makad(c) # 0.
Karenad adalah derivation, maka jelas bahi@) € C.
Karena[f (x),a] = 0, sehingga diperoleh
fxa—af(x)=0
f(x)a = af (x). (3.54)
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Dengan menggantix = cx dalam persamaan (3.54), sehingga
diperoleh
f(cx)a = af (cx).
Karena f adalah generalized derivation kiri pada 2V, sehingga
diperoleh
{d(c)x + cf(x)}a = a{d(c)x + cf (x)}.
KarenaN' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan
dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), sehinggaalgder
d(c)xa+ cf(x)a=ad(c)x + acf(x)
d(c)xa+ cf(x)a—ad(c)x — acf(x) =0
d(c)xa—ad(c)x+ cf(x)a—acf(x) =0
d(c)xa —ad(c)x + c{f(x)a—af(x)} =0

d(c)xa —ad(c)x + c[f(x),a] = 0. (3.55)
Karena[f (x),a] = 0, maka persamaan (3.55) menjadi
d(c)xa — ad(c)x = 0. (3.56)

Dengan menggantt = xy dalam persamaan (3.56), dd(c) € C
sehingga diperoleh
d(c)xya —ad(c)xy =0
d(c)xya —d(c)axy =0
d(c)x{(ya —ay)} =0
d(c)x[y,al =0
d(c)N[y,al =0
Karena N adalah near-ring prima dan d adalah nonzero
derivation (d # 0), sehingga untuk setigpe WV diperoleh

[y,al =0
ya—ay =0
ya = ay.
Jadia € C. ]

Teorema 3.2.14 Generalized Derivation)
Misalkan ¥ adalah near-ring prima dan f adalah generalized
derivation pada' dengannonzero derivation d dana € V. Jika
untuk setiape € V' berlaku
[f(x),a] = 0, makad(a) € C.

(Golbasi, 2006)
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Bukti:
Jika a = 0, maka tidak perlu dibuktikan. Selanjutnya+ 0 dan
berlaku[f (x), a] = 0, sehingga diperoleh
fa—af(x)=0
f(x)a = af (x). (35
Dengan menggantix = ax dalam persamaan (3.57), sehingga
diperoleh
f(ax)a = af (ax).
Karena f adalah generalized derivation kiri pada , sehingga
diperoleh
{d(a)x + af (x)}a = a{d(a)x + af (x)}.
KarenaV' adalahnear-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan
dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), sehinggaalgter
d(a)xa + af(x)a = ad(a)x + aaf (x). (3.58)
Karena [f(x),a] =0, jadi f(x)a = af(x), sehingga persamaan
(3.58) menjadi
d(a)xa + aaf(x) = ad(a)x + aaf (x).
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahaka mmatuk
setiapx € IV diperoleh
d(a)xa = ad(a)x. (3%
Dengan menggantk = xy dalam persamaan (3.59), maka untuk
setiapy € IV diperoleh
d(a)xya = ad(a)xy
d(a)xya —ad(a)xy =0
d(a)x{(ya —ay)} =0
d(a)N[y,a] = 0.
KarenaV" adalahnear-ring prima makad(a) = 0 ataua € C. Jika
a # 0 € € dan menurut Lemma 3.1.9 (i) maka’, +) grup adalah
komutatif, jadif (xa) = f(ax).
Karena f adalahgeneralized derivation kanan dan kiri padav,
sehingga diperoleh
f(x)a+ xd(a) = d(a)x + af (x)
f(x)a+xd(a) — d(a)x —af(x) =0
{f()a—af(x)} + {xd(a) — d(a)x} =0
[f(x),a] + [x,d(a)] = 0. (3.60)
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang diperoleh dari pembahasan skripsi i
adalah sebagai berikut.

1. Misalkan N adalah near-ring prima dengannonzero
derivation d. Jika d(V) c C, maka (V,+) adalah grup
komutatif. Selanjutnya jikaV" adalah2-torsion free, maka
NV adalah ring komutatif.

2. Misalkan N adalah near-ring prima dengannonzero
generalized derivation f yang dikaitkan dengamonzero
derivation d. Jika f(V) c C, maka (IV,+) adalah grup
komutatif. Selanjutnya jikaV" adalah2-torsion free near-
ring prima, makaV" adalah ring komutatif.

3. Misalkan N adalah near-ring prima dan f adalah
generalized derivation padaN' dengamonzero derivation d.
Jika f([x,y]) =0 atau f([x,y]) = +[x,y], untuk setiap
x,y € N, makaXN adalah ring komutatif. Selanjutnya jika
a € N dan[f(x),a] = 0, untuk setiapc € ', makaa € C
ataud(a) € C, di manaC adalahcenter padanv'.

4.2 Saran
Dalam skripsi isi hanya dibahas sagneralized derivation
pada2-torsion free near-ring prima, selanjutnya skripsi ini dapat

dikembangkan pada dugeneralized derivation pada2-torsion free
near-ring prima.
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