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GENERALIZED DERIVATION PADA NEAR-RING PRIMA 
 
 
 
 

ABSTRAK 
 
 

 
Near-ring prima merupakan salah satu pengembangan dari konsep 
near-ring. Misalkan � adalah near-ring, � dikatakan near-ring 
prima jika ��� � 0 maka � � 0 atau � � 0, untuk setiap �, � � �. 
Dalam skripsi ini dibahas mengenai lemma dan teorema yang 
berkaitan dengan derivation dan generalized derivation pada near-
ring prima. Misalkan � adalah near-ring prima, sebuah additive 
mapping 	:� � � adalah generalized derivation dengan nonzero 
derivation �. Jika 	�� adalah himpunan bagian dari center �, 
maka �,�� adalah grup komutatif. Selanjutnya jika � adalah 2-
torsion free near-ring prima, maka � adalah ring komutatif. 
 
 
Kata Kunci:  near-ring prima, additive mapping, derivation, 
generalized derivation. 
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GENERALIZED DERIVATION OF PRIME NEAR-RING 
 
 
 
 

ABSTRACT 
 
 

Prime Near-Ring is one of developments from near-ring theory. Let 
� is near-ring, � is said to be prime near-ring if ��� � 0 implies 
� � 0 or � � 0 for all �, � � �. In this thesis will be discussed 
about lemma and theorem that associate with derivation and 
generalized derivation of prime near-ring. Let � be a prime near-
ring, an additive mapping  	:� � �  is generalized derivation 
associated with nonzero derivation �. If  	�� is a subset of center 
�, then �,�� is a commutative group. Moreover, if � is 2-torsion 
free prime near-ring, then � is a commutative ring.  

 

Keyword: prime near-ring, additive mapping, derivation, 
generalized derivation. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
 

1.1 Latar Belakang 
 

Near-ring merupakan perluasan dari ring. Konsep near-ring 
sebenarnya hampir sama dengan ring, karena terhadap operasi 
penjumlahan, keduanya membentuk grup. Namun, ring harus 
merupakan grup komutatif, sedangkan near-ring tidak demikian. 
Terhadap operasi perkalian,  near-ring maupun ring membentuk 
semigrup dan terhadap operasi penjumlahan dan perkalian, pada 
near-ring maupun ring berlaku sifat distributif.  

Konsep near-ring mengalami perkembangan antara lain 
near-ring prima. H. E. Bell dan G. Mason pada tahun 1987 dalam 
jurnalnya yang berjudul On Derivation in Near-rings telah 
memperkenalkan beberapa hasil dari derivation pada near-ring 
prima. Di sisi lain, M. Bresar pada tahun 1991 dalam jurnalnya yang 
berjudul On the Distance of the Composition of Two Derivations to 
the Generalized Derivation dan B. Hvala pada tahun 1998 dalam 
jurnalnya yang berjudul Generalized Derivation in Rings telah 
memperkenalkan beberapa hasil dari generalized derivation pada 
ring prima. Banyak penulis yang telah meneliti sifat-sifat ring prima 
dan ring semiprima dengan derivation atau generalized derivation. 
Hal ini merupakan suatu yang wajar untuk mencari hasil yang bisa 
dibandingkan pada near-ring prima. 

Oznur Golbasi pada tahun 2006 dalam jurnalnya yang 
berjudul Notes on Prime Near-rings with Generalized Derivation dan 
On Generalized Derivations of Prime Near-rings memperkenalkan 
beberapa hasil mengenai definisi, lemma serta teorema yang 
berkaitan dengan generalized derivation pada near-ring prima. Oleh 
karena itu, dalam skripsi ini akan dibahas mengenai lemma dan 
teorema yang berkaitan dengan derivation dan generalized 
derivation pada near-ring prima.  
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1.2 Perumusan Masalah 
 

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang 
dibahas dalam skripsi ini sebagai berikut. 
1. Bagaimana definisi derivation dan generalized derivation 

pada near-ring? 
2. Bagaimana lemma dan teorema beserta bukti-buktinya yang 

berkaitan dengan derivation dan generalized derivation pada 
near-ring prima? 
 
 

1.3 Batasan Masalah 
 

Dalam skripsi ini permasalahan yang dibahas hanya dibatasi 
pada satu generalized derivation pada 2-torsion free near-ring prima. 

 
 

1.4 Tujuan  
 

Tujuan pembahasan dalam skripsi ini sebagai berikut. 
1. Untuk menjelaskan definisi derivation dan generalized 

derivation pada near-ring. 
2. Untuk membuktikan lemma dan teorema yang berkaitan 

dengan derivation dan generalized derivation pada near-ring 
prima. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
 

 Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan contohnya, 
serta teorema dan buktinya sebagai acuan dalam membahas 
permasalahan yang akan disampaikan. 

 
2.1 Relasi, Pemetaan dan Operasi Biner 
 
 Dalam struktur aljabar, elemen-elemen suatu himpunan yang 
tidak kosong dapat dikaitkan dengan operasi penjumlahan, perkalian 
atau keduanya atau oleh beberapa operasi biner lainnya. Berikut ini 
akan diberikan definisi tentang relasi, pemetaan, dan operasi biner. 
 
Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesian) 
Misalkan  � dan � adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua 
pasangan terurut ��, �� dengan � 	 � dan � 	 �, disebut sebagai 
hasil kali cartesian (cartesian product) dari himpunan � dan �, atau 
dinotasikan sebagai berikut. 

� 
 � � ���, ��|� 	 �, � 	 ��. 
(Bhattacharya, dkk., 1990) 

 
Definisi 2.1.2 (Relasi) 
Misalkan  � dan � adalah himpunan tidak kosong, dan � adalah 
himpunan bagian dari � 
 �. Maka  � disebut sebagai relasi dari � 
ke �. 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 
 
Definisi 2.1.3 (Pemetaan) 
Misalkan � dan � adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan � dari � 
ke � adalah suatu relasi sedemikian sehingga untuk setiap � 	 � 
terdapat satu � 	 � dengan ��, �� 	 �. Selanjutnya dalam pemetaan 
dapat dituliskan sebagai ���� � �.  
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Pada pemetaan � dari � ke �, himpunan � disebut daerah 
asal (domain) dari � dan himpunan � disebut daerah kawan 
(kodomain) dari �. Secara umum dikenal dua macam pemetaan 
yaitu: 
(i) � disebut pemetaan satu-satu (injektif) jika untuk setiap 

�, � 	 � dengan � � � maka ���� � ����. 
(ii)  � disebut pemetaan onto (surjektif) jika untuk setiap � 	 � 

terdapat � 	 � sedemikian sehingga � � ����. 
Jika � merupakan pemetaan injektif dan surjektif, maka � disebut 
sebagai pemetaan bijektif. 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 
    

Definisi 2.1.4 (Operasi Biner) 
Misalkan � adalah himpunan tidak kosong. Operasi biner � pada 
himpunan � adalah pemetaan dari � 
 � ke �, atau dinotasikan  
sebagai berikut. 

�: � 
 � � � 
                                             ��, �� �� ��, �� � � 	 �. 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 
 
Definisi 2.1.5 (Pemetaan Identitas) 
Misalkan � adalah himpunan tidak kosong. Pemetaan �: � � � 
sedemikian sehingga ���� � � untuk setiap � 	 � disebut sebagai 
pemetaan identitas pada �, atau dinotasikan dengan ��. 

(Bhattacharya, dkk., 1990) 
 
Definisi 2.1.6 (Additive Mapping) 
Sebuah pemetaan � atas ruang vektor � yang bernilai riil disebut 
sebagai additive mapping jika untuk setiap �, � 	 � memenuhi: 

��� � �� � ���� � ����. 
(Kreyszig, 1978) 

 
Contoh 2.1.7  
Pemetaan �: � � � didefinisikan sebagai ���� � 5� dengan � 	 � 
adalah sebarang konstanta. Maka � merupakan suatu additive 
mapping. 
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Bukti: 
Ambil sebarang �, � 	 �. 
��� � �� � 5�� � �� � 5� � 5� � ���� � ����.                           � 
 
 
2.2 Semigrup 
 

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling 
sederhana dan dilengkapi dengan satu operasi biner. Semigrup 
merupakan suatu himpunan tidak kosong yang di dalamnya terdapat 
satu opersi biner yang memenuhi syarat-syarat tertentu. Definisi, 
contoh serta teorema yang berkaitan dengan semigrup diberikan 
sebagai berikut. 

 
Definisi 2.2.1 (Semigrup)  
Misalkan   adalah himpunan tidak kosong yang didalamnya 
didefinisikan operasi biner �, atau dinotasikan dengan � ,��.  
� ,�� disebut sebagai semigrup jika dan hanya jika: 
(i) � ,�� tertutup yaitu �� � �� 	   untuk setiap �, � 	  . 
(ii)  � ,�� assosiatif yaitu �� � �� � � � � � �� � �� untuk setiap 

�, �, � 	  . 
(Whitelaw, 1995) 

 
Contoh 2.2.2  
Misalkan ! adalah himpunan bilangan asli yang didalamnya 
didefinisikan operasi biner � � � � � � � � ��. Maka �!,�� 
merupakan suatu semigrup. 
 
Bukti: 
(i) Tertutup 

Ambil sebarang �, � 	 !. 
� � � � � � � � �� 	 !. 
Jadi � � � tertutup terhadap bilangan asli !. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 !. 
�� � �� � � � �� � � � ��� � � 

          � � � � � �� � � � �� � � � ���� 
           � � � � � �� � � � �� � �� � ���. 
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� � �� � �� � � � �� � � � ��� 
             � � � �� � � � ��� � ��� � � � ��� 
           � � � � � � � �� � �� � �� � ���. 

Maka untuk setiap �, �, � 	 ! sedemikian sehingga berlaku 
�� � �� � � � � � �� � ��.  

Jadi, �!,�� adalah semigrup yang didefinisikan sebagai operasi biner 
� � � � � � � � ��.                                                                           � 
 
Teorema 2.2.3  
Elemen identitas pada semigrup � ,�� adalah tunggal. 

(Whitelaw, 1995) 
 
Bukti: 
Misalkan � ,�� adalah  semigrup, dan ", � 	   adalah elemen 
identitas. Akan ditunjukkan bahwa " � �. Karena � merupakan 
elemen identitas maka � � " � " � � � ". Karena " juga merupakan 
elemen identitas maka " � � � � � " � �. Dengan demikian " � �. 
Jadi terbukti bahwa suatu semigrup hanya mempunyai elemen 
identitas yang tunggal.                                                                       � 
 
Definisi 2.2.4 (Subsemigrup) 
Misalkan � ,�� adalah semigrup dan # adalah himpunan bagian dari 
 . Jika �#,�� merupakan semigrup, maka �#,�� disebut sebagai 
subsemigrup dari � ,��. 

(Whitelaw, 1995) 
 

Contoh 2.2.5  
�!,•� merupakan subsemigrup dari ��,•�, karena ! adalah himpunan 
bagian dari � dan �!,•� merupakan semigrup. 
 
 
2.3 Grup 
 
 Grup merupakan struktur aljabar yang lebih sempit dari 
semigrup, karena suatu himpunan dapat disebut sebagai suatu grup 
harus bersifat semigrup, mempunyai elemen identitas dan setiap 
elemennya mempunyai invers. Definisi, contoh serta teorema yang 
berkaitan dengan grup diberikan sebagai berikut. 
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Definisi 2.3.1 (Grup) 
Misalkan % adalah himpunan tidak kosong yang di dalamnya 
didefinisikan operasi biner �, atau dinotasikan dengan �%,��.  
�%,�� disebut sebagai grup jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai 
berikut. 
(i) Tertutup yaitu untuk setiap �, � 	 %  berlaku � � � 	 %. 
(ii)  Assosiatif yaitu  untuk setiap �, �, � 	 % berlaku  

�� � �� � � � � � �� � ��. 
(iii)  Mempunyai elemen identitas yaitu terdapat " 	 % untuk 

setiap � 	 % sedemikian sehingga berlaku  
" � � � � � " � �. 

(iv) Setiap elemen mempunyai invers yaitu untuk setiap � 	 %  
terdapat �&' 	 % sedemikian sehingga berlaku  
�&' � � � � � �&' � ". 

(Durbin, 1992) 
 

 Dari definisi grup di atas, dapat disimpulkan bahwa suatu 
grup pasti merupakan semigrup. Akan tetapi tidak berlaku 
sebaliknya, yaitu tidak semua semigrup merupakan suatu grup. 
Contohnya ��(, ��  merupakan semigrup karena setiap elemen di �( 
tertutup dan assosiatif terhadap operasi penjumlahan. Namun  
��(, ��  bukan merupakan suatu grup karena elemen-elemen di �( 
tidak mempunyai invers. Untuk pembahasan selanjutnya perkalian 
dari � dan � hanya ditulis dengan ��. 
 
Contoh 2.3.2  
Bilangan bulat �, bilangan rasional ), bilangan riil * dan bilangan 
kompleks +, merupakan suatu grup terhadap operasi penjumlahan, 
atau dalam bentuk notasi dinyatakan sebagai ��,��, �*,��, �),��, 
�+,�� berturut-turut. Elemen identitas dari grup tersebut adalah nol 
dan invers dari � adalah – �. 

 
Contoh 2.3.3  
Misalkan % � �-1,1� dengan operasi penjumlahan dan perkalian 
yang disajikan dalam Tabel 2.1 dibawah ini.  
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      Tabel 2.1 Operasi penjumlahan dan perkalian pada / 
 

� -1 1 
-1 -2 0 
1 0 2 

 

• -1 1 
-1 1 -1 
1 -1 1 

Maka �%,•� merupakan suatu grup, akan tetapi �%,��  bukan 
merupakan suatu grup. 
 
Bukti: 
Akan dibuktikan bahwa �%,•� adalah grup sebagai berikut. 
Dengan menggunakan Tabel 2.1, berikut ini dapat dibuktikan bahwa 
�%,•� adalah grup. 
(i) Tertutup 

Ambil sebarang �, � 	 %. Berdasarkan Tabel 2.1 terlihat 
bahwa �%,•� tertutup, karena hasil dari �%,•� adalah �-1,1�. 
Jadi �%,•� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 %. Misalkan � � -1, � � -1 dan 
� � 1 	 %. Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh 
����� � 2�-1��-1�31 � �1��1� � 1. 
����� � -12�-1��1�3 � �-1��-1� � 1. 
Jadi ����� �  ����� � 1. Hal ini juga berlaku untuk setiap 
�, �, � 	 % sedemikian sehingga diperoleh ����� � �����. 
Jadi �%,•� berlaku sifat assosiatif. 

(iii)  Mempunyai elemen identitas " � 1 terhadap operasi 
perkalian, karena �1���� � ����1� � �, untuk setiap � 	 %. 

(iv) Setiap elemen mempunyai invers 
Berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh bahwa (-1��-1� � 1 � " 
dan �1��1� � 1 � ". Berarti �-1�&' � -1 dan �1�&' � 1. 
Jadi setiap elemen di % mempunyai invers. 

Karena �%,•� memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu grup, 
jadi �%,•� adalah grup. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa �%,�� 
bukan grup.   Berdasarkan Tabel 2.1, operasi penjumlahan terhadap 
himpunan % � �-1,1� menghasilkan �-2,0,2�. Karena �-2,0,2� 
bukan anggota dari himpunan % � �-1,1�, maka % � �-1,1� tidak 
tertutup terhadap himpunannya. Jadi �%,�� bukan grup.                  � 
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Definisi 2.3.4 (Grup Komutatif) 
Misalkan �%,�� adalah grup. �%,�� disebut sebagai grup komutatif 
jika � � � � � � � untuk setiap �, � 	 %. 

(Isnarto, 2008) 
 

Contoh 2.3.5  
Misalkan % � �-1,1� adalah himpunan. Maka �%,•� merupakan  
suatu grup komutatif. 
 
Bukti: 
Dari Contoh 2.3.3 sudah dibuktikan bahwa �%,•�  adalah grup. 
Sehingga tinggal dibuktikan sifat komutatif dari grup tersebut. Ambil 
sebarang �, � 	 %. Misalkan � � -1 dan � � 1. Berdasarkan Tabel 
2.1 diperoleh �� � �-1��1� � -1 dan �� � �1��-1� � -1. 
Sehingga �� � �� � -1. Hal ini juga berlaku untuk setiap �, � 	 % 
sedemikian sehingga diperoleh �� � ��. Karena grup tersebut 
memenuhi sifat komutatif, jadi �%,•� adalah grup komutatif.             �                                         
 
Definisi 2.3.6 (Subgrup) 
Misalkan �%,�� adalah grup dan 4 adalah himpunan bagian dari %. 
�4,�� disebut subgrup dari �%,�� jika �4,�� juga merupakan suatu 
grup. 

(Durbin, 1992) 
 
Contoh 2.3.7  
Misalkan 4 � �1� adalah himpunan bagian dari % � �-1,1� . Maka  
�4,•� merupakan subgrup dari �%,•�. 
 
Bukti: 
Dari Contoh 2.3.3 sudah dibuktikan bahwa �%,•�  adalah grup, dan 
4 � �1� merupakan himpunan bagian dari % � �-1,1�, sekarang 
akan dibuktikan bahwa �4,•� memenuhi syarat-syarat dari suatu 
grup. 
(i) Tertutup 

Karena 1 	 4 dan berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh  
�1��1� � 1. Jadi 4 tertutup. 
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(ii)  Assosiatif 
Karena 1 	 4 dan berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh 
����� � 2�1��1�31 � �1��1� � 1. 
����� � 12�1��1�3 � �1��1� � 1. 
Sehingga ����� �  ����� � 1. Jadi 4 assosiatif. 

(iii)  Mempunyai elemen identitas " � 1   terhadap operasi 
perkalian, karena �1��1� � 1. 

(iv) Setiap elemen mempunyai invers 
Karena 1 	 4 dan berdasarkan Tabel 2.1 �1��1� � 1 � ", 
berarti �1�&' � 1. Jadi elemen di 4 mempunyai invers. 

Jadi 4 � �1� memenuhi syarat-syarat suatu grup, sehingga �4,•� 
adalah subgup dari �%,•� .                                                                  � 
 
Teorema 2.3.8  
Misalkan �%,�� adalah grup dan 4 adalah himpunan bagian dari %. 
�4,�� subgrup dari �%,��  jika dan hanya jika: 
(i) 4 � 5. 
(ii)  Jika � 	 4  dan � 	 4, maka � � � 	 4. 
(iii)  Jika � 	 4  maka �&' 	 4. 

(Durbin, 1992) 
 
Bukti: 
�6�  Jika diketahui �4,��  subgrup maka  

1. Terdapat " 	 4, sehingga terbukti bahwa 4 � 5. 
2. Karena �4,�� subgrup, sehingga �4,�� juga merupakan 

grup, maka � � � 	 4 untuk setiap �, � 	 4. 
3. Untuk setiap � 	 4, maka terdapat � 	 4 sedemikian 

sehingga � � � � � � � � " berdasarkan aksioma ke 
(iv) dari grup. Jadi � � �&' 	 4 

Jadi terbukti (i), (ii), (iii) terpenuhi.                                               � 
 

�7�  Diketahui �%,�� adalah grup dan 4 adalah himpunan bagian 
dari % yang memenuhi kondisi (i), (ii), (iii), akan dibuktikan 
bahwa �4,�� subgrup dari �%,��. 
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(i) Tertutup dipenuhi oleh kondisi (ii). 
(ii)  Ambil �, �, � 	 4. Karena   4 adalah himpunan bagian 

dari %, maka untuk setiap    �, �, � 	 %, sehingga 
berlaku � � �� � �� � �� � �� � �. Sifat assosiatif 
tersebut juga berlaku  untuk setiap elemen di 4. 

(iii)  Misalkan � 	 4, dari kondisi (iii) maka �&' 	 4 . 
Kondisi (ii) mengakibatkan � � �&' 	 4. Tetapi 
� � �&' 	 % , sedangkan � � �&' � ". Sehingga 
" � � � �&' 	 4. Terbukti bahwa setiap " adalah 
elemen identitas di 4. 

(iv) Setiap elemen di 4 mempunyai invers, terpenuhi pada 
kondisi (iii). 

Karena 4 adalah himpunan bagian dari %, maka terbukti bahwa 
�4,�� subgrup dari �%,��.                                                                   � 
 
 
2.4 Ring 
 

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri dari himpunan 
tidak kosong dengan dua operasi biner yaitu terhadap operasi 
penjumlahan dan perkalian. Definisi, contoh serta teorema yang 
berkaitan dengan ring diberikan sebagai berikut. 

 
Definisi 2.4.1 (Ring) 
Misalkan � adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner 
penjumlahan dan perkalian, atau dinotasikan dengan ��,�,•�. 
��,�,•� disebut sebagai ring jika memenuhi aksioma-aksioma 
sebagai berikut. 
(i) ��,�� adalah grup komutatif. 
(ii)  ��,•� adalah semigrup. 
(iii)  ��,�,•� memenuhi hukum distributif yaitu untuk setiap 

�, �, � 	 � berlaku: 
       �� � ��� � ���� � ���� dan  
��� � �� � ���� � ����.  

(Dummit dan Foote, 2002) 
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Contoh 2.4.2 
Misalkan �8 � �0,9 1,9 2,9 3;� adalah bilangan bulat modulo 4 dengan 
operasi penjumlahan dan perkalian yang disajikan dalam Tabel 2.2 
dibawah ini.  
 

Tabel 2.2 Operasi penjumlahan dan perkalian pada �= 
� 0; 1; 2; 3; 
 0; 0; 1; 2; 3; 
1; 1; 2; 3; 0; 
2; 2; 3; 0; 1; 
3; 3; 0; 1; 2; 

 

• 0; 1; 2; 3; 
0; 0; 0; 0; 0; 
1; 0; 1; 2; 3; 
2; 0; 2; 0; 2; 
3; 0; 3; 2; 1; 

 
Maka ��8, �,•� merupakan suatu ring. 
 
Bukti  

Dengan menggunakan Tabel 2.2, berikut ini dapat dibuktikan bahwa 
��8, �,•�  adalah ring. 
� ��8, �� adalah grup komutatif. 

(i) Tertutup 
Ambil sebarang �, � 	 �8. Berdasarkan Tabel 2.2 terlihat 
bahwa ��8, �� tertutup, karena hasil dari ��8, �� adalah 
�0,9 1,9 2,9 3;�. Jadi ��8, �� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 �8. Misalkan � � 0,9 � � 1; dan 
� � 2;. Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 
�� � �� � � � �0; � 1;� � 2; � 1; � 2; � 3.9  
� � �� � �� � 0; � �1; � 2;� � 0; � 3; � 3;. 
Jadi �� � �� � � � � � �� � �� � 3;. Hal ini juga 
berlaku untuk setiap �, �, � 	 �8 sedemikian sehingga 
�� � �� � � � � � �� � ��. Jadi ��8, �� assosiatif. 

(iii)  Mempunyai elemen identitas " � 0; terhadap operasi 
penjumlahan, karena � � 0; � 0; � � � �, untuk setiap 
� 	 �8. 

(iv) Setiap elemen mempunyai invers 
Berdasarkan Tabel 2.2 invers dari 0; adalah 0;, invers dari 
1; adalah 3;, invers dari 2; adalah 2;, invers dari 3; adalah 1;. 
Jadi setiap elemen di  �8 mempunyai invers. 
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(v) Komutatif 
Ambil sebarang �, � 	 �8. Misalkan � � 0; dan � � 1;. 
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 
� � � � 0; � 1; � 1;. 
� � � � 1; � 0; � 1;. 
Jadi � � � � � � � � 1;. Hal ini juga berlaku untuk 
setiap �, � 	 �8 sedemikian sehingga � � � � � � �. 
Jadi ��8, �� komutatif. 
 

� ��8,•� adalah semigrup. 
(i) Tertutup 

Ambil sebarang �, � 	 �8. Berdasarkan Tabel 2.2 
terlihat bahwa ��8,•� tertutup, karena hasil dari ��8,•� 
adalah �0,9 1,9 2,9 3;�. Jadi ��8,•� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 �8. Misalkan � � 0;, � � 1; dan 
� � 2;.  Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 
����� � 2�0;��1;�3�2;� � �0;��2;� � 0;. 
����� � �0;�2�1; ��2;�3 � �0;��2;� � 0;. 
Jadi ����� � ����� � 0;. Hal ini juga berlaku untuk 
setiap �, �, � 	 �8 sedemikian sehingga ����� � �����. 
Jadi ��8,•� assosiatif. 
 

� ��8, �,•� memenuhi hukum distributif. 
Ambil sebarang �, �, � 	 �8. Misalkan � � 0;, � � 1; dan � � 2;.   
Berdasarkan Tabel 2.2 diperoleh 
�� � ��� � �0; � 1;��2;� � 1; � 2; � 2; 
���� � ���� � 2�0;��2;�3 � 2�1;��2;�3 � 0; � 2; � 2; dan 
��� � �� � �0;��1; � 2;� � �0;��3;� � 0;. 
���� � ���� � 2�0;��1;�3 � 2�0;��2;�3 � �0;��0;� � 0;. 
Jadi, 
�� � ��� � ���� � ���� � 2; dan ��� � �� � ���� � ���� � 0;. 
Hal ini juga berlaku untuk setiap �, �, � 	 �8 sedemikian 
sehingga �� � ��� � ���� � ���� dan ��� � �� � ���� � ����. 
Jadi ��8, �,•� memenuhi hukum distributif. 

Karena ��8, �,•� memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring. 
Jadi ��8, �,•� adalah ring.                                                                           �                   
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Contoh 2.4.3  
Misalkan � � �0,1�, ��,�,•� bukan merupakan suatu ring karena 
tidak tertutup terhadap operasi penjumlahan, misalkan diambil 
1 � 1 � 2 > �. Tetapi  �? � �0;, 1;�, ��?, �,•� merupakan suatu ring 
karena memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring. 
 
Definisi 2.4.4 (Ring Komutatif) 
Misalkan ��,�,•� adalah ring. ��,�,•� disebut sebagai ring 
komutatif jika berlaku sifat � � � � � � � untuk setiap �, � 	 �. 

(Dummit dan Foote, 2002) 
 

Definisi 2.4.5 (Ring Komutatif dengan Elemen Identitas) 
Misalkan ��,�,•� adalah ring komutatif. ��,�,•� dikatakan 
mempunyai elemen identitas jika terdapat 1 	 � sedemikian 
sehingga untuk setiap  � 	 � berlaku �1���� � ����1� � �. 

(Dummit dan Foote, 2002) 
 
Definisi 2.4.6 (Subring) 
Misalkan ��,�,•� adalah ring dan @ adalah himpunan bagian dari �. 
@ � 5, maka �@,�,•� disebut sebagai subring dari ��,�,•� jika 
�@,�,•�   juga merupakan suatu ring. 

(Hidayanto dan Irawati, 2000) 
 
Teorema 2.4.7  
Misalkan ��,�,•� adalah ring dan @ adalah himpunan bagian dari �. 
�@,�,•� disebut sebagai subring dari ��,�,•� jika dan hanya jika 
untuk setiap �, � 	 @ berlaku: 
(i) @ � 5. 
(ii)  � - � 	 @. 
(iii)  �� 	 @. 

(Hidayanto dan Irawati, 2000) 
 

Bukti: 
�6�  Diketahui ��,�,•� adalah ring dan @ adalah himpunan bagian 

dari �. Akan dibuktikan untuk setiap �, � 	 @ berlaku @ � 5,  
� - � 	 @, dan �� 	 @. Berdasarkan Definisi 2.4.6, �@,�,•� 
membentuk ring dengan operasi yang sama dengan opersai di 
��,�,•�. Karena �@,�,•� adalah ring, sehingga @ � 5, jadi (i) 
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terpenuhi. Sekarang ambil sebarang �, � 	 @. � 	 @ dan 
�@,�,•� adalah ring, berarti -� 	 @. Karena �,-� 	 @ dan 
�@,�,•� adalah ring, sehingga � � �-�� � � - � 	 @, jadi (ii) 
terpenuhi. Selanjutnya, ambil sebarang �, � 	 @. Karena 
�@,�,•� adalah ring, sehingga �� 	 @, jadi (iii) 
terpenuhi.                                                                                             � 

 
�7� Sebaliknya diketahui @ � 5,  � - � 	 @, dan �� 	 @ untuk 

setiap �, � 	 @. Akan dibuktikan bahwa �@,�,•�  adalah 
subring dari ��, �,•�. @ � 5, untuk setiap �, � 	 @ berlaku 
� - � 	 @ menunjukkan bahwa �@,�� adalah subgrup dari 
grup ��,��, oleh karena itu �@,�� adalah grup. Karena @ 
adalah himpunan bagian dari �, sehingga sifat komutatif yang 
berlaku di � juga berlaku di @. Selanjutnya untuk setiap 
�, � 	 @ berlaku �� 	 @ menunjukkan bahwa �@,•� adalah 
subsemigrup dari ��,•�, oleh karena itu �@,•� adalah semigrup. 
Karena @ adalah himpunan bagian dari �, sehingga sifat 
distributif yang berlaku di � juga berlaku di @. Jadi �@,�,•�  
adalah subring dari ��,�,•�.                                                    �       
                                                                                                                 

Contoh 2.4.8  
Misalkan @ � �0;, 2;� adalah himpunan bagian dari �8 � �0;, 1;, 2;, 3;�. 
Maka �@,�,•� merupakan subring dari ��8, �,•�. 
 
Bukti: 
Dari Contoh 2.4.2 sudah dibuktikan bahwa ��8, �,•�  adalah ring, 
dan @ � �0;, 2;� adalah himpunan bagian dari �8 � �0;, 1;, 2;, 3;�, 
sekarang akan dibuktikan bahwa �@,�,•� adalah subring dari 
��8, �,•� dengan menggunakan Teorema 2.4.7 sebagai berikut. 

(i) @ � 5, syarat terpenuhi karena @ � �0;, 2;�.  
(ii)  � - � 	 @. 

Misalkan 0;, 2; 	 @, maka: 
2; - 0; �  29  
2; - 2; �  0; 
0; - 2; �  2; 
Sehingga 0;, 2; 	 @. 
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(iii)  �� 	 @ 
Misalkan 0;, 2; 	 @, maka: 
�2;��0;� �  0; 
�2;��2;� �  0; 
�0;��2;� �  0; 
Sehingga 0,2 	 @. 

Karena syarat (i), (ii), (iii) terpenuhi, maka @ adalah subring dari �8. 
 

Contoh 2.4.8 di atas juga dapat dibuktikan bahwa @ � �0;, 2;�  
merupakan subring dari �8 � �0;, 1;, 2;, 3;�   dengan menunjukkan 
operasi yang sama pada  �8 terhadap operasi penjumlahan dan 
perkalian. Sehingga �@,�� adalah grup komutatif, �@,•� adalah 
semigrup dan �@,�,•� memenuhi hukum distributif. Karena �@,�,•� 
memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu ring, sehingga �@,�,•� 
adalah subring dari ��8, �,•�.                                                             � 
                  
 
2.5 Near-ring 
  
 Near-ring merupakan salah satu struktur aljabar dengan dua 
operasi biner penjumlahan dan perkalian. Perbedaannya dengan ring 
yaitu pada near-ring tidak harus grup komutatif terhadap operasi 
penjumlahan, bersifat semigrup terhadap operasi perkalian dan 
bersifat distributif terhadap kedua operasi tersebut. Berikut ini 
diberikan beberapa definisi dan contoh dari  near-ring.  
 
Definisi 2.5.1 (Near-ring) 
Misalkan A adalah himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner 
penjumlahan dan perkalian, atau dinotasikan dengan �A,�,•�. 
�A,�,•� disebut sebagai near-ring jika memenuhi aksioma-aksioma 
sebagai berikut. 
(i) �A,�� adalah grup (tidak harus grup komutatif). 
(ii)  �A,•� adalah semigrup. 
(iii)  �A,�,•� memenuhi hukum distributif kanan yaitu  

�� � ��� � ���� � ���� untuk setiap �, �, � 	 A. 
(Kandasamy, 2002) 

 



17 

 

Jika �A,�,•� memenuhi ketiga aksioma di atas, maka 
�A,�,•� disebut near-ring kanan. Jika pada aksioma ke (iii) berlaku 
hukum distributif kiri yaitu ��� � �� � ���� � ���� untuk setiap 
�, �, � 	 A, maka �A,�,•� disebut sebagai near-ring kiri. Pada 
umumnya hanya dipenuhi satu hukum distributif saja. Untuk 
selanjutnya near-ring �A,�,•� akan ditulis dengan A dan hanya 
digunakan near-ring kiri, sehingga near-ring kiri akan ditulis sebagai 
near-ring. 
 
Contoh 2.5.2 
Misalkan B?��� � C2�DE3F�DE 	 �G adalah himpunan semua matriks 
yang berukuran 2 
 2. Maka �B?���, �,•� merupakan suatu near-
ring. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang �, �, H 	 B?��� sebagai berikut. 

�?
? � I� �
� JK 	 B?��� 

�?
? � L" �
M NO 	 B?��� 

H?
? � IP Q
R SK 	 B?���. 

Akan dibuktikan bahwa �B?���, �,•� adalah near-ring. 
�  �B?���, �� adalah grup 

(i) Tertutup 

� � � � I� �
� JK � L

" �
M NO � L

� � " � � �
� � M J � NO 

Karena �, �, �, J 	 � dan ", �, M, N 	 �, maka � � " 	 �, 
� � � 	 �, � � M 	 �, J � N 	 �, sehingga diperoleh 
� � � 	 B?���.  Jadi �B?���,�� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
�� � �� � H � � � �� � H� . 

Dari ruas kiri diperoleh 

�� � �� � H � TI� �
� JK � L

" �
M NOU � I

P Q
R SK 

                                    � L� � " � P � � � � Q
� � M � R J � N � SO. 
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Dari ruas kanan diperoleh 

� � �� � H� � I� �
� JK � TL

" �
M NO � L

M N
P Q OU 

� L� � " � P � � � � Q
� � M � R J � N � SO. 

Karena dengan mengambil sebarang �, �, H 	 B?��� 
sedemikian sehingga �� � �� � H � � � �� � H�. Jadi 
�B?���, �� assosiatif. 

(iii)  Mempunyai elemen identitas  " � I0 0
0 0K terhadap 

operasi penjumlahan, karena � � " � " � � � �, untuk 
setiap � 	 B?���. 

(iv) Setiap elemen mempunyai invers 
Untuk setiap � 	 B?��� terdapat �&' � -� sedemikian 
sehingga �-�� � � � � � �-�� � ". 
 

�  �B?���,•� adalah semigrup 
(i) Tertutup 

�� � I� �
� JK L

" �
M NO � L

�" � �M �� � �N
�" � JM �� � JNO 	 B?��� 

Karena �, �, �, J 	 � dan ", �, M, N 	 �, maka diperoleh 
�" � �M 	 �, �� � �N 	 �, �" � JM 	 �, �� � JN 	 �, 
sehingga �� 	 B?���.  Jadi �B?���,•� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
����H � ���H� 

Dari ruas kiri diperoleh 
����H 

� TI� �
� JK L

" �
M NOU I

P Q
R SK 

� L�"P � �MP � ��R � �NR �"Q � �MQ � ��S � �NS
�"P � JMP � ��R � JNR �"Q � JMQ � ��S � JNSO. 

Dari ruas kanan diperoleh 
���H� 
  � I� �

� JK TL
" �
M NO L

M N
P Q OU 

  � L�"P � �MP � ��R � �NR �"Q � �MQ � ��S � �NS
�"P � JMP � ��R � JNR �"Q � JMQ � ��S � JNSO. 
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Karena dengan mengambil sebarang �, �, H 	 B?��� 
sedemikian sehingga ����H � ���H�. Jadi �B?���,•� 
assosiatif. 
 

� �B?���,�,•� berlaku sifat distributif kiri 
� � �� � H� � �� � �� � �� � H�. 

Dari ruas kiri diperoleh 

� � �� � H� � I� �
� JK TL

" �
M NO � I

P Q
R SKU 

  � L�"P � �MR ��Q � �NS
�"P � JMR ��Q � JNSO. 

Dari ruas kanan diperoleh 

�� � �� � �� � H� � TI� �
� JK L

" �
M NOU � VI

� �
� JK I

P Q
R SKW 

                                 � L�" � �M �� � �N
�" � JM �� � JNO � L

�P � �R �Q � �S
�P � JR �Q � JSO 

                                 � L�"P � �MR ��Q � �NS
�"P � JMR ��Q � JNSO. 

Karena dengan mengambil sebarang �, �, H 	 B?��� 
sedemikian sehingga � � �� � H� � �� � �� � �� � H�. Jadi 
�B?���,•� memenuhi hukum distributif. 

Karena �B?���, �,•� memenuhi semua aksioma-aksioma dari suatu 
near-ring. Jadi �B?���, �,•� adalah near-ring.                                     �                   
 
Contoh 2.5.3 
Misalkan A � �0, X, Y, Z, [, \� dengan operasi penjumlahan dan 
perkalian yang disajikan dalam Tabel 2.3 dan Tabel 2.4 dibawah ini 
merupakan suatu near-ring. 
 

Tabel 2.3 Operasi penjumlahan pada ]
� 0 X Y Z [ \ 
0 0 X Y Z [ \ 
X X 0 \ [ Z Y 
Y Y [ 0 \ X Z 
Z Z \ [ 0 Y X 
[ [ Y Z X \ 0 
\ \ Z X Y 0 [ 
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Tabel 2.4 Operasi perkalian pada ] 
• 0 X Y Z [ \ 
0 0 0 0 0 0 0 
X 0 X X X 0 0 
Y 0 X X X 0 0 
Z 0 X X X 0 0 
[ 0 0 0 0 0 0 
\ 0 0 0 0 0 0 

 
Bukti: 
Dengan menggunakan Tabel 2.3 dan Tabel 2.4, berikut ini dapat 
dibuktikan bahwa A � �0, X, Y, Z, [, \� adalah near-ring. 
� �A,�� adalah grup. 

(i) Tertutup 
Ambil sebarang �, � 	 A. Berdasarkan Tabel 2.3 terlihat 
bahwa ��8, �� tertutup, karena hasil dari �A,�� adalah 
�0, X, Y, Z, [, \�. Jadi �A,�� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 A. Misalkan � � 0, � � X dan 
� � Y. Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh 
�� � �� � � � �0 � X� � Y � X � Y � \. 
� � �� � �� � 0 � �X � Y� � 0 � \ � \. 
Jadi �� � �� � � � � � �� � �� � \. Hal ini juga 
berlaku untuk setiap �, �, � 	 A sedemikian sehingga 
�� � �� � � � � � �� � ��. Jadi �A,�� assosiatif. 

(iii)  Mempunyai elemen identitas " � 0 terhadap operasi 
penjumlahan, karena � � 0 � 0 � � � �, untuk setiap 
� 	 A. 

(vi) Setiap elemen mempunyai invers 
Berdasarkan Tabel 2.3 invers dari 0 adalah 0, invers dari 
X adalah X, invers dari Y adalah Y, invers dari Z adalah Z, 
invers dari [ adalah \, dan invers dari \ adalah [. Jadi 
setiap elemen di A mempunyai invers. 
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� �A,•� adalah semigrup. 
(i) Tertutup 

Ambil sebarang �, � 	 A. Berdasarkan Tabel 2.4 terlihat 
bahwa �A,•� tertutup, karena hasil dari �A,•� adalah 
�0, X�. Jadi �A,•� tertutup. 

(ii)  Assosiatif 
Ambil sebarang �, �, � 	 A. Misalkan � � 0, � � X dan 
� � Y.  Berdasarkan Tabel 2.4 diperoleh 
����� � 2�0��X�3�Y� � �0��Y� � 0. 
����� � �0�2�X ��Y�3 � �0��X� � 0. 
Jadi ����� � ����� � 0. Hal ini juga berlaku untuk 
setiap �, �, � 	 A sedemikian sehingga ����� � �����. 
Jadi �A,•� assosiatif. 
 

� �A,�,•� memenuhi hukum distributif kiri. 
Ambil sebarang �, �, � 	 A. Misalkan � � 0, � � X dan � � Y.   
Berdasarkan Tabel 2.3 dan Tabel 2.4 diperoleh 
��� � �� � �0��X � Y� � �0��\� � 0. 
���� � ���� � 2�0��X�3 � 2�0��\�3 � �0��0� � 0. 
Jadi ��� � �� � ���� � ���� � 0. Hal ini juga berlaku untuk 
setiap �, �, � 	 A sedemikian sehingga ��� � �� � ���� � ����. 
Jadi �A,�,•� memenuhi hukum distributif kiri. 

Karena  A � �0, X, Y, Z, [, \� memenuhi semua aksioma-aksioma 
dari suatu near-ring. Jadi A � �0, X, Y, Z, [, \� adalah near-ring.     �                   
 
Definisi 2.5.4 (Pembagi Nol Near-ring ) 
Misalkan A adalah near-ring. Suatu � 	 A disebut pembagi nol 
kanan jika dan hanya jika terdapat � ^ �0� 	 A sedemikian sehingga 
�� � 0. Selanjutnya Suatu � 	 A disebut pembagi nol kiri jika dan 
hanya jika terdapat � ^ �0� 	 A sedemikian sehingga �� � 0. Suatu 
� 	 A disebut pembagi nol jika dan hanya jika � merupakan 
pembagi nol kanan dan pembagi nol kiri. 

(Wendt, 2009) 
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Definisi 2.5.5 (Center Near-ring) 
Misalkan Aadalah near-ring, maka H � �� 	 A|�� � ��, _� 	 A� 
disebut sebagai center dari near-ring A. 

(Park dan Jung, 2010) 
 
Contoh 2.5.6 
Dari Contoh 2.5.2 B?��� adalah near-ring. Beberapa center dari 
near-ring B?��� diantaranya adalah matriks identitas dan matriks 
nol yang berukuran 2 
 2. 
 
Contoh 2.5.7 
Dari Contoh 2.5.3 center dari A � �0, X, Y, Z, [, \� adalah 
0, X, Y, Z, [ dan \. 
 
Definisi 2.5.8 (Zero Symmetric Near-ring) 
Misalkan 0 adalah elemen identitas atas operasi penjumlahan pada 
A. A disebut zero symmetric near-ring jika �0 � 0� � 0 untuk 
setiap � 	 A. 

(Pilz, 1983) 
 

Contoh 2.5.9 
Dari Contoh 2.5.2, maka B?��� merupakan suatu zero symmetric 
near-ring. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang �?
? � C2�DE3F�DE 	 �G 	 B?��� dan matriks nol 
yang berukuran 2 
 2, sedemikian sehingga 

I� �
� JK I

0 0
0 0K � I

0 0
0 0K I

� �
� JK � I

0 0
0 0K ,  �DE 	 �. 

Karena �0 � 0� � 0, untuk setiap � 	 B?���. Berdasarkan 
Definisi 2.5.8, maka B?��� adalah zero symmetric near-ring.          � 
 
Contoh 2.5.10 
Dari Contoh 2.5.3 A � �0, X, Y, Z, [, \� adalah zero symmetric near-
ring, karena berlaku �0 � 0� � 0 untuk setiap � 	 A. 
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Definisi 2.5.11 (2-torsion Free Near-ring) 
Misalkan A adalah near-ring. A disebut 2-torsion free near-ring 
jika 2� � 0 maka � � 0, untuk setiap � 	 A. 

(Ozturk dan Ceven, 2008). 
 
Contoh 2.5.12 
Dari Contoh 2.5.3, maka B?��� merupakan suatu 2-torsion free 
near-ring. 
 
Bukti: 

Misalkan �?
? � V2�DE3`�DE 	 �W 	 B?���. Untuk membuktikan 

bahwa B?��� adalah 2-torsion free near-ring, berdasarkan Definisi  
2.5.11 harus dibuktikan jika 2� � 0 maka � � 0. Pembuktian 
tersebut dilakukan dengan mengambil kontraposisinya yaitu jika 
diketahui � � 0 akan dibuktikan 2� � 0. Sekarang Ambil sebarang 

�?
? � V2�DE3`�DE � 0 	 �W 	 B?��� sedemikian sehingga  

2� � 2 I� �
� JK � I

2� 2�
2� 2JK � I

0 0
0 0K , �DE � 0 	 �. 

Karena dengan mengambil sebarang � � 0 sedemikian sehingga 
diperoleh 2� � 0, jadi B?��� adalah 2-torsion free near-ring. 
 
Definisi 2.5.13 (Near-ring Prima) 
Misalkan A adalah near-ring. A dikatakan near-ring prima jika 
�A� � 0, maka � � 0 atau � � 0 untuk setiap �, � 	 A. 

(Golbasi, 2006) 
 

Contoh 2.5.14 

Diberikan B � aI� 0
0 �K `�, � 	 �, � � 0, � � 0b adalah near-ring 

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Maka B merupakan 
suatu near-ring prima. 
 
Bukti: 
Untuk membuktikan bahwa B adalah near-ring prima, berdasarkan 
Definisi 2.5.13 harus dibuktikan jika �B� � 0, maka � � 0 atau 
� � 0. Pembuktian tersebut dilakukan dengan mengambil 
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kontraposisinya yaitu jika diketahui � � 0 dan � � 0, akan 
dibuktikan bahwa �B� � 0.  
Ambil sebarang  

�?
? � aI� 0
0 JK `�, J 	 �, � � 0, J � 0b 	 B. 

�?
? � cL" 0
0 �O d", � 	 �, " � 0, � � 0e 	 B. 

Sedemikian sehingga 

�B� � I� 0
0 JK I

� 0
0 �K L

" 0
0 �O � L

��" 0
0 J��O � I

0 0
0 0K. 

Di mana �, �, �, J, ", � 	 �. Karena dengan mengambil sebarang 
� � 0 dan � � 0 sedemikian sehingga diperoleh �B� � 0, jadi B 
adalah near-ring prima. 
 
Contoh 2.5.15 
Dari Contoh 2.5.3 A � �0, X, Y, Z, [, \� bukan near-ring prima, 
karena jika di ambil [ � 0 dan \ � 0, maka �A� � 0 yaitu: 

[0\  �  0\ � 0 
[�\  �  0\ � 0 
[�\  �  0\ � 0 
[�\  �  0\ � 0 
[[\  �  0\ � 0 
  [\\ �  0\ � 0.
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 
 

Pada bab ini dibahas mengenai definisi, lemma, teorema dari 
derivation dan generalized derivation pada near-ring prima beserta 
bukti-buktinya. Pembahasan pada skripsi ini hanya dibatasi pada satu 
generalized derivation pada 2-torsion free near-ring prima. 
 
3.1 Derivation pada Near-ring Prima 
 
Definisi 3.1.1 (Derivation) 
Misalkan A adalah near-ring. Sebuah additive mapping J:A �A 
disebut sebagai derivation pada A jika untuk setiap X, Y 	 A 
berlaku 

J�XY� � XJ�Y� � J�X�Y atau J�XY� � J�X�Y � XJ�Y�. 
(Bell dan Mason, 1992) 

 
Contoh 3.1.2 
Diberikan near-ring A dan pemetaan J:A f A yang didefinisikan 
sebagai J�X� � �X - X�, X 	 A, � 	 H. Maka J merupakan suatu 
derivation. 
 
Bukti: 
Untuk membuktikan bahwa J adalah derivation, maka pertama 
dibuktikan J adalah additive mapping dan selanjutnya dibuktikan  J 
adalah derivation. Ambil sebarang X, Y 	 A dan � 	 H, akan 
dibuktikan bahwa J adalah additive mapping sebagai berikut. 

J�X � Y� � ��X � Y� - �X � Y�� 
 � �X � �Y - X� - Y� 
 � �X - X� � �Y - Y� 
 � J�X� � J�Y�. 

Jadi terbukti bahwa J adalah additive mapping. Selanjutnya 
dibuktikan bahwa J adalah derivation sebagai berikut. 

J�XY� � �XY - XY�             
 � �XY - X�Y � X�Y - XY� 
 � ��X - X��Y � X��Y - Y�� 
 � J�X�Y � XJ�Y�. 
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Jadi terbukti bahwa J adalah derivation.                                                 � 
 
Contoh 3.1.3 
Misalkan g, h, i � 0 	 �. Diberikan near-ring yang didefinisikan 

sebagai A � aIX Y
0 ZK `X, Y, Z 	 �b dan juga additive mapping 

J:A f A dan M:A f A yang didefinisikan sebagai berikut. 

J VIX Y
0 ZKW � I

0 gX -gZ
0 0 K dan M VIX Y

0 ZKW � I
0 -Yh
0 0 K. 

Maka J dan M merupakan suatu derivation pada A. 
 
Bukti: 
J dan M sudah didefinisikan dengan baik. 
(i) Akan dibuktikan bahwa J adalah derivation pada A. Ambil 

sebarang �, j 	 A sebagai berikut. 

� � aIX' Y'
0 Z'K `X', Y', Z' 	 �b  

j � aIX? Y?
0 Z?K `X?, Y?, Z? 	 �b. 

Dengan 

J��� � J VIX' Y'
0 Z'KW � I

0 gX' -gZ'0 0 K 
J�j� � J VIX? Y?

0 Z?KW � I
0 gX? -gZ?0 0 K. 

Sedemikian sehingga J��j� � �J�j� � J���j. 
Dari ruas kiri diperoleh 

J��j� � J VIX' Y'
0 Z'K I

X? Y?
0 Z?KW 

              � J VLX'X? X'Y? � Y'Z?0 Z'Z? OW 
              � I0 g�X'X?� - g�Z'Z?�0 0 K. 

Dari ruas kanan diperoleh 
�J�j� � J���j 

� IX' Y'
0 Z'K J VI

X? Y?
0 Z?KW � J VI

X' Y'
0 Z'KW I

X? Y?
0 Z?K 

� IX' Y'
0 Z'K I

0 gX? -gZ?0 0 K � I0 gX' -gZ'0 0 K IX? Y?
0 Z?K 

� I0 X'�gX? -gZ?�0 0 K � I0 �gX' -gZ'�Z?0 0 K 
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� I0 X'gX? - X'gZ? �gX'Z? -gZ'Z?0 0 K 
� I0 g�X'X?� -g�Z'Z?�0 0 K. 
Karena dengan mengambil sebarang �, j 	 A sedemikian 
sehingga diperoleh J��j� � �J�j� � J���j. Berdasarkan 
Definisi 3.1.1, J adalah derivation pada A.                             � 
 

(ii)  Akan dibuktikan bahwa M adalah derivation pada A. Ambil 
sebarang �, j 	 A sebagai berikut. 

� � aIX' Y'
0 Z'K `X', Y', Z' 	 �b  

j � aIX? Y?
0 Z?K `X?, Y?, Z? 	 �b 

dengan 

M��� � M VIX' Y'
0 Z'KW � I

0 -Y'h
0 0 K 

M�j� � M VIX? Y?
0 Z?KW � I

0 -Y?h
0 0 K 

sedemikian sehingga M��j� � M���j � �M�j�. 
Dari ruas kiri diperoleh 

M��j� � M VIX' Y'
0 Z'K I

X? Y?
0 Z?KW 

              � M VLX'X? X'Y? � Y'Z?0 Z'Z? OW 
              � I0 -�X'Y? � Y'Z?�h0 0 K. 

Dari ruas kanan diperoleh 
M���j � �M�j� 
� M VIX' Y'

0 Z'KW I
X? Y?
0 Z?K � I

X' Y'
0 Z'K M VI

X? Y?
0 Z?KW 

� I0 -Y'h
0 0 K IX? Y?

0 Z?K � I
X' Y'
0 Z'K I

0 -Y?h
0 0 K 

� I0 �-Y'h�Z?0 0 K � I0 X'�-Y?h�0 0 K 
� I0 -�X'Y? � Y'Z?�h0 0 K. 
Karena dengan mengambil sebarang �, j 	 A sedemikian 
sehingga diperoleh M��j� � M���j � �M�j�. Berdasarkan 
Definisi 3.1.1, M adalah derivation pada A.                             � 
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Definisi 3.1.4 (Additive-group Commutator dan Commutator) 
Misalkan A adalah near-ring. Untuk setiap X, Y 	 A, maka 
(i) kX, Yl � X � Y - X - Y disebut sebagai additive group 

commutator. 
(ii)  mX, Yn � XY - YX disebut sebagai commutator. 

 (Golbasi, 2006) 
 

Definisi 3.1.5 (Grup Komutatif dan Ring Komutatif) 
Diberikan kX, Yl � X � Y - X - Y adalah additive group commutator 
dan mX, Yn � XY - YX adalah commutator.  
(i) Jika kX, Yl � 0, maka A disebut sebagai grup komutatif. 
(ii)  Jika mX, Yn � 0, maka A disebut sebagai ring komutatif. 

(Golbasi dan Aydin, 2004) 
 

Definisi 3.1.6 (Homomorfisma dan Anti-homomorfisma) 
Misalkan Ao adalah himpunan bagian dari near-ring A dan J 
adalah derivation pada A. Jika untuk setiap X, Y 	 Ao berlaku 
(i) J�XY� � J�X�J�Y�, maka J disebut sebagai homomorfisma 

near-ring. 
(ii)  J�XY� � J�Y�J�X�,maka J disebut sebagai anti-homorfisma 

near-ring. 
(Argac, 1997) 

 
Lemma 3.1.7  
Misalkan J adalah derivation pada near-ring  A. Maka untuk setiap 
X, Y, Z 	 A berlaku sifat distributif sebagai berikut. 
(i) �XJ�Y� � J�X�Y�Z � XJ�Y�Z � J�X�YZ. 
(ii)  �J�X�Y � XJ�Y��Z � J�X�YZ � XJ�Y�Z. 

(Wang, 1994) 
 
Bukti: 
(i) Karena J adalah derivation, maka untuk setiap X, Y, Z 	 A 

berlaku 
J2�XY�Z3 � XYJ�Z� � J�XY�Z 

  � XYJ�Z� � �XJ�Y� � J�X�Y�Z.           (3.1)                                  
Di lain pihak diperoleh 

J2X�YZ�3 � XJ�YZ� � J�X�YZ 
                               � X�YJ�Z� � J�Y�Z� � J�X�YZ. 
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Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

J2X�YZ�3 � XYJ�Z� � XJ�Y�Z � J�X�YZ.            (3.2) 
Dari persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh 
                                    J2�XY�Z3 �  J2X�YZ�3 

      XYJ�Z� � �XJ�Y� � J�X�Y�Z � XYJ�Z� � XJ�Y�Z �
                                                                  J�X�YZ.     
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh 

 �XJ�Y� � J�X�Y�Z � XJ�Y�Z � J�X�YZ.             � 
                

(ii)  Karena J adalah derivation, maka untuk setiap X, Y, Z 	 A 
berlaku 

J2�XY�Z3 � J�XY�Z � XYJ�Z� 
                      � �J�X�Y � XJ�Y��Z � XYJ�Z�.      (3.3) 

Di lain pihak diperoleh 
J2X�YZ�3 � J�X�YZ � XJ�YZ� 

     � J�X�YZ � X�J�Y�Z � YJ�Z��. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

J2X�YZ�3 � J�X�YZ � XJ�Y�Z � XYJ�Z�.       (3.4) 
Dari persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh 
                                    J2�XY�Z3 �  J2X�YZ�3 

      �J�X�Y � XJ�Y��Z � XYJ�Z� � J�X�YZ � XJ�Y�Z �
                                                                  XYJ�Z�.         
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh 

�J�X�Y � XJ�Y��Z � J�X�YZ � XJ�Y�Z.              �      
 
Lemma 3.1.8  
Misalkan A adalah near-ring dan J adalah derivation pada near-
ring A. Jika [ 	 A bukan pembagi nol kiri dan jika m[, J�[�n � 0, 
maka k[, Xl konstan �Jk[, Xl � 0� untuk setiap X 	 A. 

(Bell dan Mason, 1987) 
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Bukti: 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 

[�[ � X� � [? � [X dan J�[�[ � X�� � J�[? � [X�. 
Karena J adalah derivation dan J adalah additive mapping, sehingga 
diperoleh 

J�[��[ � X� �  [J��[ � X�� � J�[?� � J�[X�. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, J 
adalah additive mapping dan J adalah derivation, sehingga diperoleh 

J�[�[ � J�[�X � [�J�[� � J�X�� � J�[�[ � [J�[� � 
                                                         J�[�X � [J�X�    

 J�[�[ � J�[�X � [J�[� � [J�X� � J�[�[ � [J�[� �      
                                                                               J�[�X � [J�X�. 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, sehingga 
diperoleh 

J�[�[ � [J�X� �  J�[�[ �  [J�X�  
          J�[�[ � [J�X� -  J�[�[ -  [J�X� � 0.                            (3.5) 
Karena diketahui m[, J�[�n � [J�[� - J�[�[ � 0, sehingga 
diperoleh J�[�[ � [J�[�. 
Sehingga persamaan (3.5) menjadi 

[J�[� � [J�X� - [J�[� -  [J�X� � 0 
                                [�J�[� � J�X� - J�[� - J�X�� � 0 
                                                    [�J�[ � X - [ - X�� � 0.              (3.6) 
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), maka persamaan (3.6) menjadi 

[�Jk[, Xl� � 0 
Karena [ bukan pembagi nol kiri, sehingga diperoleh Jk[, Xl � 0. 
Dengan kata lain k[, Xl konstan untuk setiap X 	 A.                        � 
 
Lemma 3.1.9 
Misalkan A adalah near-ring prima. 
(i) Jika Z 	 H ^ �0�, maka Z bukan pembagi nol dari A. 
(ii)  Jika H ^ �0� memuat sebuah elemen Z, dimana Z � Z 	 H, 

maka �A,�� adalah grup komutatif. 
(iii)  Misalkan J adalah nonzero derivation pada A.  

Jika �J�A� � 0 maka � � 0 dan jika J�A�� � 0 maka 
� � 0. 
 
 



31 

 

(iv) Jika A adalah 2-torsion free dan J adalah derivation pada 
near-ring  A sedemikian sehingga J? � 0, maka J � 0. 

(Bell dan Mason, 1987) 
 
Bukti: 
(i) Berdasarkan Definisi 2.5.4,untuk suatu X 	 A, pZ 	 H ^ �0�, 

sedemikian sehingga XZ � 0.  
Karena A adalah near-ring prima, sehingga diperoleh 

XAZ � 0. 
Berdasarkan Definisi 2.5.13, maka X � 0 atau Z � 0.     (3.7) 
Karena Z 	 H ^ �0�, maka XZ � ZX � 0.                         (3.8)                                                                   
Dari persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh 
Jika XZ � ZX � 0, maka X � 0 atau Z � 0.                
Jadi Z bukan pembagi nol dari A.                                        � 

 
(ii)  Jika Z 	 H ^ �0� dan berlaku Z � Z 	 H, maka untuk setiap 

X, Y 	 A berlaku sifat distributif kiri yaitu 
�X � Y��Z � Z� � �X � Y�Z � �X � Y�Z 

  � XZ � YZ � XZ � YZ 
  � �X � Y � X � Y�Z.            (3.9) 

Di lain pihak diperoleh 
�X � Y��Z � Z� � X�Z � Z� � Y�Z � Z� 

                                         � XZ � XZ � YZ � YZ 
� �X � X � Y � Y�Z           (3.10) 

Dari persamaan (3.9) dan (3.10) diperoleh  
�X � Y � X � Y�Z � �X � X � Y � Y�Z 
 X � Y � X � Y � X � X � Y � Y . 

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh  

                X � Y �  Y � X 
X � Y - X - Y � 0 
                 kX, Yl � 0 

Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), maka �A,�� adalah grup 
komutatif.                                                                                    � 
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(iii)  Akan dibuktikan jika �J�A� � 0 maka � � 0. 
Karena �J�A� � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku 

�J�XY� � 0. 
Karena J adalah derivation, sehingga diperoleh 

��XJ�Y� � J�X�Y� � 0. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

�XJ�Y� � �J�X�Y � 0.                   (3.11) 
Karena �J�A� � 0, maka �J�X� � 0 untuk setiap X 	 A. 
Sehingga persamaan (3.11) menjadi 
                                       �XJ�Y� � 0 

�AJ�Y� � 0. 
Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero 
derivation �J � 0�, sehingga � � 0.                                    
Selanjutnya akan dibuktikan jika J�A�� � 0 maka � � 0. 
Karena J�A�� � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku 

J�XY�� � 0. 
Karena J adalah derivation, sehingga diperoleh 

�J�X�Y � XJ�Y��� � 0.                 (3.12) 
Dengan menggunakan Lemma 3.1.7 (ii), maka persamaan 
(3.12) menjadi 

J�X�Y� � XJ�Y�� � 0.                   (3.13) 
Karena J�A�� � 0, maka J�Y�� � 0 untuk setiap Y 	 A. 
Sehingga persamaan (3.13) menjadi 
                                       J�X�Y� � 0 

J�X�A� � 0. 
Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero 
derivation �J � 0�, sehingga � � 0.                                    �                                

 
(iv) Karena J?�A� � 0. Untuk setiap X, Y 	 A, maka berlaku 

                                         J?�XY� � 0 
J�J�XY�� � 0. 

Karena J adalah derivation, sehingga diperoleh 
J�J�X�Y � XJ�Y�� � 0. 

Karena J additive mapping, sehingga diperoleh 
J�J�X�Y� � J�XJ�Y�� � 0. 
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Karena J adalah derivation, sehingga diperoleh 
J�J�X��Y � J�X�J�Y� � J�X�J�Y� � XJ�J�Y�� � 0 
       J?�X�Y �  J�X�J�Y� � J�X�J�Y� � XJ?�Y� � 0. 

Karena J? � 0, sehingga diperoleh 2J�X�J�Y� � 0. 
Karena A adalah 2-torsion free, maka untuk setiap X 	 A 
diperoleh 
                                    J�X�J�Y� � 0 

J�X�J�A� � 0. 
Berdasarkan Lemma 3.1.9 (iii), maka J � 0.                       � 

 
Teorema 3.1.10  
Misalkan A adalah near-ring prima dengan nonzero derivation J. 
Jika J�A� q H, maka �A,�� adalah grup komutatif. Selanjutnya 
jika A adalah 2-torsion free, maka A adalah ring komutatif. 

(Bell dan Mason, 1987) 
 
Bukti: 
Untuk membuktikan bahwa �A,�� adalah grup komutatif, 
berdasarkan  Definisi 3.1.5 (i) cukup dibuktikan bahwa kX, Yl � 0.  
Misalkan � 	 A sedemikian sehingga J��� � 0. 
Jadi J��� 	 H ^ �0� dan J��� � J��� 	 H ^ �0�, untuk setiap 
X, Y 	 A berlaku 

�X � Y��J��� � J���� � �J��� � J�����X � Y�. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 

XJ��� � XJ��� � YJ��� � YJ��� � J���X � J���Y �    
                                                                                J���X �   J���Y. 
Karena J��� 	 H, sehingga diperoleh 

J���X � J���X � J���Y � J���Y � J���X � J���Y � 
                                                                 J���X � J���Y. 

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, sehingga 
diperoleh 

                                   J���X � J���Y � J���Y � J���X 
     J���X � J���Y -  J���Y - J���X � 0 
  J���X � J���Y - J���X -  J���Y � 0 
                        J����X � Y - X - Y� � 0.                           (3.14) 
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Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), untuk setiap X, Y 	 A maka 
persamaan (3.14) menjadi  

J���kX, Yl � 0. 
Karena J��� 	 H ^ �0�, sehingga diperoleh kX, YlJ��� � 0.  
Dengan menggunakan Lemma 3.1.9 (iii), untuk setiap X, Y 	 A 
maka kX, Yl � 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), maka �A,�� adalah 
grup komutatif. Selanjutnya akan dibuktikan jika A adalah 2-torsion 
free near-ring prima, maka A adalah ring komutatif. 
Karena J�A� q H, maka untuk setiap �, � 	 A berlaku 

�J���� � J�����. 
Karena J adalah derivation, sehingga diperoleh 

��J���� � �J���� � �J���� � �J�����. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan 
dengan menggunakan Lemma 3.1.7 (ii), sehingga diperoleh 

�J���� � ��J��� � J����� � �J����.           (3.15) 
Karena J�A� q H, sehingga persamaan (3.15) menjadi 

J����� � �J���� � J����� � J����� 
 J����� � J����� � J����� � J�����.             (3.16) 

Dari persamaan (3.16) dan �A,�� adalah grup komutatif, sehingga 
diperoleh 
J����� � J����� - J����� - J����� � 0 
                                     J����� -  J����� �  J����� - J����� 
                                        J������� - ���� � J������� - ���� (3.17) 
                                                    J���m�, �n � J���m�, �n. 

Sekarang diandaikan bahwa A tidak komutatif. 
Dari persamaan (3.17) dipilih �, � 	 A dengan m�, �n � 0 dan 
misalkan � � J�X� 	 H diperoleh 

J�����J�X� - J�X��� � J�J�X����� - ���.         (3.18) 
Karena J�A� q H, untuk setiap X 	 A maka �J�X� - J�X�� � 0. 
Sehingga persamaan (3.18) menjadi 

0 � J?�X���� - ��� 
 � J?�X�m�, �n. 

Karena m�, �n � 0, untuk setiap X 	 r maka haruslah J?�X� � 0. 
Jika J?�X� � 0, menurut Lemma 3.1.9 (iv) maka J�X� � 0. Padahal 
J adalah nonzero derivation �J � 0�, sehingga terjadi suatu 
kontradiksi. Jadi yang benar adalah m�, �n � 0. Menurut Definisi 
3.1.5 (ii), maka A adalah ring komutatif.                                          � 
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3.2 Generalized Derivation pada Near-ring Prima 
 
Definisi 3.2.1 (Generalized Derivation) 
Misalkan A adalah near-ring dan didefinisikan J:A �A  adalah 
derivation pada A. Sebuah additive mapping �:A �A disebut 
sebagai 
(i) Generalized derivation kanan pada near-ring A jika untuk 

setiap X, Y 	 A berlaku ��XY� � ��X�Y � XJ�Y�. 
(ii)  Generalized derivation kiri pada near-ring A jika untuk 

setiap X, Y 	 A berlaku ��XY� � J�X�Y � X��Y�. 
Jika � merupakan generalized derivation kanan dan generalized 
derivation kiri, maka � disebut sebagai generalized derivation pada 
near-ring  A. 

(Golbasi, 2006) 
 
Contoh 3.2.2 
Diberikan near-ring A dan derivation J:A �A yang 
didefinisikan sebagai J�X� � �X - X�, X 	 A dan � 	 H. Selain itu 
juga diberikan sebuah pemetaan �:A �A yang didefinisikan 
sebagai ��Y� � �Y - Y�, Y 	 A dan � 	 H. Maka � merupakan 
suatu generalized derivation kiri . 
 
Bukti: 
Dari Contoh 3.1.2 sudah dibuktikan bahwa J adalah derivation. 
Sekarang tinggal dibuktikan bahwa � adalah generalized derivation 
kiri . Untuk membuktikan bahwa � adalah generalized derivation, 
maka pertama dibuktikan � adalah additive mapping dan selanjutnya 
dibuktikan � adalah generalized derivation kiri. Ambil sebarang 
X, Y 	 A dan � 	 H, akan dibuktikan bahwa � adalah additive 
mapping sebagai berikut. 

��X � Y� � ��X � Y� - �X � Y�� 
                        � �X � �Y - X� - Y� 
                        � �X - X� � �Y - Y� 
                        � ��X� � ��Y�. 

Jadi terbukti bahwa � adalah additive mapping. Selanjutnya 
dibuktikan bahwa � adalah generalized derivation kiri sebagai 
berikut. 
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��XY� � �XY - XY� 
                   � �XY - X�Y � X�Y - XY� 
                   � ��X - X��Y � X��Y - Y�� 
                   � J�X�Y � X��Y�. 

Jadi terbukti bahwa � adalah generalized derivation kiri .                   � 
 
Contoh 3.2.3 
Dari contoh 3.1.3, diberikan additive mapping s:A f A  dan 
%:A f A yang didefinisikan sebagai berikut. 

s VIX Y
0 ZKW � I

0 gX �gZ
0 0 K dan % VIX Y

0 ZKW � I
0 iZ - Yh
0 0 K. 

Maka s merupakan suatu generalized derivation kanan yang 
dikaitkan dengan J dan % merupakan suatu generalized derivation 
kanan yang dikaitkan dengan M. 
 
Bukti: 
s dan % sudah didefinisikan dengan baik. 
(i) Akan dibuktikan bahwa s adalah generalized derivation 

kanan yang dikaitkan dengan J. Ambil sebarang �, j 	 A 
sebagai berikut. 

� � aIX' Y'
0 Z'K `X', Y', Z' 	 �b 

j � aIX? Y?
0 Z?K `X?, Y?, Z? 	 �b 

dengan 

s��� � s VIX' Y'
0 Z'KW � I

0 gX' �gZ'0 0 K 
J�j� � J VIX? Y?

0 Z?KW � I
0 gX? -gZ?0 0 K 

sedemikian sehingga s��j� � s���j � �J�j�. 
Dari ruas kiri diperoleh 

s��j� � s VIX' Y'
0 Z'K I

X? Y?
0 Z?KW 

                      � s VLX'X? X'Y? � Y'Z?0 Z'Z? OW 
                      � I0 g�X'X?� � g�Z'Z?�0 0 K. 
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Dari ruas kanan diperoleh 
s���j � �J�j� 
� s VIX' Y'

0 Z'KW I
X? Y?
0 Z?K � I

X' Y'
0 Z'K J VI

X? Y?
0 Z?KW 

 � I0 gX' �gZ'0 0 K IX? Y?
0 Z?K � I

X' Y'
0 Z'K I

0 gX? -gZ?0 0 K  
� I0 �gX' �gZ'�Z?0 0 K � I0 X'�gX? -gZ?�0 0 K 
� I0 gX'Z? �gZ'Z? � X'gX? - X'gZ?0 0 K 
� I0 g�X'X?� �g�Z'Z?�0 0 K. 
Karena dengan mengambil sebarang �, j 	 A sedemikian 
sehingga diperoleh s��j� � s���j � �J�j�. Berdasarkan 
Definisi 3.2.1 (i), s adalah generalized derivation kanan 
pada A.                                                                                            � 
 

(ii)  Akan dibuktikan bahwa % adalah generalized derivation 
kanan yang dikaitkan dengan M. Ambil sebarang �, j 	 A 
sebagai berikut. 

� � aIX' Y'
0 Z'K `X', Y', Z' 	 �b 

j � aIX? Y?
0 Z?K `X?, Y?, Z? 	 �b 

dengan 

%��� � % VIX' Y'
0 Z'KW � I

0 iZ' - Y'h
0 0 K 

M�j� � M VIX? Y?
0 Z?KW � I

0 -Y?h
0 0 K 

sedemikian sehingga %��j� � %���j � �M�j�. 
Dari ruas kiri diperoleh 

%��j� � % VIX' Y'
0 Z'K I

X? Y?
0 Z?KW 

                         � % VLX'X? X'Y? � Y'Z?0 Z'Z? OW 
                   � I0 i�Z'Z?� - �X'Y? � Y'Z?�h0 0 K. 

Dari ruas kanan diperoleh 
%���j � �M�j� 
� % VIX' Y'

0 Z'KW I
X? Y?
0 Z?K � I

X' Y'
0 Z'K M VI

X? Y?
0 Z?KW 
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� I0 iZ' - Y'h
0 0 K IX? Y?

0 Z?K � I
X' Y'
0 Z'K I

0 -Y?h
0 0 K 

� I0 �iZ' - Y'h�Z?0 0 K � I0 X'�-Y?h�0 0 K 
� I0 iZ'Z? - Y'hZ? - X'Y?h
0 0 K 

� I0 i�Z'Z?� - �X'Y? � Y'Z?�h0 0 K. 
Karena dengan mengambil sebarang �, j 	 A sedemikian 
sehingga diperoleh %��j� � %���j � �M�j�. Berdasarkan 
Definisi 3.2.1 (i), % adalah generalized derivation kanan 
pada A.                                                                                            � 
 

Lemma 3.2.4 
(i) Jika � generalized derivation kanan pada near-ring A, maka 

untuk setiap X, Y 	 A berlaku ��XY� � XJ�Y� � ��X�Y. 
(ii)  Jika � generalized derivation kiri pada near-ring A, maka 

untuk setiap X, Y 	 A berlaku ��XY� � X��Y� � J�X�Y. 
(Golbasi, 2006) 

 
Bukti: 
(i) Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 

sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 
��X�Y � Y�� � ��X��Y � Y� � XJ�Y � Y�. 

Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri 
dan J adalah additive mapping, sehingga diperoleh 
��X�Y � Y�� � ��X�Y � ��X�Y � X�J�Y� � J�Y�� 

                              � ��X�Y � ��X�Y � XJ�Y� � XJ�Y�.  (3.19) 
Di lain pihak  � adalah additive mapping, sehingga diperoleh 

��XY � XY� � ��XY� � ��XY�. 
Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 
sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 

��XY � XY� � ��X�Y � XJ�Y� � ��X�Y � XJ�Y� (3.20) 
Dari persamaan (3.19) dan (3.20) diperoleh 
                                       ��X�Y � Y�� � ��XY � XY� 
��X�Y � ��X�Y � XJ�Y� � XJ�Y� � ��X�Y � XJ�Y� �
                                                                    ��X�Y � XJ�Y�.       
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Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh  

��X�Y � XJ�Y� � XJ�Y� � ��X�Y.                 (3.21) 
Berdasarkan Definisi 3.2.2 (i), maka persamaan (3.21) 
menjadi 

 ��XY� � XJ�Y� � ��X�Y.                              �                                
                                          

(ii)  Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, 
sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 

��X�Y � Y�� � J�X��Y � Y� � X��Y � Y�. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri 
dan � adalah additive mapping, sehingga diperoleh 
��X�Y � Y�� � J�X�Y � J�X�Y � X���Y� � ��Y�� 

                              � J�X�Y � J�X�Y � X��Y� � X��Y�.  (3.22)  
Di lain pihak  � adalah additive mapping, sehingga diperoleh 

��XY � XY� � ��XY� � ��XY�. 
Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, 
sehingga diperoleh 
  ��XY � XY� � J�X�Y � X��Y� � J�X�Y � X��Y�. (3.23) 

Dari persamaan (3.22) dan (3.23) diperoleh 
                                     ��X�Y � Y�� � ��XY � XY� 
J�X�Y � J�X�Y � X��Y� � X��Y� � J�X�Y � X��Y� �
                                                                    J�X�Y � X��Y�.   

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh 

J�X�Y � X��Y� � X��Y� � J�X�Y.                 (3.24) 
Berdasarkan Definisi 3.2.2 (ii), maka persamaan (3.24) 
menjadi  

��XY� � X��Y� � J�X�Y.                               �                         
 
Lemma 3.2.5 
(i) Jika � generalized derivation kanan pada near-ring A, maka 

untuk setiap X, Y 	 A berlaku 
���X�Y � XJ�Y��Z � ��X�YZ � XJ�Y�Z. 

(ii)  Jika � generalized derivation pada near-ring A, maka untuk 
setiap X, Y 	 A berlaku 
�J�X�Y � X��Y��Z � J�X�YZ � X��Y�Z. 

(Golbasi, 2006) 
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Bukti: 
(i) Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 

sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 
���XY�Z� � ��XY�Z � XYJ�Z� 

                                 � ���X�Y � XJ�Y��Z � XYJ�Z�.       (3.25) 
Di lain pihak karena � generalized derivation kanan pada 
near-ring A, sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 

��X�YZ�� � ��X�YZ � XJ�YZ�. 
Karena J derivation pada near-ring A, sehingga diperoleh 

��X�YZ�� � ��X�YZ � X�YJ�Z� � J�Y�Z�. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

��X�YZ�� � ��X�YZ � XYJ�Z� � XJ�Y�Z.      (3.26) 
Dari persamaan (3.25) dan (3.26) diperoleh 
                                    ���XY�Z� � ��X�YZ�� 
���X�Y � XJ�Y��Z � XYJ�Z� � ��X�YZ � XYJ�Z� �   

                                                                 XJ�Y�Z 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh 

���X�Y � XJ�Y��Z � ��X�YZ � XJ�Y�Z.                 � 
 

(ii)    Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 
sehingga untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 

���XY�Z� � ��XY�Z � XYJ�Z�. 
Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, 
sehingga diperoleh 

���XY�Z� � �J�X�Y � X��Y��Z � XYJ�Z�       (3.27)  
Di lain pihak karena � generalized derivation kiri pada near-
ring A, sehingga diperoleh 

��X�YZ�� � J�X�YZ � X��YZ�. 
Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 
sehingga diperoleh 

��X�YZ�� � J�X�YZ � X���Y�Z � YJ�Z��. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

��X�YZ�� �  J�X�YZ � X��Y�Z � XYJ�Z�     (3.28) 
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Dari persamaan (3.27) dan (3.28) diperoleh 
                                    ���XY�Z� � ��X�YZ�� 
�J�X�Y � X��Y��Z � XYJ�Z� � J�X�YZ � X��Y�Z �       

                                XYJ�Z� 
Dengan menngunakan kaidah kanselasi penjumlahan, 
sehingga diperoleh 

�J�X�Y � X��Y��Z � J�X�YZ � X��Y�Z.                �    
       

Lemma 3.2.6  
Misalkan A adalah near-ring prima, � adalah generalized derivation 
pada near-ring A dengan nonzero derivation J dan � 	 A. 
(i) Jika ���A� � 0, maka � � 0. 
(ii)  Jika ��A�� � 0, maka � � 0. 

(Golbasi, 2006) 
 

Bukti: 
(i) Karena ���A� � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku 

���XY� � 0. 
Karena � generalized derivation kanan pada near-ring A, 
sehingga diperoleh  

����X�Y � XJ�Y�� � 0. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif 
kiri, sehingga diperoleh 

���X�Y � �XJ�Y� � 0.                   (3.29) 
Karena ���A� � 0, maka ���X� � 0 untuk setiap X 	 A. 
Sehingga persamaan (3.29) menjadi 

 �XJ�Y� � 0 
�AJ�Y�  � 0. 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero 
derivation (J � 0), sehingga diperoleh  � � 0.                    � 
 

(ii)  Karena ��A�� � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku 
��XY�� � 0. 

Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, 
sehingga diperoleh 

�J�X�Y � X��Y��� � 0.                     (3.30) 
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Dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan 
(3.30) menjadi 

J�X�Y� � X��Y�� � 0                     (3.31) 
             Karena ��A�� � 0, maka ��Y�� � 0 untuk setiap Y 	 A.                         

Sehingga persamaan (3.31) menjadi  
 J�X�Y� � 0 
J�X�A� � 0. 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero 
derivation (J � 0), sehingga diperoleh � � 0.                     � 

 
Lemma 3.2.7  
Misalkan � adalah generalized derivation pada A dengan nonzero 
derivation J. Jika A adalah 2-torsion free near-ring prima dan 
�? � 0, maka � � 0. 

(Golbasi, 2006) 
 

Bukti: 
Karena �? � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku 

  �?�XY�  � 0 
����XY�� � 0. 

Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, sehingga 
diperoleh  

��J�X�Y � X��Y�� � 0. 
Karena � adalah additive mapping, sehingga diperoleh 

��J�X�Y� � ��X��Y�� � 0. 
Karena � generalized derivation kiri pada near-ring A, sehingga 
diperoleh 

J�J�X��Y � J�X���Y� � J�X���Y� � X����Y�� � 0 
        J?�X�Y � J�X���Y� � J�X���Y� � X�?�Y� � 0 
                           J?�X�Y � 2 J�X���Y� �  X�?�Y� � 0.  (3.32) 

Karena �? � 0, maka persamaan (3.32) menjadi 
J?�X�Y � 2 J�X���Y� � 0.                      (3.33) 

Dengan mengganti Y � ��Y� dalam persamaan (3.33), sehingga 
diperoleh 

J?�X���Y� � 2J�X�����Y�� � 0 
    J?�X���Y� � 2J�X��?�Y� � 0                   (3.34) 
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Karena �? � 0, maka �?�Y� � 0 untuk setiap Y 	 A, sehingga 
persamaan (3.34) menjadi 

  J?�X���Y� � 0. 
J?�X���A� � 0. 

Dengan menggunakan Lemma 3.2.6 (i), maka J? � 0. 
Karena A adalah 2-torsion free near-ring prima dan berdasarkan 
Lemma 3.1.9 (iv) maka J � 0 adalah sebuah kontradiksi, karena J 
adalah nonzero derivation (J � 0), sehingga diperoleh  � � 0.        � 
 
Lemma 3.2.8  
Misalkan A adalah near-ring prima dengan nonzero generalized 
derivation � yang dikaitkan dengan nonzero derivation J. Jika 
��A� q H, maka �A,�� adalah grup komutatif. Selanjutnya jika A 
adalah 2-torsion free near-ring prima, maka A adalah ring 
komutatif. 

(Golbasi, 2006) 
 
Bukti: 
Untuk membuktikan bahwa �A,�� adalah grup komutatif, 
berdasarkan Definisi 3.1.5 (i) dibuktikan bahwa kX, Yl � 0. Misalkan 
� 	 A sedemikian sehingga ���� � 0. Jadi ���� 	 H ^ �0� dan 
���� � ���� 	 H ^ �0�. Untuk setiap X, Y 	 A berlaku 

�X � Y������ � ����� � ����� � ������X � Y�. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 

X���� � X���� � Y���� � Y���� � ����X � ����Y � 
                                                                                ����X � ����Y. 
Karena ���� 	 H, sehingga diperoleh 
����X � ����X � ����Y � ����Y � ����X � ����Y � ����X � 

                                                                 ����Y. 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, sehingga 
diperoleh 

                                  ����X � ����Y � ����Y � ����X 
����X � ����Y - ����X - ����Y � 0 

                        �����X � Y - X - Y� � 0.                                (3.35) 
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Berdasarkan Definisi 3.1.4 (i), maka untuk setiap � 	 A persamaan 
(3.35) menjadi 

����kX, Yl � 0 
��A�kX, Yl � 0. 

Karena ��A� q H, sehingga diperoleh kX, Yl��A� � 0. 
Dengan menggunakan Lemma 3.2.6 (i), maka untuk setiap X, Y 	 A 
diperoleh kX, Yl � 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (i), maka �A,�� 
adalah grup komutatif. Selanjutnya dibuktikan jika A adalah 2-
torsion free near-ring prima, maka Aadalah ring komutatif. 
Karena ��A� q H, maka untuk setiap X, Y 	 A berlaku  

Z��XY� � ��XY�Z. 
Karena � generalized derivation kiri, sehingga diperoleh 

Z�J�X�Y � X��Y�� � �J�X�Y � X��Y��Z. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, dan 
berdasarkan Lemma 3.2.5(ii), sehingga diperoleh 

ZJ�X�Y � ZX��Y� � J�X�YZ � X��Y�Z.             (3.36) 
Karena ��A� q H, maka ��Y� 	 H untuk setiap Y 	 A, sehingga 
persamaan (3.36) menjadi 

ZJ�X�Y � ZX��Y� � J�X�YZ � XZ��Y� 
ZJ�X�Y - J�X�YZ � XZ��Y� - ZX��Y� 
                                  � �XZ - ZX���Y�.                   (3.37) 

Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka untuk setiap X, Y, Z 	 A 
persamaan (3.37) menjadi  

ZJ�X�Y - J�X�YZ � mX, Zn��Y�.                   (3.38)  
Dengan mengganti Z � ��Z� pada persamaan (3.38), sehingga 
diperoleh  

��Z�J�X�Y - J�X�Y��Z�  � mX, ��Z�n��Y� 
       ��Z��J�X�Y - YJ�X�� � mX, ��Z�n��Y�           (3.39) 

Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka untuk setiap X, Y, Z 	 A 
persamaan (3.39) menjadi 

 ��Z�mJ�X�, Yn � mX, ��Z�n��Y�.               (3.40) 
Karena ��A� q H, maka ��Z� 	 H untuk setiap Z 	 A, sehingga 
diperoleh X��Z� � ��Z�X, jadi mX, ��Z�n � 0. Sehingga persamaan 
(3.40) menjadi ��Z�mJ�X�, Yn � 0. Karena � adalah nonzero 
generalized derivation �� � 0�, maka haruslah mJ�X�, Yn � 0. 
Sehingga dapat disimpulkan J�A� q H. Menurut Teorema 3.1.10 
jika J�A� q H dan r adalah 2-torsion free near-ring prima, maka 
A adalah ring komutatif.                                                                   � 
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Teorema 3.2.9  
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J. Jika untuk setiap 
X, Y 	 A berlaku ��mX, Yn� � 0, maka A adalah ring komutatif. 

(Golbasi, 2006) 
 
Bukti: 
Karena ��mX, Yn� � 0 dan dengan mengganti Y � XY, maka untuk 
setiap X, Y 	 Adiperoleh 

��mX, XYn� � 0                                (3.41) 
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka persamaan (3.41) menjadi 

��X�XY� - �XY�X� � 0 
��X�XY� - X�YX�� � 0 
      ��X�XY - YX�� � 0 
               ��XmX, Yn� � 0. 

Karena � generalized derivation kiri, sehingga diperoleh 
J�X�mX, Yn � X��mX, Yn� � 0.                      (3.42) 

Karena ��mX, Yn� � 0, maka untuk setiap X, Y 	 A persamaan (3.42) 
menjadi 

         J�X�mX, Yn � 0 
J�X��XY - YX� � 0. 

Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 

J�X�XY - J�X�YX � 0 
                    J�X�XY �  J�X�YX.                 (3.43) 

Dengan mengganti Y � YZ kedalam persamaan (3.43), maka untuk 
setiap X, Z 	 A diperoleh 

                      J�X�XYZ � J�X�YZX 
J�X�XYZ - J�X�YZX � 0 
     J�X��XYZ - YZX� � 0 
       J�X�Y�XZ - ZX� � 0 
               J�X�AmX, Zn � 0 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero derivation 
�J � 0�, sehingga mX, Zn � 0. Menurut Definisi 3.1.5 (ii), maka A 
adalah ring komutatif.                                                                        � 
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Teorema 3.2.10  
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J. Jika untuk setiap 
X, Y 	 A berlaku ��mX, Yn� � tmX, Yn, maka A   adalah ring 
komutatif. 

(Golbasi, 2006) 
 
Bukti: 
Karena ��mX, Yn� � tmX, Yn dan dengan mengganti Y � XY, maka 
untuk setiap X, Y 	 A diperoleh 

��mX, XYn� � tmX, XYn                           (3.44) 
Berdasarkan Definisi 3.1.4 (ii), maka persamaan (3.44) menjadi 

��mX, XYn� � t�X�XY� - �XY�X� 
                    � t��XX�Y - X�YX�� 
                    � t�X?Y - XYX� 
                    � tX�XY - YX� 
                    � tXmX, Yn.                                       (3.45) 

Dilain pihak diperoleh 
��mX, XYn� �  ��X�XY� - �XY�X� 

  � ��X�XY� - X�YX�� 
                    � ��X�XY - YX�� 
                    � ��XmX, Yn�. 

Karena � generalized derivation kiri, sehingga diperoleh 
��mX, XYn� � ��XmX, Yn� 
                    � J�X�mX, Yn � X��mX, Yn�.               (3.46) 

Karena ��mX, Yn� � tmX, Yn, sehingga persamaan (3.46) menjadi 
��mX, XYn� �  J�X�mX, Yn � X�tmX, Yn�.             (3.47) 

Dari persamaan (3.45) dan (3.47) diperoleh 
��mX, XYn� � ��mX, XYn� 
   tXmX, Yn �  J�X�mX, Yn � X�tmX, Yn�.   
   tXmX, Yn �  J�X�mX, Yn t XmX, Yn.                        

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, sehingga 
diperoleh 

0 �  J�X�mX, Yn 
    � J�X��XY - YX�. 
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Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, untuk 
setiap X, Y 	 A sehingga diperoleh 

 0 � J�X�XY - J�X�YX 
 J�X�XY �  J�X�YX.                                   (3.48) 

Dengan mengganti Y � YZ dalam persamaan (3.48), maka untuk 
setiap X, Z 	 A diperoleh 

                      J�X�XYZ � J�X�YZX 
J�X�XYZ - J�X�YZX � 0 
     J�X��XYZ - YZX� � 0 
       J�X�Y�XZ - ZX� � 0 
               J�X�rmX, Zn � 0 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero derivation 
�J � 0�, sehingga mX, Zn � 0. Berdasarkan Definisi 3.1.5 (ii), maka 
A adalah ring komutatif.                                                                   �                                                                             
 
Teorema 3.2.11  
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J. Jika � adalah 
homomorfisma  pada A, maka � adalah pemetaan identitas. 

(Golbasi, 2006) 
 
Bukti: 
Karena � adalah homomorfisma pada A, maka untuk setiap 
X, Y 	 A berlaku 

��XY� � ��X���Y�. 
Karena � generalized derivation kiri, sehingga untuk setiap X, Y 	 A 
diperoleh  

J�X�Y � X��Y� � ��X���Y�.                      (3.49)                                                
Dengan mengganti Y � YZ dalam persamaan (3.49), sehingga 
diperoleh  

J�X�YZ � X��YZ� � ��X���YZ�. 
Karena � adalah generalized derivation kiri dan � adalah 
homomorfisma pada A, sehingga diperoleh 

J�X�YZ � X�J�Y�Z � Y��Z�� � ��X����Y���Z�� 
                                                             � ���X���Y����Z� 
                                                             � ��XY���Z�. 
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Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 

J�X�YZ � XJ�Y�Z � XY��Z� � ��XY���Z�. 
Karena � adalah generalized derivation kiri, sehingga diperoleh 

J�X�YZ � XJ�Y�Z � XY��Z� � �J�X�Y � X��Y����Z�.   (3.50) 
Berdasarkan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan (3.50) menjadi 

J�X�YZ � XJ�Y�Z � XY��Z� � J�X�Y��Z� � X��Y���Z�. 
                                                          �  J�X�Y��Z� � X��YZ� 

Karena � adalah generalized derivation kiri, sehingga diperoleh 
J�X�YZ � XJ�Y�Z � XY��Z� � J�X�Y��Z� � X�J�Y�Z � Y��Z��. 

Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri, 
sehingga diperoleh 
J�X�YZ � XJ�Y�Z � XY��Z� � J�X�Y��Z� � XJ�Y�Z � XY��Z�. 

Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, maka untuk 
setiap X, Y, Z 	 A diperoleh 

                           J�X�YZ �  J�X�Y��Z� 
 J�X�YZ - J�X�Y��Z� � 0 
  J�X��Y�Z� - Y��Z�� � 0 
         J�X�Y�Z - ��Z�� � 0 
        J�X�A�Z - ��Z�� � 0. 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero derivation 
�J � 0�, maka untuk setiap Z 	 A diperoleh 

Z - ��Z� � 0 
   ��Z� � Z. 

Jadi � adalah pemetaan identitas.                                                       � 
 
Teorema 3.2.12  
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J. Jika � adalah anti-
homomorfisma pada A, maka � adalah pemetaan identitas. 

(Golbasi, 2006) 
 
Bukti: 
Karena � adalah anti-homomorfisma pada A, maka untuk setiap 
X, Y 	 r berlaku 

��XY� � ��Y���X�. 
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Karena � generalized derivation kiri, sehingga untuk setiap X, Y 	 A 
diperoleh 

J�X�Y � X��Y� � ��Y���X�.                     (3.51)                                          
Dengan mengganti Y � XY dalam persamaan (3.51), sehingga 
diperoleh 

J�X�XY � X��XY� � ��XY���X�. 
Karena � adalah generalized derivation kiri dan � adalah adalah anti-
homomorfisma pada A, sehingga diperoleh 

J�X�XY � X��Y���X� � �J�X�Y � X��Y����X�.       (3.52) 
Berdasarkan Lemma 3.2.5 (ii), maka persamaan (3.52) menjadi 

J�X�XY � X��Y���X� � J�X�Y��X� � X��Y���X�. 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, maka untuk 
setiap X, Y 	 r diperoleh  

                          J�X�XY � J�X�Y��X�.                       
J�X�XY - J�X�Y��X� � 0  
      J�X��XY - Y��X�� � 0        
        J�X�Y�X - ��X�� � 0      
       J�X�A�X - ��X�� � 0.    

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero derivation 
�J � 0�, maka untuk setiap X 	 A diperoleh 

X - ��X� � 0 
         ��X� � X. 

Jadi � adalah pemetaan identitas.                                                      � 
 
Teorema 3.2.13  
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J sedemikian 
sehingga J�H� � 0, dan � 	 A. Jika untuk setiap X 	 A berlaku 
m��X�, �n � 0, maka � 	 H. 

(Golbasi, 2006) 
 

Bukti: 
Karena J�H� � 0, untuk setiap � 	 H maka J��� � 0.  
Karena J adalah derivation, maka jelas bahwa J��� 	 H.  
Karena m��X�, �n � 0, sehingga diperoleh 

��X�� - ���X� � 0 
                 ��X�� � ���X�.                        (3.54) 
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Dengan mengganti X � �X dalam persamaan (3.54), sehingga 
diperoleh 

���X�� � ����X�. 
Karena � adalah generalized derivation kiri pada A, sehingga 
diperoleh 

�J���X � ���X��� � ��J���X � ���X��. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan 
dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), sehingga diperoleh 
                                       J���X� �  ���X�� � � J���X � ����X� 
J���X� �  ���X�� - �J���X -  ����X� � 0 
 J���X� - �J���X �  ���X�� - ����X� � 0 
J���X� - �J���X � ����X�� - ���X�� � 0 
                J���X� - �J���X � �m��X�, �n � 0.                       (3.55) 

Karena m��X�, �n � 0, maka persamaan (3.55) menjadi 
J���X� - �J���X � 0.                        (3.56) 

Dengan mengganti X � XY dalam persamaan (3.56), dan J��� 	 H 
sehingga diperoleh 

J���XY� - �J���XY � 0 
J���XY� - J����XY � 0 
    J���X��Y� - �Y�� � 0 
                 J���XmY, �n � 0 
                J���AmY, �n � 0 

Karena A adalah near-ring prima dan J adalah nonzero 
derivation �J � 0�, sehingga untuk setiap Y 	 A diperoleh 

      mY, �n � 0 
Y� - �Y � 0 
           Y� � �Y. 

Jadi � 	 H.                                                                                         � 
 
Teorema 3.2.14 (Generalized Derivation) 
Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah generalized 
derivation pada A dengan nonzero derivation J dan � 	 A. Jika 
untuk setiap X 	 A berlaku  
m��X�, �n � 0, maka J��� 	 H. 

(Golbasi, 2006)     
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Bukti:          
Jika � � 0, maka tidak perlu dibuktikan. Selanjutnya � � 0 dan 
berlaku m��X�, �n � 0, sehingga diperoleh 

��X�� - ���X� � 0 
  ��X�� � ���X�.                        (3.57)                                                                  

Dengan mengganti X � �X dalam persamaan (3.57), sehingga 
diperoleh 

���X�� � ����X�. 
Karena � adalah generalized derivation kiri pada A, sehingga 
diperoleh 

�J���X � ���X��� � ��J���X � ���X��. 
Karena A adalah near-ring maka berlaku sifat distributif kiri dan 
dengan menggunakan Lemma 3.2.5 (ii), sehingga diperoleh 

J���X� �  ���X�� � � J���X � ����X�.          (3.58) 
Karena m��X�, �n � 0, jadi ��X�� � ���X�, sehingga persamaan 
(3.58) menjadi  

J���X� �  ����X� � �J���X � ����X�. 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi penjumlahan, maka untuk 
setiap X 	 A diperoleh 

J���X� � �J���X.                             (3.59)                                                             
Dengan mengganti X � XY dalam persamaan (3.59), maka untuk 
setiap Y 	 A diperoleh 

                      J���XY� � �J���XY                        
J���XY� - �J���XY � 0        
    J���X��Y� - �Y�� � 0                                                                                
               J���AmY, �n � 0. 

Karena A adalah near-ring prima maka J��� � 0 atau � 	 H. Jika 
� � 0 	 H dan menurut Lemma 3.1.9 (ii) maka �A,�� grup adalah 
komutatif, jadi ��X�� � ���X�. 
Karena � adalah generalized derivation kanan dan kiri pada A, 
sehingga diperoleh 

                                          ��X�� � XJ��� � J���X � ���X� 
       ��X�� � XJ��� -  J���X - ���X� � 0 
���X�� - ���X�� � �XJ��� -  J���X� � 0 
                                m��X�, �n � mX, J���n � 0.                       (3.60) 
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Karena m��X�, �n � 0, untuk setiap X 	 A maka persamaan (3.60) 
menjadi 

            mX, J���n � 0 
XJ��� - J���X � 0 
                 XJ��� � J���X. 

Jadi J��� 	 H.                                                                                    � 
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BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 

 
 

4.1 Kesimpulan 
 
 Kesimpulan yang diperoleh dari pembahasan skripsi ini 
adalah sebagai berikut. 
1. Misalkan A adalah near-ring prima dengan nonzero 

derivation J. Jika J�A� q H, maka �A,�� adalah grup 
komutatif. Selanjutnya jika A adalah 2-torsion free, maka 
A adalah ring komutatif. 

2. Misalkan A adalah near-ring prima dengan nonzero 
generalized derivation � yang dikaitkan dengan nonzero 
derivation J. Jika ��A� q H, maka �A,�� adalah grup 
komutatif. Selanjutnya jika A adalah 2-torsion free near-
ring prima, maka A adalah ring komutatif. 

3. Misalkan A adalah near-ring prima dan � adalah 
generalized derivation pada A dengan nonzero derivation J. 
Jika ��mX, Yn� � 0 atau ��mX, Yn� � tmX, Yn, untuk setiap 
X, Y 	 A, maka A adalah ring komutatif. Selanjutnya jika 
� 	 A dan m��X�, �n � 0, untuk setiap X 	 A, maka � 	 H 
atau J��� 	 H, di mana H adalah center pada A. 

 
 
4.2 Saran 
 
 Dalam skripsi isi hanya dibahas satu generalized derivation 
pada 2-torsion free near-ring prima, selanjutnya skripsi ini dapat 
dikembangkan pada dua generalized derivation pada 2-torsion free 
near-ring prima. 
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