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DINAMIKA MODEL DIFUSI PADA POPULASI PLANKTON

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisisleh@opulasi
predator-prey, yaitu plankton, dengan zooplankton sebagadator
dan fitoplankton sebagairey. Berbeda dari model predator prey
biasa, pada konstruksi model, dipandang modedator-prey yang
memuat fenomena difusi. Hal ini menunjukkan bahidakt hanya
terjadi perubahan kepadatan plankton terhadap wagtapi juga
perpindahan posisi plankton di perairan. Analisisdel populasi
plankton dibedakan menjadi model tanpa difusi dadeh dengan
difusi. Titik kesetimbangan model dipengaruhi oleju maksimum
perubahan kepadatan populasi fitoplankton dan be&tkurangnya
populasi zooplankton karena persaingan.

Kata kunci : model difusi populasi plankton, titik kesetimigan,
kestabilanpredator-prey.
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DYNAMICAL OF DIFFUSION MODEL AT PLANKTON
POPULATION

ABSTRACT

This final project discusses construction and asiglynodel of
predator prey population, namely plankton poputatia this model,
zooplankton acts predator and phytoplankton acey.pbDifferent
from usual predator prey model, this model involwdiffusive
phenomenom, which shows that plankton density niyt changes in
time but also in position. Dynamical analysis oa thodel is divided
into two cases, namely model without diffusion amddel with
diffusion. Equilibrium points of this model depead the maximum
rate of phytoplankton density change and reducete raf
zooplankton population because of competition.

Keyword : diffusive model of plankton population, equailin
point, stability, predator-prey.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1.Latar Belakang

Laut merupakan salah satu sumber kekayaan alampentmg
bagi kehidupan manusia. Di dalamnya terdapat bakghkdupan,
salah satunya adalah kehidupan plankton. Planktenupakan
spesies yang beragam dan dikelompokkan berdasarkaran,
habitat dan daur hidupnya.

Sebagai unsur penting dalam kehidupan laut, plankto
memegang peranan utama dalam rantai makanan, gehing
keadaannya mampu mengubah kondisi perairan. Platdadiri dari
dua jenis yaitu fitoplankton dan zooplankton. Hiamikton mampu
membuat makanan sendiri dari lingkungan sekitar ztsoplankton
merupakan spesies penghubung rantai makanan tglafikton ke
organisme sekitar. Oleh karena itu, keberadaankfgansangat
mempengaruhi kehidupan di perairan. Jika keadaghkungan labil
yaitu terjadi perubahan ketersediaan nutrisi sechestis maka
kematian organisme perairan dapat terjadi.

Jika suatu populasi plankton mendominasi suatu aémmaka
akan terjadi proses penyebaran populasi ke lingkoungekitar.
Proses ini dinamakan difusi, yang menunjukkan balpeaa
populasi plankton tidak hanya terjadi perubahamatgap waktu
tetapi juga terjadi perpindahan posisi.

Pada skripsi ini dibahas interaksi antara fitoptank dan
zooplankton. Model interaksi plankton merupakan gesmbangan
dari model predator-prey dan Michaelis-Menten dengan
memperhatikan faktor difusi. Jenis kestabilan tkigsetimbangan
ditentukan dengan melakukan linierisasi sistem ekitar titik
kesetimbangan. Dalam skripsi ini diperhatikan pat@me yang
menyatakan laju perubahan fitoplankton yang haipsnadihi agar
lingkungan tidak labil.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan magsiim
skripsi ini adalah
1. bagaimana titik tetap dan kestabilan model tanfussid?



2. bagaimana ketidakstabilan model dengan difusi ?
3. bagaimana laju perubahan fitoplankt@n untuk kondisi
ketidakstabilan dengan difusi?

1.3 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah

1. memperoleh titik tetap dan kestabilan model tarfuesid

2. memperoleh ketidakstabilan model dengan difusi,

3. memperoleh laju perubahan fitoplankt@n untuk kondisi
ketidakstabilan dengan difusi.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Plankton

Plankton meliputi biota yang terapung atau hanyuypedairan.
Plankton merupakan komponen penting dalam rantkanan pada
ekosistem laut. Plankton terdiri dari fitoplanktoygitu plankton
tumbuhan atau plankton nabati dan zooplankton,uyalankton
hewani (Trimaningsih, 2005).

Fitoplankton merupakan komponen autotrof, yaituaargme
yang mampu mensintesis makanannya sendiri darinbaharganik
dengan bantuan energi matahari. Dalam rantai makamemponen
autotrof berperan sebagai produsen.

Zooplankton adalah organisme heterotrof, yaitu rigyae yang
menggunakan fitoplankton sebagai sumber makanafiny2005).
Selain itu zooplankton juga berguna dalam regenelg®gen di
lautan dengan proses penguraian nitrogen dengantudsan
zooplankton sehingga berguna bagi bakteri dan todias
fitoplankton di laut (Edwards dan Brindley, 1999).

2.2 ModelPredator Prey

Persamaan diferensial biasa yang menggambarkaakstelua
spesiespredator-prey pertama kali digunakan oleYiolterra pada
tahun 1926 dan dikenal dengan hama mva#kerra.

Model Volterra adalah sebagai berikut.

X=X(a —cy),
y=y(yx-9),
dengana, c, y dan 0 adalah konstanta positik dan y berturut-
turut menyatakan jumlah populggiey dan predator pada saat,
sedangkant adalah waktu dalam bulan atau tahun. Suk

menyatakan pertumbuhan populasdy tanpa adanypredator. Suku
—-cxy dan yxy menyatakan interaksi spesies. Populasey

berkurang sedangkan populaspredator bertambah karena
diuntungkan dengan kondisi interaksi ini. Sukdy menunjukkan

punahnygredator karena tidak adanyaey (Stephen, 2010).

(2.1)



2.3 Sistem Dinamik
2.3.1 Sistem Otonomous

Sistem persamaan diferensial yang berbentuk

dx

—=F(xY),
St () 2.2)
d—)tlzG(x,y),

denganF dan G tidak bergantung secara eksplisit pada variabel
bebast, tetapi hanya bergantung pada varialiedan y disebut

sistem otonomus (Boyce dan Di Prima, 2001).

2.3.2 Titik Kesetimbangan
Jika memenuhi f(X,y)=0 dan g(X,y)=0 maka
titik (X', y ) disebut titik kritis sistem (2.2). Titik kritis(X,y )

merupakan solusi sistem (2.2) yang bernilai konktmena% =0

dt
&y _
dt
titik tetap (Boyce dan Di Prima, 2001).

dan 0, sehingga(x ,y ) disebut jugaitik kesetimbangan atau

2.3.3 Sistem Otonomous Linier

Suatu sistem otonomus dikatakan linier jika tidacdapat
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Sistemoonus linier dua
dimensi dapat ditulis sebagai

=ax+ by,
(2.3)

at
dy _
—Z =cx+dy.
dt e



Persamaan (2.3) dapat dinyatakan dalam bentukksagbagai

dx
dt |_(a b x
dy {c d}M
dt
atau
ax .
5 =A% (2.4)

b
denganx =(x,y)" dan A:E d} disebut matriks koefisien. Jika

det(A)# 0, maka titik (0,0) merupakan satu-satunya titik

kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut (Bakam Di Prima,
2001).

Sifat kestabilan titik kesetimbangax ,y ) dibedakan menjadi
tiga, yaitu titik (X ,y ) dikatakan

i. stabil jika [e>0, L[Co>0 sedemikian sehingga jika
|(x(0),y(0) = (x*y*)| <. maka berlaku
[(x), y®) - (=, y*)| <, Ot>0,

il. tak-stabil apabila tidak memenuhi kriteria pertama,

iii. stabil asimtotik jika stabil dan(lj, 0<9,<9, sedemikian
sehingga sebuah solusi= x(t)dan y =y(t) yang memenuhi
“(x(t), y(t)) - (x* Y )‘ < 9, akan bersifatim(x(t), y(t)) =(x* , y*)

(Boyce dan Di Prima, 2001).

Kestabilan titik kesetimbangan (0,0) sistem 2.3adajitentukan

dengan menggunakan nilai eigen matriks A dan daikgat dalam
teorema berikut.



Teorema 2.1

Misalkan A, dan A, nilai-nilai eigen matriks A.

1. JikaRe(), )< 0 dan Re(1, )< 0 maka titik (0,0) stabil asimtotik.

2. JikaA =if danA, =-i B, 00 maka titik (0,0) stabil.

3. Jika A, >0ataul, > ORe{; » OdanR&{ > maka titik (0,0)
tidak stabil.

Bukti

Solusi umum persamaan (2.3) adalah

;(ch\ze/lll +c2\72e”2‘,
di manav, danv, masing-masing menyatakan vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigefy dan A,, ¢, dan c, adalah

sebarang konstanta. Dari solusi umum tersebut aigterbeberapa
kemungkinan berikut.

1. Jika A dan A, bernilai negatif makaim x=0. Dengan kata lain,

semakin besar nilat, solusi akan menuju ke titik kritis (0,0).
Menurut kriteria kestabilan, titik kritis (0,0) Iséfat stabil
asimtotik. Jikad, =a + i dan A, =a - i, dengana <0 maka
solusi dapat ditulis sebagai

a+pilt (a=pBi)t

x=c e +c,ve
=,v,e™ (cospt +i sirt }c,v,e” (cogt+i sih

Karena terdapat suku eksponensial pangkat negatidka
semakin besar nilai, solusi akan berosilasi menuju ke titik kritis
(0,0).

2. JikaA =ig ataud, =-ig3 , maka solusi dapat ditulis sebagai
X =¢,V,(cospt +i sirt )+ c,v, (co@t—i sih

Karena cosgt dan sint merupakan fungsi periodik, maka solusi
akan terus berosilasi di sekitar titik kritis, sedga menurut



kriteria kestabilan, titik kritis (0,0) bersifat adiil atau sering
disebut stabil pusat.

3. Jika A, atau A, atau Re(}, )danRe{, bernilai positif, maka
limx=c. Dengan kata lain, semakin besar nilaisolusi akan

t o0

menjauhi titik kritis (0,0). Menurut kriteria kestgan, titik kritis
(0,0) bersifat tidak stabil. Jikal, =a+gi dan A,=a - /i,
dengana >0, maka semakin besar nilgi solusi akan berosilasi
menjauhi titik kritis (0,0).

Untuk menentukan nilai eigen matrik& digunakan persamaan
karakteristik
a b

|A=Al|=
c d

‘:01

yang menghasilkan persamaan
A% = A(a+d)+(ad —bc) =0. (2.5)
Perhatikan bahwa

a+d =trace@)
ad —bc=det(A),

sehingga persamaan (2.5) dapat ditulis sebagai
A? —trace@A N + detA ¥ C

Persamaan tersebut memiliki dua solusi, yaitu

i :trace@\)ﬂ/( traced ) - 4deX )

' 2
dan (2.6)
A = trace(A - \/( tra;:e,(\ ) - 4deK .}



Berdasarkan nilai trace(A) dan det(A) diperoleh beberapa
kemungkinan berikut.

1. Jika trace@d )< ( dan det(A)> O serta (trace(A)) - 4det(A)> C
maka diperoleh 4, <0 dan A,<0. Sedangkan jika
(trace(A))2 - 4detdh ¥ ( maka A =p+ig dan A =p-iq
dengan p<0. Jadi jika trace(A )< ( dan det(A)> 0 maka titik
kesetimbangan (0,0) stabil asimtotik.

2. Jika trace(d )< ( dan det(A)< O serta(trace(@ )’ - 4detd » (
maka diperolehA, >0 dan A, <0. Jadi jika trace(A )< C dan
det(A)< 0 maka titik kesetimbangan (0,0) tidak stabil.

3. Jika trace > C dan det(A)> O serta(trace@)” - 4detA » (
maka diperoleh A4, >0 dan A,>0. Sedangkan jika
(trace@)’ - 4detA X ( maka A =p+iq dan A =p-iq
dengan p > 0. Jadi jika trace(d )> C dan det(A)> 0 maka titik

kesetimbangan (0,0) tidak stabil
4. Jika trace@)> C dan det(A)< 0 maka diperolehA, >0 dan

A, <0. Titik kesetimbangan (0,0) tidak stabil (Elaydi030.

2.3.4 Sistem Otonomous Nonlinier

Sistem persamaan (2.2) dengan dua variabel tida#sbe dan
y merupakan sistem persamaan diferensial nonlitkar ariabel
tak bebas atau turunannya berderajat lebih daridat atau sistem

memuat perkalian antara variabel tak bebas damannya (Boyce
dan Di Prima, 2001).

Misalkan F danG mempunyai turunan parsial yang kontinu di
(x*, y*). Deret Taylor fungsi dua variabél dan G di sekitar titik

(x*, y*) adalah



F{xy) =R,y FE L e FE T )y

(%),
2.7)

Gx) =Gy +FE L o) L Ny

+1p(%Y),
dengany, (x,y) dansn,(x,y) adalah suku sisa.

dx _ d L dy _

Karenaa—a(x—x) & dt(y y*), maka persamaan

(2.7) dapat ditulis dalam bentuk matriks, sebagai

2o B oA BT b o] Y
oF oF
ox oy
0G 0G

&ay

denganJ (x*, y*) =

() (2.9

adalah matriks Jacobi atapartial derivative matrix (derivative
matrix).

Jika dimisalkan X=x-x* y=y-y*, dan karena
F(x*, y*)=G(X, y*)=0 , maka persamaan (2.8) dapat ditulis
dalam bentuk

dx

dt =3, y*)[)f} +[’71} (2.10)

dy AN

dt

Bentuk (2.10) dapat ditulis sebagai

dw
= = W+, 2.11
s (2.11)

dengani =(%,y) dan7j =(1,,77,). Untuk hampiran orde satu, suku

sisa memenuhi sifat
9



. (xy) _ : (x.y)
(xy) ey ”lu\),(\,ﬂy s\ Dt (x,y)lm*,y*> OZHVE\,ﬂy

Bila titik (x,y) cukup dekat dengafix*, y*), maka(%,y) bernilai
kecil yaitu X - 0 dan § — 0, sehingga||C |w|. Oleh karena itu,

7 -0 sehingga/i dapat diabaikan dan persamaan (2.2) dapat
dihampiri oleh sistem linier

d_vaV:Ja
dt

=0.

(2.12)

Untuk x=x*, y=y* diperoleh(X,y)=(0,0), sehingga sistem
linier (2.12) memiliki titik kesetimbangan(x,¥)=(0,0) dan J
identik dengarA pada persamaan (2.4).

Teorema 2.2

1 Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear farsitabil
asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang rkrkan
bersifat stabil asimtotik,

2 Titik kesetimbangan sistem otonomus nhonlinear fardiak
stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinea bersifat
tak stabil,

3 Jika salah satu nilai eigen matriks bernilai nat gang lainnya
mempunyai bagian riil negatif, maka titik kesetimgannya
bersifat stabil tetapi tidak stabil asimtotik (Ra&on, 2004).

2.3.5 Sistem Otonomous Nonlinier dengan Difusi

Misalkan dua unsur kimia berdifusi dan bereaksi analstem
otonomus nonlinier dua dimensi dengan difusi daliatis sebagai
berikut.

2
R TCNAR ey

0x° (2.13)
oC 9°C
2 = Ry(CC) D, 2,
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dengan

R(C,,C,) = tingkat produksiC,,

R,(C,,C,) = tingkat produksiC,,
D, = koefisien difusi unsur kimia 1,
D, = koefisien difusi unsur kimia 2.

Ketika kondisispatial uniform steady state memenuhi definisi
6C
ot

0°C _

e

(i=12)

Misalkan
Ci(xt) =Cy(xt)=C,,
C,(x1)=C,(x,1)=C;,

diperoleh bentuk linierisasi dari sistem (2.13)fya

0 azc
act:l—ailc +312C2+D 3
>; (2.14)
ac 0 C
F_aﬂc 1+8,£,+D; 0l
di mana
aRl OR|
C ;= oC, | =
a = —= :@
2 ac, = 2 aC, 3

Solusi yang mungkin dari bentuk difusi adalah

A
G, a,

11



sehingga bentuk (2.14) dapat ditulis menjadi
mw=a,0,+a,4,~DKa,
a,w=a,a +a,a ,~ D Ka
atau
ay(w-ay; + DK?) +a(-a,) =0,

(2.15)
a,(-ay) + (w-a,,+ D X*)a ,=0.

Persamaan karakteristik dengan difusi dari (2.&bagai berikut.
of —{(a11+a22) -(D;+D)) kz} w+(all— kZDJ)(a kD J—a a ,=0.

Syarat perlu dan cukup untuk ketidakstabilan sist@13)
dengan difusi dituliskan sebagai berikut.

1. a,+ay<0
2. aa,-a;A,>0
1
3. a;D,+a,p,>2/DPp 2(5‘1‘1‘1 - aqd 2)12 >0 (2.16)

(Edelstein dan Keshet, 1988).

2.4 Persamaan Michaelis—Menten
Persamaan Michaelis-Menten menyatakan hubunganraanta

konsentrasi substratdan kecepatan pembentukan proa?j% yang

menjadi dasar kinetika reaksi substrat-enzim (Ledpi, 1997).
Secara matematis persamaan Michaelis-Menten dkaatsebagai

D _ faS (2.17)
da k,+s

Tetapan Michaelis-Menten dinotasikan sebadgj, Yyaitu
konsentrasi substrat pada saat kecepatan re%%si mencapai

setengah kecepatan maksimym,,,. Grafik hubungan antara laju

reaksi enzim dan konsentrasi substrat menurut Mididlenten
dapat dilihat pada Gambar 2.2.
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BAB Il
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Pemodelan

Pada bagian ini dibahas langkah-langkah tkoks model
predator-prey dengan difusi. Populasi plankton dibedakan menjadi
dua, yaitu populasi fitoplankton sebagaiey dan zooplankton
sebagaipredator. Interaksi ini menyatakan dimangsary@y oleh

predator. Variabel yang digunakan adalahN,(xt) dan

Nz(x,t)berturut-turut merupakan konsentrasi fitoplanktoman d
zooplankton pada posisi dan waktut.

1. Prey merupakan populasi makhluk hidup sehingga Ilaju
pertumbuhan dipengaruhi oleh interaksi anpaey. Semakin
banyak jumlahprey maka proses perkembangbiakannya akan
banyak dilakukan. Laju perubahprey mengacu pada persamaan
Michaelis-Menten dengan iteraksi anpaey dan dapat dituliskan
secara matematis sebagai berikut.

ON, EN;
—1=N, )
ot 1+ N,

dimanae adalah laju perubahan maksirpegy.

2. Interaksi antara fitoplankton dan zooplanktonngakibatkan
berkurangnyaprey. Perubahan jumlalprey berbanding lurus
dengan interaksi antara fitoplankton dengan zodgder yaitu

ON
a_tl = _NlNZ'

3. Selain adanya interaksi antara fitoplakton daopankton
terdapat faktor penambahan fitoplankton yang dipang oleh
proses perpindahan tempat olghey. Oleh karena itu laju
perubahamprey mengacu pada persamaan difusi sehingga dapat
dinyatakan

15
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N, _ 5 0°N,

at Lo

Dari langkah 1,2 dan 3 diperoleh laju perubapraay pada waktu

t, yaitu
2
oN, =N, EN, N, +D16 I\zll-
ot 1+N; 0x

Interaksi antara zooplankton dengan fitoplanmltkan menambah
jumlah predator, sehingga perubahan populagiredator
berbanding lurus dengan bertambahnya jungeddlator akibat
interaksi antara fitoplankton dan zooplankton. Ldgrsebut
dinyatakan dengan

N, _

. Jumlah populagiredator dapat berkurang karena kematian akibat

persaingan antaaredator dengan lajuy, yaitu

oN

Terdapat faktor penambahan zooplankton sebddgaataproses
perpindahan tempat olginedator. Oleh karena itu laju perubahan
predator dinyatakan dengan

N, _ a°N,

ot 2 e

Dari langkah 4, 5 dan 6 diperoleh laju perubaheatiator pada
waktu t , yaitu
N, _
ot

Dengan demikian model pertumbuhan populasi fitdgtzm dan
zooplankton memenuhi sistem persamaan otonomoudimen
dengan difusi, yaitu

oN, eN 9°N
=N L _N, [+D,—32, 3.1a
ot lL+ N, 2} L ox? (3.1a)

9°N,

e

Nz[Nl_yNz]"'Dz




N, _ N,

x>

N,[N, = yN,|+ D, (3.1b)

dengan

£ = laju perubahan maksimptey,

y = laju berkurangnya populasi zooplankton karenagmegan,
D, = koefisien difusi pada fitoplankton,

D, = koefisien difusi pada zooplankton.

Dalam skripsi ini dibahas analisis ketidakdan dari model
dengan difusi. Pertama, akan dicari titik kesetinga dari sistem
(3.1) dan selanjutnya titik kesetimbangan tersdiaralisis.

3.2 Model Tanpa Difusi
3.2.1 Titik Kesetimbangan Model Tanpa Difusi

Bentuk model tanpa difusi, yaitu
oN, _ Nl[ EN, _ Nz}
1

ot 1+N (3.2)
ON
th“:Nz[Nl_yNz]-

Berdasarkan Subbab 2.3.2, titik kesetimbangan nsis{g.2)
dapat diperoleh dengan cara membuat ruas kanams{8t2) sama
dengan nol, yaitu

oN,

—1=0dan N,
dt

=0.
t

sehingga titik kesetimbangan diperoleh dengan ssivagai berikut

Ny N g
ot 1+N;

(3.39)

N, =0 atau| SN~ N, |= ¢
1+N,

dan

17



oN,
ot

N, =0 atau|N; -yN; |= €

N Nz[Nl—VNz] <0
(3.3b)

Dengan demikian penyelesaian persamaan (3.3) msitigira titik
kesetimbangan pertama adalgh= (0, 0).

Selanjutnya dengan melihat persamaan (3.3b), Vyaitu
[Nl* -yN, ] =0 dapat diperoleh
N, -yN, =0
N, =yN, . (3.4)
Jika persamaan (3.4) disubstitusikan ke persamaa3a)( yaitu
{gNl —Nz*}=0 maka

1+ N,

eN, :
I:ﬁf—NZ:O
fﬂﬁgl—Ngza
1+(1N; )

!1"' VNz*)
Jika kedua ruas dikalikan deng i maka dapat

2
5y—(1+ yNz*) =0

gy=1+ VNz*

18



N, =
\RY
Nl* :yNZ* (35)
_&r-1
y
=¢y-1

Berdasarkan persamaan (3.5) titik kesetimbangalu&eadalah
ey-1
E, = (ey—l, j :
4

Jadi diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu

E, =(0,0) dan E, =(£y—1,—£yy—_1—].

Titik kesetimbangan dapat bernilai negatif tetagiul sistem ini
tidak karena menyatakan jumlahedator-prey di perairan. Jadi titik
kesetimbangark, dijamin ada dan tak negatif jika memenuhi

ey>1 ataUy>1. (3.6)
I3

Jika &/=1 maka sistem hanya mempunyai titik kesetimbangan
tunggal, yaituk.
3.2.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Model Tanpa Cfusi

Misalkan
% (%,t) = Ny (x,t) =N,

X (3.7)
X (X, t) = N, (X,t) =N, .

maka sistem (3.2) dapat dihampiri oleh sistem dim%?zJX,

denganx = (x,x,)" dan
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* *2
+ * *
* * 2£Nl fl\:l - N2 _N]_
J(N; N, )= (@+N;) ,
N, N, -2yN,
Bentuk linierisasi model tanpa difusi, yaitu
9% _[2eN; +eN/?
ot L+ N, )?
0%,

- N, %+ Ny —2pN; )%,

= NZ*Jxl_ NI X2
(3.8)

Untuk titik kesetimbangarts :(Nl*,Nz* )=(0,0) maka

b 0 0
J(N; ,N, ):{O O}’

sehingga sistem yang dilinierkan ada%i%} =0 dan%(tz =0 dengan

demikian nilaix, dan x, akan selalu konstan, yaitu

% =%(0) dan x, =x, (0)

Jika diperhatikan, sistem pada (3.10) di sekitad)(@dalah sistem
linier dengandet( )= 0, yang tidak memenuhi asumsi sistem linier

(2.4). Dengan demikian jenis kestabilgptidak dapat ditentukan.

Untuk titik kesetimbangart, =(£y—l,ﬂ/y_—lj diperoleh

ey—-1

1-¢y
* * g
I(N, N, )= gy_zl
y_ 1-5}/
&y

20



dengan

traced )=a+d _5y—l+ ey,
&y’
det@)=ad-be="L (- @-)@ 1)
% &y

Titik kesetimbangarE, stabil jika traceQ )< Cdandet()> O.

1. Berdasarkan syarat pertama, yaitace( )< C maka

trace( ):ggy—y;l+ Fey)
B
&y’
_(ey-D-gf(ey-])
&y*
_&y-1
£1, (1—£y2)

-(ey-1)

Salah satu kondisi kestabilan sistem adatedce( )< O Karena

gyy;l >0 maka haruslab.—‘sy2 <0 sehingga
£
gy-1
trace( )=————( ¢y )< ( 3.9
0= (=& (3.9)

dari 1- &/? <0 didapat
1-&/7 <0
& >1
>
£
Yo (3.10)
s :
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Di lain pihak, eksistansk, dijamin apabila

1
> —g 3.]1
4 - (3.1
Jika € <1, maka
1 1
>—>— 3.12
y>- N (3.12)

1
Untuk memenuhi persamaan (3.10)-(3.11) maka hatruyla;.

Jika € >1, maka

2.2

Je &
Agar y>1 dan y>i haruslahy>i.
£ Je Je

2. Syarat ke dualet(J )> 0 menghasilkan kondisi berikut.

g:./y_zl(l_ gy) _(1_ gy) gy—1

_ (=0 (-1
ey y
(ey=1)° +ey(ey-1)?
&y°

(1)

det(d )=

(er-2)
5%
(er-1)°
&y’

Berdasarkan ketaksamaan (3.6), yaj—1>0 untuk eksistansi
E,, maka

>0

3

(ev-1)

det0)="=" >

>0 (3.13)
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Jadi, jika y>% maka E, eksis dan stabil lokal, dengan<1,

tetapi jikay<%, E, tidak eksis darg, stabil.

3.2.3 Simulasi Numerik Model Tanpa Difusi
Dalam simulasi nhumerik ini diperlihatkan tiga kasyaitu untuk

£<1, diambil kasus y>1 dan y<%, sedangkan untulke >1,
£

. i 1
diambil y>—.
A
Wl s
NN 4
I Y
A A 4
Q81 | | [ [ ) i e
| I O O R g
Ly e f
IRy
ne R i R e S L L
12 O R L L
O R
aad I NN
o T 7/ N NN NN A
I L
V/“*“H\\\\\\HHE\11
024 /==L T
j'/—%\\ﬁiif?fffffff/
AN N S A S D G A

ar” 02 04 0B 08 1
M1

Gambar 3.1 Plot kasqs<%,£ <1 dengany=1dan¢= 0.5
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Untuk kasus pertama diambj}=1 dan £=0.5. Berdasarkan
parameter tersebut diperoleh nilagy—-1=-0.5. Berdasarkan
Gambar 3.1, titik kesetimbangdf, stabil secara lokal karena titik
kesetimbangan menarik semua titik ke titik kesedngan

E, =(0,0).

SERRRR /
REINN |1 7
! [ Iy

1.27 | bl g
! P s

1 ! / .I I, i
) I i o

! ) -~

w2 0.8 ! Pl -
| g

! I/ LN

044l b Iy SN
| ] YA )
027147 ] ' Y
0 0s 1 15 2

Gambar 3.2 Plot kasqs>%,£ <1 dengany=3dans = 0.5

Untuk kasus ke dua diambiy=3 dan £=0.5. Berdasarkan
parameter tersebut diperoleh nilgr—1=0.5. Hal ini sesuai dengan
syarat kestabilan titik kesetimbangark,, yaitu &y-1>0.
Berdasarkan Gambar 3.2, titik kesetimbanggnstabil karena titik
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kesetimbangan menarik semua titik ke titik keseéingan
E, =(0.5,0.167)

H2 -

[ o

;/____,____..__.,__..,__.,__.___.,__.___..__.___.___h____
'I, ll ’g'{ o e B T T e T e T, T
'y
L

e e e A e =

1
Gambar 3.3 Plot kasus>T,£>1 dengany=1danc = 4
P

Untuk kasus ke tiga diambily=1 dan &=4. Berdasarkan
parameter tersebut diperoleh nilgg—1= 3. Hal ini sesuai dengan
syarat kestabilan titik kesetimbangark,, yaitu &y-1>0.
Berdasarkan Gambar 3.3, titik kesetimbandggnstabil karena titik

kesetimbangan menarik semua titik ke titik kesesingan
E, =(3,3).
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3.3 Model dengan Difusi
3.3.1 Titik Kesetimbangan Model dengan Difusi

Titik kesetimbangan sistem (3.1) dapat diperolehgde cara
sebagai berikut

2
N | -ENe N [+, 0N,
1+ N, ox?

(3.14)
0°N,

e =0.

Nz[Nl—VNz]"'Dz

N, (xt)danN, kt) merupakan persamaan diferensial parsial.
Jika N,danN, tidak berubah terhadap waktu disebut dengan kondis
steady state karena

oN oN

—L=-0dan—2=0.
dt dt
Sistem persamaan (3.14) dapat ditulis sebagai
2 2
1 aa l\zll + 1£+N|i| T N1N2 =0,
[ 1 (3.15)
9°N, 2
D2—2+ NlNZ _yN2 =0.
0x

Titik kesetimbangan model dengan difusi adalah $urlg,(x)
dan N,(x) yang memenuhi sistem persamaan (3.15). Namumsiste
tersebut sulit ditentukan solusi umumnya.

Perhatikan bahwa
E :(Nv Nz) =(0,0)

dan E, =(N;,N,) :(ay—l,gyy_lJ

pasti memenuhi sistem persamaan (3.15). Oleh kan¢ma
pembahasan selanjutnya dibatasi pada analisisbilast&edua titik
kesetimbangan tersebut.
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3.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Model dengan Busi

Misalkan sistem (3.1) ditulis sebagai
oN, 62N
—L=F(N;,N,)+D,—*

= (N, N2) ax

—~==G(N,,N,))+D,——=,
ot (No.N2)+ D=2 G

EN
denganF (N,,N,) =N L N
g (N3, Ny) 1{1+N1 2}

dan G(N;,N,)=N,[N;=yN,|.

Deret Taylor untuk F(N;,N,) dan G(N;,N,) di sekitar
(N, ,N, ) adalah

* * aF * * *
F(Nl’Nz):F(NlvN2)+‘éW(N11N2)(N1_N1)
1
aF * * *
+N(N1’N2 )(Nz_N2)+’71(N1’N2)7
—O+E\T(N11N ) +6N (NlaN Xo+17,(N LN ),
_W(vaN 2 )% +aN (N7, NG )X+ 74NN ),
2
_ * aG * * *
G(Nl’NZ)_G(Nl’N2)+W(N1’N2)(N1—Nl)
1
0G , » X
+W(N11N2 YN, =N, )+7,(NyN ),
0G

_0+6W(N1’N 2 % +6T(N1,N 2 o+ (NN ),

_N(Nl!N ) +6N2(N1’N 2 X+ AN4yN .
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Jika (N;,N,) yang dekat denga(N, ,N, ) maka,(N;,N,) dan
n,(N,,N,) dapat diabaikan karena nilainya sangat kssdiingga

oF
F(Nl'NZ)__(Nl!N e +6
G(NN,) =28 (N, NS yx + 28

VRN, Y N,

Perhatikan bahwa

(vaN X
(3.16)
(Nl-N X2

9% _0%(Ny=Ny) _9°N

2 2
ot 0X ) 0X (317)
9%, _9%(N;—N,) _9°N

ot x>

x>

Dengan menggunakan (3.16) dan (3.17) maka ufiNjkN,) yang

dekat dengan (N, ,N,) sistem (3.1)
persamaan berikut
0%, _ oF 9%,

= )
at ale N, 2 e

x, _ 0G G 0%,
— + +

dapat dihampiri oleh

(3.18)

—X,+D,—=.
at oON, © AN, ° 2 0%

Misalkan

(le :(alje(aﬁikx),
Xy a,

k = bilangan gelombang

i =1

w = tingkat pertumbuhan dalam walktu
a = amplitude pada wakitu

dengan

28
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X; disubstitusikan ke suku difusi persamaan (3.18gmileh

0x _ oF oF 2
—=—X+—X% —-DKkx
ot o, N, 2 e
oF 2 oF
=| —— DK [ X;+——X,,
(le ' ] YN,
% :a.G.Xi +a_GX2 — D2k2X2 (320)
ot oN,; oN,
0G 0G 2
=—Xx +| — —D,k" [X,,
oN, [6N2 ? ]2
dengan matriks Jacobinya adalah
B(F,G)=| * o W
0G 0G 2
— — D,k
oN, oN,

Untuk titik kesetimbangang =(0,0) sistem persamaan (3.20)
menjadi

%—? = -D,k?x;,
1 (3.21)
X
a_tz = —D2k2X2
Solusi umum untuk sistem (3.21) adalah
%—?:—lele %:—Dzkzx2
Inx, =-D)k’t + ¢, Inx,=-D Kk’ +c,
x, = e Dkt x, = e Dt (3.22)
— e—leZt e — e—Dzkzt %
_ Cle—leZt -C e-Dzkzt
- . - 2 .

Semakin besar nilat, solusi akan menuju ke titik kritis (0,0).
Menurut kriteria kestabilan, titik kesetimbangarOj(ersifat stabil.
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Untuk titik kesetimbangarks, persamaan (3.20) menjadi

9%
at _ a_le2 b |:X1:|
(2% c d - D,k? X, |
ot
= Bx
dengan
* *2
1

(3.23)

N, =&y-1,danN, SiEVialy
Yy

Persamaan karakteristik dari sistem (3.20) adalah

a-k’D, -1 b _
c d-k?D,-A|

(a-k?D, = 4)(d -k?D, =) ~bc=0

ad —ak?’D, —al - dk?D, +k*D,D, +k’DA-dA+k DA+ 2

-bc=0

A%-ad +k’DA —dA +k?D,A

|B-Al|= 0

+ad —ak’D, - dk’D, +k*D,D,-bc=0

2 +{(D,+D,)k*~(a+d)} A +{a-kD))(d -k*D,) ~bc=0. (3.24)

Persamaan karakteristik (3.24) dapat ditutsjedi
2 (a+d)~(D,+D,)k] A+{a-kD))(d -k "D, -bc=0.
di mana
trace@ )=a+d—(D, +D,)k* ,
det(®)=(a-k?D; )(d ~kD,) ~bc

D,,D, dan k? adalah konstanta positif.

(3.25)
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Titik kesetimbangark, bersifat stabil jika memenuhi
trace@ < ( dandet(B)> 0. (3.26)
Akan ditunjukkan titik kesetimbanga, memenuhi syarat (2.16).

1. Akan ditentukan syarat yang membuegce@ )< O
trace@ )=a+d - (D, +D,)k*< C

Karena(D, + D, )k’ bernilai positif, maka
a+d-(D,+D,)k’<0
jika
a+d<O0.
2. Akan diberikan syarat ke dua, yaitet(B)> 0,
det(8)= (a- kD, )(d -k?D,)~bec> 0

Syarat stabil ke dua (lihat hal. 22), yaitlet(B)> 0 dapat
ditulis menjadi

ad >bc.
Misalkan g = ¢y —1 maka persamaan (3.23) menjadi
q q
a:—,b:—q,C:.—,d =—q,
&y? y

sehinggab =d.
Karena(a—k2D1)<0 dan(d —k2D2)<O maka
(a-k?D,)(d -k*D,)<0.
Persamaan (3.25) dengan syarat (3.26) dapat dielrgadi
(a-k*D,)(d -k?D,) -bc<ad - b (3.27)
Pertidaksamaan (3.27) jika ditulis menjaatl —bc>0 belum
dapat dinyatakan benar sehingga bertolak belakaarggash
syarat kestabilan berdasarkan Teorema 2.1 siswdahk thkan
stabil jika setidaknya salah satu akar dari persam.23)

bernilai positif sehingga memenuhi syarat ketidalbian
(2.16).
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3. Akan ditunjukkan bentuk

1
Kondisi ketidakstabilan dengan difusi dipenuhi jiat(B)< O.
Dimisalkan determinan persamaan (3.23) sama deRgayaitu
H =(a-k’D,)(d -k°D,) -bc<O0. (3.2B

H dapat dipandang sebagai persamaan kuadratik défap
sehingga pertidaksamaan (3.28) dapat ditulis sebaga

H(p) =(a- pD,)(d - pD,) —bc.

Mencari nilai minimum untuk H(k?) agar memenuhi bentuk
ketidakstabilan difusi maka turunan pertama dari sama dengan

nol.
H,'=0
~2kD; (d - kD, ) +(a- kD, )(~2kD,) = 0
atau
—2k(D1(d ~k2D,)+D,(a- kle)) =0.

Kedua ruas dikalikan dengan;—k, maka diperoleh
dD, -k*D,D, +aD,-k?D,D,=0
2k’D,D, = dD, +aD,

[ d a
Ay B
_D2 Dl

>~
N
|

I gy-1 ¥ 1-¢y
| &/’D, D,

ey-1, ~ey*(ey-1)
| &/°D, D,&y?

_L_l£—1 —iﬂ (3.29)

e/ (D, D,

NP Nl NI N e
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H(k®) memiliki nilai minimum untuk nilai k2:kmz,
sehingga (kmz) <0 dapat ditulis menjadi (lihat lampiran 2)
(D2 + D1£y2)2 >A4D,D £%)°. (3.30
H(kmz) akan negatif jika syarat (3.31) dipenuhi dan untuk

bilangan gelombang yang mendekskjnz, sehingga akar-akar

Apersamaan (3.23) akan positif yang menyebabkadatesiabilan
difusi.

Persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi
D, +£%y/D;" +2DD£)* > 4D D £%°
D,” +£2)D,> >4D,D.£%° - 2D D £? (3.31

Diperoleh bentuk yang setara dari persamaan (8i&igan dimensi
di syarat (2.13), yaitu

1 1
B2 -pp 2>2(&+ p)% >0 (3.32)
di mana
B=&,p=9=— V2, E=€)y° (3.33)
D, a

(lihat lampiran 3).

Kondisi (3.32) pasti akan dipenuhi ketikay’(ey~1)>0

menjadi benar dengan melihat dari kondisi titiksgtaer ke dude,.
Ketidakstabilan persamaan (3.32) memberikan kaiteri
ketidakstabilan difusi. Dari persamaan (3.33), gatkan D, = 5D, .

Untuk itu, persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi

(8D, +D,ey?)” > 4D,BD£7
Kedua ruas dibang2 memberikan
2
(B+e7) >ape?y®
atau
B +2Bey? + 24— 4B %P> 0 (3.34)
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Bentuk kuadratik@ mempunyai kurva yang selalu positif dan tidak
memotong sumbx .

Dimisalkan

F(B,6) =B + 2By’ +&%y* ~ 4Be?y®

maka titik-titik kritis diperoleh dengan memecahkaersamaan
simultan F(f,€)=0. Solusi yang mungkin dari persamaan (3.34)
adalah

B +2fe2(1- 26y )+ £%*= 0
I 2 W2 e 2 ) (4=
(2)(1)
~2e)” (1- 2ey)+ \K dev’) - 2y )2) - 4e?)

2

262 (1- 2y J de?) (- 2y7-13
2
_ 28 (- 2ey)x 2y5 (- 2y F- 1
2

2

diperoleh

B, =5y2(2£y—1¢ 4e?y? — 49y) . (3.35)
Karena B memiliki akar-akar sehingga kontradiksi dengan
pertidaksamaan (3.34), maka sistem (3.1) akanl $tetitia

gyz(zgy—l— 4e?y? — 4€y)<%<gy2(2‘y— T &% 4y) (3.36)

1

Selanjutnya, dicari titik-titik kritise. Kondisi ketidakstabilan difusi
dapat ditulis sebagai berikut:

B +2Pey* (1~ 2y )+ %% > O
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Jika dikalikan dengan -1 maka

~B? = 2fey*(1- 2y)-€%y*< 0
—[? =20Bey? + 4B -y *< 0

£2(4py* - y*) - 2Bey*- B?< 0 (3.37)
Analisis pada bagian determinan menjadi bentuk eke#kstabilan
difusi berguna agar diperoleh parameteryang menyatakan laju

fitoplankton maksimum yang dicapai pada kondisghngan labil.
Nilai-nilai kritis di titik £ adalah

£*(4py° - y") - 2pey* - B?=0

(-287) £ (-28) - 4 45~ v*)(-5)
2(48y° - v*)

_ 2B 4B +168%° - 487

2(4py° - v')

_ 2By £\166%°
2(48y - v*)
33
_ 2By’ + 452y?
2(4gy° - )
_BY £2B%?
v’ (48-v)
_ Byy£2B%y?)
V' (48-y)
_Bly£2B%y?)
v (4B-y)

S =

35



maka diperoleh

Bly-2B%?) . Bly+26%?) o8
sy 4By Six

Jadi, adanya pertidaksamaan (3.38) diharapkéardak berada pada
selang tersebut agar titik kesetimbangkp stabil, yang berarti

fitoplankton dan zooplankton tetap ada dan hidupldr@pingan
untuk menjaga kelangsungan ekosistem perairan.

3.4 Interpretasi

Dalam Subbab 3.4 ini dibahas mengenai analisisakish
dengan mengacu pada laju perubahan pada fitoplankimn
zooplankton.

Kondisi 1 :

Pada kondisi titik tetap pertama menjelaskan bakowalisi ini
menyatakan bahwa jumlah fitoplankton maupun zodgtamn sama
dengan 0. Hal ini menunjukkan tidak apfedator-prey di perairan
sehingga tidak ada proses interaksi antara fitégdan dengan
zooplankton. Oleh karena itu jumlapredator-prey tidak akan
pernah berkurang atau bertambah atau selalu beatda.

Kondisi 2 :

Titik kesetimbangan terjadi ketika adanya pertunaouh
predator-prey sehingga terdapat interaksi antara fitoplankton da
zooplankton. Pada kondisi titik tetap ke dua mesjehn bahwa
kondisi akan setimbang ketika populasi fitoplanktaencapaicy —1

dan populasi zooplankton sebanygll(/;l. Hal ini menunjukkan
y

adanya interaksi plankton.

Kondisi 3 :
Kestabilan titik kesetimbangan dianalisis di sekig dan E,.

Kondisi (Lihat Kondisi 1) model tanpa difusi padatikt
kesetimbangan pertama diperoleh bahwa titik kedetingan
pertama adalah tidak dapat ditentukan jenis kdatabja sedangkan
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jenis kestabilan titik kesetimbangan ke dua tanfsidadalah selalu
stabil. Pada model dengan difusi dibentuk ke k&stabilan difusi.
Diperoleh jenis kestabilan titik kesetimbangan ged adalah stabil.
Untuk titik kesetimbangan ke dua model dengan menapiéan
difusi diperoleh selang sehingga diharapkan jumlah plankton tidak
1 1 1 1

terdapat pada 0| AU =287V2) BW+2B7y7) |

v:(4B8-v)  r(48-v)
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya diperoleh kdampu

sebagai berikut.

1. Diperoleh dua titik kesetimbangan yang dipengaclgt laju
perubahan maksimal populasi fitoplanktan Kestabilan
model tanpa difusi untuk titik kesetimbangan pedatidak
dapat ditentukan sedangkan titik kesetimbangan ke d
adalah stabil lokal untuk <1.

2. Kondisi kestabilan dengan difusi untuk titik kesgtangan
pertama adalah stabil. Untuk titik kesetimbangamuke
model dibentuk menjadi ketidakstabilan model derdjarsi.

3. Berdasarkan hasil analisis, diperoleh rentangntuk kondisi
ketidakstabilan difusi.

4.2.Saran

Pada skripsi ini titik kesetimbangan persamaansditiibatasi
pada titik kesetimbangan konstan. Untuk penelit@atanjutnya
disarankan menentukan titik kesetimbangan persarddasi yang

tak konstan, berupdl, (x) dan N, (x).
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Lampiran 1. Listing Program Titik Kesetimbangan Model Tanpa
Difusi dengan Metode Runge Kutta Orde Empat
Menggunakarsoftware Maple 13

Listing Program

>restart;
>with(plots):
>wi t h( DEt ool s) :
>epsi | on: =0. 5; g: =1;
€:=0.t
g:=1
>epsilon*g-1; (epsilon*g-1)/g;
-0.t
-0.5
>D(X)(t)=x(t)*(epsilon*x(t)/(1+x(t))-
y(t)), B(y) (t)=y(t)*(x(t)-g*y(t));

D) =X (7 ) =0 DD =y(0) () =y(0)
>

phaseportrait ([ D(x) (t)=x(t)*(epsilon*x(t)/(1+
x(t))-y(t)), B(y) (t)=y(t)*(x(t)-g*y(t))], \
[x(t),y(t)],t=0..75[[x(0)=0.5,y(0)=1], [x(0)=
0.1,y(0)=0.5],[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=0.1,y(0) =
0.1],[x(0)=0.01, y(0)=0],[x(0)=0.01, y(0) =0. 01]
], stepsi ze=. 09, \

scene=[ x(t), y(t)],linecol our=bl ue, nmet hod=r kf 4
5);
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Lampiran 2. Penurunan Persamaan (3.30) dari Persamaan (3.28)
dan (3.29)

Sehingga dengan mensubstitusik&p ke persamaan (3.28)
diperoleh
H =(a-k,"D,)(d ~k,’D,) ~bc <0

1| d a 1| d a
a-——| —+—|D, ||d—=| —+—|D, |—a <0
( 2|:D2 Dj 1}( Z[Dz Dj 2] 1821

a—g&—g d—g—gﬁ -bc<O
2D, 2 2 2D,

kemudian kedua ruas dikalikan dengéip, D, maka dihasilkan
(aD, —dD,)(dD, -aD,) - 4bcD,D ,< 0
~(aD, - dD,)* - 4bcD,D, < 0. 9)

Substitusikan nilai-nilai (3.23) ke persamaan (8kendiperoleh

2
—[Ey—_l D, - (1-&y) DlJ - 4(1- gy)[‘gyy_ 1} D,D,< 0

&y’

2
—[gy_lDz +(ey-1) Dlj +4(gy- ])[gyy— 1} D,D,< 0

&y’
2
~(ey-1)° [&+ Dl) < —}ﬁ;(gy—l)2 D,D,.

&y°
2
. () -
Kedua ruas dikalikan dengan-———- menjadi
(er-1)
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Lampiran 3. Penurunan Kriteria Ketidakstabilan Model dengan
Difusi

Sehingga kedua ruas persamaan (3.32) dibagi derigan
menjadi

2
D, +£2 y“%— >4D,e%% - 2D,y ?
2

-1
D, +(€y2)2( BJ D, - 2D, > 4Dg% - D gy>~ Mgy
1

bentuk persamaan kuadrat

2

4
2
D, - 2D,e)” + (Eyz)[%j D,>4D g%~ 4D gy?

1

Ubah ke bentuk persamaan yang memuat varidhelpada
kedua ruas sehingga menjadi

2
D,

1
= D, - 2D,y + (syz)[%j . D, >(4¢%° - 4y?)D,

1

kemudian kedua ruas dikalikan dengén diperoleh

1
2

1

D2 2 D2 3 2,3 2

—==2¢ey° +| | & —=< >4y’ - dey .

o2 (v )[ DJ y*= ey

Untuk ruas kiri diubah ke bentuk kuadratik menjadi
2 2

1 1 _1
DZE D2 2 D22 2 D2 2 2,3 2
_28 —< —= + £ —_— >4¢9 _48
&) 5 B )| e

1
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2

o .

1

Ruas kanan dan ruas kiri persamaan (10) adalahifpmsika
persamaan (10) dapat ditulis sebagai berikut.

(%j; (e )(%]_; > (4%~ 48y?)2 >0

1
1 -1 X
D2 2 _ D2 2 2.,3_ 2\2
3 o3 et
Diperoleh bentuk yang setara dengan dimensi diasy@:20)
yaitu

1 1 1
B?-pB 2>2({+p)2>0
di mana
IB:&, p:%:—gyz,fzgzysl
D, R
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