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DINAMIKA MODEL DIFUSI PADA POPULASI PLANKTON 
 
 

ABSTRAK 

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis model populasi 
predator-prey, yaitu plankton, dengan zooplankton sebagai predator 
dan fitoplankton sebagai prey. Berbeda dari model predator prey 
biasa, pada konstruksi model, dipandang model predator-prey yang 
memuat fenomena difusi. Hal ini menunjukkan bahwa tidak hanya 
terjadi perubahan kepadatan plankton terhadap waktu tetapi juga 
perpindahan posisi plankton di perairan. Analisis model populasi 
plankton dibedakan menjadi model tanpa difusi dan model dengan 
difusi. Titik kesetimbangan model dipengaruhi oleh laju maksimum 
perubahan kepadatan populasi fitoplankton dan laju berkurangnya 
populasi zooplankton karena persaingan.  

Kata kunci  : model difusi populasi plankton, titik kesetimbangan,  
kestabilan, predator-prey.  
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DYNAMICAL OF DIFFUSION MODEL AT PLANKTON 
POPULATION 

 
 

ABSTRACT 

This final project discusses construction and analysis model of 
predator prey population, namely plankton population. In this model,  
zooplankton acts predator and phytoplankton acts prey. Different 
from usual predator prey model, this model involves diffusive 
phenomenom, which shows that plankton density not only changes in 
time but also in position. Dynamical analysis on the model is divided 
into two cases, namely model without diffusion and model with 
diffusion. Equilibrium points of this model depend on the maximum  
rate of phytoplankton density change and reduced rate of 
zooplankton population because of competition.  

Keyword : diffusive model of plankton population, equalibrium 
point, stability, predator-prey. 
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BAB I 
PENDAHULUAN  

 
1.1. Latar Belakang 

Laut merupakan salah satu sumber kekayaan alam yang penting 
bagi kehidupan manusia. Di dalamnya terdapat banyak kehidupan, 
salah satunya adalah kehidupan plankton. Plankton merupakan 
spesies yang beragam dan dikelompokkan berdasarkan ukuran, 
habitat dan daur hidupnya.  

Sebagai unsur penting dalam kehidupan laut, plankton 
memegang peranan utama dalam rantai makanan, sehingga 
keadaannya mampu mengubah kondisi perairan. Plankton terdiri dari 
dua jenis yaitu fitoplankton dan zooplankton. Fitoplankton mampu 
membuat makanan sendiri dari lingkungan sekitar dan zooplankton 
merupakan spesies penghubung rantai makanan dari fitoplankton ke 
organisme sekitar. Oleh karena itu, keberadaan plankton sangat 
mempengaruhi kehidupan di perairan. Jika keadaan lingkungan labil 
yaitu terjadi perubahan ketersediaan nutrisi secara drastis maka 
kematian organisme perairan dapat terjadi. 

Jika suatu populasi plankton mendominasi suatu tempat maka 
akan terjadi proses penyebaran populasi ke lingkungan sekitar. 
Proses ini dinamakan difusi, yang menunjukkan bahwa pada 
populasi plankton tidak hanya terjadi perubahan terhadap waktu 
tetapi juga terjadi perpindahan posisi.  

Pada skripsi ini dibahas interaksi antara fitoplankton dan 
zooplankton. Model interaksi plankton merupakan pengembangan 
dari model predator-prey dan Michaelis-Menten dengan 
memperhatikan faktor difusi. Jenis kestabilan titik kesetimbangan 
ditentukan dengan melakukan linierisasi sistem di sekitar titik 
kesetimbangan. Dalam skripsi ini diperhatikan parameter ε  yang 
menyatakan laju perubahan fitoplankton yang harus dipenuhi agar 
lingkungan tidak labil.  

 
1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam 
skripsi ini adalah 

1. bagaimana titik tetap dan kestabilan model tanpa difusi ? 
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2. bagaimana  ketidakstabilan model dengan difusi ? 
3. bagaimana laju perubahan fitoplankton ε  untuk kondisi 

ketidakstabilan dengan difusi? 
 
1.3 Tujuan  

Tujuan penulisan skripsi ini adalah 
1. memperoleh titik tetap dan kestabilan model tanpa difusi, 
2. memperoleh ketidakstabilan model dengan difusi, 
3. memperoleh laju perubahan fitoplankton ε  untuk kondisi 

ketidakstabilan dengan difusi.  
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
2.1 Plankton  

Plankton meliputi biota yang terapung atau hanyut di perairan. 
Plankton merupakan komponen penting dalam rantai makanan pada 
ekosistem laut. Plankton terdiri dari fitoplankton, yaitu plankton 
tumbuhan atau plankton nabati dan zooplankton, yaitu plankton 
hewani (Trimaningsih, 2005). 

Fitoplankton merupakan komponen autotrof, yaitu organisme 
yang mampu mensintesis makanannya sendiri dari bahan anorganik 
dengan bantuan energi matahari. Dalam rantai makanan, komponen 
autotrof berperan sebagai produsen. 

Zooplankton adalah organisme heterotrof, yaitu organisme yang 
menggunakan fitoplankton sebagai sumber makanannya (Li, 2005). 
Selain itu zooplankton juga berguna dalam regenerasi nitrogen di 
lautan dengan proses penguraian nitrogen dengan bantuan 
zooplankton sehingga berguna bagi bakteri dan produktivitas 
fitoplankton di laut (Edwards dan Brindley, 1999). 
 
2.2 Model Predator Prey 

Persamaan diferensial biasa yang menggambarkan interaksi dua 
spesies predator-prey pertama kali digunakan oleh Volterra pada 
tahun 1926 dan dikenal dengan nama model Volterra. 
Model Volterra adalah sebagai berikut.  

( ),

( ),

x x cy

y y x

α
γ δ

= −
= −

&

&
                                    (2.1) 

dengan , ,cα γ  dan δ  adalah konstanta positif, x  dan y  berturut-
turut menyatakan jumlah populasi prey dan predator pada saat ,t  
sedangkan t  adalah waktu dalam bulan atau tahun. Suku xα  
menyatakan pertumbuhan populasi prey tanpa adanya predator. Suku 

cxy−  dan xyγ  menyatakan interaksi spesies. Populasi prey 
berkurang sedangkan populasi predator bertambah karena 
diuntungkan dengan kondisi interaksi ini. Suku yδ−  menunjukkan 
punahnya predator karena tidak adanya prey (Stephen, 2010).          
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2.3 Sistem Dinamik 

2.3.1 Sistem Otonomous 

   Sistem persamaan diferensial yang berbentuk 

                              
( )

( )

, ,

, ,

dx
F x y

dt
dy

G x y
dt

=

=
                                            (2.2)  

dengan F  dan G  tidak bergantung secara eksplisit pada variabel 
bebas t , tetapi hanya bergantung pada variabel x  dan y  disebut 
sistem otonomus (Boyce dan Di Prima, 2001). 
 
2.3.2 Titik Kesetimbangan 

Jika memenuhi * *( , ) 0f x y =  dan * *( , ) 0g x y =  maka 

titik * *( , )x y disebut titik kritis sistem (2.2). Titik kritis * *( , )x y  

merupakan solusi sistem (2.2) yang bernilai konstan karena 0=
dt

dx
 

dan 0,
dy

dt
=  sehingga * *( , )x y  disebut juga titik kesetimbangan atau 

titik tetap (Boyce dan Di Prima, 2001).  
 

2.3.3 Sistem Otonomous Linier 

Suatu sistem otonomus dikatakan linier jika tidak terdapat 
perkalian di antara variabel tak bebasnya. Sistem otonomus linier dua 
dimensi dapat ditulis sebagai 

       
,

.

dx
ax by

dt
dy

cx dy
dt

= +

= +
                              (2.3) 
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Persamaan (2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai        

dx
a b xdt

dy c d y

dt

 
     

=     
     
  

  

atau 

   ,
dx

Ax
dt

=
v

v                                  (2.4) 

dengan ( , )Tx x y=v   dan 
a b

A
c d

 
=  
 

  disebut matriks koefisien. Jika 

( )det 0,A ≠
 

maka titik ( )0,0  merupakan satu-satunya titik 

kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut (Boyce dan Di Prima, 
2001).    
 

Sifat kestabilan titik kesetimbangan * *( , )x y  dibedakan menjadi 

tiga, yaitu titik * *( , )x y  dikatakan 

i. stabil jika ,0>∀ε  0>∃δ  sedemikian sehingga jika 

( ) ( )(0), (0) *, * ,x y x y δ− <  maka berlaku 

( ) ( ) ,**,)(),( ε<− yxtytx  0>∀t , 

ii. tak-stabil apabila tidak memenuhi kriteria pertama, 
iii.  stabil asimtotik jika stabil dan ,0δ∃  00 ,δ δ< <  sedemikian 

sehingga sebuah solusi )(txx = dan )(tyy =  yang memenuhi 

( ) ( ) 0
** ,)(),( δ<− yxtytx  akan bersifat ( ) ( )** ,)(),(lim yxtytx

x
=

∞→
 

(Boyce dan Di Prima, 2001).    
                  

Kestabilan titik kesetimbangan (0,0) sistem 2.3 dapat ditentukan 
dengan menggunakan nilai eigen matriks A dan dinyatakan dalam 
teorema berikut. 
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Teorema 2.1 

Misalkan 1λ  dan 2λ  nilai-nilai eigen matriks A.  

1. Jika 1Re( ) 0λ <  dan 2Re( ) 0λ <  maka titik (0,0) stabil asimtotik. 

2. Jika 1 iλ β=  dan 2 ,iλ β β= − ∈�  maka titik (0,0) stabil. 

3. Jika 1 2 1 20atau 0Re( ) 0danRe( ) 0λ λ λ λ> > > >  maka titik (0,0) 
tidak stabil.    

 
Bukti   

Solusi umum persamaan (2.3) adalah  

1 2
1 1 2 2 ,t tx c v e c v eλ λ= +

r ur uur
 

di mana 1v
uv

 dan 2v
uuv

 masing-masing menyatakan vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai eigen 1λ  dan 2λ , 1c  dan 2c  adalah 
sebarang konstanta. Dari solusi umum tersebut diperoleh beberapa 
kemungkinan berikut. 

1.  Jika 1λ  dan 2λ  bernilai negatif maka lim 0
t

x
→∞

=
r r

. Dengan kata lain, 

semakin besar nilai t , solusi akan menuju ke titik kritis (0,0). 
Menurut kriteria kestabilan, titik kritis (0,0) bersifat stabil 
asimtotik. Jika 1 iλ α β= +  dan 2 iλ α β= − , dengan 0α <  maka 
solusi dapat ditulis sebagai 

( ) ( )
1 1 2 2

1 1 2 2(cos sin ) (cos sin ).

i t i t

t t

x c v e c v e

c v e t i t c v e t i t

α β α β

α αβ β

+ −= +

= + + +

r ur uur

ur uur  

Karena terdapat suku eksponensial pangkat negatif, maka 
semakin besar nilai ,t  solusi akan berosilasi menuju ke titik kritis 
(0,0).   

2.  Jika 1 iλ β=  atau 2 iλ β= −  , maka solusi dapat ditulis sebagai 

1 1 2 2(cos sin ) (cos sin ).x c v t i t c v t i tβ β= + + −
r ur uur

 

Karena  cos tβ dan sint  merupakan fungsi periodik, maka solusi 
akan terus berosilasi di sekitar titik kritis, sehingga menurut 



7 
 

kriteria kestabilan, titik kritis (0,0) bersifat stabil atau sering 
disebut stabil pusat. 

3. Jika 1λ  atau 2λ  atau 1 2Re( )danRe( )λ λ  bernilai positif, maka 

lim
t

x
→∞

= ∞
r

. Dengan kata lain, semakin besar nilai t , solusi akan 

menjauhi titik kritis (0,0). Menurut kriteria kestabilan, titik kritis 
(0,0) bersifat tidak stabil. Jika 1 iλ α β= +  dan 2 ,iλ α β= −  
dengan 0,α >  maka semakin besar nilai ,t  solusi akan berosilasi 
menjauhi titik kritis (0,0). 

 
Untuk menentukan nilai eigen matriks A digunakan persamaan 
karakteristik  

                                0,
a b

A I
c d

λ− = =                   

 
yang menghasilkan persamaan 

      2 ( ) ( ) 0.a d ad bcλ λ− + + − =                      (2.5) 

Perhatikan bahwa 

= trace( ),

=det( ),

a d A

ad bc A

+
−

 

sehingga persamaan (2.5) dapat ditulis sebagai 

                         2 trace( ) det( ) 0.A Aλ λ− + =                                               

Persamaan tersebut memiliki dua solusi, yaitu 

                  

( )

( )

2

1

2

2

trace( ) trace( ) 4det( )

2
dan

trace( ) trace( ) 4det( )
.

2

A A A

A A A

λ

λ

+ −
=

− −
=

           (2.6) 
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Berdasarkan nilai trace( )A  dan det( )A  diperoleh beberapa 
kemungkinan berikut.      

1. Jika trace( ) 0A <  dan det( ) 0A >  serta ( )2
( ) 4det( ) 0trace A A− ≥  

maka diperoleh 1 0λ <  dan 2 0.λ <  Sedangkan jika 

( )2
trace( ) 4det( ) 0A A− <  maka 1 p iqλ = +  dan 1 p iqλ = −  

dengan 0.p <  Jadi jika trace( ) 0A <  dan det( ) 0A >  maka titik 
kesetimbangan (0,0) stabil asimtotik.       

2. Jika trace( ) 0A <  dan det( ) 0A <  serta ( )2
trace( ) 4det( ) 0A A− ≥  

maka diperoleh 1 0λ >  dan 2 0.λ <  Jadi jika trace( ) 0A <  dan 

det( ) 0A <  maka titik kesetimbangan (0,0) tidak stabil. 

3. Jika trace( ) 0A >  dan det( ) 0A >  serta ( )2
trace( ) 4det( ) 0A A− ≥  

maka diperoleh 1 0λ >  dan 2 0.λ >  Sedangkan jika 

( )2
trace( ) 4det( ) 0A A− <  maka 1 p iqλ = +  dan 1 p iqλ = −  

dengan 0.p >  Jadi jika trace( ) 0A >  dan det( ) 0A >  maka titik 
kesetimbangan (0,0) tidak stabil 

4. Jika trace( ) 0A >  dan det( ) 0A <  maka diperoleh 1 0λ >  dan 

2 0.λ <  Titik kesetimbangan (0,0) tidak stabil (Elaydi, 2005). 

 
2.3.4 Sistem Otonomous Nonlinier 

Sistem persamaan (2.2) dengan dua variabel tidak bebas x  dan 
y  merupakan sistem persamaan diferensial nonlinier jika variabel 
tak bebas atau turunannya berderajat lebih dari satu dan atau sistem 
memuat perkalian antara variabel tak bebas dan turunannya (Boyce 
dan Di Prima, 2001). 

 
Misalkan F  dan G   mempunyai turunan parsial yang kontinu di 

( *, *).x y  Deret Taylor fungsi dua variabel F  dan G  di sekitar titik 

( *, *)x y  adalah  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

2

*, * *, *
, *, * * *

, ,

*, * *, *
, *, * * *

, ,

F x y F x y
F x y F x y x x y y

x y

x y

G x y G x y
G x y G x y x x y y

x y

x y

η

η

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
+

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
+

     

(2.7) 

dengan ( )1 ,x yη  dan ( )2 ,x yη  adalah suku sisa. 

Karena ( )*
dx d

x x
dt dt

= − , ( )*
dy d

y y
dt dt

= − , maka persamaan 

(2.7) dapat ditulis dalam bentuk matriks, sebagai 

( )
( ) ( ) ( )

( )
1

2

*, * ,* *
*, * ,

* **, * ,

F x y x yx x x xd
J x y

y y y ydt G x y x y

η
η

   − −   
= + +      − −         

    (2.8)                                                                     

dengan ( ) ( *, *)*, * x y

F F

x y
J x y

G G

x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

                                          (2.9) 

adalah matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative 
matrix). 
 Jika dimisalkan ˆ ˆ*, *,x x x y y y= − = −  dan karena 

( ) ( )*, * *, * 0F x y G x y= = , maka persamaan (2.8) dapat ditulis 

dalam bentuk    

( ) 1

2

ˆ
ˆ

*, * .
ˆ ˆ

dx
xdt J x y

dy y

dt

η
η

 
    = +    
     
  

          (2.10)                            

Bentuk (2.10) dapat ditulis sebagai 

,
dw

Jw
dt

η= +
r

rr     (2.11) 

dengan ( )ˆ ˆ,w x y=r
 dan ( )1 2,η η η=v . Untuk hampiran orde satu, suku 

sisa memenuhi sifat 
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1

( , ) ( *, *)

( , )
lim 0

x y x y

x y

w

η
→

=ur
      dan     

2

( , ) ( *, *)

( , )
lim 0.

x y x y

x y

w

η
→

=ur  

Bila titik ( ),x y  cukup dekat dengan ( )*, *x y , maka ( )ˆ ˆ,x y  bernilai 

kecil yaitu ˆ 0x →  dan ˆ 0y → , sehingga wηr r
� . Oleh karena itu, 

0η →r  sehingga ηr  dapat diabaikan dan persamaan (2.2) dapat 
dihampiri oleh sistem linier 

.wJ
dt

wd r
r

=              (2.12) 

Untuk *, *x x y y= =  diperoleh ( )ˆ ˆ, (0,0)x y = , sehingga sistem 

linier (2.12) memiliki titik kesetimbangan ( )ˆ ˆ, (0,0)x y =  dan J  

identik dengan A pada persamaan (2.4). 
 

Teorema 2.2 

1 Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear bersifat stabil 
asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan 
bersifat stabil asimtotik, 

2 Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear bersifat tak 
stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinearkan bersifat 
tak stabil, 

3 Jika salah satu nilai eigen matriks bernilai nol dan yang lainnya 
mempunyai bagian riil negatif, maka titik kesetimbangannya 
bersifat stabil tetapi tidak stabil asimtotik (Robinson, 2004). 

 
2.3.5 Sistem Otonomous Nonlinier dengan Difusi 

Misalkan dua unsur kimia berdifusi dan bereaksi maka sistem 
otonomus nonlinier dua dimensi dengan difusi dapat ditulis sebagai 
berikut. 

                  

2
1 1

1 1 2 1 2

2
2 2

2 1 2 2 2

( , ) ,

( , ) ,

C C
R C C D

t x

C C
R C C D

t x

∂ ∂= +
∂ ∂

∂ ∂= +
∂ ∂

                        (2.13)                                
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dengan 

1 1 2( , )R C C =  tingkat produksi 1,C   

2 1 2( , )R C C =  tingkat produksi 2,C   

           1D =  koefisien difusi unsur kimia 1, 

           2D =  koefisien difusi unsur kimia 2. 

Ketika kondisi spatial uniform steady state memenuhi definisi 

                     
2

2

0,
( 1,2)

0.

i

i

C

t i
C

x

∂ =
∂ =

∂ =
∂

       

Misalkan 

            
'
1 1 1

'
2 2 2

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

C x t C x t C

C x t C x t C

= −

= −
    

diperoleh bentuk linierisasi dari sistem (2.13), yaitu 

                

' 2 '
' '1 1

11 1 12 2 1 2

' 2 '
' '2 2

21 1 22 2 2 2

,

,

C C
a C a C D

t x

C C
a C a C D

t x

∂ ∂= + +
∂ ∂

∂ ∂= + +
∂ ∂

                      (2.14) 

di mana     

                 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
11 12

1 2, ,

2 2
21 22

1 2, ,

, ,

, .

C C C C

C C C C

R R
a a

C C

R R
a a

C C

∂ ∂= =
∂ ∂

∂ ∂= =
∂ ∂

          

Solusi yang mungkin dari bentuk difusi adalah 

                   ( )
'
1 1'

'
22

,t ikxC
C e

C

ωα
α

+   
= =       
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sehingga bentuk (2.14) dapat ditulis menjadi 

                          
2

1 11 1 12 2 1 1

2
2 21 1 22 2 2 2

,

,

a a D k

a a D k

α ω α α α
α ω α α α

= + −

= + −
         

atau 

                            
2

1 11 1 2 12

2
1 21 22 2 2

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

a D k a

a a D k

α ω α
α ω α

− + + − =

− + − + =
                 (2.15)                                            

 
Persamaan karakteristik dengan difusi dari (2.15) sebagai berikut. 

 ( ) ( ){ } ( )( )2 2 2 2
11 22 1 2 11 1 22 2 12 21 0.a a D D k a k D a k D a aω ω− + − + + − − − =                                                 

 

Syarat perlu dan cukup untuk ketidakstabilan sistem (2.13) 
dengan difusi dituliskan sebagai berikut. 
1. 11 22 0a a+ <  

2. 11 22 12 21 0a a a a− >    

3. ( )
1
211 2 22 1 1 2 11 22 12 212 0a D a D D D a a a a+ > − >                 (2.16) 

(Edelstein dan Keshet, 1988). 
 
2.4 Persamaan Michaelis–Menten 

Persamaan Michaelis-Menten menyatakan hubungan antara 

konsentrasi substrat s dan kecepatan pembentukan produk dp

dt
  yang 

menjadi dasar kinetika reaksi substrat-enzim (Lehninger, 1997). 
Secara matematis persamaan Michaelis-Menten dinyatakan sebagai 

      max .
m

sdp

dt k s

µ=
+

                (2.17) 

Tetapan Michaelis-Menten dinotasikan sebagai mk , yaitu 

konsentrasi substrat pada saat kecepatan reaksi dp

dt
 mencapai 

setengah kecepatan maksimum max.µ  Grafik hubungan antara laju 
reaksi enzim dan konsentrasi substrat menurut Michaelis-Menten 
dapat dilihat pada Gambar 2.2. 
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Gambar 2.1 Laju pembentukan enzim terhadap konsentrasi substrat. 

dp

dt

maxµ

max

2

µ

mk s
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BAB III 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
3.1 Pemodelan 

       Pada bagian ini dibahas langkah-langkah konstruksi model 
predator-prey dengan difusi. Populasi plankton dibedakan menjadi 
dua, yaitu populasi fitoplankton sebagai prey dan zooplankton 
sebagai predator. Interaksi ini menyatakan dimangsanya prey oleh 
predator. Variabel yang digunakan adalah ( )1 ,N x t  dan 

( )2 ,N x t berturut-turut merupakan konsentrasi fitoplankton dan 

zooplankton pada posisi x  dan waktu .t   

1. Prey merupakan populasi makhluk hidup sehingga laju 
pertumbuhan dipengaruhi oleh interaksi antar prey. Semakin 
banyak jumlah prey maka proses perkembangbiakannya akan 
banyak dilakukan. Laju perubahan prey mengacu pada persamaan 
Michaelis-Menten dengan iteraksi antar prey dan dapat dituliskan 
secara matematis sebagai berikut.  

                                      1 1
1

1

,
1

N N
N

t N

ε∂ =
∂ +

     

 dimana ε  adalah laju perubahan maksimal prey. 

2. Interaksi antara fitoplankton dan zooplankton mengakibatkan 
berkurangnya prey. Perubahan jumlah prey berbanding lurus 
dengan interaksi antara fitoplankton dengan zooplankton, yaitu 

1
1 2.

N
N N

t

∂ = −
∂

 

3. Selain adanya interaksi antara fitoplakton dan zooplankton 
terdapat faktor penambahan fitoplankton yang dipengaruhi oleh 
proses perpindahan tempat oleh prey. Oleh karena itu laju 
perubahan prey mengacu pada persamaan difusi sehingga dapat 
dinyatakan 



16 
 

2
1 1

1 2
.

N N
D

t x

∂ ∂=
∂ ∂  

Dari langkah 1,2 dan 3 diperoleh laju perubahan prey pada waktu 
t , yaitu 

2
1 1 1

1 2 1 2
1

.
1

N N N
N N D

t N x

ε ∂ ∂= − + ∂ + ∂   

4.  Interaksi antara zooplankton dengan fitoplankton akan menambah 
jumlah predator, sehingga perubahan populasi predator 
berbanding lurus dengan bertambahnya jumlah predator akibat 
interaksi antara fitoplankton dan zooplankton. Laju tersebut 
dinyatakan dengan  

2
2 1.

N
N N

t

∂ =
∂  

5.  Jumlah populasi predator dapat berkurang karena kematian akibat 
persaingan antar predator dengan laju ,γ  yaitu  

2
2 2.

N
N N

t
γ∂ = −

∂  

6. Terdapat faktor penambahan zooplankton sebagai akibat proses 
perpindahan tempat oleh predator. Oleh karena itu laju perubahan 
predator dinyatakan dengan 

2
2 2

2 2
.

N N
D

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 

Dari langkah 4, 5 dan 6 diperoleh laju perubahan predator pada 
waktu t , yaitu  

                      [ ]
2

2 2
2 1 2 2 2

.
N N

N N N D
t x

γ∂ ∂= − +
∂ ∂

  

Dengan demikian model pertumbuhan populasi fitoplankton dan 
zooplankton memenuhi sistem persamaan otonomous non linier 
dengan difusi, yaitu               

2
1 1 1

1 2 1 2
1

,
1

N N N
N N D

t N x

ε ∂ ∂= − + ∂ + ∂ 
                   (3.1a) 
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[ ]
2

2 2
2 1 2 2 2

.
N N

N N N D
t x

γ∂ ∂= − +
∂ ∂

                   (3.1b) 

dengan 

ε =  laju perubahan maksimal prey, 
γ =  laju berkurangnya populasi zooplankton karena persaingan, 

1D =  koefisien difusi pada fitoplankton, 

2D =  koefisien difusi pada zooplankton. 
       Dalam skripsi ini dibahas analisis ketidakstabilan dari model 
dengan difusi. Pertama, akan dicari titik kesetimbangan dari sistem 
(3.1) dan selanjutnya titik kesetimbangan tersebut dianalisis. 
 
3.2 Model Tanpa Difusi 
3.2.1 Titik Kesetimbangan Model Tanpa Difusi 

Bentuk model tanpa difusi, yaitu 

                  

[ ]

1 1
1 2

1

2
2 1 2

,
1

.

N N
N N

t N

N
N N N

t

ε

γ

 ∂ = − ∂ + 

∂ = −
∂

                                 (3.2)                                                                            

Berdasarkan Subbab 2.3.2, titik kesetimbangan sistem (3.2) 
dapat diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem (3.2) sama 
dengan nol, yaitu  

1 0
N

dt

∂ =  dan 2 0.
N

dt

∂ =
 

sehingga titik kesetimbangan diperoleh dengan cara sebagai berikut 

1 1
1 2

1

*
* *1

1 2*
1

0
1

0 atau 0
1

N N
N N

t N

N
N N

N

ε

ε

 ∂ = − = ∂ + 

 
= − = 

+  

                             (3.3a) 

dan 
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[ ]2

2 1 2

* * *
2 1 2

0

0  atau  0.

N
N N N

t

N N N

γ

γ

∂ = − =
∂

 = − =
 

                               (3.3b) 

 
Dengan demikian penyelesaian persamaan (3.3) menghasilkan titik 
kesetimbangan pertama adalah 1 (0,0).E =     

Selanjutnya dengan melihat persamaan (3.3b), yaitu 
* *

1 2 0N Nγ − =    dapat diperoleh 

                                 

* *
1 2

* *
1 2

0

.

N N

N N

γ

γ

− =

=                                      (3.4) 

Jika persamaan (3.4) disubstitusikan ke persamaan (3.3a), yaitu 
*

*1
2*

1

0
1

N
N

N

ε 
− = 

+  
  maka 

 ( )
( )

*
*1

2*
1

*
2 *

2*
2

0
1

0.
1

N
N

N

N
N

N

ε

ε γ

γ

− =
+

− =
+

  

Jika kedua ruas dikalikan dengan 
( )*

2

*
2

1
,

N

N

γ+
 maka dapat  

( )*
2

*
2

1 0

1

N

N

εγ γ

εγ γ

− + =

= +
             

 
 
 
 
 



19 
 

           

*
2

* *
1 2

1

1

1.

N

N N

εγ
γ

γ
εγγ

γ
εγ

−=

=
−=

= −

                          (3.5)                            

               

   
Berdasarkan persamaan (3.5) titik kesetimbangan ke dua adalah 

2
1

1, .E
εγεγ

γ
 −= − 
   

Jadi diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu  

1 (0,0)E =  dan 2
1

1, .E
εγεγ

γ
 −= − 
 

 

Titik kesetimbangan dapat bernilai negatif tetapi untuk sistem ini 
tidak karena menyatakan jumlah predator-prey di perairan. Jadi titik 
kesetimbangan 2E  dijamin ada dan tak negatif jika memenuhi 

      1εγ >   atau 1
.γ

ε
>      (3.6) 

Jika 1εγ =  maka sistem hanya mempunyai titik kesetimbangan 

tunggal, yaitu 1.E   

3.2.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Model Tanpa Difusi 

Misalkan 

                          
*

1 1 1

*
2 2 2

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) .

x x t N x t N

x x t N x t N

= −

= −
                           (3.7) 

maka sistem (3.2) dapat dihampiri oleh sistem linier ,
dx

Jx
dt

=
v

v  

dengan 1 2( , )Tx x x=v  dan 
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* *2
* *1 1

2 1* * * 2
1 2 1

* * *
2 1 2

2

( , ) ,(1 )

2

N N
N N

J N N N

N N N

ε ε

γ

 + − − 
= + 
 − 

 

     Bentuk linierisasi model tanpa difusi, yaitu 

                

( )

* *2
* *1 1 1

2 1 1 2* 2
1

* * *2
2 1 1 2 2

2
,

(1 )

2 .

x N N
N x N x

t N

x
N x N N x

t

ε ε

γ

 ∂ += − −  ∂ + 

∂ = + −
∂

                   (3.8) 

                

Untuk titik kesetimbangan * *
1 1 2( , ) (0,0)E N N= =  maka 

                           * *
1 2

0 0
( , ) ,

0 0
J N N

 
=  
 

                                                       

sehingga sistem yang dilinierkan adalah 1 0
x

t

∂ =
∂

 dan 2 0
x

t

∂ =
∂

 dengan 

demikian nilai 1x  dan 2x  akan selalu konstan, yaitu 

                                      1 1 2 2(0) dan (0).x x x x= =                                                       

Jika diperhatikan, sistem pada (3.10) di sekitar (0,0) adalah sistem 
linier dengan det( ) 0,J =  yang tidak memenuhi asumsi sistem linier 

(2.4). Dengan demikian jenis kestabilan 1E  tidak dapat ditentukan.  

Untuk titik kesetimbangan 2
1

1,E
εγεγ

γ
 −= − 
 

 diperoleh 

                    
2

* *
1 2

1
1

( , ) ,
1

1

J N N

εγ εγ
εγ

εγ εγ
εγ

− − 
 =
 − − 
 
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dengan 

             
2

2

1
trace( )= = 1 ,

1 1
det( ) (1 ) (1 )( ).

J a d

J ad bc

εγ εγ
εγ
εγ εγγ ε γ ε

εγεγ

−+ + −

− −= − = − − −
                                                                                                                             

Titik kesetimbangan 2E  stabil jika  trace( ) 0J <  dan det( ) 0.J >    
     
1. Berdasarkan syarat pertama, yaitu trace( ) 0J <  maka 

                       ( )

( )

2

2

2

2

2
2

1
trace( ) (1 )

1
( 1)

( 1) 1

1
1

J
εγ εγ
εγ

εγ εγ
εγ
εγ εγ εγ

εγ
εγ εγ
εγ

−= + −

−= − −

− − −
=

−= −

          

 
Salah satu kondisi kestabilan sistem adalah trace( ) 0.J <  Karena 

2

1
0

εγ
εγ

− >  maka haruslah 21 0εγ− <  sehingga 

( )2
2

1
trace( ) 1 0J

εγ εγ
εγ

−= − <                              (3.9) 

dari 21 0εγ− <  didapat 

                                         

2

2

2

1 0
1
1

εγ
εγ

γ
ε

− <
>

>
        

                                          
1

.γ
ε

>                                      (3.10)  
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Di lain pihak, eksistansi 2E  dijamin apabila 

    
1

.γ
ε

>                               (3.11)                                       

Jika 1,ε <  maka  

                                      
1 1

.γ
ε ε

> >                                         (3.12) 

Untuk memenuhi persamaan (3.10)-(3.11) maka haruslah 
1

.γ
ε

>  

Jika 1,ε >  maka  
1 1

.
εε

>  

Agar 
1γ
ε

>  dan 
1γ
ε

>  haruslah 
1

.γ
ε

>             

      
2. Syarat ke dua det( ) 0J >  menghasilkan kondisi berikut. 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2

2

2 2

2

2

2

3

2

1 1
det( ) 1 1

1 1

1 1

1
1

1
0

J
εγ εγεγ εγ

γεγ

εγ εγ
γεγ

εγ εγ εγ
εγ

εγ
εγ

εγ

εγ
εγ

− −= − − −

− −
= − +

− − + −
=

−
= −

−
= >

 

                                             
Berdasarkan ketaksamaan (3.6), yaitu 1 0γε − >  untuk eksistansi 

2 ,E  maka 

                              
( )3

2

1
det( ) 0J

εγ
εγ

−
= >                             (3.13) 
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Jadi, jika 
1γ
ε

>  maka 2E  eksis dan stabil lokal, dengan 1,ε <  

tetapi jika 
1

,γ
ε

<  2E  tidak eksis dan 1E  stabil. 

 
3.2.3 Simulasi Numerik Model Tanpa Difusi  

Dalam simulasi numerik ini diperlihatkan tiga kasus, yaitu untuk 

1,ε <  diambil kasus 
1γ
ε

>  dan 
1

,γ
ε

<  sedangkan untuk 1,ε >  

diambil 
1

.γ
ε

>         

 

Gambar 3.1 Plot kasus 
1

, 1γ ε
ε

< <  dengan 1 dan 0.5.γ ε= =  
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Untuk kasus pertama diambil 1γ =  dan 0.5.ε =  Berdasarkan 
parameter tersebut diperoleh nilai 1 0.5.εγ − = −  Berdasarkan 

Gambar 3.1, titik kesetimbangan 1E  stabil secara lokal karena titik 
kesetimbangan menarik semua titik ke titik kesetimbangan 

1 (0,0).E =   

 

 

Gambar 3.2 Plot kasus 
1

, 1γ ε
ε

> <  dengan 3dan 0.5.γ ε= =  

 
Untuk kasus ke dua diambil 3γ =  dan 0.5.ε =  Berdasarkan 

parameter tersebut diperoleh nilai 1 0.5.εγ − =  Hal ini sesuai dengan 

syarat kestabilan titik kesetimbangan 2E , yaitu 1 0.εγ − >  

Berdasarkan Gambar 3.2, titik kesetimbangan 2E  stabil karena titik 
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kesetimbangan menarik semua titik ke titik kesetimbangan 

2 (0.5,0.167).E =  

 

 

Gambar 3.3 Plot kasus 
1

, 1γ ε
ε

> >  dengan 1dan 4.γ ε= =  

 
Untuk kasus ke tiga diambil 1γ =  dan 4.ε =  Berdasarkan 

parameter tersebut diperoleh nilai 1 3.εγ − =  Hal ini sesuai dengan 

syarat kestabilan titik kesetimbangan 2E , yaitu 1 0.εγ − >  

Berdasarkan Gambar 3.3, titik kesetimbangan 2E  stabil karena titik 

kesetimbangan menarik semua titik ke titik kesetimbangan 

2 (3,3).E =   
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3.3 Model dengan Difusi 
3.3.1 Titik Kesetimbangan Model dengan Difusi 

Titik kesetimbangan sistem (3.1) dapat diperoleh dengan cara 
sebagai berikut 

         

[ ]

2
1 1

1 2 1 2
1

2
2

2 1 2 2 2

0,
1

0.

N N
N N D

N x

N
N N N D

x

ε

γ

  ∂− + = + ∂ 

∂− + =
∂

                        (3.14) 

1 2( , )dan ( , )N x t N x t  merupakan persamaan diferensial parsial. 

Jika 1 2danN N  tidak berubah terhadap waktu disebut dengan kondisi 
steady state karena 

                         1 0
N

dt

∂ =  dan 2 0.
N

dt

∂ =                 

Sistem persamaan (3.14) dapat ditulis sebagai     

                      

22
1 1

1 1 22
1

2
22

2 1 2 22

0,
1

0.

N N
D N N

Nx

N
D N N N

x

ε

γ

∂ + − =
+∂

∂ + − =
∂

                         (3.15)                                                                  

Titik kesetimbangan model dengan difusi adalah fungsi 1( )N x  

dan 2( )N x  yang memenuhi sistem persamaan (3.15). Namun sistem 
tersebut sulit ditentukan solusi umumnya. 

Perhatikan bahwa 

       ( )1 1 2, (0,0)E N N= =       

dan ( )2 1 2
1

, 1,E N N
εγεγ

γ
 −= = − 
 

           

pasti memenuhi sistem persamaan (3.15). Oleh karena itu, 
pembahasan selanjutnya dibatasi pada analisis kestabilan kedua titik 
kesetimbangan tersebut.                                                                                                                                                                                           
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3.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Model dengan Difusi        

Misalkan sistem (3.1) ditulis sebagai  

               

2
1 1

1 2 1 2

2
2 2

1 2 2 2

( , ) ,

( , ) ,

N N
F N N D

t x

N N
G N N D

t x

∂ ∂= +
∂ ∂

∂ ∂= +
∂ ∂

          

dengan 1
1 2 1 2

1

( , )
1

N
F N N N N

N

ε 
= − + 

  

dan  [ ]1 2 2 1 2( , ) .G N N N N Nγ= −                                                                                              

 
Deret Taylor untuk 1 2( , )F N N  dan 1 2( , )G N N  di sekitar 
* *

1 2( , )N N  adalah 

 

* * * * *
1 2 1 2 1 2 1 1

1

* * *
1 2 2 2 1 1 2

2

* * * *
1 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

* * * *
1 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )( )

( , )( ) ( , ),

0 ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

F
F N N F N N N N N N

N

F
N N N N N N

N

F F
N N x N N x N N

N N

F F
N N x N N x N N

N N

η

η

η

∂= + −
∂

∂+ − +
∂

∂ ∂= + + +
∂ ∂

∂ ∂= + +
∂ ∂

     

* * * * *
1 2 1 2 1 2 1 1

1

* * *
1 2 2 2 2 1 2

2

* * * *
1 2 1 1 2 2 2 1 2

1 2

* * * *
1 2 1 1 2 2 2 1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )( )

( , )( ) ( , ),

0 ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

G
G N N G N N N N N N

N

G
N N N N N N

N

G G
N N x N N x N N

N N

G G
N N x N N x N N

N N

η

η

η

∂= + −
∂

∂+ − +
∂

∂ ∂= + + +
∂ ∂

∂ ∂= + +
∂ ∂
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Jika 1 2( , )N N  yang dekat dengan * *
1 2( , )N N  maka 1 1 2( , )N Nη  dan 

2 1 2( , )N Nη  dapat diabaikan karena nilainya sangat kecil sehingga                                    

    

* * * *
1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

* * * *
1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ,

F F
F N N N N x N N x

N N

G G
G N N N N x N N x

N N

∂ ∂= +
∂ ∂
∂ ∂= +
∂ ∂

        (3.16)  

Perhatikan bahwa 

                                  

*2 2
1 1 1 1

2 2

*2 2
2 2 2 2

2 2

( )
,

( )
.

x N N N

t x x

x N N N

t x x

∂ ∂ − ∂= =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ − ∂= =
∂ ∂ ∂

                    (3.17)   

 
Dengan menggunakan (3.16) dan (3.17) maka untuk 1 2( , )N N  yang 

dekat dengan * *
1 2( , )N N  sistem (3.1) dapat dihampiri oleh 

persamaan berikut.               

       

2
1 1

1 2 1 2
1 2

2
2 2

1 2 2 2
1 2

,

.

x xF F
x x D

t N N x

x xG G
x x D

t N N x

∂ ∂∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂ ∂

                            (3.18) 

 

Misalkan 

( )1 1

2 2

,t ikxx
e

x
ωα

α
+   

=   
   

                             (3.19)       

dengan 

 k  = bilangan gelombang 

1i = −  

ω  = tingkat pertumbuhan dalam waktu t   
α = amplitude pada waktu t        
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jx  disubstitusikan ke suku difusi persamaan (3.18) diperoleh 

 

21
1 2 1 1

1 2

2
1 1 2

1 2

22
1 2 2 2

1 2

2
1 2 2

1 2

,

,

x F F
x x D k x

t N N

F F
D k x x

N N

x G G
x x D k x

t N N

G G
x D k x

N N

∂ ∂ ∂= + −
∂ ∂ ∂

 ∂ ∂= − + ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂= + −
∂ ∂ ∂

 ∂ ∂= + − ∂ ∂ 

   
          (3.20)                                           

dengan matriks Jacobinya adalah 

                           

2
1

1 2

2
2

1 2

( , ) .

F F
D k

N N
B F G

G G
D k

N N

∂ ∂ − ∂ ∂
 =
 ∂ ∂ − ∂ ∂ 

                                                                      

Untuk titik kesetimbangan 1 (0,0)E =  sistem persamaan (3.20) 
menjadi 

                                

21
1 1

22
2 2

,

.

x
D k x

t
x

D k x
t

∂ = −
∂
∂ = −
∂

                                  (3.21) 

Solusi umum untuk sistem (3.21) adalah                     

            
2 2

1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

2 21 2
1 1 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

ln ln

. .

D k t c D k t c

D k t c D k t c

D k t D k t

x x
D k x D k x

t t

x D k t c x D k t c

x e x e

e e e e

C e C e

− + − +

− −

− −

∂ ∂= − = −
∂ ∂

= − + = − +

= =

= =

= =

             (3.22) 

Semakin besar nilai t , solusi akan menuju ke titik kritis (0,0). 
Menurut kriteria kestabilan, titik kesetimbangan (0,0) bersifat stabil.  
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Untuk titik kesetimbangan 2E  persamaan (3.20) menjadi 

                     

1
2

1 1

2
22 2

,

x
a D k b xt

xx c d D k
t

Bx

∂ 
   −  ∂ =     ∂ −     
 ∂ 

=
v

     

dengan 
* *2

* * * * *1 1
2 1 2 1 2* 2

1

* *
1 2

2
, , , 2 ,

(1 )

1
1,dan .

N N
a N b N c N d N N

N

N N

ε ε γ

εγεγ
γ

+= − = − = = −
+

−= − =

     (3.23)                                                                                                         

Persamaan karakteristik dari sistem (3.20) adalah 

                  
2

1

2
2

0
a k D b

B I
c d k D

λ
λ

λ
− −

− = =
− −

  

( )( )2 2
1 2 0a k D d k D bcλ λ− − − − − =      

2 2 4 2 2 2
2 1 1 2 1 2

0

ad ak D a dk D k D D k D d k D

bc

λ λ λ λ λ− − − + + − + +
− =

      

2 2 2
1 2

2 2 4
2 1 1 2 0

a k D d k D

ad ak D dk D k D D bc

λ λ λ λ λ− + − +

+ − − + − =

1444442444443

1444442444443

      

( ) ( ){ } ( )( )2 2 2 2
1 2 1 2 0.D D k a d a k D d k D bcλ λ+ + − + + − − − =                    (3.24)   

 
     Persamaan karakteristik (3.24) dapat ditulis menjadi 

         ( ) ( ){ } ( )( )2 2 2 2
1 2 1 2 0.a d D D k a k D d k D bcλ λ− + − + + − − − =                      

di mana 

            
( )

( )( )
2

1 2

2 2
1 2

trace( ) ,

det( )

B a d D D k

B a k D d k D bc

= + − +

= − − −
                  (3.25) 

                1 2,D D  dan 2k  adalah konstanta positif.   
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Titik kesetimbangan 2E  bersifat stabil jika memenuhi 

                  trace( ) 0B <   dan det( ) 0.B >                          (3.26)                                  

Akan ditunjukkan titik kesetimbangan 2E  memenuhi syarat (2.16).    
 
1. Akan ditentukan syarat yang membuat trace( ) 0.B <  

                      ( ) 2
1 2trace( ) 0B a d D D k= + − + <                            

 
Karena ( ) 2

1 2D D k+  bernilai positif, maka 

                             ( ) 2
1 2 0a d D D k+ − + <                              

jika 
                                   0.a d+ <              
                          

2. Akan diberikan syarat ke dua, yaitu det( ) 0,B >  

( )( )2 2
1 2det( ) 0B a k D d k D bc= − − − >  

Syarat stabil ke dua (lihat hal. 22), yaitu det( ) 0B >  dapat 
ditulis menjadi 
                                     .ad bc>          
Misalkan 1q εγ= −  maka persamaan (3.23) menjadi 

2
, , , ,

q q
a b q c d q

γεγ
= = − = = −  

sehingga .b d=                                 

 Karena ( )2
1 0a k D− <  dan ( )2

2 0d k D− <  maka 

                      ( )( )2 2
1 2 0.a k D d k D− − <   

Persamaan (3.25) dengan syarat (3.26) dapat ditulis menjadi 

          ( )( )2 2
1 2 .a k D d k D bc ad bc− − − < −              (3.27)                        

Pertidaksamaan (3.27) jika ditulis menjadi 0ad bc− >  belum 
dapat dinyatakan benar sehingga bertolak belakang dengan 
syarat kestabilan berdasarkan Teorema 2.1 sistem tidak akan 
stabil jika setidaknya salah satu akar dari persamaan (3.23) 
bernilai positif sehingga memenuhi syarat ketidakstabilan 
(2.16). 
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3. Akan ditunjukkan bentuk  

             ( )
1
22 1 1 22 0aD dD D D ad bc+ > − >                                                                                                  

Kondisi ketidakstabilan dengan difusi dipenuhi jika det( ) 0.B <  
Dimisalkan determinan persamaan (3.23) sama dengan ,H  yaitu  

  2 2
1 2( )( ) 0.H a k D d k D bc= − − − <                (3.28)                                    

H dapat dipandang sebagai persamaan kuadratik dalam k2=p 
sehingga pertidaksamaan (3.28) dapat ditulis sebagai 

                       1 2( ) ( )( ) .H p a pD d pD bc= − − −                        

Mencari nilai minimum untuk 2( )H k  agar memenuhi bentuk 
ketidakstabilan difusi maka turunan pertama dari H  sama dengan 
nol. 
                                   ' 0kH =  

  ( ) ( )( )2 2
1 2 1 22 2 0kD d k D a k D kD− − + − − =    

atau  

( ) ( )( )2 2
1 2 2 12 0.k D d k D D a k D− − + − =                                                                                          

Kedua ruas dikalikan dengan 1
2k−

, maka diperoleh 

2 2
1 1 2 2 1 2

2
1 2 1 2

0

2

dD k D D aD k D D

k D D dD aD

− + − =

= +
      

( )

2

2 1

2
21

2

2 2
1 2

1

2

1 1 1

2

11 1

2

d a
k

D D

DD

D D

εγ εγ
εγ

εγ εγεγ
εγ εγ

 
= + 

 

 − −= + 
 

 − −−= + 
  

    

 
2

2
1 2

1 1 1
.

2 D D

εγ εγ
εγ

  −= −  
   

       (3.29) 
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2( )H k  memiliki nilai minimum untuk nilai 22 ,mk k=  

sehingga 2( ) 0mH k <   dapat ditulis menjadi (lihat lampiran 2) 

                                  ( )22 2 3
2 1 1 24 .D D D Dεγ ε γ+ >                     (3.30)                            

( )2
mH k  akan negatif jika syarat (3.31) dipenuhi dan untuk 

bilangan gelombang yang mendekati 2,mk  sehingga akar-akar  
λ persamaan (3.23) akan positif yang menyebabkan ketidakstabilan 
difusi.  

Persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi 

  2 22 4 2 2 3
2 1 1 2 1 22 4D D D D D Dε γ εγ ε γ+ + >                                    

2 22 4 2 3 2
2 1 1 2 1 24 2D D D D D Dε γ ε γ εγ+ > −                             (3.31)                            

Diperoleh bentuk yang setara dari persamaan (3.31) dengan dimensi 
di syarat (2.13), yaitu 

  ( )
1 1 1
2 2 22 0p pβ β ξ

−
− > + >                       (3.32) 

di mana 

     2 2 32

1

, ,
D d

p
D a

β εγ ξ ε γ= = = − =                     (3.33) 

(lihat lampiran 3). 

Kondisi (3.32) pasti akan dipenuhi ketika ( )2 1 0εγ εγ − >  

menjadi benar dengan melihat dari kondisi titik stasioner ke dua E2. 
Ketidakstabilan persamaan (3.32) memberikan kriteria 
ketidakstabilan difusi. Dari persamaan (3.33), didapatkan 2 1.D Dβ=  
Untuk itu, persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi 

( )22 2 3
1 1 1 14 .D D D Dβ εγ β ε γ+ >  

Kedua ruas dibagi D1
2 memberikan  

( )22 2 34β εγ βε γ+ >  

atau 

 2 2 2 4 2 32 4 0β βεγ ε γ βε γ+ + − >     (3.34) 
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Bentuk kuadratik β   mempunyai kurva yang selalu positif dan tidak 
memotong sumbu x . 
 
Dimisalkan 

                   2 2 2 4 2 3( , ) 2 4F β ε β βεγ ε γ βε γ= + + −     

maka titik-titik kritis diperoleh dengan memecahkan persamaan 
simultan ( , ) 0.F β ε =  Solusi yang mungkin dari persamaan (3.34) 
adalah  

2 2 2 42 (1 2 ) 0β βεγ εγ ε γ+ − + =  

( ) ( )( )( )
( )( )

2 22 2 22 (1 2 ) 2 (1 2 ) 4 1

2 1

εγ εγ εγ εγ εγ
β

− − ± − −
=  

     

( ) ( )2 22 2 2 22 (1 2 ) 4 (1 2 ) 4

2

εγ εγ εγ εγ εγ − − ± − − 
 =  

     

( ) ( )22 2 22 (1 2 ) 4 (1 2 ) 1

2

εγ εγ εγ εγ− − ± − −
=  

     

2 2 22 (1 2 ) 2 (1 2 ) 1

2

εγ εγ εγ εγ− − ± − −
=      

diperoleh  

  ( )2 2 22 1 4 4 .crβ εγ εγ ε γ εγ= − ± −     (3.35) 

Karena β  memiliki akar-akar sehingga kontradiksi dengan 
pertidaksamaan (3.34), maka sistem (3.1) akan stabil ketika  

( ) ( )2 2 2 2 2 22

1

2 1 4 4 2 1 4 4 .
D

D
εγ εγ ε γ εγ εγ εγ ε γ εγ− − − < < − + − (3.36) 

Selanjutnya, dicari titik-titik kritis .ε  Kondisi ketidakstabilan difusi 
dapat ditulis sebagai berikut: 

2 2 2 42 (1 2 ) 0β βεγ εγ ε γ+ − + >  
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Jika dikalikan dengan -1 maka 

2 2 2 42 (1 2 ) 0β βεγ εγ ε γ− − − − <     
2 2 2 3 2 42 4 0β βεγ βε γ ε γ− − + − <     

( )2 3 4 2 24 2 0ε βγ γ βεγ β− − − <            (3.37) 

Analisis pada bagian determinan menjadi bentuk ke ketidakstabilan 
difusi berguna agar diperoleh parameter ε  yang menyatakan laju 
fitoplankton maksimum yang dicapai pada kondisi lingkungan labil. 
Nilai-nilai kritis di titik ε  adalah 

( )2 3 4 2 24 2 0ε βγ γ βεγ β− − − =  

( ) ( ) ( )( )
( )

22 2 3 4 2

3 4

2 2 4 4

2 4

βγ βγ βγ γ β
ε

βγ γ

− − ± − − − −
=

−
   

( )
2 2 4 3 3 2 4

3 4

2 4 16 4

2 4

βγ β γ β γ β γ
βγ γ

± + −
=

−
  

    ( )
2 3 3

3 4

2 16

2 4

βγ β γ
βγ γ
±

=
−

  

    
( )

3 3
2 2 2

3 4

2 4

2 4

βγ β γ
βγ γ

±=
−

 

    
( )

3 3
2 2 2

3

2

4

βγ β γ
γ β γ

±=
−

 

    
( )

1 1

2 2

3

( 2 )

4

βγ γ β γ
γ β γ

±=
−

      

    
( )

1 1

2 2

2

( 2 )

4

β γ β γ
γ β γ

±=
−
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maka diperoleh  

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2

( 2 ) ( 2 )
.

4 4

β γ β γ β γ β γε
γ β γ γ β γ

− +< <
− −

             (3.38) 

Jadi, adanya pertidaksamaan (3.38) diharapkan ε  tidak berada pada 
selang tersebut agar titik kesetimbangan 2E  stabil, yang berarti 
fitoplankton dan zooplankton tetap ada dan hidup berdampingan 
untuk menjaga kelangsungan ekosistem perairan. 
 
3.4 Interpretasi 

Dalam Subbab 3.4 ini dibahas mengenai analisis kestabilan 
dengan mengacu pada laju perubahan pada fitoplankton dan 
zooplankton.  
 
Kondisi 1 : 

 Pada kondisi titik tetap pertama menjelaskan bahwa kondisi ini 
menyatakan bahwa jumlah fitoplankton maupun zooplankton sama 
dengan 0. Hal ini menunjukkan tidak ada predator-prey di perairan 
sehingga tidak ada proses interaksi antara fitoplankton dengan 
zooplankton. Oleh karena itu jumlah predator-prey tidak akan 
pernah berkurang atau bertambah atau selalu bernilai tetap. 
 
Kondisi 2 :  

Titik kesetimbangan terjadi ketika adanya pertumbuhan 
predator-prey sehingga terdapat interaksi antara fitoplankton dan 
zooplankton. Pada kondisi titik tetap ke dua menjelaskan bahwa 
kondisi akan setimbang ketika populasi fitoplankton mencapai 1εγ −   

dan populasi zooplankton sebanyak 
1
.

εγ
γ
−

 Hal ini menunjukkan 

adanya interaksi plankton.   
 

Kondisi 3 : 
Kestabilan titik kesetimbangan dianalisis di sekitar 1E  dan 2.E  

Kondisi (Lihat Kondisi 1) model tanpa difusi pada titik 
kesetimbangan pertama diperoleh bahwa titik kesetimbangan 
pertama adalah tidak dapat ditentukan jenis kestabilannya sedangkan 
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jenis kestabilan titik kesetimbangan ke dua tanpa difusi adalah selalu 
stabil. Pada model dengan difusi dibentuk ke ketidakstabilan difusi. 
Diperoleh jenis kestabilan titik kesetimbangan pertama adalah stabil. 
Untuk titik kesetimbangan ke dua model dengan memperhatikan 
difusi diperoleh selang ε  sehingga diharapkan jumlah plankton tidak 

terdapat pada 
( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2

( 2 ) ( 2 )
, .

4 4

β γ β γ β γ β γε
γ β γ γ β γ

 
− + ∈ − − 

 
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BAB IV 
KESIMPULAN DAN SARAN 

4.1.  Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan sebelumnya diperoleh kesimpulan 
sebagai berikut. 

1. Diperoleh dua titik kesetimbangan yang dipengaruhi oleh laju 
perubahan maksimal populasi fitoplankton .ε  Kestabilan 
model tanpa difusi untuk titik kesetimbangan pertama tidak 
dapat ditentukan sedangkan titik kesetimbangan ke dua 
adalah stabil lokal untuk 1.ε <   

2. Kondisi kestabilan dengan difusi untuk titik kesetimbangan 
pertama adalah stabil. Untuk titik kesetimbangan kedua, 
model dibentuk menjadi ketidakstabilan model dengan difusi.  

3. Berdasarkan hasil analisis, diperoleh rentang ε  untuk kondisi 
ketidakstabilan difusi.  

 
4.2. Saran 

Pada skripsi ini titik kesetimbangan persamaan difusi dibatasi 
pada titik kesetimbangan konstan. Untuk penelitian selanjutnya 
disarankan menentukan titik kesetimbangan persamaan difusi yang 
tak konstan, berupa 1 2( ) dan ( ).N x N x   
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Lampiran 1. Listing Program Titik Kesetimbangan Model Tanpa 
Difusi dengan Metode Runge Kutta Orde Empat 
Menggunakan Software Maple 13 

 
Listing Program 
> restart; 
> with(plots): 
> with(DEtools): 
> epsilon:=0.5;g:=1; 

 := ε 0.5  
 := g 1  

> epsilon*g-1;(epsilon*g-1)/g; 
-0.5  
-0.5  

> D(x)(t)=x(t)*(epsilon*x(t)/(1+x(t))-
y(t)),D(y)(t)=y(t)*(x(t)-g*y(t)); 

, = ( )( )D x t ( )x t 







 − 

0.5 ( )x t
 + 1 ( )x t

( )y t  = ( )( )D y t ( )y t ( ) − ( )x t ( )y t

> 
phaseportrait([D(x)(t)=x(t)*(epsilon*x(t)/(1+
x(t))-y(t)),D(y)(t)=y(t)*(x(t)-g*y(t))], \ 
[x(t),y(t)],t=0..75,[[x(0)=0.5,y(0)=1],[x(0)=
0.1,y(0)=0.5],[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=0.1,y(0)=
0.1],[x(0)=0.01,y(0)=0],[x(0)=0.01,y(0)=0.01]
],stepsize=.09, \ 
scene=[x(t),y(t)],linecolour=blue,method=rkf4
5); 
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Lampiran 2. Penurunan Persamaan (3.30) dari Persamaan (3.28) 
dan (3.29) 

 
Sehingga dengan mensubstitusikan mk  ke persamaan (3.28)  

diperoleh 

( )( )2 2
1 2 0m mH a k D d k D bc= − − − <   

1 2 12 21
2 1 2 1

1 1
0

2 2

d a d a
a D d D a a

D D D D

     
− + − + − <       

     
   

      1 2

2 1

0
2 2 2 2

D Dd a d a
a d bc

D D

  
− − − − − <  

  
     

  1 2

2 1

1 1
0

2 2

D D
a d d a bc

D D

   
− − − <   

   
                                                                             

 
kemudian kedua ruas dikalikan dengan 1 24D D  maka dihasilkan 

( )( )2 1 1 2 1 24 0aD dD dD aD bcD D− − − <  

( )2
2 1 1 24 0.aD dD bcD D− − − <                        (9) 

 
Substitusikan nilai-nilai (3.23) ke persamaan (9) maka diperoleh 

( ) ( )
2

2 1 1 22

1 1
1 4 1 0D D D D

εγ εγεγ εγ
γεγ

   − −− − − − − <   
  

  

( ) ( )
2

2 1 1 22

1 1
1 4 1 0D D D D

εγ εγεγ εγ
γεγ

   − −− + − + − <   
  

 

( ) ( )
2

2 22
1 1 22

4
1 1 .

D
D D Dεγ εγ

γεγ
 

− − + < − − 
 

      

Kedua ruas dikalikan dengan 
( )

( )

22

2
1

εγ

εγ
−

−
 menjadi 
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( ) ( )22
22

2 1 1 24D D D D
εγ

εγ
γ

+ >      

sehingga diperoleh  

 ( )22 2 3
2 1 1 24 .D D D Dεγ ε γ+ >        
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Lampiran 3. Penurunan Kriteria Ketidakstabilan Model dengan 
Difusi  

 
Sehingga kedua ruas persamaan (3.32) dibagi dengan 2D  

menjadi    
2

2 4 2 3 21
2 1 1

2

4 2
D

D D D
D

ε γ ε γ εγ+ > −  

( )
1

22 2 2 3 2 22
2 1 1 1 1 1

1

bentuk persamaan kuadrat

2 4 2 2
D

D D D D D D
D

εγ εγ ε γ εγ εγ
−

 
+ − > − − 

 144444424444443

 

( )
21

2
2 2 2 3 22

2 1 1 1 1
1

2 4 4
D

D D D D D
D

εγ εγ ε γ εγ
− 

  − + > −  
  

 

        

Ubah ke bentuk persamaan yang memuat variabel 1D  pada 
kedua ruas sehingga menjadi 

( ) ( )
21

2
2 2 2 3 22 2

1 1 1 1
1 1

2 4 4
D D

D D D D
D D

εγ εγ ε γ εγ
− 

  − + > −  
  

 

   

kemudian kedua ruas dikalikan dengan 
1

1

D
 diperoleh 

( )
21

2
2 2 2 3 22 2

1 1

2 4 4 .
D D

D D
εγ εγ ε γ εγ

− 
  − + > −  
  

 

    

Untuk ruas kiri diubah ke bentuk kuadratik menjadi 

( )
2 21 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 3 22 2 2 2

1 1 1 1

2 4 4
D D D D

D D D D
εγ εγ ε γ εγ

− −   
          − + > −          
          
   
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 ( ) ( )
21 1 212 2

2 2 3 22 2 2

1 1

4 4 .
D D

D D
εγ ε γ εγ

− 
     − > −       

      
 

                   (10) 

Ruas kanan dan ruas kiri persamaan (10) adalah positif maka 
persamaan (10) dapat ditulis sebagai berikut. 

( ) ( )
1 1

12 2
2 2 3 22 2 2

1 1

4 4 0
D D

D D
εγ ε γ εγ

−
   

− > − >   
   

 

( ) ( )
1 1

12 2
2 2 3 22 2 2

1 1

2 0.
D D

D D
εγ ε γ εγ

−
   

− > − >   
   

 

Diperoleh bentuk yang setara dengan dimensi di syarat (3.20) 
yaitu 

  ( )
1 1 1
2 2 22 0p pβ β ξ

−
− > + >                        

di mana 

 2 2 32 22

1 11

, , .
D a

p
D a

β εγ ξ ε γ= = = − =                 

     



48 
 

 
 
 
 


